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ÖZET 

 
RİSER DENKLEMİNİN ÇÖZÜMLERİNİN PATLAMASI 

 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 

 

Kumsal ATLI 

 

DİCLE ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

 

2021 

 

 
  Bu tezin ilk bölümünde fen ve mühendislik gibi uygulamalı bilimlerde ortaya çıkan 

diferansiyel denklemlere kısaca değinilmiş ve çözümlerin patlaması ile ilgili temel bilgiler 

verilmiştir. 

  İkinci bölümde riser problemlerinin çözümlerin patlaması ile ilgili yapılan çalışmalar 

ele alınmıştır. 

Üçüncü bölümde tez boyunca kullanılacak olan temel tanım, lemma, teorem ve 

eşitsizliklere yer verilmiştir. 

Dördüncü bölüm üç kısımdan oluşmuştur. İlk kısımda zayıf sönüm terimli riser 

denkleminin çözümlerinin patlaması, ikinci kısımda logaritmik kaynak terim içeren riser 

denkleminin çözümlerinin patlaması, üçüncü kısımda ise güçlü sönüm terimli riser denkleminin 

çözümlerinin patlaması çalışılmıştır. 

 

 
Anahtar Kelimeler: Zayıf sönüm terim, Güçlü sönüm terim, Başlangıç enerjisi, Patlama, Riser  

           denklemi, Logaritmik kaynak terim, 
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ABSTRACT 

 
BLOW UP OF SOLUTION OF THE RISER EQUATION  

 

MASTER THESIS 

 

Kumsal ATLI 

 

UNIVERSITY OF DICLE 

INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS 

 

2021 

 
  In the first chapter of this thesis, differential equations emerging in applied sciences, 

such as engineering and science, are briefly dealt with, and the basic information regarding blow 

up of solutions is given. 

 

  In the second chapter, developments of blow up of solutions of riser equation are 

investigated. 

 

In the third chapter, basic definitions, lemma, theorems, inequalities that will be used 

throughout the thesis are given. 

 
In the fourth chapter is composed of three sections. In the first section, blow up of 

solutions of riser equation with weak damping terms are studied. In the second section, blow up 

of solutions of riser equation logarithmic source terms involving are studied. In the third 

section, blow up of solutions of riser equation with strong damping  terms are studied. 

 

Keywords: Weak damping term, Strong damping term, Initial Energy, Blow up, Riser equation, 

        Logarithmic source term. 
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1. GİRİŞ

Yaşadığımız bilim ve teknoloji çağında görülen değişim ve gelişmeler hızla iler-

lemektedir. Bu değişim ve gelişmelere ayak uydurmak, karşılaştığımız problemleri çöz-

mek, bu değişim ve gelişmeleri günlük hayata transfer etmek için matematik önemli

bir role sahiptir. Matematiği günlük hayata transfer etmenin en etkili yollarından biri

matematiksel modellemelerdir. Matematiksel modelleme, gerçek hayat problemlerinin

matematiksel terimlerle ifade edilmesidir [Cheng 2001]. Matematiksel modelleme sü-

reci, gerçek hayat problemlerinin çözümlerinin araştırılması için matematiksel bir prob-

leme dönüştürülmesiyle başlamaktadır. Elde edilen problem matematiksel yöntemle çö-

zülmekte ve oluşturulan matematiksel çözümler gerçek hayata uyarlanıp yorumlanmak-

tadır.

Modellemelerden elde edilen problemler fizik, mühendislik, kimya, biyoloji, bil-

gisayar, ekonomi gibi bir çok alanla ilgili olabilmektedir. Bu problemler adi diferansiyel

denklemler veya kısmi diferansiyel denklemler şeklinde karşımıza çıkabilmektedir. Elde

edilen bu denklemlerin çözümü çoğu zaman zor ve karmaşık olabilmektedir. Bu nedenle,

denklemleri başlangıç ve sınır koşullarıyla sınırlandırarak, iyi tanımlı bir çözüm bulabil-

mek için öncelikle çözümün varlığı, varsa eğer çözümün tekliği ve başlangıç verilerine

olan bağımlılığı araştırılır. Elde edilen çözümün varlığı ve tekliği, her ne kadar çözüm

tam olarak bilinmese de çözüme yönelik bir fikre sahip olmamızı sağlar.

Matematiksel disiplinler içerisinde diferansiyel denklemler teorisi en önemli te-

oridir [Myint-U ve Debnath 2007]. Genelde, kısmi diferansiyel denklemler çoğu fiziksel

teoremlerde karşımıza çıkmaktadır. Kısmi diferansiyel denklemleri çözmek için birden

fazla yöntem vardır ve her yöntem belirli bir denklem türüne uygulanabilir. Dolayısıyla

denklemi çözerken veya çözmeden önce denklemi tam olarak analiz etmek gerekir.

Karşımıza çıkan temel teorik soru, denklemin ve ek koşullar verilerek elde edi-

len problemin iyi konulmuş olup olmadığıdır. Fransız matematikçi Jacques Hadamard’ a

(1865-1963) göre bir problem aşağıdaki koşulları sağlarsa iyi konulmuştur.

I) Varlık: problem bir çözüme sahip olmalı,

II) Teklik: problemin çözümü tek olmalı,

III) Kararlılık: başlangıç ve/veya sınır koşullarındaki küçük bir değişiklik çözümde

küçük bir değişikliğe sebep olmalıdır.

Eğer yukarıdaki koşulların bir ya da daha fazlası yoksa problemin kötü konulmuş

1
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olduğunu söyleyebiliriz.

Bunun için bir örnek verelim:

ut + uxx = 0

denkleminin

u1(x, 0) = 0

başlangıç koşulunu sağlayan tek çözümü

u1(x, t) = 0

dır. Başlangıç koşulu

u2(x, 0) =
sin (nx)

1050

olarak alınırsa, çözüm

u2(x, t) =
en

2t sin(nx)

1050

elde edilir. Yukarıda görüldüğü üzere başlangıç verilerinde küçük

|u1(x, 0)− u2(x, 0)| =
sin(nx)

1050

bir değişiklik yapıldığında, çözümde

|u1(x, t)− u2(x, t)| =

∣∣∣∣∣en
2t sin(nx)

1050

∣∣∣∣∣
n→ ∞ için

∣∣∣∣∣en
2t sin(nx)

1050

∣∣∣∣∣ → ∞

büyük değişikliğe yol açmaktadır. Dolayısıyla verilen problem iyi konulmuş değildir

[Pişkin 2018].

Yapılan çalışmalara göre, lineer olmayan diferansiyel denklemler lineer olan

denklemlere oranla gerçek dünyayla daha çok bağlantılı olduğu için elde edilen mate-

matiksel modellemelerin çoğu lineer olmayan diferansiyel denklemlerle olur [Pinchover

ve Rubinstenin 2005]. Bazı diferansiyel denklemlerde, zamanın bazı sonlu T > 0 za-

manına yaklaştığında, değişkenler sonsuza gider. Değişkenlerin sonsuz büyümesinden
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dolayı da çözümler global olarak yok olur. Bu olaya blow up (çözümlerin patlaması)

veya global çözümlerin yokluğu denilmektedir. Blow up latincede patlama anlamına ge-

lir. Patlama konusu özellikle 1960’ lı yıllarda; Kaplan (1963), Friedman (1965) ve Fujita

(1966) tarafından bu konuda genel bir yaklaşım verildikten sonra zamanla daha kapsamlı

çalışılmıştır.

Bu çalışmamızda lineer olmayan riser probleminin patlamasını çalıştık. Riser,

deniz yüzeyindeki bir gemi veya platformdan deniz tabanındaki bir kaynağa uzanan, açık

denizlerde sondaj işlemlerinde kullanılan uzun ince dikey bir borudur [Köhl 1993]. Dalga,

akıntı, yüzen platform veya gemi hareketinin borulara değmesiyle oluşan titreşimlerin

sonucunda dördüncü dereceden kısmi türevli hareket denklemi ortaya çıkmaktadır. Bu

denklemlere Riser dalga denklemleri denir.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

Bu tezde esas amacımız aşağıdaki utt − αuxxt + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x

+β
3
(u3x)xxx − [(ax+ b)u3x]x − β (u2xxux) = f (u)

güçlü sönüm terim içeren doğrusal olmayan riser dalga denkleminin çözümlerinin sonlu

zamanda patlaması için yeterli koşulları ifade etmektir.

Sun (1986) utt + αut + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x +
β
3
(u3x)xxx

− [(ax+ b)u3x]x − β (u2xxux) = f (u)
(2.0.1)

denkleminde f = 0 ve β = 0 alarak t → 0 için denklemin çözümünün global olduğunu

göstermiştir. Bayrak ve Can (1997), (2.0.1) yarı lineer hiperbolik tipten zayıf sönüm te-

rime sahip riser denklemini sınır-değer şartları ile çözümlerinin global yokluğunu elde

etmişlerdir. Hao, Li ve Zhang (2007) (2.0.1) denkleminin negatif başlangıç enerjisine sa-

hip çözümler için sonlu zamanda patladığını ve negatif olmayan başlangıç enerjisine sahip

çözümler için de global varlığını gösterdiler. Zhao (2017), (2.0.1) denklemini zayıf sönüm

terimlerle ele alarak hem pozitif başlangıç enerjisi hem de negatif başlangıç enerjisi için

çözümlerinin patladığını gösterdi. Esquivel-Avila (2009, 2017), (2.0.1) denkleminin çö-

zümlerinin patlamasını ele aldı ve global yokluğunu gösterdi. Kalantarov ve Kurt (1997)

mutt + kuxxxx − [a (x)ux]x + γutx + but |ut|p = 0

denkleminin başlangıç sınır değer problemini ele alarak çözümün global olduğunu gös-

termişlerdir. Burada p, m, k, b pozitif sayılar, γ reel sayı ve ∀x ∈ [0, l] için a (x) , C1 [0, l]

fonksiyonuna aittir. Gmira ve Guedda (2002) utt + ρut + β∆2u− div (g (x)▽ u) + Γ∆
(
|▽|2∆u

)
−div

(
h |▽|p−2 ▽ u

)
− Γdiv

(
(∆u)2 ▽ u

)
= f (u)

(2.0.2)

denkleminin çözümünün sonlu zamanda patladığını gösterdiler. Burada ρ ≥ 0, p ≥ 1 dır.
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR

β ve Γ negatif olmayan sabitler ve g, h ∈ C1
(
Ω, R+

)
dır. Messaoudi ve Houari (2006)

 utt + ρ |ut|m−2 ut + β∆2u− div (g (x)▽ u) + Γ∆
(
|▽|2∆u

)
−div

(
h |▽|p−2 ▽ u

)
− Γdiv

(
(∆u)2 ▽ u

)
= |u|l−2 u

(2.0.3)

(2.0.2) denklemini, sönüm terim içeren lineer olmayan (2.0.3) denklemine genelleyerek

global yokluğunu çalıştılar. Burada p, l, m ≥ 1, ρ ≥ 0 dır. β ve Γ negatif olmayan sabitler

ve g, h ∈ C1
(
Ω, R+

)
dır. Çelebi, Gür ve Kalantarov (2011)

utt + k∆2u+ a∆u+−→g .∇ut + b |ut|p ut = 0

probleminin çözümlerinin t→ ∞ için sıfıra gittiğini gösterdiler. Irkıl ve Pişkin (2021) utt + αut + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x +
β
3
(u3x)xxx

− [(ax+ b)u3x]x − (βu2xxux)x = |u|p−2 u ln |u|

logaritmik kaynak terim içeren riser denkleminin çözümlerinin sonlu zamanda patladığını

gösterdiler.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu bölümde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili bazı temel

kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzayı, Sobolev uzayı, bazı önemli eşitlik ve

eşitsizlikler ve çözümlerin patlaması ile ilgili bazı lemmalara yer verilecektir. [Adams ve

Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Pişkin 2013, Pişkin 2017, Pişkin

2018, Polat 2005].

3.1. Temel Bilgiler

Tanım 3.1.1. Bir fonksiyon ve onun sonlu mertebeden türevlerini içeren denk-

lemler diferansiyel denklemlerdir. Bir diferansiyel denklemde bağımlı ve bağımsız değişkenler

olmak zorunda değildir. Lakin bağımlı değişkenin herhangi bir mertebeden türev veya tü-

revleri olmak zorundadır.

Tanım 3.1.2. Bir tek bağımsız değişkenin bir tek bağımlı değişkene göre tü-

revlerini içeriyorsa buna adi (bayağı) diferansiyel denklem denir. En genel adi (bayağı)

diferansiyel denklemi

f(x, y, y′, ..., y(n)) = 0

şeklinde veya y(n) yalnız bırakılabiliyorsa

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1))

şeklinde yazılır.

Tanım 3.1.3. Bilinmeyen bir u = u(x, y) fonksiyonu, x ve y bağımsız değişkenlerinin

bağımlı değişkenlerine göre türevlenmesine kısmi türevli diferansiyel denklem denir ve
∂u
∂x

= ux,
∂u
∂y

= uy,
∂2u
∂x2 = uxx şeklinde gösterilir. u bağımlı fonksiyonunun x, y değişkenlerine

göre kısmi türevler içeren en genel kısmi diferansiyel denklem,

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uyy,uxy, ...) = 0

veya

F

(
x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
,
∂2u

∂y∂x
, ...

)
= 0

dır.

7



3. MATERYAL VE METOT

Tanım 3.1.4. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yüksek mertebeli türevin

mertebesi diferansiyel denklemin mertebesi (basamağı), en yüksek mertebeli türevin ce-

birsel kuvvetine de diferansiyel denklemin derecesi denir.

Örneğin;

y′′′ + 5x (y′′)
3
+ 2y = ex

denklemi 3. mertebe, 1. derecedendir.

Tanım 3.1.5. Bir diferansiyel denklemde, bağımlı değişken ve türevleri yalnız bi-

rinci dereceden ve bunlar denklemde çarpım halinde bulunmuyorlarsa denkleme doğrusal

(lineer) denklem, aksi takdirde doğrusal olmayan (nonlineer) denklem denir.

Örneğin;

uxx + sinxuy = xyu

denklemi lineer bir denklemdir.

Tanım 3.1.6. Lineer olmayan bir kısmi diferansiyel denklemde eğer denklem sa-

dece en yüksek mertebeden türevlerine göre lineer ise bu denklem yarı lineer denklemdir.

Örneğin;

uxuxx + 5uxy = y

denklemi yarı lineer bir denklemdir.

Yarı lineer bir denklemin en yüksek mertebeden türevlerin katsayıları sadece bağımsız

değişkenlerden oluşuyorsa bu denklem hemen hemen lineer denklemdir.

Örneğin;

uxx − 3uyy + 3xu2 = 0

denklemi hemen hemen lineer bir denklemdir.

3.2. Metrik Uzay, Normlu Uzay, İç Çarpım Uzayı

Tanım 3.2.1. X ̸= 0 olmak üzere X × X den R+ ∪ {0} a tanımlanan bir d

fonsiyonu

(x, y) → d(x, y)

verilsin. d fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlıyorsa d ye X üzerinde bir metrik , (X, d)

ikilisine de metrik uzay denir:

∀x, y, z ∈ X olmak üzere

I) d(x, y) ≥ 0

8
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II) d(x, y) = 0 ⇔ x = y

III) d(x, y) = d(y, x) (simetri)

IV) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (üçgen eşitsizliği).

Tanım 3.2.2. X bir reel (veya kompleks) vektör uzayı olmak üzere x → ∥x∥

dönüşümünü sağlayan

∥.∥ : X → R

fonksiyonuna X üzerinde bir norm denir. ∀ −→x ,−→y ∈ X ve ∀a ∈ R için

I) ∥−→x ∥ ≥ 0 ve ∥−→x ∥ = 0 ⇔ −→x = 0

II) ∥a−→x ∥ = |a| ∥−→x ∥

III) ∥−→x +−→y ∥ ≤ ∥−→x ∥+ ∥−→y ∥ (üçgen eşitsizliği)

X uzayı yukarıdaki şartları sağlıyorsa X üzerinde normdur denir. X normlu uzayı

kısaca (X , ∥.∥) biçiminde gösterilir. ∥x∥ sayısı da x ∈ X elemanının normudur.

Tanım 3.2.3. X bir reel vektör uzayı olsun. ∀ x, y, z ∈ X ve a ∈ R için X ×X

uzayı üzerinde aşağıdaki şartları sağlayan

⟨., .⟩ : X ×X → R

fonksiyonuna iç çarpım denir;

I) ⟨x, x⟩ ≥ 0; ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0,

II) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ,

III) ⟨ax, y⟩ = a ⟨x, y⟩ ,

IV) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ .

Bir iç çarpım ile

∥x∥ = ⟨x, x⟩
1
2

tanımlanan ∥.∥ : X → R fonksiyonunun norm olduğunu görmek oldukça kolaydır.

Normu yukarıda olduğu gibi bir iç çarpım tarafından tanımlanan uzaya iç çarpım

uzayı denir.

3.3. Lebesgue uzayı (Lp(Ω))

Tanım 3.3.1. Ω, Rn de bir bölge ve 1 ≤ p < ∞ olmak üzere Ω da tanımlı tüm

9
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ölçülebilir u fonksiyonlarının sınıfı aşağıdaki şart altında

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞

Lp (Ω) uzayı olarak isimlendirilir. Lp (Ω) uzayı bir vektör uzayıdır. 1 ≤ p < ∞ olmak

üzere bu uzay

∥u∥Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u (x)|p dx
) 1

p

normu ile Banach uzayıdr.

3.4. Sobolev Uzayı

Tanım 3.4.1. Ω, Rn de bir bölge, m negatif olmayan herhangi bir tamsayı ve

1 ≤ p ≤ ∞ olmak üzere

Wm,p (Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), 0 ≤ |α| ≤ m}

uzayına Sobolev uzayı denir. Bu uzay

1 ≤ p <∞ için

∥u∥Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

∥Dαu∥pLP (Ω)

 1
p

ve p = ∞ için

∥u∥Wm,∞(Ω) = max
0≤|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω)

normları ile Banach uzayıdır.

Tanım 3.4.2. (Sobolev Gömülme Teoremi). Ω, Rn de koni özelliğine sahip açık

bir bölge, m ≥ 1 ve j ≥ 0 koşulları altındaki tamsayılar ve 1 ≤ p <∞ olacak şekilde;

I) mp > n ise W j+m,p(Ω) ↪→ Cj
B(Ω)

II) mp = n ise W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), p ≤ q <∞

veya

W j+m,p ↪→ Lq(Ω), p ≤ q <∞

10
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gömülmesi elde edilir. Burada p = 1 şeklinde seçilirse

W j+m,1(Ω) ↪→ Cj
B(Ω)

olarak elde edilir.

III) mp < n ise

W j+m,p(Ω) ↪→ W j,q(Ω), p ≤ q ≤ p∗

ya da

W j+m,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), p ≤ q ≤ p∗

şeklindedir. Burada

dır.

3.5. Bazı Önemli Eşitlik ve Eşitsizlikler

Lemma 3.5.1. a, b ≥ 0 ve 1 ≤ p <∞ olsun. Bu durumda

(a+ b)p ≤ 2p−1 (ap + bp)

dır.

Lemma 3.5.2. (Young Eşitsizliği). Eğer a, b ∈ R, p > 1, ε > 0 ve 1
p
+ 1

q
= 1

ise

|ab| ≤ |a|p

p
+

|b|q

q

eşitsizliği sağlanır. Buradan p = q = 2 ve a yerine δa, b yerine b
δ

alınırsa

|ab| ≤ δ2a2

2
+

b2

2δ2

olur.

Lemma 3.5.3. (Hölder Eşitsizliği). p ≥ 1 ve 1
p
+ 1

q
= 1 koşulunu sağlasın. Eğer

u ∈ Lp (Ω) , v ∈ Lq (Ω) olarak seçilirse

uv ∈ L1 (Ω)

11
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ve

∥uv∥L1(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω) ∥v∥Lq(Ω)

eşitsizliği geçerli olur.

Lemma 3.5.4. (Sobolev Poincare Eşitsizliği).

p sayısı 2 ≤ p < ∞ (n = 1, 2) ve 2 ≤ p ≤ 2n
n−2

(n ≥ 3) olsun. Bu durumda C∗ =

C∗ (Ω, p) ve u ∈ H1
0 (Ω) için,

∥u∥Lp(Ω) ≤ C∗ ∥∇u∥L2(Ω)

olur.

Lemma 3.5.5. (Green Özdeşliği). u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) olmak üzere

∫
Ω

v∆udx =

∫
∂Ω

v
∂u

∂n
ds−

∫
Ω

∇v∇udx

dır. Burada n dışa doğru yönlendirilmiş birim vektör ve ∂u
∂n

= n∇u dır.

3.6. Georgiev ve Todorova Metodu

Bu metot 1994 yılında Georgiev ve Todorova [Georgiev ve Todorova 1994] ta-

rafından elde edilmiştir. Bu metodun temel fikri uygun seçilmiş bir ψ(t) fonksiyoneli için

ψ′(t) ≥ c1ψ
c2(t)

(c1 > 0, c2 > 1, t ≥ 0) diferansiyel eşitsizliğini elde etmektir. Buradan (0, t) aralığında

integral alınırsa
ψ′(t)

ψc2(t)
≥ c1,

ψ1−c2(t)

1− c2
− ψ1−c2(0)

1− c2
≥ c1t

olur. Bu ifade düzenlenirse

ψc2−1(t) ≥ 1

ψ1−c2(0)− c1(c2 − 1)t

elde edilir. Böylece paydayı sıfır yapan

ψ1−c2(0)− c1(c2 − 1)t = 0,

12
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t =
ψ1−c2(0)

c1(c2 − 1)

zamanında ψ(t) sınırsız olur.

13
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

Dördüncü bölüm üç kısımdan oluşmuştur. İlk kısımda zayıf sönüm terimli ri-

ser denkleminin çözümlerinin patlaması, ikinci kısımda logaritmik kaynak terim içeren

riser denkleminin çözümlerinin patlaması, üçüncü kısımda ise tezin esas özgün kısmını

oluşturan güçlü sönüm terimli riser denkleminin çözümlerinin patlaması çalışılmıştır.

4.1. Zayıf Sönüm Terimli Riser Denkleminin Çözümlerinin Patlaması

Bu bölümde,

utt + αut + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x

+β
3
(u3x)xxx − [(ax+ b)u3x]x − β (u2xxux)

= f (u) , (x, t) ∈ [0, 1]× (0, T )

u (0, t) = u (1, t) = uxx (0, t) = uxx (1, t) = 0, t ∈ (0, T )

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ [0, 1]

(4.1.1)

riser denkleminin başlangıç- sınır değer problemi ele alınacaktır [Hao ve arkadaşları

2007]. Burada a, b, α, β negatif olmayan sabitlerdir ve f (u) ∈ C (R) dir. Bu çalışmada

F (u) =
u∫
0

f (s) ds olarak tanımlanmış (4.1.1) başlangıç-sınır değer probleminin E(0) <

0 şartı altında çözümlerinin sonlu zamanda patladığı kanıtlanmıştır. Burada (4.1.1) denk-

leminin enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2
∥ut∥2 + β ∥uxx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u2xdx+
β

2
∥uxuxx∥2

+
1

4

1∫
0

(ax+ b)u4xdx−
1∫

0

F (u) dx

dır.

Lemma 4.1.1. u(x, t), (4.1.1) probleminin bir çözümü olsun. t ≥ 0 için E(t)

fonksiyonu artmayan bir fonksiyondur, yani

d

dt
E(t) = −α ∥ut∥2 ≤ 0

dır.

İspat. (4.1.1) denkleminin ut ile çarpıp [0, 1] aralığında integrali alınırsa istenen

15
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elde edilir.

Lemma 4.1.2. u(x, t), (4.1.1) probleminin bir çözümü olsun. Ayrıca C > 1

pozitif sabit olmak üzere

2 < r ≤ 4

için

∥u∥r4 ≤ C(∥u∥44 + ∥ux∥2)

dir.

İspat. İki durum vardır:

Durum 1. Eğer ∥u∥4 ≤ 1 ise Sobolev gömülme teoreminden

∥u∥r4 ≤ ∥u∥24 ≤ C ∥ux∥2 (4.1.2)

dır.

Durum 2. Eğer ∥u∥4 > 1 ise

∥u∥r4 ≤ ∥u∥44 (4.1.3)

olur. Buradan (4.1.2) ve (4.1.3) ifadelerinin birleşiminden lemmanın ispatı tamamlanmış

olur.

Şimdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:

Teorem 4.1.1. u (x, t) , (4.1.1) probleminin bir çözümü olsun. Ayrıca A pozitif

sabit olmak üzere, f (s) fonksiyonu s ∈ R için

sf (s) ≥ (4 + A)F (s) (4.1.4)

şartını sağlasın. Ayrıca

E (0) =
1

2
∥u1∥2 + β ∥u0xx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u20xdx

+
β

2
∥u0xu0xx∥2 +

1

4

1∫
0

(ax+ b)u40xdx−
1∫

0

F (u0) dx

< 0

16
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ve
1∫

0

u0u1dx > 0 (4.1.5)

olsun. Bu durumda (4.1.1) probleminin u(x, t) çözümü sonlu zamanda patlar.

İspat. İlk olarak H(t) fonksiyonunu

H(t) = −E(t)

olacak şekilde tanımlayalım. H(t) nin türevini alıp Lemma 4.1.1 i kullanırsak

d

dt
H(t) = − d

dt
E(t) = α ∥ut∥2 (4.1.6)

olur. Burada (4.1.6) ifadesinin [0, 1] aralığında integrali alınıp E(t) enerji fonksiyonelinin

tanımı kullanılırsa

0 < H(0) ≤ H(t) ≤
1∫

0

F (u) dx (4.1.7)

eşitsizliği elde edilir. Şimdi

L(t) = H1−γ(t) + ε

1∫
0

uutdx (4.1.8)

olacak şekilde bir L (t) fonksiyonu tanımlansın. Burada γ, 0 < γ ≤ 1
4

ve ε daha sonra

belirlenecek pozitif bir sayıdır. (4.1.8) eşitliğinin türevi alınırsa

L′(t) = α (1− γ)H−γ(t) ∥ut∥2 + ε ∥ut∥2 + ε

1∫
0

uuttdx

elde edilir. (4.1.1) denklemi u ile çarpılıp [0, 1] aralığında integrali alınır ve
1∫
0

uuttdx

terimi çekilirse,

1∫
0

uuttdx = −α
1∫

0

uutdx− 2β ∥uxx∥2 − 2

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

−2β ∥uxuxx∥2 −
1∫

0

(ax+ b)u4xdx+

1∫
0

uf (u) dx

17
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elde edilir. Bu eşitlik (4.1.8) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) = α (1− γ)H−γ(t) ∥ut∥2 + ε ∥ut∥2 − εα

1∫
0

uutdx

−2εβ ∥uxx∥2 − 2εβ ∥uxuxx∥2 − 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

−ε
1∫

0

(ax+ b)u4xdx+ ε

1∫
0

uf (u) dx

olarak elde edilir. (4.1.9) ifadesindeki
1∫
0

uutdx terimine δ > 0 için Young eşitsizliği uy-

gulanırsa
1∫

0

uutdx ≤ δ2

2
∥u∥2 + 1

2δ2
∥ut∥2

elde edilir. Bu eşitsizlik (4.1.9) ifadesinde yazılırsa

L′(t) ≥ α (1− γ)H−γ(t) ∥ut∥2 + ε ∥ut∥2

−εαδ
2

2
∥u∥2 − εα

δ2
∥ut∥2 − 2εβ ∥uxx∥2

−2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx− ε

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

−2εβ ∥uxuxx∥2 + ε

1∫
0

uf (u) dx

olur. H (t) ve E (t) nin tanımından

−2β ∥uxuxx∥2 −
1∫

0

(ax+ b)u4xdx = 4H(t) + 2 ∥ut∥2 + 4β ∥uxx∥2

+4

1∫
0

(ax+ b)u2xdx− 4

1∫
0

F (u) dx

18
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yazılabilir. Bu eşitlik (4.1.10) ifadesinde kullanılırsa

L′(t) ≥ α
[
(1− γ)H−γ(t)− ε

2δ2

]
∥ut∥2 + 3ε ∥ut∥2

−εαδ
2

2
∥u∥2 + 2εβ ∥uxx∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

1∫
0

[uf (u)− 4F (u)] dx+ 4εH (t)

elde edilir. k sonradan belirlenecek olan yeterince büyük pozitif bir sabit olmak üzere

δ2 = 1
k
Hγ(t) alınıp (4.1.11) ifadesinde yazılırsa

L′(t) ≥ α

[
(1− γ)− kε

2

]
H−γ(t) ∥ut∥2 + 3ε ∥ut∥2 + 2εβ ∥uxx∥2

−εα
2k
Hγ(t) ∥u∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

1∫
0

[uf (u)− 4F (u)] dx+ 4εH (t)

elde ederiz. Sobolev-Poincare eşitsizliğinden

∥u∥2 ≤ 1

µ1

∥uxx∥2

elde edilir. Burada µ1, pozitif bir sabittir. Üstteki eşitsizlik (4.1.12) ifadesinde yerine

yazılırsa

L′(t) ≥ α

[
(1− γ)− kε

2

]
H−γ(t) ∥ut∥2 + 3ε ∥ut∥2

+ε

[
2β − αHγ(t)

2µ1k

]
∥uxx∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

1∫
0

[uf (u)− (4 + A)F (u)] dx+ 4εH (t) + εA

1∫
0

F (u) dx

elde edilir. Burada, iki ayrı durum için inceleme yapılabilir.

1. Durum:

Öyle bir T0 < ∞ vardır ki t → T−
0 iken Hγ (t) → ∞ dır. Bu durumda,

19
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1∫
0

F (u (x, t)) dx → ∞ olduğundan, Hγ(t) sonlu bir zamanda patlar. Ayrıca, f ∈ C(R)

için x → x0 ve t → T−
0 iken öyle bir x0 ∈ [0, 1] vardır ki

u(x,t)∫
0

f (s) ds → ∞ ve

|u (x, t)| → +∞ olur. Böylece u(x, t) çözümü sonlu T0 <∞ zamanında patlar.

2. Durum:

Herhangi bir sonlu (0, T ∗] aralığında, Hγ(t) sınırlıdır. Bu durumda, herhangi

bir sonlu zamanlı (0, T ∗] aralığında yeterince büyük bir k seçebiliriz öyle ki β ≥ αHγ(t)
4C∗k

sağlanır. k sabit olduğundan, yeterince küçük bir ε seçersek (1− η)− kε
2
≥ 0 olur. Bundan

dolayı

L′(t) ≥ 3ε ∥ut∥2 + 4εH (t) + 2εb ∥ux∥2 + εA

1∫
0

F (u) dx

olarak yazılabilir. Daha sonra

p = min{3, 2b, A}

olarak seçildiğinde,

L′(t) ≥ pε

H (t) + ∥ut∥2 + ∥ux∥2 +
1∫

0

F (u) dx

 ≥ 0 (4.1.13)

şeklinde yazılır. L (t) nin tanımı ve (4.1.7) ifadesinden

L(t) ≥ L(0) > 0

olur. (4.1.5) ifadesinden

L(0) = H1−γ(0) + ε

1∫
0

u0u1dx > 0

elde edilir. Şimdi L
1

1−γ (t) yi hesaplayalım.
1∫
0

uutdx terimine Hölder eşitsizliği uygu-

lanırsa
1∫

0

|uut| dx ≤ ∥u∥ ∥ut∥
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elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının 1
1−γ

. kuvvetini alırsak

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−γ

≤

 1∫
0

|uut| dx


1

1−γ

≤ ∥u∥
1

1−γ ∥ut∥
1

1−γ (4.1.14)

bulunur. Daha sonra δ > 0 , 1
µ
+ 1

θ
= 1 olmak üzere Young eşitsizliği uygulanırsa

XY ≤ δµ

µ
Xµ +

δ−θ

θ
Y θ X,Y ≥ 0

ve ayrıca θ = 2 (1− γ) ve µ = 2(1−γ)
1−2γ

olarak seçilirse (4.1.14) ifadesinden

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−γ

≤ C
(
∥u∥

2
1−2γ + ∥ut∥2

)

elde edilir. 2 < 2
1−2γ

≤ 4 olduğundan Lemma 4.1.2 den

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−γ

≤ C
(
∥u∥44 + ∥ux∥2 + ∥ut∥2

)
(4.1.15)

ifadesi oluşur. Sobolev gömülme teoremi ve H(t) nin tanımından

∥u∥44 ≤ C ∥ux∥44

≤ C

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

≤ C

−H(t) +

1∫
0

F (u) dx


olur. Bu eşitsizlik (4.1.15) de yerine yazılırsa

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−γ

≤ C

−H(t) + ∥ut∥2 + ∥ux∥2 +
1∫

0

F (u) dx


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elde edilir. Şimdi L
1

1−γ (t) i hesaplamak için her pozitif ξ, η ve r > 1 olmak üzere

(ξ + η)r ≤ 2r−1 (ξr + ηr)

eşitsizliğini kullanalım. Burada r = 1
1−γ

> 1 seçip ve her t > 0 için L (t) nin tanımını

kullanırsak

L
1

1−γ (t) =

H1−γ(t) + ε

1∫
0

uutdx


1

1−γ

≤ 2
γ

1−γ

H(t) +

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−γ


≤ C

H(t) + ∥ut∥2+ ∥ ux ∥2 +
1∫

0

F (u) dx


elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.16) ifadelerinden

L′(t) ≥ qL
1

1−γ (t) (4.1.17)

elde edilir. Burada q pozitif sabittir. (4.1.17) eşitsizliğinin (0, t) aralığında integrali alınırsa

L
γ

1−γ (t) ≥ 1

L− γ
1−γ (0)− qt γ

1−γ

(4.1.18)

eşitsizliği elde edilir. Burada (4.1.18) ifadesinden

T ∗ ≤
1−γ

qγL
γ

1−γ
(0)

olur ve T ∗ sonlu zamanda patlar. Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur.

Bu bölümde logaritmik kaynak terimli

22
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

utt + αut + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x +
β
3
(u3x)xxx

− [(ax+ b)u3x]x − (βu2xxux)x = |u|p−2 u ln |u| , (x, t) ∈ [0, 1]× (0, T )

u (0, t) = u (1, t) = uxx (0, t) = uxx (1, t) = 0, t ∈ (0, T )

u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ [0, 1]

(4.2.1)

riser denkleminin başlangıç-sınır değer problemi ele alınmıştır [Irkıl ve Pişkin 2021].

Burada a, b, α, β negatif olmayan sabitlerdir ve p ≥ 4 tür. Bu çalışmada logaritmik

kaynak terimli riser denkleminin E(0) < 0 şartı altında çözümlerinin sonlu zamanda

patladığı kanıtlanmıştır.

Burada (4.2.1) denkleminin enerji fonksiyoneli

E(t) =
1

2
∥ut∥2 + β ∥uxx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u2xdx+
β

2
∥uxuxx∥2

+
1

4

1∫
0

(ax+ b)u4xdx+
1

p2
∥u∥pp −

1

p

1∫
0

up ln |u| dx

dır. Başlangıç enerji fonksiyoneli

E(0) =
1

2
∥u1∥2 + β ∥u0xx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u20xdx+
β

2
∥u0xu0xx∥2

+
1

4

1∫
0

(ax+ b)u40xdx+
1

p2
∥u0∥pp −

1

p

1∫
0

|u0|p ln |u0| dx

şeklindedir.

Lemma 4.2.1. u(x, t), (4.2.1) probleminin bir çözümü olsun. Ayrıca E(t), art-

mayan ve

E ′ (t) = −α ∥ut∥2 ≤ 0 (4.2.4)

dır.
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İspat. (4.2.1) problemi ut ile çarpıp, [0, 1] aralığında integrali alırsak

1∫
0

uttutdx+ α
1∫
0

ututdx+ 2β
1∫
0

utuxxxxdx− 2
1∫
0

ut [(ax+ b)ux]x dx

+β
3

1∫
0

ut (u
3
x)xxx dx −

1∫
0

ut [(ax+ b)u3x]x dx−
1∫
0

ut (βu
2
xxux)x dx

=
1∫
0

ut |u|p−2 u ln |u| dx

(4.2.5)

elde edilir. (4.2.5) ifadesinin terimlerini sırasıyla hesaplayalım:

İlk terim için

1∫
0

ututtdx =
1

2

1∫
0

d

dt

(
u2t
)
dx

=
1

2

d

dt
∥ut∥2

elde edilir. İkinci terim için

α

1∫
0

ututdx = α

1∫
0

|ut|2 dx

= α ∥ut∥2

elde edilir. (4.2.5) ifadesinin üçüncü,..., yedinci terimlerine kısmi integrasyon uygulanıp

(4.2.1) probleminin sınır şartları uygulanırsa

1∫
0

2βutuxxxxdx = 2βutuxxx|10 − 2β

1∫
0

uxxxutxdx

= 2β [uxxx (1)ut(1)− uxxx(0)ut(0)]− 2βutxuxx|10 + 2β

1∫
0

uxxutxxdx

= −2β [uxx(1)utx(1)− uxx(0)utx(0)] + 2β

1∫
0

(uxxutxx) dx

= 2β

1∫
0

(uxxutxx) dx = β

1∫
0

d

dt

(
u2xx

)
dx

= β
d

dt
∥uxx∥2 ,
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−
1∫

0

(2 (ax+ b)ux)x utdx = −2ut(ax+ b)ux|10 + 2

1∫
0

(ax+ b)uxutxdx

= −2(ax+ b) [ut(1)ux(1)− ut(0)ux(0)] + 2

1∫
0

(ax+ b)uxutxdx

= 2

1∫
0

(ax+ b)uxutxdx

=
d

dt

1∫
0

(ax+ b)u2xdx,

1∫
0

β

3

(
u3x
)
xxx

utdx =
β

3

(
u3x
)
xx
ut|10 −

β

3

1∫
0

(
u3x
)
xx
utxdx

=
β

3

((
u3x
)
xx

(1)ut(1)−
(
u3x
)
xx

(0)ut(0)
)
− β

3

1∫
0

(
u3x
)
xx
utxdx

=
−β
3

(
u3x
)
x
utx|10 +

β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
−β
3

((
u3x
)
x
(1)utx(1)−

(
u3x
)
x
(0)utx(0)

)
+
β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
β

3

1∫
0

3u2xuxxutxxdx

=
β

2

1∫
0

d

dt

(
u2xu

2
xx

)
dx− β

2

1∫
0

u2xx
d

dt
u2xdx

=
β

2

d

dt
∥uxuxx∥2 − β

1∫
0

u2xxuxuxtdx,
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−
1∫

0

βut
(
u2xxux

)
x
dx = −βutu2xxux|10 + β

1∫
0

u2xxuxutxdx

= −β
(
ut(1)u

2
xx(1)ux(1)− ut(0)u

2
xx(0)ux(0)

)
+ β

1∫
0

u2xxuxutxdx

= β

1∫
0

u2xxuxutxdx

ve

−
1∫

0

(
(ax+ b)u3x

)
x
utdx = −ut(ax+ b)ux|10 +

1∫
0

(ax+ b)u3xutxdx

= −(ax+ b) (ut(1)ux(1)− ut(0)ux(0)) +

1∫
0

(ax+ b)u3xutxdx

=

1∫
0

(ax+ b)u3xutxdx

=
1

4

1∫
0

(ax+ b)
d

dt
u4xdx

=
1

4

d

dt

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

olarak elde edilir. Kaynak terim için

|u|p−2 uut =
1

p

d

dt
(|ut|p)
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kullanırsak

1∫
0

ut |u|p−2 u ln |u| dx =

1∫
0

1

p

d

dt
(|ut|p) ln |u| dx

=
1

p

1∫
0

d

dt
(|u|p ln |u|) dx− 1

p

1∫
0

|u|p d
dt

(ln |u|) dx

=
1

p

1∫
0

d

dt
(|u|p ln |u|) dx− 1

p

1∫
0

|u|p−2 uutdx

=
1

p

1∫
0

d

dt
(|u|p ln |u|) dx− 1

p2

1∫
0

d

dt
|u|p dx

=
d

dt

1

p

1∫
0

|u|p ln |u| − 1

p2
∥u∥pp


olur. Elde edilen (4.2.6)-(4.2.13) terimleri (4.2.5) ifadesinde yerine yazılırsa

d

dt

[
1

2
∥ut∥2 + β ∥uxx∥2 +

∫ 1

0

(ax+ b)u2xdx+
β

2
∥uxuxx∥2

+
1

4

∫ 1

0

(ax+ b)u4xdx−
1

p

1∫
0

|u|p ln |u|+ 1

p2
∥u∥pp


= −α ∥ut∥2

olur. Buradan (4.2.2) ve (4.2.14) ifadelerinden

E ′ (t) = −α ∥ut∥2 ≤ 0

elde edilir. Ayrıca (4.2.4) eşitliğinin [0, t] aralığında integrali alınırsa

E (t) = −α
t∫

0

1∫
0

|ut|2 dx+ E (0)

elde edilir.

Lemma 4.2.2.
1∫
0

up ln |u| dx ≥ 0 olmak üzere herhangi bir u ∈ Lp [0, 1] ve

2 ≤ s ≤ 4 ≤ p
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için  1∫
0

up ln |u| dx


s
p

≤ C

 1∫
0

up ln |u| dx+ ∥uxx∥2


dır. Burada C > 0 pozitif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].

İspat. Eğer
1∫
0

up ln |u| dx > 1 ise

 1∫
0

up ln |u| dx


s
p

≤
1∫

0

up ln |u| dx (4.2.15)

olur. Eğer
1∫
0

up ln |u| dx ≤ 1 ise, herhangi bir τ ≤ 2 ve

ϕ1 = {x ∈ [0, 1] | |u| > 1}

için

 1∫
0

up ln |u| dx


s
p

≤

 1∫
0

up ln |u| dx


τ
p

≤

∫
φ1

up ln |u| dx

 τ
p

≤

∫
φ1

|u|p+1 dx

 τ
p

≤

 1∫
0

|u|p+1 dx


τ
p

= ∥u∥
τ(p+1)

p

p+1

olur. τ = 2p
p+1

< 2 seçersek

 1∫
0

up ln |u| dx


s
p

≤ ∥u∥2p+1

≤ C ∥uxx∥2
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olur. (4.2.15) ve (4.2.16) ifadelerinden lemmanın ispatı tamamlanmış olur.

Lemma 4.2.3.
1∫
0

up ln |u| dx ≥ 0 olmak üzere herhangi bir u ∈ Lp [0, 1] için

∥u∥pp ≤ C

 1∫
0

up ln |u| dx+ ∥uxx∥2


dır. Burada C > 0 pozitif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].

İspat. ξ+ = {x ∈ [0, 1] | |u| > e} ve ξ− = {x ∈ [0, 1] | |u| ≤ e} olarak tanımlansın.

Buradan

∥u∥pp =

∫
ξ+

updx+

∫
ξ−

updx

≤
∫
ξ+

up ln |u| dx+
∫
ξ−

ep
∣∣∣u
e

∣∣∣p dx
≤

∫
ξ+

up ln |u| dx+ ep
∫
ξ−

∣∣∣u
e

∣∣∣2 dx
≤

∫
ξ+

up ln |u| dx+ ep−2

∫
ξ−

|u|2 dx

≤ C

 1∫
0

up ln |u| dx+ ∥uxx∥2


olarak elde edilir. Böylece ispat tamamlanmış olur.

Sonuç 4.2.4. C > 0 pozitif bir sabit olmak üzere

∥u∥22 ≤ C


 1∫

0

up ln |u| dx


2
p

+ ∥uxx∥
4
p


dır [Kafini ve Messaoudi 2020].

Lemma 4.2.5. 2 ≤ s ≤ 4 ≤ p olmak üzere herhangi bir u ∈ Lp [0, 1] için

∥u∥sp ≤ C
[
∥u∥pp + ∥uxx∥2

]
dır. Burada C > 0 pozitif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].
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İspat. Eğer ∥u∥p > 1 ise

∥u∥sp ≤ ∥u∥pp (4.2.17)

olur. Eğer ∥u∥p ≤ 1 ise ∥u∥sp ≤ ∥u∥2p dir. Sobolev gömülme teoreminden

∥u∥sp ≤ ∥u∥2p ≤ C ∥uxx∥2 (4.2.18)

dır. Dolayısıyla (4.2.17) ve (4.2.18) ifadelerinden lemmanın ispatı tamamlanmış olur.

Şimdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:

Teorem 4.2.6. E(0) < 0 ve
1∫
0

u0u1dx > 0 olsun. u(x, t), (4.2.2) probleminin

çözümü T ∗ sonlu zamanında patlar. Ve

T ∗ ≤ 1− σ

ξσL
σ

1−σ (0)

olarak elde edilir. Burada L (4.2.22) de tanımlanmış, ξ ve σ pozitif sabitler ve σ < 1 dir.

İspat. İlk olarak H(t) fonksiyonunu

H (t) = −E (t) (4.2.19)

olarak tanımlayalım. (4.2.2) problemini t > 0 için ut ile çarpıp [0, 1] aralığında integralini

alırsak

H ′ (t) = −E ′ (t) = α ∥ut∥2 (4.2.20)

elde edilir. Burada (4.2.3) ve (4.2.19) ifadelerinden

0 < H (0) ≤ H (t) ≤ 1

p

1∫
0

up ln |u| dx (4.2.21)

elde ederiz. Şimdi

L (t) = H1−σ (t) + ε

1∫
0

uutdx (4.2.22)

olacak şekilde L(t) fonksiyonu tanımlansın. Burada σ,

4 (p− 2)

p2
< σ <

p− 2

2p
(4.2.23)
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eşitsizliğini sağlayan bir sabit ve ε daha sonra belirlenecek bir sayıdır. Şimdi L(t) nin t

ye göre türevi alınıp (4.2.2) ve (4.2.20) ifadeleri kullanılırsa

L′ (t) = (1− σ)H−σ (t)H ′ (t) + ε

1∫
0

|ut|2 dx+
1∫

0

uuttdx

= α (1− σ)H−σ (t) ∥ut∥2 + ε ∥ut∥2 − 2εβ ∥uxuxx∥2

−2εβ ∥uxx∥2 − εα

t∫
0

uutdx− 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

−ε
1∫

0

(ax+ b)u4xdx+ ε

1∫
0

up ln |u| dx

olarak elde edilir. (4.2.24) ifadesindeki
t∫
0

uutdx terimine δ > 0 için Young eşitsizliği

uygulanırsa
1∫

0

uutdx ≤ δ2

2
∥u∥2 + 1

2δ2
∥ut∥2 (4.2.25)

elde edilir. (4.2.25) eşitsizliği (4.2.24) te yazılırsa

L′ (t) ≥ α (1− σ)H−σ (t) ∥ut∥2 + ε
(
1− α

2δ2

)
∥ut∥2

−εαδ
2

2
∥u∥2 − 2εβ ∥uxuxx∥2 − 2εβ ∥uxx∥2

−2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx− ε

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

+ε

1∫
0

up ln |u| dx
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olur. 0 < m < p−4
p

ve
1∫
0

up ln |u| dx yerine koymak için H(t) nin tanımından

L′ (t) ≥ α
[
(1− σ)H−σ (t)− ε

2δ2

]
∥ut∥2 + ε

(
1 +

p (1−m)

2

)
∥ut∥2

+εβ (p (1−m)− 2) ∥uxx∥2 + εβ

(
p (1−m)

2
− 2

)
∥uxuxx∥2

+εp (1−m)H (t) + ε (p (1−m)− 2)

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

(
p (1−m)

4
− 1

) 1∫
0

(ax+ b)u4xdx−
εαδ2

2
∥u∥2

+ε
(1− b)

p
∥u∥pp + εm

1∫
0

up ln |u| dx

olur. h sonradan belirlenecek olan yeterince büyük pozitif değerli bir sayı olmak üzere

δ2 =
1

2h
Hσ (t)

alınıp (4.2.26) ifadesinde yerine yazılırsa

L′ (t) ≥ α [(1− σ)− hε]H−σ (t) ∥ut∥2 + ε

(
1 +

p (1−m)

2

)
∥ut∥2

+εβ (p (1−m)− 2) ∥uxx∥2 + εβ

(
p (1−m)

2
− 2

)
∥uxuxx∥2

+εp (1−m)H (t) + ε (p (1−m)− 2)

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

(
p (1−m)

4
− 1

) 1∫
0

(ax+ b)u4xdx−
εα

4h
Hσ (t) ∥u∥2

+ε
(1−m)

p
∥u∥pp + εm

1∫
0

up ln |u| dx

elde edilir. (4.2.27) ifadesinde Hσ (t) ∥u∥2 terimine Sonuç 4.2.4 ve Young eşitsizliği
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kullanılırsa

Hσ (t) ∥u∥2 ≤

1

p

1∫
0

up ln |u| dx

σ

∥u∥2

≤ C

 1∫
0

up ln |u| dx

σ

 1∫

0

up ln |u| dx


2
p

+ ∥uxx∥
4
p


≤ C


 1∫

0

up ln |u| dx

σ+ 2
p

+

 1∫
0

up ln |u| dx

σ

∥uxx∥
4
p


≤


 1∫

0

up ln |u| dx

σ+ 2
p

+
2

p

 1∫
0

up ln |u| dx

σ

+
p− 2

p
∥uxx∥

4
p


≤ C1


 1∫

0

up ln |u| dx

σ+ 2
p

+

 1∫
0

up ln |u| dx


σp
p−2

+ ∥uxx∥2


elde edilir. Burada C ve C1 pozitif sabitlerdir. (4.2.23) ifadesi kullanılırsa

4 < σp+ 2 ≤ p ve 4 <
σp2

p− 2
≤ p

elde edilir. Böylece Lemma 4.2.2 den

Hσ (t) ∥u∥2 ≤ C

 1∫
0

up ln |u| dx+ ∥uxx∥2
 (4.2.28)
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olur. (4.2.27) ve (4.2.28) ifadelerinden

L′ (t) ≥ α

[
(1− σ)− hε

2

]
H−σ (t) ∥ut∥2 + ε

(
1 +

p (1−m)

2

)
∥ut∥2

+εβ
(
p (1−m)− 2− α

4h

)
∥uxx∥2 + εβ

(
p (1−m)

2
− 2

)
∥uxuxx∥2

+εp (1−m)H (t) + ε (p (1−m)− 2)

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

(
p (1−m)

4
− 1

) 1∫
0

(ax+ b)u4xdx+ ε
(1−m)

p
∥u∥pp

+ε
(
m− α

4h

) 1∫
0

up ln |u| dx

olur. Burada yeterince küçük bir m > 0 olup

p (1−m)− 2 > 0

olur ve h büyük seçilirse

p (1−m)− 2− α

4h
> 0 ve m− α

4h
> 0

olur. h ve m sabit olduğundan ε yeteri kadar küçük seçilirse

(1− σ)− hε ≥ 0

elde edilir. Ayrıca

L (0) = H1−σ (0) + ε

1∫
0

u0u1dx > 0

dır. Böylece (4.2.29) ifadesi

L′ (t) ≥ λε

H (t) + ∥ut∥2 + ∥uxx∥2 + ∥uxuxx∥2 +
1∫

0

(ax+ b)u2xdx

+

1∫
0

(ax+ b)u4xdx+ ∥u∥pp +
1∫

0

up ln |u| dx


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yazılabilir. Şimdi L
1

1−σ
(t) yi hesaplayalım.

1∫
0

uutdx Hölder eşitsizliği kullanılırsa

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∥u∥ ∥ut∥

≤ C ∥u∥p ∥ut∥

olur ve her tarafın 1
1−σ

. kuvveti alınırsa

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−σ

≤ C ∥u∥
1

1−σ
p ∥ut∥

1
1−σ

elde edilir. Şimdi 1
µ
+ 1

κ
= 1 için Young eşitsizliğini uygularsak

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1/(1−σ)

≤ C
[
∥u∥

µ
1−σ
p + ∥ut∥

κ
1−σ

]
(4.2.31)

olur. Lemma 4.2.5 i kullanırsak (4.2.31)

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1/(1−σ)

≤ C
[
∥ut∥2 + ∥u∥sp

]

şeklinde olur. Burada κ = 2/ (1− σ) ve µ = 2 (1− σ) / (1− 2σ) olarak alırız. s =

2/ (1− 2σ) ≤ p olarak seçip Lemma 4.2.5 i kullanırsak

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1/(1−σ)

≤ C
[
∥ut∥2 + ∥u∥pp + ∥uxx∥22

]
(4.2.32)

olarak elde edilir. Burada (4.2.32) ifadesi L
1

1−σ (t) olarak tanımlanır. Diğer taraftan p > 1
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ve θ, ς > 0 olmak üzere (θ + ς)p ≤ 2p−1 (θp + ςp) eşitsizliği kullanılırsa

L
1

1−σ (t) =

H1−σ (t) + ε

1∫
0

uutdx


1

1−σ

≤ 21/(1−σ)

H (t) +

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−σ


≤ C

[
H (t) + ∥ut∥2 + ∥u∥pp + ∥uxx∥22

]
elde edilir. Burada p = 1

1−σ
> 1 dir. (4.2.30) ve (4.2.33) ifadelerinden

L′ (t) ≥ ξL
1

1−σ (t) (4.2.34)

eşitsizliği elde edilir. Burada ξ, yalnızca λ, ε ve C ye bağlı pozitif bir sabittir. (4.2.34)

ifadesinin (0, t) aralığında integrali alınırsa

L
σ

1−σ (t) ≥ 1

L− σ
1−σ (0)− ξσt

1−σ

(4.2.35)

olur. Dolayısıyla (4.2.35) ifadesi L(t) nin sonlu bir zamanda patladığını gösterir ve

T ≤ T ∗ =
1− σ

ξσL
σ

1−σ (0)

olarak elde edilir. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıştır.

Bu bölümde

utt − αuxxt + 2βuxxxx − 2 [(ax+ b)ux]x

+β
3
(u3x)xxx − [(ax+ b)u3x]x − β (u2xxux)

= f (u) , (x, t) ∈ [0, 1]× (0, T )

u (0, t) = u (1, t) = uxx (0, t) = uxx (1, t) = 0, t ∈ (0, T )

u(x, 0) = u0(x), ut (x, 0) = u1 (x) , x ∈ [0, 1]

(4.3.1)
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başlangıç-sınır değer problemi ele alınmıştır. Burada a, b, α, β negatif olmayan sabitler, ve

f (u) daha sonra belirlenecek bazı koşulları sağlayan bir C (R) fonksiyonudur. F (u) =
u∫
0

f (s) ds olarak seçilip (4.3.1) başlangıç-sınır değer probleminin E(0) < 0 şartı altında

çözümlerinin sonlu zamanda patlaması ele alınmıştır.

Öncelikle (4.3.1) enerji fonksiyonelini elde edelim: Bunun için (4.3.1) denkle-

mini ut ile çarpıp [0, 1] aralığında integralini alırsak,

1∫
0

ututtdx−
1∫

0

αutuxxtdx+

1∫
0

2βutuxxxxdx

−
1∫

0

2 [(ax+ b)ux]x utdx+

1∫
0

β

3

(
u3x
)
xxx

utdx

−
1∫

0

βut
(
u2xxux

)
x
dx−

1∫
0

(
(ax+ b)u3x

)
x
utdx

=

1∫
0

utf (u) dx

elde edilir. Şimdi terimleri sırasıyla hesaplayalım:

İlk terim için

1∫
0

ututtdx =
1

2

1∫
0

d

dt
|ut|2 dx

=
1

2

d

dt
∥ut∥2

elde edilir. İkinci terime green özdeşliği uygulanırsa

−
1∫

0

αutuxxtdx = α

1∫
0

uxtuxtdx

= α

1∫
0

|uxt|2 dx

= α ∥uxt∥2

olarak bulunur. Aşağıda üçüncü,..., yedinci terimlerine sırasıyla kısmi integrasyon uygu-
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layıp ardından (4.3.1) denklemindeki sınır şartlarını kullanırsak

1∫
0

2βutuxxxxdx = 2βutuxxx|10 − 2β

1∫
0

uxxxutxdx

= 2β [uxxx (1)ut(1)− uxxx(0)ut(0)]− 2βutxuxx|10 + 2β

1∫
0

uxxutxxdx

= −2β [uxx(1)utx(1)− uxx(0)utx(0)] + 2β

∫ 1

0

(uxxutxx) dx

= 2β

1∫
0

(uxxutxx) dx = β

1∫
0

d

dt

(
u2xx

)
dx

= β
d

dt
∥uxx∥2 ,

1∫
0

−2ut [(ax+ b)ux]x dx = −2ut(ax+ b)ux|10 + 2

1∫
0

(ax+ b)uxutxdx

= −2(ax+ b) [ut(1)ux(1)− ut(0)ux(0)] + 2

1∫
0

(ax+ b)uxutxdx

=
d

dt

1∫
0

(ax+ b)u2xdx,
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1∫
0

β

3

(
u3x
)
xxx

utdx =
β

3

(
u3x
)
xx
ut|10 −

β

3

1∫
0

(
u3x
)
xx
utxdx

=
β

3

((
u3x
)
xx

(1)ut(1)−
(
u3x
)
xx

(0)ut(0)
)
− β

3

1∫
0

(
u3x
)
xx
utxdx

= −β
3

1∫
0

(
u3x
)
xx
utxdx

=
−β
3

(
u3x
)
x
utx|10 +

β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
−β
3

((
u3x
)
x
(1)utx(1)−

(
u3x
)
x
(0)utx(0)

)
+
β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
β

3

1∫
0

(
u3x
)
x
utxxdx

=
β

3

1∫
0

3u2xuxxutxxdx

=
β

2

1∫
0

d

dt

(
u2xu

2
xx

)
dx− β

2

1∫
0

u2xx
d

dt
u2xdx

=
β

2

d

dt
∥uxuxx∥2 − β

1∫
0

u2xxuxuxtdx,

−
1∫

0

βut
(
u2xxux

)
x
dx = −βutu2xxux|10 + β

1∫
0

u2xxuxutxdx

= −β
(
ut(1)u

2
xx(1)ux(1)− ut(0)u

2
xx(0)ux(0)

)
+ β

1∫
0

u2xxuxutxdx

= β

1∫
0

u2xxuxutxdx
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ve

−
1∫

0

[
(ax+ b)u3x

]
x
utdx = −ut(ax+ b)u3x|10 +

1∫
0

(ax+ b)u3xutxdx

= −(ax+ b)
(
ut(1)u

3
x(1)− ut(0)u

3
x(0)

)
+

1∫
0

(ax+ b)u3xutxdx

=
1

4

1∫
0

(ax+ b)
d

dt
u4xdx

=
1

4

d

dt

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

terimleri elde edilir. Elde edilen (4.3.3)-(4.3.9) terimleri (4.3.2) ifadesinde yerine yazılırsa

d

dt

1

2
∥ut∥2 + β ∥uxx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+
β

2
∥uxuxx∥2 +

1

4

1∫
0

(ax+ b)u4xdx−
1∫

0

F (u) dx


= −α ∥uxt∥2

olur. Buradan (4.3.1) denkleminin enerji fonksiyoneli

E (t) =
1

2
∥ut∥2 + β ∥uxx∥2 +

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+
β

2
∥uxuxx∥2 +

1

4

1∫
0

(ax+ b)u4xdx−
1∫

0

F (u) dx

olarak elde edilir.

Şimdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:

Teorem 4.3.1. u (x, t) , (4.3.1) probleminin bir çözümü olsun. Ayrıca A pozitif

sabit olmak üzere, f (s) fonksiyonu s ∈ R için

sf (s) ≥ (4 + A)F (s) (4.3.10)
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sağlasın. Ayrıca

E (0) < 0

ve
1∫

0

u0u1dx > 0 (4.3.11)

olsun. Bu durumda (4.3.1) probleminin u(x, t) çözümü sonlu zamanda patlar.

İspat. İlk olarak H(t) fonksiyonunu

H (t) = −E (t) (4.3.12)

olarak tanımlayalım. (4.3.1) problemini t > 0 için ut ile çarparak [0, 1] aralığında integ-

ralini alırsak,
d

dt
H(t) = − d

dt
E(t) = α ∥uxt∥2 (4.3.13)

olur. Burada (4.3.13) ifadesinin [0, 1] aralığında integrali alınıp E(t) enerji fonksiyoneli-

nin tanımı kullanılırsa

0 < H(0) ≤ H(t) ≤
1∫

0

F (u) dx (4.3.14)

eşitsizliği elde edilir. Şimdi

L(t) = H1−η(t) + ε

1∫
0

uutdx (4.3.15)

olacak şekilde bir L (t) fonksiyonu tanımlansın. Burada η, 0 < η ≤ 1
4

ve ε daha sonra

belirlenecek pozitif bir sayıdır. (4.3.15) ifadesinin türevi alınırsa

L′(t) = (1− η)H−η(t)H ′(t) + ε

 1∫
0

ututdx+

1∫
0

uuttdx


olur. Elde edilen eşitlikte H ′(t) nin yerine (4.3.13) ifadesi yazılıp eşitlik düzenlenirse

L′(t) = α(1− η)H−η(t) ∥uxt∥2 + ε ∥ut∥2 + ε

1∫
0

uuttdx (4.3.16)
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elde edilir. (4.3.1) denkleminin her terimi u ile çarpıp [0, 1] aralığında integralini alırsak

1∫
0

uuttdx− α

1∫
0

uuxxtdx+

1∫
0

2βuuxxxxdx−
1∫

0

2 [(ax+ b)ux]x udx

+

1∫
0

β

3
(u3x)xxxudx−

1∫
0

βu(u2xxux)xdx−
1∫

0

[
(ax+ b)u3x

]
x
udx

=

1∫
0

uf (u) dx

olarak yazılır. İkinci terime green özdeşliği uygulanırsa

−α
1∫

0

uuxxtdx = α

1∫
0

uxuxtdx (4.3.18)

terimi elde edilir. (4.3.17) ifadesinin üçüncü,..., yedinci terimlerine sırasıyla kısmi integ-

rasyon uygulayıp (4.3.1) denkleminin sınır şartlarını kullanırsak

−
1∫

0

2βuuxxxxdx = −2βuuxxx|10 + 2β

1∫
0

uxuxxxdx

= −2β(u(1)u(1)xxx − u(0)u(0)xxx) + 2β

1∫
0

uxuxxxdx

= 2βuxuxx|10 − 2β

1∫
0

uxxuxxdx

= 2β (ux(1)uxx(1)− ux(0)uxx(0))− 2β

1∫
0

uxxuxxdx

= 2β

1∫
0

uxxuxxdx

= −2 ∥uxx∥2 ,
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1∫
0

2 [(ax+ b)ux]x udx = 2u(ax+ b)ux|10 −
1∫

0

2(ax+ b)uxuxdx

= 2(ax+ b) (u(1)ux(1)− u(0)ux(0))−
1∫

0

2(ax+ b)uxuxdx

= −2

1∫
0

(ax+ b)u2xdx,

−
1∫

0

β

3
(u3x)xxxudx = −β

3
u(u3x)xx|10 +

β

3

1∫
0

ux(u
3
x)xxdx

= −β
3

(
u(1)(u3x)xx(1)− u(0)(u3x)xx(0)

)
+
β

3

1∫
0

ux(u
3
x)xxdx

=
β

3
ux(u

3
x)x|10 −

β

3

1∫
0

uxx3u
2
xuxxdx

=
β

3

(
ux(1)(u

3
x)x(1)− ux(0)(u

3
x)x(0)

)
− β

3

1∫
0

uxx3u
2
xuxxdx

= −β ∥ uxxux ∥2,

1∫
0

[
(ax+ b)u3x

]
x
udx = (ax+ b)u3xu|10 −

1∫
0

(ax+ b)u3xuxdx

= (ax+ b)
(
u3x(1)u(1)− u3x(0)u(0)

)
−

1∫
0

(ax+ b)u3xuxdx

= −
1∫

0

(ax+ b)u4xdx
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ve

1∫
0

βu
(
u2xxux

)
x
dx = βuu2xxux|10 − β

1∫
0

uxu
2
xxuxdx

= β
(
u(1)u2xx(1)ux(1)− u(0)u2xx(0)ux(0)

)
− β

1∫
0

uxu
2
xxuxdx

= −β
1∫

0

u2xu
2
xxdx

= −β ∥uxuxx∥2

terimleri elde edilir. Elde edilen (4.3.18)-(4.2.23) terimleri (4.3.17) ifadesinde yerine yazılıp
1∫
0

uuttdx terimi çekilirse

1∫
0

uuttdx = −α
1∫

0

uxuxtdx− 2β ∥uxx∥2

−
1∫

0

(ax+ b)u2xdx− 2β ∥uxuxx∥2

−
1∫

0

(ax+ b)u4xdx+

1∫
0

uf (u) dx

elde edilir. Bu eşitlik (4.3.16) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) = α(1− η)H−η(t) ∥uxt∥2 + ε ∥ut∥2 − εα

1∫
0

uxuxtdx

−2εβ ∥uxx∥2 − 2εβ ∥uxuxx∥2 − 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

−ε
1∫

0

(ax+ b)u4xdx+ ε

1∫
0

uf (u) dx

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin
1∫
0

uxuxtdx terimine δ > 0 için ve 1
p
+ 1

q
= 1 olacak şekilde
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p = q = 2 seçilip Young eşitsizliği uygulanırsa

1∫
0

uxuxtdx ≤ δ2

2
∥ux∥2 +

1

2δ2
∥uxt∥2 (4.3.25)

elde edilir. Elde edilen (4.3.25) eşitsizliği (4.3.24) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) ≥ α(1− η)H−η(t) ∥uxt∥2 + ∥ut∥2 −
εαδ2

2
∥ux∥2

− εα

2δ2
∥uxt∥2 − 2εβ ∥uxx∥2 − 2β ∥uxuxx∥2

−2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx− ε

1∫
0

(ax+ b)u4xdx+ ε

1∫
0

uf (u) dx

olur. E(t) ve H(t) nin tanımından

−2β ∥uxuxx∥2 −
1∫

0

(ax+ b)u4xdx = 4H(t) + 2 ∥ut∥2 + 4β ∥uxx∥2

+4

1∫
0

(ax+ b)u2xdx− 4

1∫
0

F (u) dx

olarak elde edilir. Bu eşitlik (4.3.26) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) ≥ α
[
(1− η)H−η(t)− ε

2δ2

]
∥uxt∥2 + 3ε ∥ut∥2

+2εβ ∥uxx∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

−εαδ
2

2
∥ux∥2 + ε

1∫
0

[uf (u)− 4F (u)]dx+ 4εH (t)

sonucu elde edilir. k > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak üzere

δ2 =
1

k
Hη(t)
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olarak alınırsa ve (4.3.27) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) ≥ α

[
(1− η)− kε

2

]
H−η(t) ∥uxt∥2 + 3ε ∥ut∥2

−εαH
η(t)

2k
∥ux∥2 + 2εβ ∥uxx∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

1∫
0

[uf (u)− 4F (u)]dx+ 4εH (t)

olarak elde edilir. Burada (4.3.28) deki ∥ux∥2 terimine Sobolev gömülme teoremi uygu-

lanırsa

∥ux∥2 ≤
1

C∗ ∥uxx∥
2

olarak elde edilir. Üstteki eşitsizlik (4.3.28) ifadesinde yerine yazılırsa

L′(t) ≥ α

[
(1− η)− kε

2

]
H−η(t) ∥uxt∥2 + 3ε ∥ut∥2

+ε

[
2β − αHη(t)

2C∗k

]
∥uxx∥2 + 2ε

1∫
0

(ax+ b)u2xdx

+ε

1∫
0

[uf (u)− (4 + A)F (u)]dx+ 4εH (t) + εA

1∫
0

F (u) dx

olur. Burada, iki ayrı durum için inceleme yapılabilir.

1. Durum:

Öyle bir T0 < ∞ vardır ki t → T−
0 iken Hη (t) → ∞ dır. Bu durumda,

1∫
0

F (u (x, t)) dx → ∞ olduğundan, Hη(t) sonlu bir zamanda patlar. Ayrıca, f ∈ C(R)

için x → x0 ve t → T−
0 iken öyle bir x0 ∈ [0, 1] vardır ki

u(x,t)∫
0

f (s) ds → ∞ ve

|u (x, t)| → +∞ olur. Böylece u(x, t) çözümü sonlu T0 <∞ zamanında patlar.

2. Durum:

Herhangi sonlu bir (0, T ∗] aralığında, Hη(t) sınırlıdır. Bu durumda, herhangi

sonlu zamanlı bir (0, T ∗] aralığında yeterince büyük bir k seçebiliriz öyle ki β ≥ αHη(t)
4C∗k

sağlanır. k sabit olduğundan, yeterince küçük bir ε seçersek (1− η)− kε
2
≥ 0 olur. Bundan
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dolayı

L′(t) ≥ 3ε ∥ut∥2 + 4εH (t) + 2εp ∥ux∥2 + εA

1∫
0

F (u) dx

olarak yazılabilir. Daha sonra

d = min{3, 2p,A}

olarak seçildiğinde,

L′(t) ≥ dε

H (t) + ∥ut∥2 + ∥ux∥2 +
1∫

0

F (u) dx

 ≥ 0 (4.3.29)

yazılabilir. L(t) nin tanımı ve (4.3.14) ifadesinden

L(t) ≥ L(0) > 0

olur. (4.3.15) ifadesinden

L(0) = H1−η(0) + ε

1∫
0

u0u1dx > 0

elde edilir. Şimdi, L
1

1−η (t) yi elde etmek için
1∫
0

uutdx terimine Hölder eşitsizliği uygular-

sak
1∫

0

|uut| dx ≤ ∥u∥ ∥ut∥

olarak elde edilir. Bu eşitsizliğin her iki tarafının 1
1−η

. kuvvetini alırsak

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η

≤

 1∫
0

|uut| dx


1

1−η

≤ ∥u∥
1

1−η ∥ut∥
1

1−η

bulunur. Daha sonra δ > 0, 1
σ
+ 1

ϕ
= 1 olmak üzere Young eşitsizliği uygulanırsa

KN ≤ δσ

σ
Kσ +

δ−ϕ

φ
Nϕ K,N ≥ 0
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ve ayrıca φ = 2 (1− η) ve σ = 2(1−η)
1−2η

olarak seçilirse (4.3.30) ifadesinden

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η

≤ δ
2(1−η)
1−2η

2(1−η)
1−2η

∥u∥
2

1−2η +
δ−2(1−η)

2(1− η)
∥ut∥2

≤ (1− 2η) δ
2(1−η)
1−2η

2(1− η)
∥u∥

2
1−2η +

δ−2(1−η)

2(1− η)
∥ut∥2

elde edilir. Buradan C = min

{
(1−2η)δ

2(1−η)
1−2η

2(1−η)
, δ

−2(1−η)

2(1−η)

}
olarak seçersek

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η

≤ C
(
∥u∥

2
1−2η + ∥ut∥2

)

olur. Ayrıca

0 < η ≤ 1

4

⇒ 1

2
≤ 1− 2η < 1

⇒ 1 <
1

1− 2η
≤ 2

⇒ 2 <
2

1− 2η
≤ 4

eşitsizliği ve Lemma 4.1.2 den

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η

≤ C
(
∥u∥44 + ∥ux∥2 + ∥ut∥2

)
(4.3.31)

ifadesi oluşur. Sobolev gömülme teoremi ve H(t) nin tanımından

∥u∥44 ≤ C ∥ux∥44

≤ C

1∫
0

(ax+ b)u4xdx

≤ C

−H(t) +

1∫
0

F (u) dx


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olur. Bu eşitsizlik (4.3.31) ifadesinde yerine yazılırsa

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η

≤ C

−H(t) + ∥ut∥2 + ∥ux∥2 +
1∫

0

F (u) dx


bulunur. Şimdi L

1
1−η (t) hesaplamak için her pozitif X,Y ve r > 1 için

(X + Y )r ≤ 2r−1 (Xr + Y r)

eşitsizliğini kullanalım. r = 1
1−η

> 1 seçip ve her t > 0 için L(t) nin tanımını kullanırsak

L
1

1−η (t) =

H1−η(t) + ε

1∫
0

uutdx


1

1−η

≤ 2
η

1−η

H(t) +

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

uutdx

∣∣∣∣∣∣
1

1−η


≤ C

H(t) + ∥ut∥2+ ∥ ux ∥2 +
1∫

0

F (u) dx


bulunur. (4.3.29) ve (4.3.32) ifadelerinden

L′(t) ≥ ξL
1

1−η (t) (4.3.33)

elde edilir. Burada ξ > 0 şeklinde bir sabittir. (4.3.33) ifadesinden

dL

dt
≥ ξL

1
1−η (t),

dL

L
1

1−η (t)
≥ ξdt (4.3.34)

elde edilir ve (4.3.34) ifadesinin (0, t) aralığında integrali alınırsa

t∫
0

dL

L
1

1−η (t)
≥

t∫
0

ξdt
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA

olur, alınan integral düzenlenirse

L− 1
1−η

+1(t)

− 1
1−η

+ 1
|t0 ≥ ξt,

L− η
1−η (t)− L− η

1−η (0) ≤ − η

1− η
ξt,

L− η
1−η (t) ≤ L− η

1−η (0)− η

1− η
ξt,

L
η

1−η (t) ≥ 1

L− η
1−η (0)− ξt η

1−η

bulunur. Burada

T ∗ ≤ 1− η

ξηL
η

1−η
(0)

olarak elde edilir ve T ∗ sonlu zamanda patlar. Böylece teoremin ispatı tamamlanmıştır.
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5. SONUÇ VE NERİLER

5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada güçlü sönüm terim içeren riser denkleminin çözümlerinin patla-

ması başlangıç ve sınır değer koşullarıyla birlikte ele alınmıştır. Riser denklemlerinin

çözümlerinin patlaması farklı metotlar kullanılarak çalışılabilir. Ayrıca aynı denklemin

enerji azalması, atraktörü gibi matematiksel davranışları da çalışılabilir.
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