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OZET
RISER DENKLEMININ COZUMLERININ PATLAMASI
YUKSEK LISANS TEZi
Kumsal ATLI

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

2021

Bu tezin ilk boliimiinde fen ve miihendislik gibi uygulamali bilimlerde ortaya c¢ikan
diferansiyel denklemlere kisaca deginilmis ve ¢oziimlerin patlamasi ile ilgili temel bilgiler
verilmistir.

Ikinci boliimde riser problemlerinin ¢dziimlerin patlamasi ile ilgili yapilan calismalar
ele alinmustir.

Ugiincii bélimde tez boyunca kullanilacak olan temel tamim, lemma, teorem ve
esitsizliklere yer verilmistir.

Dérdiincti bolim (i kisimdan olusmustur. ilk kisimda zayif soniim terimli riser
denkleminin ¢6ziimlerinin patlamasi, ikinci kistmda logaritmik kaynak terim iceren riser
denkleminin ¢dziimlerinin patlamast, Uglincii kisimda ise glcli sonum terimli riser denkleminin
cOziimlerinin patlamasi ¢alisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zayif sontim terim, Gii¢li sontim terim, Baslangi¢ enerjisi, Patlama, Riser
denklemi, Logaritmik kaynak terim,



ABSTRACT
BLOW UP OF SOLUTION OF THE RISER EQUATION
MASTER THESIS
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In the first chapter of this thesis, differential equations emerging in applied sciences,
such as engineering and science, are briefly dealt with, and the basic information regarding blow
up of solutions is given.

In the second chapter, developments of blow up of solutions of riser equation are
investigated.

In the third chapter, basic definitions, lemma, theorems, inequalities that will be used
throughout the thesis are given.

In the fourth chapter is composed of three sections. In the first section, blow up of
solutions of riser equation with weak damping terms are studied. In the second section, blow up
of solutions of riser equation logarithmic source terms involving are studied. In the third
section, blow up of solutions of riser equation with strong damping terms are studied.

Keywords: Weak damping term, Strong damping term, Initial Energy, Blow up, Riser equation,
Logarithmic source term.
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1. GIRIS

Yasadigimiz bilim ve teknoloji caginda goriilen degisim ve gelismeler hizla iler-
lemektedir. Bu de8isim ve gelismelere ayak uydurmak, karsilastigimiz problemleri ¢6z-
mek, bu degisim ve gelismeleri giinliik hayata transfer etmek i¢cin matematik 6nemli
bir role sahiptir. Matematigi giinliik hayata transfer etmenin en etkili yollarindan biri
matematiksel modellemelerdir. Matematiksel modelleme, gercek hayat problemlerinin
matematiksel terimlerle ifade edilmesidir [Cheng 2001]. Matematiksel modelleme sii-
reci, gercek hayat problemlerinin ¢dziimlerinin arastirilmasi i¢in matematiksel bir prob-
leme doniistiiriilmesiyle baglamaktadir. Elde edilen problem matematiksel yontemle ¢6-
ziilmekte ve olusturulan matematiksel ¢coziimler gercek hayata uyarlanip yorumlanmak-
tadur.

Modellemelerden elde edilen problemler fizik, miithendislik, kimya, biyoloji, bil-
gisayar, ekonomi gibi bir ¢cok alanla ilgili olabilmektedir. Bu problemler adi diferansiyel
denklemler veya kismi diferansiyel denklemler seklinde karsimiza ¢ikabilmektedir. Elde
edilen bu denklemlerin ¢6ziimii cogu zaman zor ve karmasik olabilmektedir. Bu nedenle,
denklemleri baslangi¢ ve sinir kosullariyla sinirlandirarak, iyi tanimli bir ¢oziim bulabil-
mek i¢in Oncelikle ¢oziimiin varligi, varsa eger ¢oziimiin tekligi ve baslangic verilerine
olan bagimlilig1 arastirilir. Elde edilen ¢oziimiin varlig1 ve tekligi, her ne kadar ¢6ziim
tam olarak bilinmese de ¢coziime yonelik bir fikre sahip olmamizi saglar.

Matematiksel disiplinler igcerisinde diferansiyel denklemler teorisi en 6nemli te-
oridir [Myint-U ve Debnath 2007]. Genelde, kismi diferansiyel denklemler ¢ogu fiziksel
teoremlerde kargimiza ¢ikmaktadir. Kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin birden
fazla yontem vardir ve her yontem belirli bir denklem tiiriine uygulanabilir. Dolayisiyla
denklemi ¢ozerken veya cozmeden 6nce denklemi tam olarak analiz etmek gerekir.

Karsimiza ¢ikan temel teorik soru, denklemin ve ek kosullar verilerek elde edi-
len problemin iyi konulmus olup olmadigidir. Fransiz matematik¢i Jacques Hadamard’ a
(1865-1963) gore bir problem asagidaki kosullart saglarsa iyi konulmustur.

I) Varlik: problem bir ¢6ziime sahip olmali,

IT) Teklik: problemin ¢6ziimii tek olmali,

III) Kararlilik: baglangic ve/veya sinir kosullarindaki kiigiik bir degisiklik ¢oziimde
kiiciik bir degisiklige sebep olmalidir.

Eger yukaridaki kosullarin bir ya da daha fazlas1 yoksa problemin kotii konulmusg
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oldugunu sdyleyebiliriz.

Bunun i¢in bir 6rnek verelim:

U + Uy = 0

denkleminin

u(z,0) =0

baglangi¢ kosulunu saglayan tek ¢oziimii

uy(z,t) =0
dir. Baslangic kosulu
sin (nz)
us(z,0) = 1050

olarak alinirsa, coziim
n2t o
et sin(nx)

elde edilir. Yukarida goriildiigii iizere baslangi¢ verilerinde kiiciik

sin(nx)
u1(z,0) — uz(z,0)| = BIEE

bir degisiklik yapildiginda, ¢oziimde

e sin(nx)

|U1(Jf,t) —UQ(I,t)| = 1050

e sin(nx)

n — oo i¢in 1070

biiyiik degisiklige yol agmaktadir. Dolayisiyla verilen problem iyi konulmug degildir
[Pigkin 2018].

Yapilan calismalara gore, lineer olmayan diferansiyel denklemler lineer olan
denklemlere oranla gercek diinyayla daha ¢ok baglantili oldugu icin elde edilen mate-
matiksel modellemelerin ¢cogu lineer olmayan diferansiyel denklemlerle olur [Pinchover
ve Rubinstenin 2005]. Baz1 diferansiyel denklemlerde, zamanin bazi sonlu 7" > 0 za-

manina yaklastiginda, degiskenler sonsuza gider. Degiskenlerin sonsuz biiytimesinden
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dolay1 da coziimler global olarak yok olur. Bu olaya blow up (¢6ziimlerin patlamasi)
veya global ¢oziimlerin yoklugu denilmektedir. Blow up latincede patlama anlamina ge-
lir. Patlama konusu 6zellikle 1960’ 11 yillarda; Kaplan (1963), Friedman (1965) ve Fujita
(1966) tarafindan bu konuda genel bir yaklagim verildikten sonra zamanla daha kapsamli
caligilmistir.

Bu ¢alismamizda lineer olmayan riser probleminin patlamasimi calistik. Riser,
deniz yiizeyindeki bir gemi veya platformdan deniz tabanindaki bir kaynaga uzanan, agik
denizlerde sondaj islemlerinde kullanilan uzun ince dikey bir borudur [K6hl 1993]. Dalga,
akinti, yiizen platform veya gemi hareketinin borulara degmesiyle olusan titresimlerin
sonucunda dordiincii dereceden kismi tiirevli hareket denklemi ortaya cikmaktadir. Bu

denklemlere Riser dalga denklemleri denir.
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2. ONCEKI CALISMALAR

Bu tezde esas amacimiz asagidaki

Ut — OUggy + 25“I$$J} - 2 [(CLZL’ + b) ua:]x

5 () — [0z + ) 03], = B (1302) = f ()

giiclii sonlim terim iceren dogrusal olmayan riser dalga denkleminin ¢oziimlerinin sonlu
zamanda patlamas i¢in yeterli kosullar1 ifade etmektir.

Sun (1986)

U + oty + 20Ugp0r — 2 [(az +b) uy], + g (u3
—[(ax + ) u3], — B (u3,u.) = f (u)

Jusa (2.0.1)

denkleminde f = 0 ve § = 0 alarak ¢ — 0 i¢in denklemin ¢6ziimiiniin global oldugunu
gostermistir. Bayrak ve Can (1997), (2.0.1) yar lineer hiperbolik tipten zayif soniim te-
rime sahip riser denklemini sinir-deger sartlart ile ¢oziimlerinin global yoklugunu elde
etmislerdir. Hao, Li ve Zhang (2007) (2.0.1) denkleminin negatif baslangi¢ enerjisine sa-
hip ¢oziimler i¢in sonlu zamanda patladigini ve negatif olmayan baglangi¢ enerjisine sahip
coziimler i¢in de global varligini gosterdiler. Zhao (2017), (2.0.1) denklemini zay1f soniim
terimlerle ele alarak hem pozitif baglangi¢ enerjisi hem de negatif baglangi¢ enerjisi igin
coziimlerinin patladigin1 gosterdi. Esquivel-Avila (2009, 2017), (2.0.1) denkleminin ¢6-

ziimlerinin patlamasim ele aldi ve global yoklugunu gosterdi. Kalantarov ve Kurt (1997)
My + Kggze — [a () ug], + Ytz + buy Juy|” =0

denkleminin baglangi¢ sinir deger problemini ele alarak ¢oziimiin global oldugunu gos-
termiglerdir. Burada p, m, k, b pozitif sayilar, ~ reel say1 ve V € [0,1] igin a (x) , C' [0, ]

fonksiyonuna aittir. Gmira ve Guedda (2002)

wy + pug + BA* — div (g (z) 7 u) + TA (|v]” Au)

) ) (2.0.2)
—div (h|v|"" v u) — Tdiv ((Au)” v u) = f(u)

denkleminin ¢6zlimiiniin sonlu zamanda patladigin1 gosterdiler. Burada p > 0, p > 1 dir.
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3 ve I negatif olmayan sabitler ve g, h € C* (Q, R™) dir. Messaoudi ve Houari (2006)

U + p |ut\m_2 ug + BA*u — div (g (z) v u) + TA (|v|2 Au)

. o o ) i (2.0.3)
w (k|77 v u) = Tdiv ((Au)” v u) = |u] " u

(2.0.2) denklemini, soniim terim iceren lineer olmayan (2.0.3) denklemine genelleyerek
global yoklugunu ¢alistilar. Burada p, [, m > 1, p > 0 dir. 8 ve I" negatif olmayan sabitler
ve g,h € C' (Q, R™) dir. Celebi, Giir ve Kalantarov (2011)

Uy + kA%u+ aAu+ §.Vu, + b |ug|” ug =0

probleminin ¢dziimlerinin ¢ — oo i¢in sifira gittigini gosterdiler. Irkil ve Pigkin (2021)

Uy + Qg + 2BUsppp — 2 [(CLSE + b) ux]ac + g (Ui

).Z‘Z‘Z'

—[(az +b) w3], — (BuZ,us), = [ul”ulnlul

logaritmik kaynak terim iceren riser denkleminin ¢éztimlerinin sonlu zamanda patladigini

gosterdiler.
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3. MATERYAL VE METOT

Bu boliimde, diferansiyel denklemler ve fonksiyonel analiz ile ilgili baz1 temel
kavramlar verilecektir. Daha sonra Lebesgue uzayi, Sobolev uzayi, baz1 6nemli esitlik ve
esitsizlikler ve ¢coziimlerin patlamasi ile ilgili baz1 lemmalara yer verilecektir. [Adams ve
Fournier 2003, Brezis 2011, Evans 1998, Kesavan 1989, Pigkin 2013, Pigkin 2017, Pigkin
2018, Polat 2005].

3.1. Temel Bilgiler

Tanim 3.1.1. Bir fonksiyon ve onun sonlu mertebeden tiirevlerini igeren denk-
lemler diferansiyel denklemlerdir. Bir diferansiyel denklemde bagimli ve bagimsiz degiskenler
olmak zorunda degildir. Lakin bagiml degiskenin herhangi bir mertebeden tiirev veya tii-
revleri olmak zorundadir.

Tamm 3.1.2. Bir tek bagimsiz degiskenin bir tek bagimli degiskene gore tii-
revlerini iceriyorsa buna adi (bayagi) diferansiyel denklem denir. En genel adi (bayagi)

diferansiyel denklemi

fl, y, oy y™) =0

seklinde veya 3" yalniz birakilabiliyorsa

y(n) = f((l:, y? y,7 ) y(n_l))

seklinde yazilir.

Tanim 3.1.3. Bilinmeyen bir v = u(x, y) fonksiyonu, = ve y bagimsiz degiskenlerinin
bagimli degiskenlerine gore tiirevlenmesine kismi tiirevli diferansiyel denklem denir ve
g—z = Uy, g_z = Uy, % = U, seklinde gosterilir. u bagiml fonksiyonunun z, y degiskenlerine

gore kismi tiirevler iceren en genel kismi diferansiyel denklem,
F(z, y, u,uy, Uy, Ugg, Uyy Ugy, ...) =0

veya

ou Ou 0*u O*u 0O%u )—O

<m7y7u7 ax7 ay) ax2’ ayQ’ ayaaj’

dir.
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Tanimm 3.1.4. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeli tiirevin
mertebesi diferansiyel denklemin mertebesi (basamagi), en yiiksek mertebeli tiirevin ce-
birsel kuvvetine de diferansiyel denklemin derecesi denir.

Ornegin;

y"’—|—5x (y//)3_|_2y —

denklemi 3. mertebe, 1. derecedendir.

Tanim 3.1.5. Bir diferansiyel denklemde, bagimli degisken ve tiirevleri yalniz bi-
rinci dereceden ve bunlar denklemde carpim halinde bulunmuyorlarsa denkleme dogrusal
(lineer) denklem, aksi takdirde dogrusal olmayan (nonlineer) denklem denir.

Ornegin;

Ugg + SINTUy = TYU

denklemi lineer bir denklemdir.
Tanmim 3.1.6. Lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemde eger denklem sa-
dece en yiiksek mertebeden tiirevlerine gore lineer ise bu denklem yari lineer denklemdir.
Omegin;

Uz Ugy + 5uxy =Yy

denklemi yar1 lineer bir denklemdir.
Yari lineer bir denklemin en yiiksek mertebeden tiirevlerin katsayilar1 sadece bagimsiz

degiskenlerden olusuyorsa bu denklem hemen hemen lineer denklemdir.

Ornegin;

Uy — 3y, + 3zu* =0

denklemi hemen hemen lineer bir denklemdir.
3.2. Metrik Uzay, Normlu Uzay, I¢c Carpim Uzay
Tamim 3.2.1. X # 0 olmak iizere X x X den R* U {0} a tanimlanan bir d

fonsiyonu

(z,y) = d(z,y)

verilsin. d fonksiyonu agsagidaki sartlar1 sagliyorsa d ye X iizerinde bir metrik , (X, d)
ikilisine de metrik uzay denir:
Vr,y,z € X olmak iizere

D d(z,y) >0
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Id(z,y)=0cxr=y
IID) d(z,y) = d(y, x) (simetri)
IV) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi).

Tamm 3.2.2. X bir reel (veya kompleks) vektor uzayi olmak iizere x — ||z]|
doniislimiinii saglayan

Il : X = R

fonksiyonuna X iizerinde bir norm denir. V z, 7 € X veVa € Rigin
D||Z|>0ve||Z|=0e7 =0
) [l || = |a| | 7|
I @+ 9| < |7 + ||| (iggen esitsizligi)
X uzay1 yukaridaki sartlart saghyorsa X {izerinde normdur denir. X normlu uzay1
kisaca (X, [.]|) biciminde gosterilir. ||z|| sayisi da z € X elemaninin normudur.
Tanim 3.2.3. X bir reel vektor uzayiolsun. Vz,y, 2 € X vea € Rigin X x X

uzay1 iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan
(L): X xX—>R

fonksiyonuna i¢ carpim denir;
D (z,z) >0; (z,2) =0 2=0,
ID (z,y) = (y,2),
0 (ax,y) = a{x,y),
IV) (z+y,2) = (z,2) + (y,2) .
Bir i¢ carpim ile

1
)] = (2, )2

tanimlanan ||.|| : X — R fonksiyonunun norm oldugunu gérmek oldukga kolaydur.
Normu yukarida oldugu gibi bir i¢ ¢carpim tarafindan tanimlanan uzaya i¢ ¢carpim

uzay1 denir.
3.3. Lebesgue uzay: (L”(2))

Tanim 3.3.1. 2, R" de bir bolge ve 1 < p < oo olmak iizere €2 da tanimli tim
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oOl¢iilebilir u fonksiyonlarinin sinifi agagidaki sart altinda

/Q|u(93)|p dr < oo

LP () uzay1 olarak isimlendirilir. L? (€2) uzay1 bir vektor uzayidir. 1 < p < oo olmak

il = ([ 1P dx)’l’

izere bu uzay

normu ile Banach uzayidr.

3.4. Sobolev Uzay1

Tanim 3.4.1. ), R" de bir bolge, m negatif olmayan herhangi bir tamsay1 ve

1 < p < oo olmak iizere

WmP(Q) ={ue LP(Q): D*u € LP(), 0 < |a| < m}

uzayina Sobolev uzayi denir. Bu uzay

1 <p < ooigin

D=

lellymaey = | D I1D%ull} g
0<|a|<m
ve p = o0 igin
_ @
”u”WvaO(Q) = oéﬂﬁgm |1D UHLoo(Q)

normlari ile Banach uzayidir.

Tamm 3.4.2. (Sobolev Gomiilme Teoremi). €2, R" de koni 6zelligine sahip agik
bir bolge, m > 1 ve 5 > 0 kosullar1 altindaki tamsayilar ve 1 < p < oo olacak sekilde;
) mp > nise WitmP(Q) — C4(Q)
II) mp = nise Witm2(Q) — Wi(Q), p<qg< oo
veya

WP — L1(Q), p<q < o0

10



Kumsal ATLI

gomiilmesi elde edilir. Burada p = 1 seklinde segilirse
WIHHQ) s CL(9)

olarak elde edilir.
III) mp < nise
WIHmR(Q) s WH(Q), p < g < p'

ya da
WITmP(Q) > LI(Q), p < g < p”

seklindedir. Burada

np

“mpe V> Mp
p¥ = n—mp
400, n<mp
dir.
3.5. Baz1 Onemli Esitlik ve Esitsizlikler
Lemma 3.5.1. a,b > 0 ve 1 < p < 0o olsun. Bu durumda
(a+0b)P <2071 (a? + bP°)
dir.
Lemma 3.5.2. (Young Esitsizligi). Eger a, b€ R, p > 1, > 0 ve I% + % =1
ise
p b q
lab| < Ja + U
p q
esitsizligi saglanir. Buradan p = ¢ = 2 ve a yerine da, b yerine § alinirsa
5a® b2
| < — + —
Y
olur.

Lemma 3.5.3. (Holder Esitsizligi). p > 1 ve % + % = 1 kosulunu saglasin. Eger
u € LP(Q),v € L1(Q) olarak segilirse

uv € L' (Q)

11
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ve
lwvll 1y < Mlll oy 101l Loy
esitsizligi gecerli olur.
Lemma 3.5.4. (Sobolev Poincare Esitsizligi).

psayisi2 < p < oo (n=12)ve2 <p < -2 (n>3) olsun. Bu durumda C, =
C. (Q,p) veu € Hj (Q) igin,

||u||LP(Q) <C. ||VU||L2(Q)

olur.

Lemma 3.5.5. (Green Ozdegsligi). v € C?(Q) N C'(Q) olmak iizere

/vAuda:: v%ds—/VvVudx
Q o0 On Q

dir. Burada n disa dogru yonlendirilmis birim vektor ve g—z = nVu dir.
3.6. Georgiev ve Todorova Metodu
Bu metot 1994 yilinda Georgiev ve Todorova [Georgiev ve Todorova 1994] ta-

rafindan elde edilmistir. Bu metodun temel fikri uygun secilmis bir ¢/(¢) fonksiyoneli i¢in

W) 2 erp™(t)

(cp > 0,c9 > 1,t > 0) diferansiyel esitsizligini elde etmektir. Buradan (0, ¢) araliginda

integral alinirsa

a0
vl =
g veo)
1— Co 1— Cy !

olur. Bu ifade diizenlenirse

1
(O) — CI(CQ — 1)t

wcz—l(t> > 77/)1—02
elde edilir. Boylece paydayi sifir yapan

¢1_62 (0) — 01(02 — 1)t = O,

12
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pi72(0)

t=

C1 (02 — 1)

zamaninda () siirsiz olur.

13
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Dérdiincii boliim ii¢ kisimdan olusmustur. Ik kisimda zayif soniim terimli ri-
ser denkleminin ¢oziimlerinin patlamasi, ikinci kisimda logaritmik kaynak terim iceren
riser denkleminin ¢oziimlerinin patlamasi, iigiincii kisimda ise tezin esas 6zgiin kismini

olusturan giiclii soniim terimli riser denkleminin ¢6ziimlerinin patlamasi ¢alisilmistir.
4.1. Zayif Soniim Terimli Riser Denkleminin Coziimlerinin Patlamasi

Bu boliimde,

;

g + oty + 2BUgge — 2 [(ax + ) uy),

5 () — a2+ 0) 0], — B (3, 02)

Sy = f(u), (z,t) € [0,1] x (0,7) (4.1.1)
w(0,t) = u(1,t) = Uge (0,1) = uyy (1,¢) =0, t € (0,7)
| u(2,0) =uo (x), ue(z,0) = w (2), x € [0,1]

riser denkleminin baglangi¢c- sinir deger problemi ele alinacaktir [Hao ve arkadaglari
2007]. Burada a, b, o, B negatif olmayan sabitlerdir ve f (u) € C (R) dir. Bu ¢aligmada
F(u) = f f (s) ds olarak tanimlanmusg (4.1.1) baglangi¢-siir deger probleminin F(0) <
0 sart1 alt?nda cOziimlerinin sonlu zamanda patladig1 kanitlanmistir. Burada (4.1.1) denk-

leminin enerji fonksiyoneli

1

1
W) = 5lulf+8usl+ [ (ao+ 0 idde + 5 ]

0
1 1

+i/(am+b)uidm—/F(u)dw

0 0

dir.
Lemma 4.1.1. u(z,t), (4.1.1) probleminin bir ¢6ziimii olsun. ¢ > 0 i¢in E(¢)

fonksiyonu artmayan bir fonksiyondur, yani

d
SB(t) = —a ] <0

dir.

Ispat. (4.1.1) denkleminin u; ile carpip 0, 1] araliginda integrali alinirsa istenen

15



4. BULGULAR VE TARTISMA

elde edilir.
Lemma 4.1.2. u(x,t), (4.1.1) probleminin bir ¢dziimii olsun. Ayrica C' > 1

pozitif sabit olmak iizere

2<r<4
i¢in
r 4 2
lully < C(llully + lluall”)
dir.
Ispat. iki durum vardur:
Durum 1. Eger ||u|[, < 1 ise Sobolev gomiilme teoreminden
r 2 2
llly < flully < C'luell (4.1.2)
dir.

Durum 2. Eger ||ul|, > 1ise
T 4
llly < flully (4.1.3)

olur. Buradan (4.1.2) ve (4.1.3) ifadelerinin birlesiminden lemmanin ispati tamamlanmis
olur.

Simdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:

Teorem 4.1.1. w (z,t), (4.1.1) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Ayrica A pozitif

sabit olmak iizere, f (s) fonksiyonu s € R i¢in
sf(s) >4+ A)F (s) 4.1.4)

sartin1 saglasin. Ayrica

1

1
BO) = 5lhual?+ 8 ol + [ (az -+ 8) i

0
1 1

1
5 N+ 5 [ (0 0) e = [ F (o) d
0 0
< 0

16
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veE
1

/uouldm >0 4.1.5)

0

olsun. Bu durumda (4.1.1) probleminin u(x,t) ¢dziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. Tlk olarak H (t) fonksiyonunu

olacak sekilde tanimlayalim. H () nin tiirevini alip Lemma 4.1.1 i kullanirsak

d d 9

—H(t)=——FE(t) = 4.1.6
CH() =~ S B() = a ] @16
olur. Burada (4.1.6) ifadesinin [0, 1| aralifinda integrali alinip £(¢) enerji fonksiyonelinin

tanimi kullanilirsa )

0<mm§H@§/mex 4.1.7)

esitsizligi elde edilir. Simdi

1
Luy—H1Nﬂ+e/ﬁmm: (4.1.8)
0

olacak sekilde bir L () fonksiyonu tanimlansin. Burada v, 0 < 7 < }l ve € daha sonra

belirlenecek pozitif bir sayidir. (4.1.8) esitliginin tiirevi alinirsa

1
L'(t)=a(l—~)H () ||u,¢||2 + e ||ut||2 + e/uuttdx
0

1

elde edilir. (4.1.1) denklemi w ile carpilip [0, 1] araliginda integrali alinir ve [ wuydx
0

terimi gekilirse,

1 1 1
/uuttdx = —a/uutdx—QﬁﬂumH2—2/(ax+b) uZdz
0 0 0
1 1
—26||uxum||2—/(ax+b) uidm—k/uf (u) dz
0 0

17
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elde edilir. Bu esitlik (4.1.8) ifadesinde yerine yazilirsa

1
L'(t) = a(l—7)H() ||ut||2—|—5||ut||2—5a/uutdm

0
1

968 luze|I” — 268 [[uatia|I” — 26 / (a2 + b) ulds

0
1 1

—5/ (az + b) utdr + 6/uf (u) dx (4.1.9)

0 0

1

olarak elde edilir. (4.1.9) ifadesindeki [ wu;dz terimine § > 0 igin Young esitsizligi uy-
0

gulanirsa

1
52 1

/’U/Utdx < 5 lull* + 252 [k

0

elde edilir. Bu esitsizlik (4.1.9) ifadesinde yazilirsa

L) > a(l—v)H@) |lul® + € llu?
cad?

2 &« 2 2
= llll” = 55 lleel” — 26 [zl

1 1

—25/ (ax + b) uldr — 5/ (ax + b) utdx
0 0
1

—2¢3 || ugtige ||” + €/uf (u) dz (4.1.10)
0

olur. H (t) ve E (t) nin tanimindan

1

—28 HuxumH2 — / (az +b) uidx = 4H(t)+2 HUtH2 +4p HumH2

0
1 1

+4/(ax+b)u§dx—4/mu)dx

0 0

18
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yazilabilir. Bu esitlik (4.1.10) ifadesinde kullanilirsa

S5l + 32 el

1

||u|| +25ﬁ||um|| +25/(az+b)uidm

0

202

1
+g/ AF (u)) dz + 42H (£) (@.1.11)
0

elde edilir. k£ sonradan belirlenecek olan yeterince biiyiik pozitif bir sabit olmak iizere

6% = L HO(t) almp (4.1.11) ifadesinde yazilirsa

L 2 o= =5 H0 bl 3 o+ 228 el
1

—%Hv(t) llw|® + 26/ (az + b) uidx
0

1
+s/ — 4F (u)] dzx + 4¢H (t) (4.1.12)
0

elde ederiz. Sobolev-Poincare esitsizliginden
1
2 2
[ll™ < — [[trze |
H1

elde edilir. Burada s, pozitif bir sabittir. Ustteki esitsizlik (4.1.12) ifadesinde yerine

yazilirsa
L > a[(l—v)——] H(0) [l + 3¢ [l

{25— ’L;( )] [tz || +2€0/(a:c+b)u§d:c

1 1

+€/[uf(u)—(4+A)F(u)]dx+4sH(t)—I—sA/F(u)dw

0 0

elde edilir. Burada, iki ayr1 durum i¢in inceleme yapilabilir.
1. Durum:

Oyle bir Ty < oo vardir ki t — T, iken H? (t) — oo dir. Bu durumda,
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4. BULGULAR VE TARTISMA

1
[ F (u(z,t)) dr — oo oldugundan, H7(t) sonlu bir zamanda patlar. Ayrica, [ € C(R)
0

u(z,t)
igin # — x9 ve t — Tj iken Oyle bir zy € [0,1] vardir ki [ f(s)ds — oo ve
0

|u(x,t)| — +oo olur. Boylece u(z,t) ¢oziimii sonlu 7 < oo zamaninda patlar.
2. Durum:

Herhangi bir sonlu (0, 7] araliginda, H7(¢) sinirlidir. Bu durumda, herhangi

aH7(t)
4C*k

bir sonlu zamanl (0, 7| araliginda yeterince biiyiik bir &k segebiliriz dyle ki 5 >
saglanir. k sabit oldugundan, yeterince kiiciik bir € secersek (1 — ) — % > (0 olur. Bundan

dolay1
1
L(#) > 3= |2 + 42 H (£) + 22b |[ua | + 5A/F(u) da
0
olarak yazilabilir. Daha sonra
p = min{3,2b, A}
olarak secildiginde,

1
L'(t) > pe | H () + ||lul® + ||ua:H2+/F(u) dr| >0 (4.1.13)
0

seklinde yazilir. L (¢) nin tanim1 ve (4.1.7) ifadesinden
L(t) > L(0) >0

olur. (4.1.5) ifadesinden
1
L(0) = H(0) + €/u0u1dx >0
0

1
elde edilir. Simdi L (t) yi hesaplayalim. [ uu;dz terimine Holder esitsizligi uygu-
0

lanirsa
1

/ ] de < ] e

0
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elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin ﬁ kuvvetini alirsak

L = 1 =
/uutdx < / | de | < )| T || (4.1.14)
0 0
bulunur. Daha sonra é > 0, % + % = 1 olmak iizere Young esitsizligi uygulanirsa

o 6°
XY < —X“+7Y9 X, Y >0
ol

2(1—)

ve ayrica) =2 (1 — ) ve p = o= olarak secilirse (4.1.14) ifadesinden

1
1 1—~

[uwds| <0 (Jull P+ )

0

elde edilir. 2 < ﬁ < 4 oldugundan Lemma 4.1.2 den

1
1-v

1
/uutdx < O (Jfull* + luall? + el 4.1.15)
0

ifadesi olugur. Sobolev gomiilme teoremi ve H (¢) nin tanimindan

4 4
lully < Cllually
1

< C’/(ax—i—b)uidx
0

IN

C —H(t)+/F(u)d$

olur. Bu esitsizlik (4.1.15) de yerine yazilirsa
1 = 1

/uutdx <C|-H(t)+ ||ut||2 + ||u90||2 + /F (u)dx

0 0
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elde edilir. Simdi LT (t) i hesaplamak i¢in her pozitif £, 7 ve r > 1 olmak iizere

(E+n) <271 +0")

esitsizligini kullanalim. Burada r = ﬁ > 1 secip ve her ¢ > 0 i¢in L () nin tanimini

kullanirsak

1 =5
Lﬁ(t) = le(t)—i-&t/uutd:c
0
=
1
< 2T H(t)+ /uutdx
0
1
< CH®) + ulP+ | e | + / F (u) da (4.1.16)
0
elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.16) ifadelerinden
L/(t) = qL™7 (1) (4.1.17)

elde edilir. Burada g pozitif sabittir. (4.1.17) esitsizliginin (0, ¢) araliginda integrali alinirsa

1
LT5(t) > —— (4.1.18)
L7m=(0) — gt

esitsizligi elde edilir. Burada (4.1.18) ifadesinden

1—y

7" < —F—
=

qyL """ (0)

olur ve 7™ sonlu zamanda patlar. Boylece teoremin ispati tamamlanmis olur.

4.2. Logaritmik Kaynak Terimli Riser Denkleminin Coziimlerinin Patlamasi

Bu boliimde logaritmik kaynak terimli
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Ut + Qtty + 2BUpgae — 2 [(a + ) ug], + 5 (ul),,,

—[(az +0) u}], — (Bul,ua), = [ul" ulnul, (z,t) € [0,1] x (0,T)
uw(0,t) = u(1,t) = upy (0, 1) = uyy, (1,1) = 0, te(0,7)
w(z,0) =wug (z), u(x,0)=uy(z), x € [0,1]

4.2.1)
riser denkleminin baglangic-sinir deger problemi ele alinmistir [Irkil ve Pigkin 2021].
Burada a, b, «, [ negatif olmayan sabitlerdir ve p > 4 tiir. Bu calismada logaritmik
kaynak terimli riser denkleminin F(0) < 0 sart: altinda ¢6ziimlerinin sonlu zamanda
patladig1 kanitlanmagtir.

Burada (4.2.1) denkleminin enerji fonksiyoneli

1
1
B = 5l + 8l + [ (@ +0) e+ 5 e

0
1 1

1 1 1
-I—Z/(ax—kb) uidm—i—zﬁ [Jully — ]—)/upln|u|dx (4.2.2)
0

dir. Baslangic enerji fonksiyoneli

1

1
BO) = gl + 8luoeel® + [ (a2 + 0o + 5 oo
0

1 1
1 1 1
—i—Z / (az + b) ug,dx + o ||u0|]£ - / luo|? In |uo| da (4.2.3)
0 0

seklindedir.
Lemma 4.2.1. u(x,t), (4.2.1) probleminin bir ¢6ziimii olsun. Ayrica F(t), art-
mayan ve

E(t) = —a|ul* <0 (4.2.4)

dir.
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Ispat. (4.2.1) problemi v, ile ¢arpip, [0, 1] araliginda integrali alirsak

1 1 1 1
[ ugwdr + o [ wude 4+ 28 [ uptgppade — 2 [ [(ax + b) u,], do
0 0 0 0

+

wl®

Uy (u?:;)x:r:p

1 1
de — [w [(ax +b)ul], de — [ (Bul,uy), dv (4.2.5)
0 0

wg |uf’"? wln |u| dz

o Lo .

elde edilir. (4.2.5) ifadesinin terimlerini sirasiyla hesaplayalim:
[lk terim igin

1

1
1 d
/ututtdx = 5/5 (uf) dx
0
L
dt

0

[l (4.2.6)

elde edilir. Ikinci terim igin

1 1
&/ututdx e a/]ut\zdx
0 0
= ollu (4.2.7)

elde edilir. (4.2.5) ifadesinin ii¢iinci,..., yedinci terimlerine kismi integrasyon uygulanip

(4.2.1) probleminin sinir sartlar1 uygulanirsa

1 1

0 0
1
) 0
28 uae (tga(1) — tina () (0)] + 28 / (Unoties) de
1 1 d ’
= 20 | (Uppllppe)dx =0 | — (uix) dx
—
d

- BE [ taa|? (4.2.8)
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O\H

ax+

b)uy),

1

wdr = —2u(ax + b)ugly + 2 / (ax + b) uzupdx

0
1

= —2(ax +b) [ug(1)ug (1) — u(0)uy(0)] + 2 / (ax + b) upuydx

0

1
= 2/(a:c—i—b) Uy Upe AT
0

1
d

-2 / (az + b) u2da, (4.2.9)

~+

g / 3US Uy Up g AT
0
1 1
O yand
2/ d 2 mdt
0 0
1
d
0
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1
/5ut u? ux = —Butuixuﬂé—l—ﬂ/uix%umdaz

((az +b)ul) wdax

O\H

—B (up(1)uZ, (D)ug(1) — ue(0)u2, (0)u,(0)) + B/u U Uty AT

1
B / U2 Uy da (4.2.11)
0

1

—uy(ax + b)u,|g + / (az + b) ulus,dw

0
1

—(az + b) (us(1)ugs(1) — ur(0)u, (0)) + / (az + b) uluydw

0

(az + b) ulugdz

o — _

1
/ (az + b) %u%lx

Nl

B
Sl

1
/ (ax + b) utdr (4.2.12)
0

olarak elde edilir. Kaynak terim icin

- 1d
[l wuy = = — (Ju]?)

pdt
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kullanirsak

1

/ut lulPuln fu|de =
0

d

7 (") In fu dz

e~
~

O\H
&l&

t

SRR

S O o~
SIS

1
1 d
1 de — — P—(1
(" fuf)d > [ ful” & nul) d
0

1
1
(|ul’ In|u]) doe — —/|u|p_2 uuydx
p
0

e~

S e
Sl

1
1 d
(Jul’ In u]) dx — ]?/E lu|” dx
0
p 1
1 1
= & |5 Pl = 5 i @213
0

olur. Elde edilen (4.2.6)-(4.2.13) terimleri (4.2.5) ifadesinde yerine yazilirsa

d

1 2 2 ! 2 s 2
L Ty R R e

1

+1/V vyutde o [Pl + 2l

— ax u —_ = n —_—

1), xa:p u u pzup
0

= —a|ul’ (4.2.14)

olur. Buradan (4.2.2) ve (4.2.14) ifadelerinden
E () = —allu]* <0

elde edilir. Ayrica (4.2.4) esitliginin [0, ¢] aralifinda integrali alinirsa

E (1) :—oz/t/1|ut]2dx+E(0)

elde edilir.
1

Lemma 4.2.2. [ u”1In|u|dz > 0 olmak iizere herhangi bir u € L? [0, 1] ve
0

2<s<4<p
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icin .
1 » 1
/up Injuldz ] <C /up In |u] dz + ||tge ||
0 0
dir. Burada C' > 0 pO%itif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].

Ispat. Bger [P In|u|dz > 1ise
0

1

3 |w

1

/upln]u]dx < /u”ln]u\dw (4.2.15)

0 0

1
olur. Eger f uP In |u| dx < 1 ise, herhangi bir 7 < 2 ve
0

pr={z €[0,1]] Ju] > 1}

icin
1 » 1 ®
/upln]u\dx < /upln]u\dx
0 0
»
< /upln|u|d$
1
»
< / [ul* d
1
1 »
< / jul"* da
0
7(p+1)
= lull,41

_ 2
olur. 7 = oy <2 secersek

3w

1

/up1n|u|dx < ||u||;Jrl

0

< O |t (4.2.16)
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olur. (4.2.15) ve (4.2.16) ifadelerinden lemmanin ispat1 tamamlanmis olur.

1
Lemma 4.2.3. [ u”In |u|dz > 0 olmak iizere herhangi bir u € L? [0, 1] i¢in
0

1
Jully < € | [t ful o+
0
dir. Burada C' > 0 pozitif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].

Ispat. &, = {zx € [0,1] | |u| > e} veé_ = {x € [0,1] | |u| < e} olarak tanimlansin.

[ully, = /updx+/updx
&+ &
—‘ dx

P
/upln]u\dm+/ep e
e

&+ &-

2
/upln|u|dx+ep/‘g‘ dx
e
£

£+

/upln]u|da:+e”2/\u|2d:c

&+ &-
1

C /u”ln]u\dm+ |t
0

Buradan

IA

IN

IA

IN

olarak elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

Sonug 4.2.4. C' > 0 pozitif bir sabit olmak iizere
2
1 b

g <c || [ wmlulde |+l

0

dir [Kafini ve Messaoudi 2020].

Lemma 4.2.5. 2 < s < 4 < p olmak iizere herhangi bir v € L? [0, 1] i¢in
s 2
Jull, < C | llully + [[uel

dir. Burada C' > 0 pozitif bir sabittir [Kafini ve Messaoudi 2020].
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Ispat. Eger [[ul|, > 1 ise
s p
Jully < Jlull? (4.2.17)
olur. Eger [|ul|, < Lise [[u]|, < ||u||f7 dir. Sobolev gémiilme teoreminden
lully, < llully < Cllua’ (4.2.18)

dir. Dolayisiyla (4.2.17) ve (4.2.18) ifadelerinden lemmanin ispat1 tamamlanmis olur.
Simdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:
1
Teorem 4.2.6. £(0) < 0 ve [wuouidx > 0 olsun. u(z,t), (4.2.2) probleminin
0

¢Oziimii 7™ sonlu zamaninda patlar. Ve

e 170
§o L=+ (0)

olarak elde edilir. Burada L (4.2.22) de tanimlanmus, £ ve o pozitif sabitler ve o < 1 dir.
Ispat. {1k olarak H (t) fonksiyonunu

H(t)=—E(t) (4.2.19)

olarak tanimlayalim. (4.2.2) problemini ¢ > 0 i¢in u, ile ¢arpip [0, 1] aralhiginda integralini
alirsak

H (t)=—FE(t) = o||u)? (4.2.20)

elde edilir. Burada (4.2.3) ve (4.2.19) ifadelerinden

1

1
0< H(0)< H(t) < -/up In |u| dz 4221
b 0
elde ederiz. Simdi
1
L(t)=H"7(t)+ f—:/uutdx (4.2.22)
0

olacak sekilde L(t) fonksiyonu tanimlansin. Burada o,

A(p—2 _9
-2 _p=2 (4.2.23)

p? 2p
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esitsizligini saglayan bir sabit ve € daha sonra belirlenecek bir sayidir. Simdi L(¢) nin ¢

ye gore tiirevi alinip (4.2.2) ve (4.2.20) ifadeleri kullanilirsa

1

L'(t)y = (1—-0)H () H’ (t)~|—6/]ut\2dx+/uuttdm

0
= a(l—0) H 7 (0) [lull” + ¢ uell” — 28 uauize |

t

1
—ZEBHumH2—5a/uutdx—2€/ (ax + b) uidx
0

1 1
—5/ (az + b)utdr + ¢ / uP In |u| dx (4.2.24)

0 0

t
olarak elde edilir. (4.2.24) ifadesindeki [ wu;dx terimine 6 > 0 i¢in Young esitsizligi
0

uygulanirsa

1
52
/uutdx <P+ 4 252 el (4.2.25)
0

elde edilir. (4.2.25) esitsizligi (4.2.24) te yazilirsa

L) = al=o)H7 @) lul +e (1= 55) ful’

cad?
HuH2 —2eB HUIUMHQ — 2¢f3 “umH2

2

1
(ax + b) udr — 5/ (ax + b) utdx
0

—2¢

HO\
—

+e / u? In |u| dx

0
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1
olur. 0 <m < 1%4 ve [wPIn|u|dz yerine koymak icin H (¢) nin tammindan
0

) = afi-o m @ - gl e (14 20

#e (1= m) =2 o+ 6 (205 = 2) s

—|—€p(1—m)H(t)+€(p(1—m)—2)/(aa:+b)uida:

1

1 — 2
te (w — 1) /(ax +b) uhdr — 60;5 I w|®
0

(1-1b)

1
+e |\uH£+€m/upln|u]d:U (4.2.26)
0

olur. / sonradan belirlenecek olan yeterince biiyiik pozitif degerli bir say1 olmak iizere

1 a

alinip (4.2.26) ifadesinde yerine yazilirsa

L) 2 alt-o)—hed £ 0 hulf + = (14 20

#2831 = ) = 2) e+ 26 (22— 2)

+ap(1—m)H<t>+a(p(1—m)—2>/<ax+b)u§dx

1

p(l—m) / p, . B, 2

—1—5(—4 1) (ax 4+ b) u,dx 4hH (t) [Jul]
0

(1—m)

1
e [lully + 6m/u” In |u| dx (4.2.27)
p
0

elde edilir. (4.2.27) ifadesinde H? (¢) ||u||* terimine Sonug 4.2.4 ve Young esitsizligi
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kullanilirsa
. o
m @ < (o [wwldde | o
0
! o[ /1 ;
< cf fomplar) || [wmpide] )
0 0
[ /1 o+3 1 7
< || fwwhar) | [wmuldc) o
0 0
, 1 o+3 1 7
< /upln|u\ dx —1—2 /upln\u|dx + 22 & HUmH%
0 P\q
L o+2 1 P
< ¢ /upln|u|d$ + /upln|u|dx + || tga?

elde edilir. Burada C' ve (' pozitif sabitlerdir. (4.2.23) ifadesi kullanilirsa

2%

4<ap+2§pve4<a <p
elde edilir. Boylece Lemma 4.2.2 den
1
H (4) |[ul]? < C /up In Ju| dz + [t (4.2.28)

0
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4. BULGULAR VE TARTISMA

olur. (4.2.27) ve (4.2.28) ifadelerinden

I R b e e R I

+w@u—>—m~ﬁwmuﬂﬁcﬁgﬁ—ﬁmwmf
+ep(l—m)H (t) +e(p(1— /ax—l—bud:v

0
1

%<ﬁﬁﬁﬁ_0/mmwmwmmﬂ;mmW§

4

1

(]
- p
+e (m 4h> /u In |u| dz (4.2.29)
0

olur. Burada yeterince kiiciik bir 7 > 0 olup
p(l—m)—2>0
olur ve h biiyiik secilirse

a a
1—m)—2— — S
p(l—m) 4h>0vem 4h>0

olur. A ve m sabit oldugundan ¢ yeteri kadar kiiciik se¢ilirse
(1—0)—he>0

elde edilir. Ayrica
1

L(0)=H"7(0) +5/u0u1dx >0
0

dir. Boylece (4.2.29) ifadesi

1
L%)2A5H®+MW+Mmﬁw%wﬁ+/W%wﬁm

0
1

1
—l—/(ax +b) utdr + [[ull? + /up In |u| dx (4.2.30)
0 0
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1 1
yazilabilir. Simdi L'~ (¢) yi hesaplayalim. [ wuydz Holder esitsizligi kullanilirsa
0

1

/ﬁwm <l ]

0

< Clull, [Jul
olur ve her tarafin ﬁ kuvveti alinirsa
1
1 i
_1
/mm < Clull ™
0

elde edilir. Simdi i + < = 1 igin Young esitsizligini uygularsak

] 1/(1-0)

/uutdx < [lull3 + fluell =] 4231
0

olur. Lemma 4.2.5 i kullanirsak (4.2.31)

. 1/(1-0)

Juwds| <l + ful;]

0

seklinde olur. Burada k = 2/(1 —0) ve p = 2(1 —0) /(1 — 20) olarak alinz. s =

2/ (1 —20) < polarak se¢ip Lemma 4.2.5 i kullanirsak
1/(1-0)

1
[z <€l 4l + e 4232)
0

olarak elde edilir. Burada (4.2.32) ifadesi LT (t) olarak tanimlanir. Diger taraftan p > 1
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4. BULGULAR VE TARTISMA

ve 0, > 0 olmak iizere (6 + )P < 2P~ (0P + ¢P) esitsizligi kullanilirsa

1
1 e

L= (t) = |H"7(t)+ 5/uutdx
0
1 e
o/ 1=V | 7 (t) + /uutda;

0

< CH @)+ el + ] + w3 (4233)

IN

elde edilir. Burada p = ﬁ > 1dir. (4.2.30) ve (4.2.33) ifadelerinden
L'(t) > €07 (1) (4.2.34)

esitsizligi elde edilir. Burada &, yalnmizca A\, e ve C' ye bagh pozitif bir sabittir. (4.2.34)

ifadesinin (0, t) araliginda integrali alinirsa

L5 () > — (4.2.35)

olur. Dolayisiyla (4.2.35) ifadesi L(¢) nin sonlu bir zamanda patladigin1 gosterir ve

l1—0

T<T'=—7353——
§o L= (0)

olarak elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanmugtir.

4.3. Giiclii Soniim Terimli Riser Denkleminin Coziimlerinin Patlamasi

Bu boliimde

(

Ut — OUggt + Qﬁux:m:x - 2 [(&33' + b) u:):]x

=f(u), (z,t)€]0,1] x(0,7) 4.3.1)
w(0,1) = u(1,t) = Upy (0,1) = upe (1,£) =0, t € (0,7)
u(z,0) = up(x), u (x,0) = uy (2), z € [0,1]
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baglangic-sinir deger problemi ele alinmistir. Burada a, b, o, 3 negatif olmayan sabitler, ve

f (u) daha sonra belirlenecek bazi kosullar1 saglayan bir C' (R) fonksiyonudur. F' (u) =

f f (s) ds olarak segilip (4.3.1) baglangi¢c-sinir deger probleminin £(0) < 0 sart1 altinda
0

cOziimlerinin sonlu zamanda patlamasi ele alinmistir.

Oncelikle (4.3.1) enerji fonksiyonelini elde edelim: Bunun icin (4.3.1) denkle-

mini u, ile ¢arpip [0, 1] aralifinda integralini alirsak,

1 1 1

/ UpUg AT — / QU U dT + / 28Ul d

0 0 0
1

/ [(az + ) u,], Utdx+/§ mxutdx
0

1

/But Uz, Uy ) dx—/((ax—i—b)ui)xutdm

= /utf(u)dw

0
elde edilir. Simdi terimleri sirasiyla hesaplayalim:
Ik terim icin

1 1

1 [d
/ututtdx = §/E|Ut| dx
0 0

= 2

T g

elde edilir. ikinci terime green 6zdesligi uygulanirsa
1
— /autumtdx = «
0

Ugt Uyt AT

|u$t|2dx

/
/

= aluul”

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)

olarak bulunur. Asagida ii¢lincii,..., yedinci terimlerine sirasiyla kismi integrasyon uygu-
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4. BULGULAR VE TARTISMA

lay1p ardindan (4.3.1) denklemindeki sinir sartlarin1 kullanirsak

1

1
0

0

1
0

= —20 [Upe(1)tsz(1) — Uz (0) s (0)] + 26/0 (UppUpzy) dx

1 1
d
0 0
d 2
p— —_— 4' .
ﬁdt e (4.3.5)
1 1
/ —2uy [(ax + b)uy|, dz = —2w(az + b)ug|g + 2 /(aa; + b)ugudr
0 0

— 9z + b) [ur(1)ua(1) — g (0)ua(0)] + 2 / (a2 + D) uptiradz

1

d
= = / (az + b)u’dz, (4.3.6)
0
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T

O\H
wl™

(U3 ) rTT Utdl' -

(uz)x Uz AT

2
UL U gy U AT

1

B [d 5, 5/ 2 d o
5 | (uiuz,) dz 5 | U dtul,d:v
0 0
1
/B d 2 2
S dt |Uatioe||” — B | Upyupupede, 4.3.7)
0

1
= —Butuimu$|é+6/ui$uggumdw
0

1

= =B (Ve ()~ (O (0w (0)) + 5 [ s

0
1

= 3 / U, Uy, dr (4.3.8)

0
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1 1

/ a:z:+b utdx = —u(ax + b)ull; +/ (azx + b) uduydr
0 0

= —(az +b) (ue(D)u(1) — u(0)u(0)) + / (az + b) uduyde

1

1 d ,
= Z/(am—i—b)au dx

A

d
d_/ (azx + b) u, Ldr (4.3.9)
0

terimleri elde edilir. Elde edilen (4.3.3)-(4.3.9) terimleri (4.3.2) ifadesinde yerine yazilirsa

1

d |1
i §|’utH2+BHurpx‘|2+/(ax‘i‘b)Uid.Q?
0
1 1
1

-I—g||uxum||2+Z/(aw+b)uidm—/F(u)dx

0 0

= —Oz||u$t||2

olur. Buradan (4.3.1) denkleminin enerji fonksiyoneli

1

1
E(t) = 5 ||ut||2 + 4 ||um||2 + /(ax + b)uldx

0
1 1

1
+§ ||t tige||* + 1 /(aaz + butdr — /F (u) dz

0 0

olarak elde edilir.
Simdi problem ile ilgili temel teoremimizi ifade ve ispat edelim:
Teorem 4.3.1. u (z,t), (4.3.1) probleminin bir ¢oziimil olsun. Ayrica A pozitif

sabit olmak iizere, f (s) fonksiyonu s € R i¢in

sf(s)> 4+ A)F (s) (4.3.10)
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saglasin. Ayrica

E(0)<0

veE
1

/uouldx >0 4.3.11)

0
olsun. Bu durumda (4.3.1) probleminin u(z, t) ¢6ziimii sonlu zamanda patlar.

Ispat. ilk olarak () fonksiyonunu
H(t)=—E 1) (4.3.12)

olarak tanimlayalim. (4.3.1) problemini ¢ > 0 i¢in u, ile carparak [0, 1] aralifinda integ-

ralini alirsak,

d d 2
EH(t) 4 —EE(t) = o [|ug| (4.3.13)

olur. Burada (4.3.13) ifadesinin [0, 1] araliginda integrali almip F(¢) enerji fonksiyoneli-

nin tanimi kullanilirsa

0< H(0) < H(t) < /F (u) dz (43.14)

esitsizligi elde edilir. Simdi
1
L(t)=H""(t) +¢ / uudr (4.3.15)
0

olacak sekilde bir L (¢) fonksiyonu tanimlansin. Burada n, 0 < n < [—11 ve ¢ daha sonra

belirlenecek pozitif bir sayidir. (4.3.15) ifadesinin tiirevi alinirsa

1 1

L'(t)=(1—-n)H"(t)H'(t) + ¢ /ututdx + /uuttdx

olur. Elde edilen esitlikte H’(¢) nin yerine (4.3.13) ifadesi yazilip esitlik diizenlenirse

1
L'(t) = a(l —n)H(t) ||uge|)® + € |Jue]|” + &?/uuttdx (4.3.16)
0
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elde edilir. (4.3.1) denkleminin her terimi  ile garpip [0, 1] araliginda integralini alirsak

1 1

1 1
/uuttdx —oc/uumtdx—i-/Zﬁuumm /2 [(az + b)u,], udx

0
1

/ﬁ xmud:v—/ﬁu u? ug) d:):—/[(aijb)ui]xudx

0

= / uf (u)dz (4.3.17)
0

olarak yazilir. Ikinci terime green 6zdesligi uygulanirsa

1 1

—a/uumdx = a/uwuxtdx (4.3.18)

0 0

terimi elde edilir. (4.3.17) ifadesinin ii¢iincii,..., yedinci terimlerine sirasiyla kismi integ-

rasyon uygulayip (4.3.1) denkleminin sinir sartlarini kullanirsak

1

1
—/25uummdx = —Zﬁuumx\é—i—Qﬁ/umuxmdw
0 0
1
= =2B(u(1)u(1)zpe — w(0)u(0)rze) +26/uxumxdx
0
1
0

= 206 (tz(1)upe (1) — uz(0)ug (0)) — QB/umumdx

1
= 20 / Uz Uy AT

0
= —2||ug|®, (4.3.19)
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1 1
/2 [(az + b)u,], udr = 2u(az + b)u,|y — /2(ax + b)u,ude
0 0

1

= 2(azx +0b) (u(1)ux (1) — u(0)u,(0)) — /2(ax + b)uyu,dx

0

1
= -2 [ (ax + b)uldw, (4.3.20)
/
1 1
- g(ui)wwucm = _gu(ui)xx|é + § /ux<u:3;)mdx
0 0
1
- —g (u(l)(u3)m(1) — u(O)(u?’)ﬂ(O)) + g/uw(ui)mdx
0

—U
3
5 B /
_ P 3 _ b
0
= =B taots |I%, (4.3.21)

1 1

/ [(az +b)ui] udr = (ax+ b)ulul;— /(ax + b)udu,dr

0

=]

= (ax+0b) (ui(l)u( / az + b)ulu,dr

1

- _ /(a:v + b)utdr (4.3.22)

0
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4. BULGULAR VE TARTISMA

veE

1

1
/Bu (ul,ue) de = Buul,uglg —ﬂ/uxuixumdx
0

0

= —6/uwumd1’

= -8 Huxum H2 (4.3.23)

terimleri elde edilir. Elde edilen (4.3.18)-(4.2.23) terimleri (4.3.17) ifadesinde yerine yazilip
1

[ wuydx terimi gekilirse
0

1 1

/uuttd:c = —a/uzumdw—%llumﬂz

0

(azx + b)uidx — 23 ||uxumH

o\
= o

1

_ /(ag; + butde + /Uf (u) d

0

elde edilir. Bu esitlik (4.3.16) ifadesinde yerine yazilirsa

1
L't) = a(l—n)H"(t) Humt|\2+€\|ut“2 —5a/u1umdx
0

1

0

1 1
e/ az + b)utdx + E/uf (u) dz (4.3.24)
0 0

1
esitligi elde edilir. Bu esitligin [ u,udx terimine § > 0 igin ve . + - = 1 olacak sekilde
0
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p = q = 2 seg¢ilip Young esitsizligi uygulanirsa

1

/umumdm < — ua|? + = 252 ||t || (4.3.25)
0
elde edilir. Elde edilen (4.3.25) esitsizligi (4.3.24) ifadesinde yerine yazilirsa
/ 6045
L) = a(l—=mH () uwl® + udl® = == lluz]”
eq
952 “UﬂctH —2ep HUMH —2p ||uxuxx||
1 1 1
—2¢ /(aa: + b)uidr — ¢ /(ax + b)utdr + / uf (u)dx  (4.3.26)
0 0 0
olur. E(t) ve H(t) nin tanimindan
1
98 gt |* — /<ax+b)u§dx = AH() + 2wl + 48 ||
0
1 1
+4/(ax + b)uidr — 4/F(u) dx
0 0
olarak elde edilir. Bu esitlik (4.3.26) ifadesinde yerine yazilirsa
2 > o [0 H )~ s el + 3 ]
1
+263 || tga||” + 2¢ /(ax + b)udx
0
1
604(5
lug|® + ¢ [ [uf (u) — AF (u)]dx + 4eH (t) (4.3.27)

0

sonucu elde edilir. £ > 0 daha sonra belirlenecek bir sabit olmak iizere

1
(52 = EHn(t)
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olarak alinirsa ve (4.3.27) ifadesinde yerine yazilirsa

k
PO = o= = 5l
1
_%/:(t) e |” + 268 ||tge || + 25/(@35 + b)uldxr
) 0
—l—a/[uf (u) —4F (u)]dx + 4eH (t) (4.3.28)

0

olarak elde edilir. Burada (4.3.28) deki ||u,||” terimine Sobolev gémiilme teoremi uygu-

lanirsa

2

olarak elde edilir. Ustteki esitsizlik (4.3.28) ifadesinde yerine yazilirsa

L) 2 (=)= | B0 a3 el

1
H"(t
+e [25 - OCZC—*(k;)] [ tga||* + 26/(&1‘ + b)uidx
0

-I—E/[uf (u) — (4+ A)F (u)]dx + 4eH (t) + 6A/F (u) dz

0 0

olur. Burada, iki ayr1 durum i¢in inceleme yapilabilir.
1. Durum:
Oyle bir Ty < oo vardir ki t — T, iken H"(t) — oo dir. Bu durumda,
fl F (u(z,t))dr — oo oldugundan, H"(t) sonlu bir zamanda patlar. Ayrica, f € C(R)
’ u(a,t)
igin z — x9 ve t — T iken Oyle bir zy € [0,1] vardir ki [ f(s)ds — oo ve
0

|u(x,t)] = 400 olur. Boylece u(x,t) ¢oziimii sonlu Ty < oo zamaninda patlar.

2. Durum:

Herhangi sonlu bir (0,7 araliginda, H"(t) simirlidir. Bu durumda, herhangi

aH"(t)

sonlu zamanli bir (0, 7"] araliginda yeterince biiyiik bir k segebiliriz 6yle ki § > ==,

saglanir. k sabit oldugundan, yeterince kiiciik bir € secersek (1 — ) — % > 0 olur. Bundan
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dolay1
1

L'(t) > 3¢ ||ug||* + 4eH () + 2ep ||ua||* + eA/F(u) dx
0

olarak yazilabilir. Daha sonra

d = min{3,2p, A}

olarak secildiginde,
1
L'(t) > de | H(t) + |Ju]]* + HuxHQﬂL/F(U) dz| >0 (4.3.29)
0

yazilabilir. L () nin tanimi ve (4.3.14) ifadesinden

L(t) > L(0) > 0

olur. (4.3.15) ifadesinden
1
L(0) = H'™(0) + e/uouldzx >0
0

) 1
elde edilir. Simdi, L™ (¢) yi elde etmek i¢in | uu,dx terimine Holder esitsizligi uygular-

0
sak

1
[ e < ]
0

olarak elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin ﬁ kuvvetini alirsak

—
e
£
QL
8
IN
—
s
£
=
S

(4.3.30)

A

B
T)—‘
3

g
v
3

bulunur. Daha sonra § > 0, - + = 1 olmak iizere Young esitsizligi uygulanirsa

57 7,
KNg—Ku?N K,N >0
ag
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veayricagp =2(1 —n)veo = 21(1_—_22) olarak secilirse (4.3.30) ifadesinden

| o = . §-20-m )
/uutdx < T ||| =27 + m |||
2(1—n)
(Ao20)020 22
A C ) 2(1—mn)
-1 . (1-2 )527(1T_2%) §—2(1-n)
elde edilir. Buradan C' = min 2’(71_7]) T olarak secersek
1
1 1—n

Juwds| <0 (el )

olur. Ayrica

1
0 < p<-=
T=7
1
= S <l-2<1
1
= 1< <2
1—-2n
2
= 2< <4
— 277
esitsizligi ve Lemma 4.1.2 den
1
1 =]
/uutdx < O (Jully + lJuel + lfu]?) (4.3.31)

0

ifadesi olugur. Sobolev gomiilme teoremi ve H (¢) nin tanimindan

lully < Cflually

IN

1
C/ (ax + b) utdx
0

< c —H(t)+/F(u)dx

0
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olur. Bu esitsizlik (4.3.31) ifadesinde yerine yazilirsa

1
/ uudx
0

bulunur. Simdi LT (t) hesaplamak igin her pozitif X,Y ve r > 1 i¢in

1
-7 1

<C|=HE@) + [l + sl + [ Fw)da
0

(X+Y)T§2r71(XT+YT>

esitsizligini kullanalim. r = ﬁ > 1 secip ve her ¢ > 0 i¢in L() nin tanimin kullanirsak

1 -7
L (t) = Hl_"(t)+€/uutdx
0
) =
< 2m7 H(t) + /uutdx
0
1
< c{HO+fl+ w P+ [ F@de ) @332
0
bulunur. (4.3.29) ve (4.3.32) ifadelerinden
1
L'(t) > L™ (t) (4.3.33)

elde edilir. Burada £ > 0 seklinde bir sabittir. (4.3.33) ifadesinden

> &dt (4.3.34)

elde edilir ve (4.3.34) ifadesinin (0, t) aralifinda integrali alinirsa

t t

[ [

0 0
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olur, alinan integral diizenlenirse

Lt ),
1-m
e s 77
L™ (t) — L™ (0) < ———¢t,

bulunur. Burada

I's —
EnL " (0)

olarak elde edilir ve 7™ sonlu zamanda patlar. Boylece teoremin ispati tamamlanmisgtir.
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5. SONUC VE NERILER

5. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada giiclii soniim terim igeren riser denkleminin ¢oziimlerinin patla-
mas1 baslangi¢ ve sinir deger kosullariyla birlikte ele alinmistir. Riser denklemlerinin
¢Oziimlerinin patlamasi farkli metotlar kullanilarak ¢aligilabilir. Ayrica aym1 denklemin

enerji azalmasi, atraktorii gibi matematiksel davraniglar: da calisilabilir.
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