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OZET

Bu ¢alismada, Laplace ve Fourier doniisiimii ve Fourier serileri yontemi gibi
klasik ¢oziim yontemleri kullanilarak zaman gecikmeli Schrodinger denkleminin analitik
coziimleri elde edilmistir. Bu tip problemlerin yaklagik ¢ozlimlerini bulmak igin sonlu
fark semalar1 yontemi kullanilmistir. Kurulan fark semasinin kararliligi gosterilmistir.
Zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin baslangi¢ deger problemi ele alinmis ve bu
problem i¢in r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi kurulmustur. Yontem sayisal

ornekler ile desteklenmistir.
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BOLUM 1
GIRIS

Schrodinger denklemi, kuantum mekanigindeki dalga fonksiyonlarinin
davraniglarini, uzaya ve zamana bagli degisimlerini gosteren bir kismi diferansiyel
denklemdir. Zamana bagli Schrédinger denklemi, dalga fonksiyonunun zaman i¢inde
yayilimini agiklarken zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi ise belli enerjinin dalga
fonksiyonlart i¢in durum denklemidir. V = 0 iken yani uzayda kendisini tutan bir
potansiyel olmadan dolasan serbest parcacik durumu goz oniine alinirsa mikroskobik
parcaciklar kuantum mekaniginde dalgalar gibi davrandigindan pargacik i¢in iyi bir

model;

1 r .
— i(kx—wt)
Y(x,t) = _[O B(k)e dk

dalga fonksiyonuna karsilik gelen farkli hk momentinde diizlem dalgalarinin iist iiste
bindirilmesi ile olusturulan bir “dalga paketi” dir. Burada y(x,t), bir @(k)
fonksiyonunun ters Fourier dontistimiidiir. h Planck sabiti olmak iizere; momentumun

p =hk = % , de Broglie denklemleri ve E = hw = % enerjisi kullanilarak dalga paket

denklemi i¢in dalga fonksiyonu

( t) 1 JOO @( ) i(pxh—Et) p
xXt) = —— e
¥ h ) p p

bi¢ciminde yeniden yazilabilir. Herhangi bir sistemin baslangi¢c durumu ve hareketi tiim
zamanlardaki durumunu belirlemeye yeterli olacagindan, sistemin durum denklemi, en
fazla birinci ve ikinci tiirevler cinsinden verilir. Zaman ve uzay degiskenleri cinsinden

tirev alinirsa



oY 1 f@( )(—iE) i(pxh—Et)d
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oy 1 j’o ip\ i(x—ED
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oy 1 [ —p?\ ipx-Et)
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o . . , o .o —h%.
elde edilir. Zamana gore alinan tiirev ih, konuma gore alinan ikinci tiirev Py ile carpilip

de Broglie bagintilar1 kullanilirsa

Lo —h?o%y
' ot 2m 0x?2

bulunur. Esitligin sol tarafi kuantum mekanik durumun kinetik enerjisini verir. Bu serbest
parcacigin, herhangi bir potansiyeldeki parcaciga tiiretilmesini genellestirmek icin V
potansiyel enerji olmak iizere; sol tarafa Vb eklemek gerekir. Buradan zamana bagh
Schrodinger denklemi

9P —h29%yY
B = Imaxz T V¥

elde edilir. Enerji operatorii E ve momentum operatdrii p

L0
E—lha,
.0
PP

bigiminde tanimlansin. Bir parcacigin, diizlem dalga durumlarinin st {iste bindirilmesi

. i(px—Et)
olarak tanimlanmasi g6z 6niine alinirsa bir i = e~ 1 diizlem dalgasi ele alindiginda

momentum ve enerji operatorleri uygulanarak

g __ha< i(pxh—Et))__h<—iE> —F
Y =i 50 \8 = th(— Y = EY,

pp =i () = —in(T) w=py

ox h
bulunur. Béylece bu operatorlerin 6z degerleri, sirastyla bir dalga fonksiyonunun enerji
ve momentumuna karsilik gelir. Bu ger¢egi kullanarak Schrodinger denklemi dogrudan

operatorler kullanilarak formiillestirilebilir. V potansiyel enerji olmak iizere klasik bir

parcacigin enerjisi,



2
p

E=—+7V
2m+

ile verilir. Kuantum mekaniginde sistemin incelenmesi tiim degiskenlerin bir dalga
fonksiyonuna etki eden operatorlere yiikseltilmesini gerektirir. Enerji, A Hamiltonyen
operatoriine doniisiir.
Hy = izp + VY
2m
fle ifade edilir. £ enerji operatrii, H Hamiltonyen operatérii ile esitlenirse
oY h? 9%y

B = "omaxz TV

zamana bagli Schrédinger denkleminin operatér formiilasyonu elde edilir. £ = ih%

alinirsa A kuantum parcacigmin kinetik ve potansiyel enerjilerine ve £ zaman evrimini
iiretmek iizere zamana bagli Schrodinger denklemi

Ey=Hy

bi¢iminde ifade edilir (DeCross, Ellinor, Zheng, Williams & Khim, 2020).

Zamana baglh lineer bir Schrodinger denklemi, H Hilbert uzayinda A sinirlt
olmayan lineer bir operator olmak tizere
iu; + Au = f(t)
soyut denklemine indirgenebilir.

Fizikteki cesitli problemlerin Schrodinger denklemlerine yol actig1 bilinmektedir
(Biondini, Lottes & Mantzavinos, 2020; Burnham, Futera, Bacic & English, 2020; Eskin
& Ralston, 1995; Ita vd., 2020). Schrodinger denklemi igin problemlerin ¢6zim
yontemleri birgok arastirmaci tarafindan kapsamli bir sekilde incelenmistir (Antoine,
Besse & Mouysset, 2004; Gordeziani & Avalishvili, 2005a; Gordeziani & Avalishvili,
2005b; Han, Jin & Wu, 2005; Mayfield, 1989).

Schrédinger denklemin birgok teknolojik uygulamasi vardir. Ornegin kuantum
cihazlariin modellenmesinde, elektromanyetik dalga yayiliminda, su alt1 akustiginde,
optikte, dogrusal olmayan Kerr ortaminda 1s1n yayilimi i¢in goreli fizik veya plazmalarda
karsilagilan problemleri modellemede 6zellikle iki boyutlu Schrodinger denklemi yaygin
olarak kullanilmaktadir (Arnold, 1998; Kopylov, Popov & Vinogradov, 1995; Levy,
2000; Tappert, 1977).



Kismi diferansiyel denklemler i¢in sonlu fark yontemi bilimsel hesaplamada etkili
bir yontemdir. Cok sayida diiglim noktasi kullanmadik¢a klasik birinci ve ikinci
dereceden fark semalarimi kullanarak sayisal ¢oziim elde etmek kolay degildir.
Hesaplama yiikii oldukea yiiksek olacagindan klasik fark semalarinin bu dezavantajinin
istesinden gelmek i¢in makul bir yontem, yiiksek dereceli kompakt sonlu fark semasi
tasarlamaktir. Bu tiir bir fark semas1 kurmak sadece yiiksek dogruluklu sayisal ¢oziimlerin
bulunmasini saglamakla kalmaz, ayn1 zamanda hesaplama yiikiinden de kurtarir. Kismi
diferansiyel denklemler i¢in sonlu kompakt fark semalarinin arastirilmasiyla ilgili 6nemli
calismalar yapilmistir. Liao ve ¢alisma arkadaslari, sinirlt bir bolge tizerinde periyodik
sinir kosullu lineer Schrédinger denklemi i¢in dordiincii dereceden kompakt fark semasini
ele almis ve bazi Sobolev gomme esitsizlikleri ile enerji yontemini uygulayarak
¢Oziimlerin maksimum norm hata kestirimlerini elde etmistir (Liao, Sun & Shi, 2012;
Liao, Sun & Shi, 2010). Gao ve Xie, iki boyutlu Schrédinger denklemi igin dordiincii
dereceden degisken yonlii kapali kompakt fark semalari olusturmus ve semalarin
yakinsaklik derecesini analiz etmistir (Gao & Xie, 2011). Xie ve ¢alisma arkadaslari, tek
boyutlu lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in iki yiiksek dereceli kompakt sonlu fark
semas1 Oonermis ve ayrik L, norm hata kestirimlerini ve yakinsaklik hizin1 gostermistir
(Xie, Li & Yi, 2009). Hong ve arkadaslari, lineer olmayan Schrodinger denklemini
¢ozmek i¢in kompakt bir sema gelistirmis ve bu sema igin L., optimal hata kestirimini
kanitlamiglardir (Hong, Ji, Kong & Wong, 2017). Hu ve arkadaslari, lineer olmayan ve
siursiz bir bolgede lineer olmayan Schrodinger denklemlerini niimerik olarak ¢dzmek
icin kompakt sonlu fark semasi tasarlamiglar ve bu semanin kararliligin1 analiz edip
yontemin dogrulugu ve etkinligini géstermek i¢in sayisal 6rnekler vermislerdir (Hu, Li &
Jiang, 2020).

Ashyralyev ve Sirma, operatdr teori kullanarak bir Hilbert uzayinda yari lineer
Schrodinger denklemi i¢in lokal ve lokal olmayan sinir deger problemlerinin tek bicimde
¢oziilebilirligini incelemislerdir (Ashyralyev & Sirma, 2009a). Fark semalarinin ¢oziimii
icin yakinsaklik kestirimleri kurup yontemin dogrulugunu goéstermek icin niimerik
ornekler vermisler ve bu yontemlerin lineer olmayan Schrédinger denklemine
uygulanabilirligini tartismiglardir. Ashyralyev ve Sirma, baska bir ¢alismalarinda bir
Hilbert uzayinda Schrodinger denklemi i¢in lokal olmayan sinir deger problemini ele

almig ve bu problemin yaklasik ¢6ziimleri i¢in ikinci dereceden dogruluklu r-modifiyeli



Crank-Nicolson fark semalar1 vermis, bu fark semalarinin kararliligini ispatlamiglardir.
Dirichlet sinir kosullu Schrodinger denklemi igin bir boyutlu lokal olmayan sinir deger
probleminin ¢&ziimii i¢in bir niimerik yontem vermisler, bu fark semalarini iyilestirilmis
Gauss eliminasyon yontemini kullanarak ¢6ziip niimerik 6rneklerle kullandiklar1 yontemi
desteklemislerdir (Ashyralyev & Sirma, 2009b).

Ashyralyev ve Uriin, A pozitif tamml self adjoint bir operatdr olmak iizere, bir H
Hilbert uzayinda p parametreli

iu +Au+iu=f@t)+p, 0<t<T,

u(0) =¢, ) =9y
sinir deger probleminin niimerik ¢éziimii i¢in birinci basamaktan dogruluklu fark semasi
olusturmuslardir. Bu fark semasinin 1yi tanimliligini ispatlamis ve Schrédinger denklemi
igin ii¢ tip kontrol parametre problemi i¢in kararlilik kestirimleri elde etmislerdir
(Ashyralyev & Uriin, 2013).

Ashyralyev ve Hi¢durmaz tarafindan bir homojen olmayan zaman kesirli
Schrodinger denkleme uygulanan birinci dereceden fark semasi icin kararlilik analizi
verilmistir. Z-transform yontemine dayanilarak soyut durum i¢in kararlilik teoremleri
ispatlanmistir. Kararlilik sonuglari, ¢ok boyutlu zaman kesirli Schrodinger denklemi igin
baslangi¢ sinir deger problemlerine uygulanmistir. Teorik bulgular, bir ve iki boyutlu
zaman kesirli Schrodinger denklemleri {izerinde sayisal deneylerle dogrulanmistir
(Hicdurmaz & Ashyralyev, 2016).

Bu tezde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi incelenecektir. Zaman
gecikmesi bir¢ok miihendislik uygulamasinda meydana gelen en yaygin olaylardan
biridir. Kontrol teoride, 6rneklenmis veri kontrolii siireci, 6l¢iimden kontrolore iletimde
zaman gecikmesinin meydana geldigi tipik bir 6rnegidir. Gergege daha yakin modelleme
yapmak i¢in gecikme dikkate alinmalidir.

Lineer ve lineer olmayan zaman gecikmeli Schrodinger denklemlerinin teorisi ve
uygulamalari, genis ¢apta arastirtlmistir (Chen, Zhou & Zhao, 2010; Guo & Shao, 2005;
Guo & Yang, 2010; Wu, 1996; Zhao & Ge, 2011). Ornegin, Yang ve Yao smir
g6zleminin sabit bir zaman gecikmesinden etkilendigi degisken katsayili bir Schrodinger
denkleminin sinir stabilizasyonu {izerine ¢aligmistir (Yang & Yao, 2013). Bu, sabit
katsayilar i¢in ayirma ilkesini (Guo & Shao, 2005) kullanarak (Guo & Yang, 2010)

verilmis olan Schrédinger denklemi i¢in benzer ¢alismanin bir genellemesidir. Degisken



katsayilar sistemi, 6zdeger ve 6zvektorlerin asimptotik analizle hesaplanmasina dayanan
¢Oziimii bulmak icin fazla karmasik hale getirir. (Wu, 1996) kitabinda lineer olmayan
Schrodinger denkleminin gecikmeli lokal ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi arastirilmistir.
(Chen, Zhou & Zhao, 2010) calismasinda, ayrik lineer olmayan gecikmeli Schrodinger
denklemi i¢in genel ¢ekim noktasinin varligi ve st yari siirekliligi olusturulmustur. (Zhao
& Ge, 2011) makalesinde, bir Hamiltonyen sistem i¢in geometrik tekil pertiirbasyon
teorisi, diferansiyel manifold teorisi ve diizgiin pertiirbasyon analizini uygulayarak, lineer
olmayan dagimik gecikmeli Schrodinger denkleminin hareketli dalgalar1 incelenmistir.
Son olarak, gecikme teriminin diger operatdr terimine gére ayni dereceden bir operatdr
oldugu parabolik gecikmeli denklemler i¢in gecikmeli kismi diferansiyel denklemlerin
teorisi ve uygulamalar1 genis ¢apta arastinlmistir (Agirseven, 2012; Ardito & Ricciardi,
1980; Ashyralyev & Agirseven, 2013; Ashyralyev & Agirseven, 2014; Ashyralyev &
Sobolevskii, 2004; Blasio, 2003; Sinestrari, 1984).

Zaman gecikmeli Schrodinger denklemleri i¢in sonlu fark semalar1 yontemi
kullanilarak yapilan az sayida c¢alisma mevcuttur (Agirseven, 2018; Ashyralyev &
Agirseven, 2020). Bu ylizden bu tiir zaman gecikmeli problemlerin arastirilmasi hem
literatiire Onemli bir katki saglayacak hem de ileride farkli sayisal yontemlerle
karsilastirma saglanabilmesi i¢in bir zemin olusturacaktir. Yapilan modellemelerin daha
gercekei olmast i¢in zaman gecikmesi teriminin konulmasi 6nemlidir fakat bu tiir
problemlerin ¢oziimlerinin zorlugu arastirmacilart gecikme terimini ihmal etmeye
yonlendirmektedir. Literatiirde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi ic¢in yapilan
yeterince c¢alisma olmadigi i¢in bu tezde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi
orneklenerek hem analitik hem de niimerik ¢éziimler verilip ileride bu tip problemlerin
¢Oziimii i¢in bir kaynak olusturulmasi saglanacaktir.

Bu calismada H Hilbert uzayi, A self-adjoint pozitif tanimli operator,
A=38,6>0, 0<b<1 ve ¢ verilen eleman olmak {izere; zaman gecikmeli

Schrodinger denklemi igin

i% + Av(t) = bAv([t]), t>0,
v(0) =¢

baslangi¢ deger problemi arastirilacaktir. Burada [t] en kiiglik tam say1 fonksiyonudur.



2. Boliimde lineer zaman gecikmeli Schrédinger denklemleri ele alinarak Laplace
ve Fourier doniisiimii ve Fourier serileri yontemi kullanilarak analitik ¢6ziimler elde
edilmistir.

3. Bolimde r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi incelenip kararlilik
kestirimleri iizerine teorem kurulup ii¢ tip Schrodinger problemi igin teoremlerin
uygulamas1 saglanmigtir. Bu nedenle bu tez Schrodinger tipi kismi diferansiyel
denklemler tarafindan tanimlanan sistemlerin kararlilik kestirimlerinin elde etmek i¢in
biiyiik 6neme sahiptir.

4. Bolimde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin iki tip baslangi¢ sinir
deger problemi ele alinmistir. Bu problemlerin niimerik ¢6ziimleri igin r-modifiyeli
Crank-Nicolson fark semalari kullanilmistir. Bu fark semasiyla elde edilecek yaklasik
¢Oziimleri hesaplamak icin MATLAB programlama diliyle kapsamli bir program
yazilmistir. Elde edilen sonuglar, tam ¢oziimden elde edilen degerler ile karsilastirilarak
hata analizi yapilmistir. Sonuglar bir ¢izelge ile sunularak r-modifiyeli Crank-Nicolson
fark semalar1 yonteminin oldukga elverisli oldugu ve birgok probleme uygulanabilirligi
gosterilmistir.

5. Boliim sonuglar ve tartisma boliimii olup yapilan ¢aligmalarin sonucu ve

gelecekte yapilabilecek calismalar ifade edilmistir.



BOLUM 2

ZAMAN GECIKMELI SCHRODINGER DENKLEMININ
ANALITIK YONTEMLERLE ELDE EDILEN COZUMLERI

Bu béliimde zaman gecikmeli Schrodinger denkleminin Fourier serileri, Laplace
dontigiimii ve Fourier doniisiimii yontemleri kullanilarak analitik ¢oziimleri bulunmustur.
Oncelikle Fourier serileri yontemi kullanilarak elde edilen analitik ¢oziimler 6rneklerle

verilmistir.

Ornek 2.1. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrédinger denklem igin

( 6u(t x) _ 9%u(t,x) _ 62u( LX)

ot Jx?

01[ +e[]sinx],

<O<t<00,0<x<7r, 2.1

u(0,x) =sinx, 0<x<m,

\u(t,0) =u(t,m) =0, t=>0

baslangi¢ ve sinir deger problemi incelenmistir.

Coziim. (2.1) probleminin Fourier serileri yontemi ile ¢6zimii elde
edilecektir. A’nin tanim kiimesi
D(A) = {u:u,u"” € C[0,],u(0) = u(m) = 0}
ile verilsin. A operatorii, Au(x) = —u''(x) ile tanimlanmak {izere;
Au(x) + Au(x) =0, u(x) # 0,

Sturm-Liouville problemi



—u"(x)+Au(x) =0, 0<x<m, u(x) # 0,
(2.2)
u(0) =u(m) =0

sinir deger problemi olarak verilebilir.

(2.2) problemi i¢in denkleme ait karakteristik denklem —m?2 + 1 = 0°dur.
A>0igin my, = ++v/2 oldugundan

u(x) = cie™ VA 4 c,etVAx

genel ¢6ziimii bulunur. Baslangi¢ kosullar1 kullanilarak

u0) =c;+c,=0

u(m) = cle_‘/z” + cze‘/’_l” =0

elde edilir.

A= = eVim _ g~V 4 g

oldugundan, bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden ¢; = ¢, = 0’dir. Buradan u(x) =0
olarak bulunur.

A =0 igin u(x) = c¢; + c,x olur. Genel ¢6ziime baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa
c1=¢;=0

olarak elde edilir. Boylece u(x) = 0 olur.

A<O0i¢cinm,, = +iv/—2 oldugundan

u(x) = ¢; cos(v—2Ax) + ¢, sin(/=1x) genel ¢oziimii bulunur. Genel ¢oziime baslangig

kosullar1 uygulanirsa

u(0) =c¢; =0,
u(m) = ¢, sin(\/ —/171) =0
elde edilir.

c; # 0 oldugu kabul edilirse \/—A,m = knr = A, = —k? k=123,... igin (2.2)
probleminin ¢oziimleri

u (x) = sin(kx) , k = 1,2,3, ... olarak elde edilir.

O halde

u(t,x) = z A () sin(kx)
k=1

Fourier serileri ¢éziimii olmak {izere bu ¢oziim (2.1) probleminde yerine yazilirsa



r (o] (o]
i Y Ap(t)sin(kx) + ) Ai(t) k? sin(kx)

=-0.1 [Z —Ap([tDk? sin(kx) + et sinx]| ,
k=1 (2.3)
O<x<m, 0<t<oo,

u(0,x) = Z A (0) sin(kx) =sinx,0<x<m
\ k=1

elde edilir.

Buradan t € [0,1] i¢in (2.3) problemi yeniden yazilirsa

r [o/e] [o.0]
i Y A, (t)sin(kx) + ) Ax(t) k? sin(kx)

=—01 [z —A,(0) k? sin(kx) + sinx/|,
k=1 (2.4)

0<x<m, 0<t<oo,

u(0,x) = Z A, (0) sin(kx) = sinx, 0<x<m
\ k=1

bulunur. sin(kx) lerin katsayilari esitlenerek

iA7(t) + A.(t) =0,
(2.5)
A(0)=1

baslangig deger problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziimii A;(t) = e‘*’dir.
k # 1 i¢in incelendiginde
A, (t) + k2A,(t) =0,

4,0)=0, k=23,..,
baslangi¢ deger problemi elde edilir. Bu durumda k = 2,3, ... i¢in A, (t) = 0 asikar
¢Oziimi bulunur.

Boylece t € [0,1] igin kurulan (2.4) probleminin ¢oziimii
u(t,x) = z A (t) sin(kx) = e sinx
k=1

olur.
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u(t,x) = et sinx fonksiyonunun, her te€ [m,m+1], meN i¢in (2.1)
probleminin ¢6ziimii oldugu tiimevarim ile gosterilecektir. t € [m — 1,m] igin (2.1)
probleminin  ¢dziimiiniin  u(t,x) = e sinx oldugu kabul edilsin. O halde

u(m, x) = e™ sinx olur.
u(t,x) = z A (t) sin(kx) = e sinx
k=1
seri ¢6ziimii t € [m, m + 1] igin (2.1) probleminde yerine yazilirsa

( [ee] [ee]
i ) Ap(t)sin(kx) + ) Ap(t) k? sin(kx)

=—-0.1 [Z —A,(m) k? sin(kx) + e™ sinx|,
k=1 (2.6)
0<x<m, 0<t< oo,

u(m,x) = Z Ar(m) sin(kx) = e™ sinx
\ k=1

baslangic deger problemi elde edilir. (2.6) probleminde sin(kx) lerin katsayilari

esitlenerek

iA1(t) + A; (1) = 0,
2.7)
A{(m) = ei™

bulunur. Bu durumda A, (t) = e “dir. (2.6) problemi k # 1 igin incelendiginde
A, (t) + k2A,(t) =0,

A(m) =0, k=23, ..
elde edilir. Bu durumda k = 2,3, ... i¢in A,(t) = 0 asikar ¢6ziimii bulunur. Boylece

(2.6) probleminin ¢oziimii u(t, x) = e sin x “dir. Sonug olarak her t > 0 igin
u(t,x) = z A (t) sin(kx) = et sinx
k=1

fonksiyonu (2.1) probleminin ¢6ziimii olarak elde edilir.
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Ornek 2.2. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrodinger denklem igin

(ou(t,x) 0%u(t,x) 01 a%u([t], x)
"ot axz | ox?

<O<x<n, 0<t<oo,

+ eiltl cos x|,

(2.8)

u(0,x) =cosx, 0<x<m,

\u, (t,0) = u,(t,m) =0, t=>0

baslangi¢ ve sinir deger problemi goz oniine alinmustir.

Coziim. (2.8) problemine Fourier serileri yontemi uygulanmistir. A operatoriiniin
tanim kiimesi
D(A) = {u:u,u"” € C[0,r],u'(0) = u'(w) = 0},
ile verilsin. A operatorii, Au(x) = —u''(x) ile tanimlanmak tizere;
Au(x) + Au(x) =0, u(x) # 0,
Sturm-Liouville problemi

—u"(x)+ulx) =0, 0<x<m, u(x) # 0,
(2.9)
u'(0)=u(m) =0

siir deger problemi ile verilebilir. (2.9) problemi i¢in denkleme ait karakteristik denklem
—m? + 1 = 0 bigimindedir.

A>0igin my, = +v/2 oldugundan

u(x) = cie™ V¥ 4 c,etVAx

genel ¢6ziimii bulunur. Baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa

u(x)=—V1c¢ eV 4 2 Cy eV2x

oldugundan

u'(0)=—Ac; +Vac, =0,

u'(m) = —\/Icle‘ﬁ” + \/Icze‘/z" =0

denklem sistemi olusturulur.

-7 Vi
A= :A(e‘ﬁ”—eﬁ")io

—e~Vir VaeVir
oldugundan c¢; = ¢, = 0 elde edilir. Buradan (2.9) probleminin u(x) = 0 asikar ¢ozimii

bulunur.
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A =0 i¢in u(x) = ¢y + c,x “dir. Genel ¢oziimiine baslangi¢ kosullart uygulanirsa

u'(x) =c,
oldugundan
u'(0) =c, =0,
u'(m)=c¢,=0

elde edilir. Buradan Ay = 0 i¢in uy(x) = ¢; = 1 yani (g, up(x)) = (0,1) olur.
A<O0iginm,, = +iv/~2 oldugundan

u(x) = ¢; cos(v—2Ax) + ¢, sin(v/=1Ax) genel ¢oziimii bulunur. Genel ¢oziime baslangic
kosullar1 uygulanirsa

u'(x) = V=2Ac, cos(V=2x) — V=2 ¢; sin(—2x) oldugundan

u'(0)=vV=2c,=0, ¢, =0,

u' (1) = V—=2c, cos(V=Am) — V=21 ¢; sin(V=Am) = 0

elde edilir. Buradan

—V/=2 Cq sin(\/—_/lx) =0

bulunur. ¢; # 0 kabul edilirse /=2, = kve 4, =—k? k=1,23,... olur. Boylece
(2.9) probleminin ¢oziimii

uy(x) = cos(kx), k =0,1,2, .., elde edilir.

O halde

u(t,x) = z By (t) cos(kx)
k=0

Fourier serileri ¢oziimii (2.8) probleminde yerine yazilirsa

r [ee] [ee]
i Y Bp(t)cos(kx)+ ) By(t) k? cos(kx)

=-0.1

Z — B ([tDk? cos(kx) + eiltl cos x|, (2.10)
k=0

0<x<m 0<t<oo,

u(0,x) = z B (0) cos(kx) = cos x, 0<x<m
\ k=0
elde edilir.
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t € [0,1] i¢in

( o0 o0
i » B,(t)cos(kx)+ ) By(t) k? cos(kx)

k=0
o0

Z —B(0) k? cos(kx) + cos x|, (2.11)
k=0

=-0.1

0<x<m 0<t<oo,

u(0,x) = z B (0) cos(kx) = cosx, 0<x<nm
\ k=0

olur. Buradan cos(kx) lerin katsayilar1 esitlenerek
iB1(t) + B,(t) = 0,
B1(0) =1
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii B, (t) = e bulunur.
k # 1 icin incelendiginde
iB,(t) + k?B,(t) = 0,
B,(0)=0, k=023,..
baslangi¢ deger probleminin k = 0,2,3, ... i¢in By (t) = 0 asikar ¢oziimii elde edilir.
t € [0,1] igin (2.11) probleminin

u(t,x) = z B, (t) cos(kx) = e't cos x
k=0

¢Oziimii bulunur.

u(t,x) = et cosx fonksiyonunun her t € [m,m+ 1], m € Nicin (2.8)
probleminin ¢oziimii oldugu tiimevarim ile gosterilecektir. t € [m — 1, m] igin (2.8)
probleminin ¢oziimiiniin u(t, x) = e cos x oldugu kabul edilsin. O halde

u(m, x) = e'™ cos x “dir.

u(t, x) = Z B, () cos(kx)
k=0

seri ¢oziimii t € [m, m + 1] i¢in (2.8) probleminde yerine yazilirsa
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r o0 [o 0]
iZ BL(¢) cos(kx) + z B, (t) k2 cos(kx)
k=0 k=0

2 —By (m) k? cos(kx) + e™ cos x|, (2.12)
k=0

=-0.1

O<x<m 0<t<oo,

u(m,x) = Z B, (m) cos(kx) = e™cosx, 0<x< m
\ k=0

elde edilir. cos(kx) ‘lerin katsayilar1 esitlenerek

iB{(t)+B.(t) =0
(2.13)
B;(m) = e™

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii B (t) = e bulunur. (2.12) problemi k # 1 igin
incelendiginde

iB,(t) + k?B,(t) = 0,

B (m) =0, k=023, ..
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii k = 0,2,3,... igin By (t) = 0 bulunur. Boylece

(2.12) probleminin ¢oziimii u(t, x) = e cos x ‘dir. Sonug olarak her t > 0 igin

u(t,x) = Z B, (t) cos(kx) = e't cosx
k=0
fonksiyonu (2.8) probleminin ¢6ziimii olarak elde edilir.

Ornek 2.3. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrodinger denklemi igin

( ou(t,x) 10%u(t,x) 2%u([t], x) .
1 —_— =—01|l———+ 4 i[t] 2
i 1 ox2 0 922 + 4e''" cos(2x) |,

O0<x<m 0<t<oo,
{ (2.14)

u(0,x) = cos(2x), 0<x<m,

\ u(t,0) = u(t, m), u, (t,0) = u, (t,m), t=>0

baslangi¢ ve sinir deger problemi incelenmistir.

Coziim. (2.14) probleminin ¢oziimii igin Fourier serileri yontemi kullanilmastir.

D(A) = {u:u,u” € C[0,],u(0) = u(m),u'(0) = u'(n)},
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A’nin tanim kiimesi olmak tizere; Au(x) = —u''(x) bigiminde tanimlanan A operatorii
i¢in

Au(x) + Au(x) =0, u(x) # 0,

Sturm-Liouville problemi

—u'"(x)+u(x) =0, 0<x<m, ulx)=+0,
(2.15)
u(0) =u(m), u'(0)=1u'(m)

siir deger problemi olarak yazilabilir.

(2.15) probleminin karakteristik denklemi —m? + 2 = 0 olur.
A > 0iginm,, = £V bulunur. Elde edilen

u(x) = cle“/zx + czeﬁx

genel ¢coziimiine baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa

u'(x) = —\/icle“ﬁx + ﬁczeﬁx oldugundan

u(0) = u(m), ¢+ ¢y = cre” VAT 4 e tVAT

u'(0) = u'(m), Va(e, —c)) = V2 (cze‘ﬁ” — cle‘ﬁ”)
bulunur. Buradan

Cq (1 — e“ﬁ") + ¢, (1 — eﬁ”) =0,

C1 (e“ﬂ” - 1) +c, (1 - eﬁ”) =0

denklem sistemi i¢in
1— e Vin 1—eVim

A= =4—2(e“/i”+e‘/7")¢0
e~V _ 1 1—eVan

olarak bulunur. Bu durumda c; = ¢, = 0 olur.

A =0 i¢in u(x) = ¢ + c,x’dir. Genel ¢6ziime baslangi¢ kosullar1 uygulanirsa
u'(x) = c, oldugundan

u(0) =u(m), c; =c1+cmc; =0

bulunur.

u'(0) = u'(m), C, =Cy

elde edilir. uo(x) = ¢;, ¢; = 1 segilirse uy(x) = 0 yani (1o, ue(x)) = (0,1) olur.

A < 0igin my, = £iv—A1 oldugundan
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u(x) = ¢ cos(V—A2Ax) + ¢, sin(v/—Ax) genel ¢oziimii bulunur. Genel ¢6ziime baslangig
kosullar1 uygulanirsa

u'(x) = V=2c, cos(V—2x) — V=2c; sin(V—1x)

oldugundan
u(0) = u(m), c; = ¢; cos(vV—2Am) + ¢, sin(v—1m), (2.16)
u'(0) = u'(n), c; = ¢, cos(V—Am) — ¢; sin(v/—Am) (2.17)

elde edilir. (2.16) ve (2.17) denklemleri diizenlenirse
cl[l - cos(\/—_ln)] —Cy sin(\/—_ln) =0,

C1 sin(\/—_/'ln) + cz[l - cos(\/—_ln)] =0

denklem sistemi elde edilir. Buradan

1- cos(\/—_/ln) r sin(\/—_ﬂn)
A= = 2(cos(vV=2Am) = 1) =0
sin(vV—2n) 1 — cos(vV=2r)

olsun. Buradan

(cos(V=2m) — 1) = 0 ise cos(vV—A2r) = 1 olur.

\/—_Ak =2k = A, = —4k? Kk =1,23,.. icin problemin ¢dziimleri, genel ¢éziimde
c1, ¢, keyfi sabitleri uygun bigimde segilerek

u(x) = cos(2kx) ,u,(x) = sin(2kx), k=12, ...

bulunur.

O halde

u(t,x) = z A (t) sin(2kx) + z By (t) cos(2kx)
k=1 k=0

Fourier serileri ¢6ziimii (2.14) problemine uygulanirsa
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i Y A'p(®)sin(kx) + ) A, (t) k? sin(2kx)
+i ) Bj(t)cos(2kx) + ) By (t) k? cos(2kx)
— —01 [—42 A ([E)k? sin(2kx) (2.18)
k=1

—4 Z B ([tDk? cos(2kx) + 4e'l¥] cos(2x) |,
k=0

0<x<m, 0<t<oo,

u(0,x) = z A (0) sin(2kx) + Z By (0) cos(2kx) = cos(2x) , 0<x<nm
k=1 k=0

elde edilir.

t € [0,1] i¢in

r [ee] [ee]
i Yy Aw(®)sin(Rkx) + ) A, (t) k? sin(2kx)
+i Y Bi(t)cos(2kx) + ) B, (t) k? cos(2kx)
=—0.1]|-4 Y A,(0)k? sin(2kx) (2.19)
X

—4 ) Br(0)k? cos(2kx) + 4 cos(2x) |,

[
k=0

0<x<m, 0<t<oo,

u(0,x) = Z A (0) sin(2kx) + Z By (0) cos(2kx) = cos(2x) , 0<x<nm
k=1 k=0

elde edilir. sin(2kx) lerin katsayilar1 esitlenerek

Al (t) + k2A,(t) = 0,

A (0) =0, k=123,..
baslangi¢ deger problemi elde edilir. Buradan asikar ¢oziim A, (t) = 0,k = 1,2, ...

bulunur.
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cos(2kx) ‘lerin katsayilar1 esitlenerek

iB1(t) + B1(t) = 0,

B,(0) = 1
baslangi¢ deger problemi bulunur. Bu durumda B, (t) = e olur.
k # 1 i¢in incelendiginde

iB;,(t) + k%B,(t) = 0,

B,(0)=0, k=023, ..
baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii k = 0,2,3,... i¢in B, (t) = 0 bulunur. Buradan

(2.19) probleminin ¢oziimii

u(t,x) = Z A (t) sin(2kx) + Z B, (t) cos(2kx) = e't cos(2x)
k=1 k=0

olarak elde edilir.

u(t,x) = e cos(2x) fonksiyonunun her t € [m,m + 1], m € N icin (2.14)
probleminin ¢6ziimii oldugu tiimevarim ile gosterilecektir. t € [m — 1,m] igin (2.14)
probleminin ¢dziimiiniin  u(t,x) = e cos(2x) oldugu kabul edilsin. O halde

u(m,x) = e'™ cos(2x)’dir.
u(t,x) = z A (t) sin(2kx) + z By (t) cos(2kx)
k=1 k=0

seri ¢ozimi t € [m,m + 1] igin (2.14)’de yerine yazilirsa

19



r [0.0] [o.0]

i Z A" (1) sin(2kx) + Z A, (D) k2 sin(2kx)

k=1 k=1

4 Z BL(t) cos(2kx) + 2 B, (t) k? cos(2kx)

k=0 k=0

— —01 \—4 Z A (m)k? sin(2kx) (2.20)
k=1
) —4 2 B (m)k? cos(2kx) + 4™ cos(2x) |,
k=0

0<x<m, 0<t<oo,

u(m,x) = Z A (m) sin(2kx) + Z B, (m) cos(2kx) = e'™ cos(2x),
k=1 k=0

0<x<m

\

elde edilir. sin(2kx) lerin katsayilar1 esitlenerek

iAL(E) + k24, (6) = 0,

A(m) =0, k=123, ..
baslangi¢ deger problemi elde edilir. Buradan asikér ¢oziim A, (t) = 0, k = 1,2,3, ...
bulunur.
cos(2kx) lerin katsayilarini esitleyerek

iB;(t) + B,(t) =0,

B;(m) = e'™
baslangi¢ deger problemi bulunur. Bu durumda B, (t) = et *dir.
k # 1 icin incelendiginde

iB,(t) + kB, (t) =0

By(m) =0, k=023,..
baslangig deger probleminin ¢oziimii k = 0,2,3,... i¢in By (t) = 0 bulunur. Buradan

(2.20) probleminin ¢oziimii
u(t,x) = z A (t) sin(2kx) + z B, (t) cos(2kx) = e't cos(2x)
k=1 k=0

olarak elde edilir.
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Bu durumda (2.18) probleminin t > 0 i¢in ¢6zimii
u(t,x) = e' cos(2x)
olarak elde edilir.
Asagida verilen 6rneklerde Laplace doniisiimii metodu kullanilarak elde edilen

analitik ¢oziimler arastirilmistir.

Ornek 2.4. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrodinger denklemi igin

(w0 otux _ o [%udEhy) Ly
D 9x2 9x2

,6>0,x>0,

u(0,x) =e™*, 0<x <o, (2.21)

u(t,0)=e®  u(t,w)=0, t>0

baslangi¢ ve sinir deger problemi incelenmistir.

Cozim. m<t<m+1,m=0,1,2,.. i¢in (2.21) probleminin ¢dziimii adim-

adim bulunacaktir. 0 <t < 1 i¢in (2.21) problemi
(l_ ou(t, x) y 2%u(t, x) — o
ot dx? ’
4u(0,x) =e ™ 0<x< oo (2.22)

x>0, t>0,

u(t,0) = et u(t,) =0
bigimindedir.
L{u(t,x)} = u(t,s), u(t,0) = B(t) olmak iizere; (2.22) probleminde x’e gore Laplace
dontistimii uygulanirsa

iu (t,s) — s?u(t,s) + se” + B(t) = 0, t >0,

u(0,s) = u(t,o) =0

s+1’
baslangi¢ problemi elde edilir. L{u(t, s)} = u(4, s) olmak iizere; bu probleme t’ye gore

Laplace doniisiimii uygulanirsa

1 S
. o 2 - __°
ilu(4,s) lS 1 s“u(a, s) T+ BA),

u(d,0) =0

bulunur. Buradan
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1 i 1
“””=a+@@+n+u+mag+i+m”> (223)

elde edilir. (2.23)’iin x’e gore ters Laplace doniisiimii alinirsa

e X+ < 1 + ,8(/1)>_—\/i(emx — e‘mx)

u(d,x) = A+ J21

i+

olur. x — oo iken limit alinirsa

u(, ) = <L+[g(/1)>__ﬁ;me\/ﬁx

A+ V22
elde edilir. Boylece u(A,00) =0, A > 0 kosulu kullanilarak
1
N=-—0
B A+i
olur. Bu durumda ¢6ziim
1
1,x) = -z
uh¥) =G e

olarak bulunur. t’ye gore ters Laplace dontisiimii uygulanarak

u(t,x) = e te™*

elde edilir. Boylece 0<t<1 icin (2.21) probleminin ¢o6ziimi
u(t, x) = e e~* olarak bulunur.

u(t,x) = e e fonksiyonun m<t<m+1, m=0,12,.. i¢in (2.21)
probleminin ¢6zimii oldugu tiimevarim yontemiyle gosterilecektirr m —1 <t <
m, m = 1,2,... arahginda ¢oziimiin u(t,x) = e e~* oldugu kabul edilsin. O halde
m <t <m+ 1ig¢in (2.21) problemi

(. ou(t,x) 0d%u(t,x) 0
"ot axz

{ u(mx) =e Me™* (0<x< oo

x>0 t>0,
(2.24)

u(t,0) =e ¥, u(t,w)=0
bi¢imindedir.
L{u(t,x)} = u(t,s), u(t,0) = B(t) olmak iizere; (2.24) probleminde x’e gore
Laplace doniisiimii uygulanirsa
iu (t,s) — su(t,s) +se” ™ + B(t) = 0, t>0,

1
u(0,s) = Py u(t,») =0
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baslangic ve sinir deger problemi elde edilir. £L{u(t,s)} = u(4,s) olmak iizere; bu

probleme t’ye gore Laplace doniisiimii uygulanirsa

iAu(a,s) — iS _}1_ 1~ 2u(a,s) = —ﬁ—ﬁ(/l)
u(d,0) =0
bulunur. Buradan
1 [ 1
M&Q=G+@®+D+u+wﬂcﬁi+MD> (225)

elde edilir. (2.25)’iin x’e gore ters Laplace doniisiimii alinirsa

e—x+< +.3( ))\/i_( Vidx _ —\/ﬁx)

AN =737

olur ve x — oo iken limit alinirsa

u(ﬂ.oo)=</1_1|_ + B )>—\/—11m o Vidx

V22
elde edilir. u(4, @) = 0 kosulu kullanilarak
1
PO =

olur. Bu durumda ¢6ziim

u(d,x) = (ii/l) e

olarak bulunur. t’ye gore ters Laplace doniisiimii alinarak

u(t,x) = e ite™*

elde edilir. Boylece m<t<m+1, m=0,1,2,... i¢in (2.21) probleminin ¢éziimii
u(t,x) = e ite™™

olarak bulunur.

Ornek 2.5. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrodinger denklemi igin

(Ou(t,x) 0%u(t,x) % u([tlx) 0
I " T2 =—0.1 —gz ¢ itle=x] ¢t > 0,x > 0,

{u(0,x) =e™, 0<x< oo, (2.26)
u(t,0) = e, wu,(t,0) = —e7¥, t>0

\

baslangi¢ ve sinir deger problemi incelenmistir.
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Coziim. (2.26) problemin ¢6ziimii i¢in Laplace donilisiimii ve adim adim yontemi
birlikte kullanilacaktir. L{u(t, x)} = u(t, s) olacak bi¢imde x’e gore Laplace doniigimi

uygulanarak

(i a“g;’ S _ s2u(t,s) + sut, 0) + uy(t, 0) = —01[s%u((t], s)

J —su(lt], 0 ~w (1,0~ ——], >0,
1

Lu(O, s) = 1+s

bulunur. Boylece

Ju(t,s .

( i ((9t ) —s%u(t,s) + (s — e = —-0.1[s?*u([t],s)
2
_emill 2| s,
X I+s (2.27)
1

0,s) =——

\u( s) 1+s

baslangi¢ deger problemi elde edilir.

(2.27) probleminin ¢6ziimii adim adim yontemi kullanilarak elde edilecektir.
Bunun i¢in u(t,s) = {u,,(t,s)m—1<t<m, m=12..} olacak sekilde u(t,s)
¢Oziimi arastirilsin. 0 < t < 1 i¢in (2.27) problemi yeniden yazilirsa

(_aul(t, s) 1 s?
l—
dat

| ]

—s?uy(t,s) + (s — De ™ =-0.1 lsz l, t>0,

1+s 1+s

1

| -
kul(o' 2 1+s
bi¢imindedir. Buradan

ou,(t,s .
(i% —s%uy(t,s) = (1 —s)e 4, t>0,
{ ) (2.28)
(1O =15

olur. (2.28) probleminin ¢oziimii
i1

t,s) =e t——
w(t,s) =e s+1
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olarak bulunur. u,,(t,s) = e_iti, m = 1,2, ... oldugu tiimevarimla gosterilecektir.

Bunun i¢in u,,_,(t,s) = e“'ti oldugu varsayilsin. Bu durumda (2.27) problemi

m — 1 <t < migcin yeniden yazilirsa

ou,(t,s . 1 52
{|(L m( )—szum(t,s)+(s—1)e“t = —0.1[e ™5 21+S—e‘””1—+s t>0,
| u,,(m,s) =e™m 1

m 1+s

bulunur. Buradan

ou,,(t,s .
(i % — s%uy,(t,s) = (1 —s)e™Y, t>0,
) (2.29)
U, (m,s) =e™m 1
NG 1+s

\
baslangi¢ deger problemi elde edilir. (2.29) probleminin ¢éziimii

Uy (t,s) = et ——

s+1
olarak elde edilir. O halde (2.27) probleminin ¢6ziimii
.1
t, — —it
ut,s) = e s+1

seklindedir. u(t,s) ¢oziimiine ters Laplace doniisiimii uygulanarak (2.26) probleminin
¢Ozumu
—it ,—x

u(t,x) = e e

bigiminde elde edilir.

Ornek 2.6. Zaman gecikmeli bir boyutlu Schrédinger denklem igin

((ou(t,x) 10%u(t,x) 01 a%u([t],x)
Tar 4 axz | a2

— e iltlg=x* (452 — 2)

O 2.30
+e_lt[1_1(4x2—2)]e_x2, t>0, —<x< o, (230

\u(O,x)=e‘x2, —o<x< ®©

baslangi¢ ve sinir deger problemi ele alinsin.

Coziim. (2.30) probleminin ¢ozliimii i¢in Fourier doniisiimii kullanilacaktir.
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F{u(t,x)} = u(t,p) olacak sekilde (2.30) problemine x degiskenine gore

Fourier doniistimii uygulanirsa, F {e ""2} = S(p) iken

F{(4x? - Z)e‘xz} = T{(e‘xz)”} = —pZT{e‘xz} = —p2S(p)
0zdesliginden de yararlanarak,

a d .
|( " ugtt P %qu(t' p) = —0.1[-p?u([t], p) + e~ ItIp2S(p)]

+eit [S(p) + %pZS(p)], t>0, (231)
|
ku(O,p)=T{e‘x2}=S(p), t>0 —oo<x< ®

elde edilir. Simdi (2.31) problemi adim adim yontemi ile ¢oziilecektir. Bunun igin ¢oziim
fonksiyonu u(t,p) = {u,,(t,p)m—1<t<m, m=12..} olmak iizere m=1
i¢in (2.31) yeniden yazilirsa

(. aul (t, p)
L—
dt

. 1
) +e it [S(p) + ZpZS(p)] , t>0,

1
+ szul(t, p) = —0.1[-p*S(p) + p*S(p)]

\u,(0,p) = S(p), t>0,

( du,(t, 1 - 1
L-M +=p2u,(t,p) = et [S(p) +—p25(p)], t>0,

ot 4 4
(2.32)

elde edilir. (2.32) problemi i¢in genel ¢6ziim

ul(t' p) = ulh(t' p) + ulp(tl p)’

—in2

i
u(t,p) =e 4
olarak bulunur. u;(0,p) = S(p) baslangi¢ kosulunundan ¢; = 0 olur. O halde (2.32)

Lo, + e7iS(p)

problemin ¢éziimii

ul(t' p) = e—its(p)

bi¢ciminde elde edilir. Bu ¢6ziimiiniin her m igin saglandig1 tiimevarimla gosterilecektir.

U1 (t,p) = e7*S(p)
oldugu kabul edilsin. Bu durumda (2.31) problemi m igin yeniden yazilirsa
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(lGUm(t p) 1 P2 (6,0) = ~0.1[-e"™p2S(p) + e~ ™p?S (p)]

{ +e e [s) +3p750)], €30,

kum(m,p) = e ™mS(p), t>0
bulunur. Béylece

( ou, 1
(2 B) 2 o (6p) = e[ + 175, £ 0

(2.33)

\un(m,p) = e ™mS(p), t>0

baslangi¢ deger problemi elde edilir. Bu problemin ¢oziimii

U (t, ) = e7*S(p)

bi¢iminde bulunur. O halde (2.31) problemin ¢6ziimii

u(t,p) = e *S(p)

olur. Bu ¢6ziime ters Fourier doniisiimii uygulanarak (2.30) probleminin ¢éziimii
u(t,x) = e~ ite=*"

olarak elde edilir.
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BOLUM 3

ZAMAN GECIKMELI SCHRODINGER DENKLEMI ICIN
DIFERANSIYEL VE FARK PROBLEMLERININ COZUMLERI iCIN
KARARLILIK TEOREMLERI

3.1. Zaman Gecikmeli Schrodinger Denklemi i¢in Diferansiyel Problemin

Céziimii Uzerine

Bu boliimde , H Hilbert uzayinda zaman gecikmeli Schrodinger denklemi i¢in

_du(t)
l

o Au(®) = bAu([t]), t>0, (3.1

u(0) =¢
baslangi¢ deger problemi incelenecektir. Burada A, H Hilbert uzayinda self-adjoint
pozitif tanimli operatdrdiir. Bu problemin ¢oziimii i¢in verilen kararlilik kestirimleri
lizerine teoremin (Agirseven, 2018) ispat1 verilecektir. Ayrica (3.1) probleminin yaklasik
¢oziimleri i¢in r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi ve bu semamn ¢oziimlerinin

kararlilik kestirimleri {izerine teorem ispatiyla birlikte verilecektir.

Teorem 3.1. ¢ € D(A) ve 0 < b <1 olmak iizere, (3.1) probleminin u(t)
¢Oziimii i¢in asagidaki kararlilik kestirimleri saglanir.

i. sup |lu®lly < llelly

0<t<oo
. sup |[w'(Ollz + sup [[Au®lly < 2[|Aplly
0<t<oo 0<t<o

Ispat. (3.1) probleminin ¢oziimiinii elde etmek igin adim adim yontemi

kullanilacaktir.
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0 <t < 1ig¢in (3.1) problemi yeniden yazilirsa

du( )
—+ Au (t) =bAp, 0<t<1, (3.2)
u(0) = ¢

elde edilir. Boylece

t
u(t) = etu(0) + bf (—)ApetAt=9) ds
0

t
= ety + bAJ (—i)eAt=9) dsg
0

t

( L)elAt —iAs
— LAt -
@ + bA lA =D i 1)
Aty + bA [A lAt]] )
bulunur. Buradan
u(t) = bgp + (1 — b)etgp (3.3)

olarak elde edilir. Burada tiggen esitsizligi ve ||ei‘4t|| < 1 oldugu kullanilirsa

H-H =
_ iAt

(@l < bliglly + (1 = Bl llolly,

lu@lla < llelly

olur. Boylece

Osutplllu(t)IIH < llolly (3.4)

elde edilir.

n<t<n+1n=123,.. icin (3.1) problemi yeniden yazilirsa

du(t
ZE)+Au(t) = bAu(n), n<t<n+1,
u(n) = @,
olur. Buradan
du(t)
+ Au(t) = bAp,,, n<t<n+1,
dt (®) Pn (3.5)
u(n) = @,

elde edilir. Boylece
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t
u(t) = ey (n) + bj (—)A@,e4t=5) ds
n

t
= ety + bAf (—)et =) dsep.,
n

t

Pn
n

N iA(t—
— eiA(t—n)(pn + bA lA_l (_l)el (t S)l

(i)

— eiA(t—n)(pn + bA [A—l[l _ eiA(t—n)]] On

= bpn + (1 = b)e Mg,

bulunur. Boylece
u(t) = bu(n) + (1 — b)e 4™y (n) (3.6)
olarak elde edilir. Burada {iggen esitsizligi ve ||eiA(t_") || .- oldugu kullanilarak
lu(@®lly < bllu@)lly + (4 = b) |||, Nlu@)lly,
lu@®lle < llu@m)llx
olur. Buradan

sup [[u(®lly < llu@llx (3.7)

nsts<n+1

elde edilir. (3.4) ile (3.7) birlikte diisiintilerek her n = 1,2, ..., i¢in
sup |[u(lly < llelly

n<st<n+1

saglanir. Boylece (i)’de verilen kararlilik kestirimi

sup |[u(®)lly < llollx

0<t<oo

elde edilir.
0 <t < 1 i¢in elde edilen ¢6ziim fonksiyonu i¢in (3.3) kullanilirsa
u'(t) = i(1 — b)Ae g, (3.8)
Au(t) = bAp + (1 — b)Ae*tgp (3.9)
formiilleri elde edilir. (3.8) ve (3.9) ile tiggen esitsizligi ve [[e™]|, = <1 oldugu
kullanilarak
lw'Ollz < (1= b)llAell4

< ll4¢llx,
IAu(@®)ly < bllAglly + (1 = b)llAglly

< llAglly
esitsizlikleri bulunur. Buradan
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sup [lu' ()4 + Sup lAu®lx < 2[lA@llx (3.10)

0<t<1 <t<1

elde edilir.
n<t<n+1n=123,.. icin elde edilen (3.6) ¢6ziim fonksiyonundan
u'(t) = i(1 — b)Ae Aty (n) (3.11)
Au(t) = bAu(n) + (1 — b)Ae =My (n) (3.12)
formiilleri elde edilir. (3.11) ve (3.12) ile iiggen esitsizligi ve [le ™| <1
kullanilarak
W' Ollz < 1 = b)[Au@) |4
< lAu()l,
1Au(®llz < bllAum)lly + (1 — b) lAu(m) 4
< [[Au@)llx
esitsizlikleri bulunur. Buradan
sup [[u'Olly + sup lAu(@lly < 2llAu®)lly (3.13)

n<stsn+1 n<stsn+1

elde edilir. (3.10) ve (3.13) birlikte diistintildigiinde her n = 1,2,3, ... i¢in
sup |lu'@®llx+ sup [Au(®lly < 2|lA¢lly

n<stsn+1 n<sts<n+1

olur. Dolayisiyla (ii)’de verilen kararlilik kestirimi

sup |[u'(Ollg + sup |Au(®)lly < 2[|A¢lla

0<t<oo 0<t<oo

elde edilir.
Boylelikle Teorem 3.1. kanitlanmis olur.

Teorem 3.1. zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin (3.1) baslangi¢ deger
probleminin ¢ézlimiiniin kararli oldugunu gostermektedir. Ancak tam ¢oziimii elde etmek
her zaman miimkiin olmayabilir. Bu nedenle yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in sayisal

yontemler gelistirmek onemlidir.

3.2. Zaman Gecikmeli Schrodinger Denklemi icin Fark Probleminin

Céziimii Uzerine

Yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in fark semalar1 yonteminin oldukea elverisli

oldugu bilinmektedir. (3.1) ile verilen zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin
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baslangi¢ deger probleminin abstract halinin yaklasik ¢oziimlerinin elde edilmesi igin r-
modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi

( + u[k—l

U = Uk—1 el " T

[ —— 4+ Auy, = bA ,
T 2

mN+1<k<mN+r,

) Uy k1. + Urk-1 3.14

iUk — Uk-1 +Auk — Uk—1 — bA [N_-I-I]N N_-I-I]N’ ( )
T 2 2

mN+ r+1<k<(m+1)N,

\Uy =@
bi¢imindedir.

Teorem 3.2. A, H Hilbert uzayinda self-adjoint pozitif taniml1 operatér olsun.
@ € D(A) ve 0 <b <1 olmak tizere (3.14) fark probleminin ¢oziimii u,; asagidaki
kararlilik kestirimlerini saglar.

i. sup ”uk”H < ”QDHH
k>0

o Ur—Uk-
i sup ||M
k=1 T

< lAolly
H

Ispat. (3.14) fark semast m = 0 igin yeniden yazilirsa

U — Up
lfi%+Auk=bA(p, 1Sk§7‘,
Uy — Ug— Ug + Up—
iik LA pag,  rH1<k <N, (3.15)
Ug =@
olur. Burada (3.15) probleminin yeniden diizenlenmesiyle
(U — Ug—q — tATW = —iAbTp, 1<k<T,
itA itA ]
U = Uy = U = U1 = —iAbtp, T+1<k<N,
Ug =@
ve buradan
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((I —AT)uy, — up_, = b(—iAt)e, 1<k<r,

iAT iAT

4(I—T)uk—(l+7)uk_1 =b(—iAT)p, r+1<k<N,

|
kqu(p

it

, -1
elde edilir R = (I1—itA) ' ve B = (I + %A) (I — ;A) operatorleri tanimlansin.
[—R = (—itA)R,

N1
. T
1-B = (-ird) (1-Z4)
Ozdesliklerinden yararlanilmasiyla (3.15) problemi

(U —Rup-1=b(0—R)p, 1<k<r,

|
{uk_Buk_lzb(I—B)(p, T'+1SkSN; (316)

|ku0 =,

halini alir. (3.16) probleminin denklemlerine sirastyla R¥~/ ve B*~J operatérleri etki
edilip diizenlenerek

R*¥J{[w; — Ru;_1] = b(1— R)p} = R¥Ju; — R*=U=Dy;_; = bR* (1 - R)g,
B*J{[w; — Buj_4] = b(1 - B)p} = B*Ju; — B*"U=Dy;_; = bB* (1 - B)¢
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin her iki yanindan sirasiyla j {izerinden 1’den k’ye ve

r + 1’den k’ye kadar toplam alinarak

K k
Z(Rk—]u] — Rk_(j_l)uj—l) = bz Rk_](l - R)(p;
j:]_ ]=1

k k
z (B¥Ju; — Bk=U=Dy, ) =b z B¥i(1-B)¢

j=r+1 j=r+1

bulunur. Buradan

u, — R*uy = b(I — R¥) e, 1<k<r,

u, — B¥"u, = b(1— B )¢, r+1<k<N

formiilleri elde edilir. Birinci esitlikten w,, = R"uy + b(I — R")¢ degeri ikinci esitlikte
yerine yazilarak (3.15) probleminin ¢6ziimii

b+ (1—b)R*p, 1<k<r,
U = (3.17)
bo +(1—b)B*"R"™@, r+1<k<N
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olarak elde edilir. Uggen esitsizligi ve

1
IR Npon = (A= wA) ™) Ml yop < sup |1 —iTA|™* = su <1
o = WA o = 28, " st (VTF TR
ile
k
sen (. A4y (g a7\ 14+ _,
1840 = | (1+57) (1= ) e
H—-H

kestirimlerinden yararlanilarak

bllolly + 1 = DR lp-nllelly, 1<k<r,
lully <
blllly + (1 = DB lyoulR lpnllelly, r+1<k<N,

bulunur. Boylece

luelly < ll@lly, 1 <k < N elde edilir. Buradan

sup |welly < llolly (3.18)
0<ks<N
elde edilir.

(3.14) fark semasit u,,,y = @,, olmak iizere herhangi bir m i¢in yeniden yazilirsa

( (Ug — Ug—1 [m] y u[N+1
[——+ Auy, = bA ,
T 2
mN+1<k<mN+r,
Ur k + Urk
Up — Up— Uy + Up— e N
Jide Zten e ten el i) , (3.19)
T 2 2
mN+r+1<k<(m+1)N,
NT = 1, m = 112I )]
\Umn = Pm
elde edilir. (3.19) problemi diizenlenerek
((I — iAT)ug — U1 = b(=iADUpy, MN+1<k<mN +r,
AT [AT
(I—T)uk —(I+T)uk 1 =b(—iADuy,y, mMN+r+1<k<(m+1)N,
LumN = Om

olarak bulunur. R ve B operatdrlerinden ve bu Operatorler i¢in verilen 6zdesliklerden
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yararlanilmasiyla (3.19) problemi
I{uk —Rup_;=b(0—R)u,y, mN+1<k<mN+r,

4 U — Bug_; = b(I—Buy,y, mMN+r+1<k<(m+1)N, (3.20)

UnN = Pm
halini alir. (3.20) probleminin denklemlerine sirasiyla R¥~/ ve B¥=J operatorleri etki
edilip diizenlenerek
R¥I{[w; — Ruj_1] = b(I = R)upn} = R¥Ju; — RF=U=Dy;_; = bR*/ (1 = R)upy,
B*{[wj — Buj_4| = b(1 = B)upmy} = B¥Ju; — B*"U=Dy;_; = bB* (1 - B)upy
esitlikleri elde edilir.Bu esitliklerin her iki yanindan sirasiyla j tizerinden mN + 1’den

k’ye ve r + 1 + mN’den k’ye kadar toplam alinarak

k k
Z R¥Ju; —R*=U=Dy; ; =b Z R*I(1 = R)uyy,
j=mN+1 j=mN+1
k k
Z B¥Ju; — B*U"Dy;_; =b Z B*I (1 = B)uy,y
j=mN+r+1 j=mN+r+1

bulunur. Buradan

u — R™u, v =b(0—RF-"™"u,y, mMN+1<k<mN+r,

u — BNy i = by (1= BN mN+r+1<k<(m+ 1N
formiilleri elde edilir. Birinci esitlikten bulunan u, = R¥ "™,y + b(I — R*"™)u,,x
degeri ikinci esitlikte yerine yazilarak (3.18) probleminin ¢ziimii

bu,,y + (I—b)RF"™Ny . mN+1<k<mN+r,
Uk = (3.21)
bu,y + (1 —b)B*"™-TR"y n, mN+r+1<k<(m+1)N

olarak elde edilir. Uggen esitsizligi ve

IR ™My = 1A = itA) ™|y < 85}1113 |1 —itA|~FtmN <1
<A<

ile

(0202

kestirimlerinden yararlanilarak

BN ||y = ‘

HoH 6<A<oo
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mN+1<k<mN+r,
gl < 4

\mN+r+1<k<(m+1)N

(blltmylly + (1 = DYIR™™M| o st | s

bllumnlly + (1= DB ™|y g IR o et 1

elde edilir. Boylece mN + 1 < k < (m + 1)N aralig1 icin

el < Nlumnlla
ve buradan

sup lurlly < llwmnlly

mN<sk<s(m+1)N

bulunur. (3.18) ile (3.22) birlikte diisiiniildiigiinde
sup |luglly < llolly
k>0

elde edilir ve (i) sikki i¢in ispat tamamlanir.

(3.17) formiilii kullanilarak

(i(1—b)R*¥4Ap, 1<k<rm,

-1
Ug —Ug—1

T
-1

(1~ b)BE1TRT (1 _ %A) Ao,

(3.22)

i
<i(1—b)RT<I—§A) Ap, k=r+1,

r+2<k<N

elde edilir. Béylece ||R*||yoy < 1 ve ||B¥||y-y < 1 kestirimlerden yararlanilarak

(1= DIR lg-ullAplly, 1<k<r,
it \ !
. A=DIR o [|(1=54) || Mol ke=r+1,
et <
T H-H . -1
k—1-r T i
(1-b)|IB lgoul IR 1w ([T — ?A lAg]ly,
H—-H
\ r+2<k<N,
bulunur. Buradan
U — Up—
== <ol
T H-H
elde edilir. Boylece
Uy — Ug—
sup [ < gl (3.23)
1<ksN T H-H
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olur.
(3.21) formiilii kullanilarak
(i(1 = b)R* ™ Au,y, mN+1<k<mN-+r,

-1

(1 _ P\RT _i_T) _
uk_uk—1:<l(1 b)R (I 2A Auyy, k=mN+r+1,

T -1

it
i(1 — b)Bk-—mN-1-TRT (1 — §A> Ay,

\mN+r+2<k<(m+1)N

elde edilir. Béylece ||R*||yoy < 1 ve ||B¥||yoy < 1 kestirimlerden yararlanilarak
(1 = D)|IR*™|| yo gl Aty |l 15 mN+1<k<mN+r,

-1

it
A= DIR o || (1= 54) || Wl
U, — Up_ H-H
”M” <<k=mN+r+1,
T H-H
it \!
A= DBl o (1= 54) (| Nl
H-H
\mN+r+2<k<(m+1)N
bulunur. Buradan
U — Ug—
= < lAwwlla
T H-H
elde edilir. Boylece
Ui — Ug—
sup ||| < llAumulln (3.24)
mN+1<k<(m+1)N T H

olur. (3.23) ile (3.24) birlikte diisiiniiliip

sup A |y < sup |Auglly, m=12,..
mN+1<ks(m+1)N (m—-1)N+1<ksmN

oldugu g6z oniine alinirsa

U — U —
—~— < lagll,
H

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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BOLUM 4

ZAMAN GECIKMELiI SCHRODINGER DENKLEMI ICIN
SAYISAL SONUCLAR

Bu boliimde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin lokal olmayan ve
Neumann tipinde iki farkli baglangi¢ sinir deger problemi ele alinacaktir. Tam ¢oziimleri
Fourier serileri yontemiyle elde edilen bu problemlerin yaklasik ¢6ziimleri igin r-

modifiyeli Crank-Nicolson fark semalar1 kullanilmistir.

4.1. Zaman Gecikmeli Schrédinger Denklemi icin Neumann Problemin
Yaklasik Coziimlerinin r-Modifiyeli Crank-Nicolson Fark Semasiyla Elde Edilisi

Bu alt boliimde zaman gecikmeli Schrodinger denklemi i¢in

2 2
{iaug’;”‘)—a giﬁx)z—m[%], 0<t<o0<x<T,
{ u(0,x) = cos(x), 0<x<m, (4.1)
Lux(t, 0) =u,(t,m) =0, 0<t<o

Neumann problemi incelenecektir. (4.1) ile verilen problemin tam ¢6ziimii adim adim ve

Fourier serileri yontemiyle
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(0.9¢" + 0.1,
(0.81 + 0.09¢79)et + 0.09¢! + 0.01,

u(t,x) = cos(x)\ (0729 + 0.162e~i + 0.009e~2)eit

olarak bulunur.

+(0.081 + 0.009e~%)e? 4+ 0.009¢! + 0.001,

(4.2) probleminin n—1 <t <n, n=1,2,3, ... i¢in tam ¢dzimii

Ti(t) =1,

t
Ty () = e EMT, (t) — 0,1i f e!t=9)T (t)ds,
n

olmak tizere u(t,x) = T,,(t)cos(x),n—1 <t <n, n =1,2,3, ... bicimindedir.

(4.1) problemi i¢in r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi

k k
Upyy — 2Up + Up_q i Upi1

(kK1 k [NL-H]N _ Zu[NL-I—l]N tu
n

[l

n—1

Up — Uy
. — % —-0.1 PP

ty = krt, X, = nh, Nt =1, Mh =m,

i

mN+1<k<mN+r, 1<n<Mm=0,1,2..,

i —_ -

T 2 h? h?
S IR 3 R 2
[
4 h?
[ e M L
PR R

h? ’
mN+r+1<k<(m+1)N, 1<n<M,
m=012,.., r=1,2,..
ud = cos(x,) = cos(nh),0 <n <M,

—3uf +4uf —uk =ul_, —4ul_ +3ul =0, k=0

\
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bicimindedir. (4.2) fark semasi

L Uy “(M+1)x1

_k _k _k
o = o1 7[11\111]’\’ _ 2uLN+1]N n uLI\il]N
) 2 .
. [N_+1]N _ Zu[NLH]N + u[ﬁ] [N+1]N [N+1 + u[N+1
= —0.05 n+1 n n-1 + n+1
L4 h2 e

olmak tzere

(AU +B.U1=¢F, mN+1<k<mN+r, m=012.,

AU¥ + BUR 1 =¢*, mN+r+1<k<(m+1N, m=01.2,..,

1
cos(h)
S cos(2h) (4.3)

cos((M. — Z)h)
cos((M — 1h)

-1 dm+1)x1
\
sistemiyle matris formunda ifade edilebilir. Burada
-1 i 2 -1 -1 i1 - 1
@ =Gz b=t == b=t =t

olmak tizere (M + 1) x (M + 1) boyutundaki A, B, A,, B, matrisleri

-3 4 -1 0 0 O 0 O
a. by a 0 0 0 0 0
0 a b a, 0O O 0O O
A = :
0 0 0 0 ar b, a 0
0 0 0 0 0 a b a
0 0 0 O 0 1 -4 3dyiyxmsn
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0 0 0 0 0O 0 0 O
0 ¢, 0 0 0O 0 0 O
0 0 ¢ O 0O 0 0 O
B, = :
0O 0 0 O 0 ¢ 0 O
0O 0 0 O 0 0 ¢ O
0 0 0 O 0 0 0 Odwysnyxm+n)
-3 4 -1 0 0 0 0 0
a b a 0 0 0 0 O
0 a b a 0 O 0 0
A= : :
0 0 O 0 a b a 0
0 0 O 0 0 a b a
-0 0 0 0 0 1 -4 3 “(M+1)x(M+1)
0 0 0 O 0O 0 0 O
a ¢c a 0 0O 0 0 O
0 a ¢ a 0O 0 0 O
B = : :
0O 0 0 O a c a 0
0 0 0 0 « 0 a c a
0 0 0 O 0 0 0 0-dmsryxmr)

bi¢cimindedir. (4.3) sistemi ¢oziilerek (4.1) probleminin niimerik ¢6ziimleri elde edilir.
(tx, x,) noktasinda (4.1) probleminin tam ¢oziimii u(ty, x,) Ve niimerik ¢oziimii uf
olmak tizere hata analizi

Ej = max |u(ty, x,) —

0snsM

formiilii ile elde edilir. M, N ve r’nin farkli degerleri i¢in olusturulan Cizelge 4.1

asagidaki bi¢imdedir.
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Cizelge 4.1. M, N ve r’nin Farkli Degerleri icin t € [0,1],[1,2],[2,3] Araliklarinda

(4.2) Fark Semasinin Hatalari

M=N=30, r=2 | M=N=60, r=2 | M=N=120,r=2 | M=N=240, r=2

t € [0,1] | 0,00077048 0,00022225 0,000060014 0,0000156

t € [1,2] |0,0015 0,00043478 0,00011616 0,000029986

t €[2,3] |0,0022 0,00061926 0,00016641 0,000043029
M=N=30, r=3 | M=N=60, r=3 | M=N=120, r=3 | M=N=240, r=3

t € [0,1] | 0,0012 0,00031447 0,000081369 0,000020721

t € [1,2] | 0,0023 0,00060722 0,00015650 0,000039738

t €[2,3] |0,0032 0,00086344 0,00022391 0,000056974
M=N=30, r=5 | M=N=60, r=5 | M=N=120, r=5 | M=N=240, r=5

t € [0,1] |0,0021 0,00053993 0,00013605 0,000034167

t € [1,2] |0,0041 0,0010 0,00026070 0,000065438

t € [2,3] | 0,0058 0,0015 0,00037402 0,000093904

Burada verilen fark denkleminin ¢6zlimii i¢in EK-A ile verilmis olan MATLAB
programi kullanilmistir. Bu program ile yaklasik ¢oziimler bulunup hata analizi
yaptlmigtir. M ve N’nin degerleri 120 olarak r’nin degeri ise 2 olarak alindiginda
t € [2,3] igin elde edilen tam ¢6ziimiin ve yaklasik ¢oziimiin grafikleri asagida

verilmistir.
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exact solution 2<t<3

15
O -~
0.5 5
-1 3

x ekseni t ekseni

Sekil 4.1. t € [2,3] i¢in tam ¢Oziim

approximation solution 2<t<3
1
0.5
0 4
-0.5
-1 .l
150
— 100
/go

x ekseni t ekseni

Sekil 4.2. t € [2,3] igin yaklasik ¢Oziim



4.2. Zaman Gecikmeli Schrodinger Denklemi i¢cin Lokal Olmayan Baslangi¢
Deger Probleminin Yaklasik Coziimlerinin r-Modifiyeli Crank-Nicolson Fark
Semasi ile Elde Edilisi

Zaman gecikmeli Schrondinger denklemi igin lokal olmayan baslangi¢ deger

problemi
2 2
(aug;x) }Lalggfzx) Ol[au(t]x)] 0<t<o,0<x<m,
u(0,x) = cos(2x), 0<x<m, (44)

u,(t,0) = u, (t,m), u(t,0) =ult,m), 0<t<o
incelenecektir. (4.4) ile verilen problemin tam ¢6ziimii adim adim ve Fourier serileri
yontemiyle

(0.6e't + 0.4, 0<t<1,

(0.24e7t + 0.36)e’ + 0.24¢€’ + 0.16, 1<t<2,

u(t, x) = c0s(2x) | (0.096¢-2i + 0,288~ + 0.216)et

+0.144e2 + 0.192¢t + 0.064,

bigiminde elde edilir.
(4.4) probleminin n —1 <t <n, n=1,2,3,...i¢in tam ¢oziimii
T,(t) =1,

t
Thiq(t) = etEMT, (t) — 0,4i f e!t=9T (t)ds
n

olmak tizere u(t,x) = T,,(t)cos(2x), n—1<t<n, n=1,2,3,... bicimindedir.

(4.4) problemi i¢in r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi
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’ K K K
wk k=1 gk oy gk [l _ 2uLN+1]N n ur[LAi-;l]N

[ _ - — n+1
i . 2 PP 0.1 e

k =kt, x,=nh, Nt=1, Mh=m,

mN+1<k<r+mN,r=12...m=0,1,..,

U —un b1 <u,’§+1 — 2uy +uf_y N Upet — 2us "t + uii:%)

T T8 h2 h2

_k _k Kk
[vealv _ 2uLN+1]N n ULI\L?]N

_ +1
< = —0.05 | = "
S e
n+1
+
h?2 ’
mN+r+1<k<(@m+1)N,
up = cos(2x,), 0<n<M, uf = uf,

—3uy +4uf —uf  3ugy — duy_q + uf_,
L h? 4 h?

bi¢imindedir. (4.5) fark semas1
k —

Uk =| %2

- Uy “(M+1)x1
g A o

h? '

[valv _ Zur[l%]lv n u[%] [N+1]N [N+1 n u[N+1

Z

k — +1 -1 +1
p* = —-0.05( = 2 z 4 on h2

olmak tzere
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(C, UK+ DUt =¢pf mN+1<k<mN+r, m=012,..,
CUK+DU*1=¢* mN+r+1<k<(m+1N, m=012,..,
1

) cos(2h) (4.6)
cos(4h)

U° :
cos(2(M — 2)h)
cos(2(M — 1)h)
L - 1 AM+1)x1

matris katsayili sistemle ifade edilir. Burada

I A D D D RO I i 1
Tap T T T T T g T T Az

olmak tizere (M + 1) x (M + 1) boyutundaki C, D, C,, D,. matrisleri

& -+—,e=
4 T 4h?

-1 0 0 0 0 O 0 1
¢, dy ¢ 0 0 0 0O 0
0 ¢ dy ¢ 0 0 0 O
G = : )
0 0 0 0 ¢ d ¢ 0
0 0 0 0 0 ¢ dr ¢
3 —4 1 0 0 1 —4 3 (M+1)x(M+1)
0 0o 0 o 0O 0 0 O
0 e 0 O 0O 0 0 O
0 0 e 0 0O 0 0 O
D, = ,
0O 0 0 O 0 e« 0 O
0O 0 0 0 - 0 0 e O
0 0 0 O 0 0 0 Odmsnyxmsn
r—1 0 0 0 0 O 0 1
c d c o - 0 0 0 O
0 c d c 0 O 0 O
C = : : ,
0 0 0 0 c d ¢ 0
0 0 0 O 0 ¢ d ¢
-3 -4 1 0 0 1 —4 3Jdmsxwasn
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0 0 0 O 0O 0 0 O

c e ¢ O 0O 0 0 O

0 ¢c e c 0O 0 0 O
D = :

0 0 0 O c e ¢ 0

0O 0 0 O 0 ¢c e ¢

0 0 0 O 0 0 0 0Jdpmrnxmsn
bi¢imindedir.

(4.6) sistemi ¢oziilerek (4.4) probleminin niimerik ¢oziimleri elde edilir. (i, x,)
noktasinda (4.4) probleminin tam ¢oziimii u(ty, x,,) ve niimerik ¢dziimii ukX olmak iizere
hata analizi

Epy = max Ju(ty, x,) — il
0sn=M

formiilii ile elde edilebilir. M, N ve r’nin farkli degerleri i¢in elde edilen Cizelge 4.2

asagidaki bi¢gimdedir.
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Cizelge 4.2. M, N ve r’nin Farkli Degerleri icin t € [0,1],[1,2],[2,3] Araliklarinda
(4.5) Fark Semasinin Hatalari
M=N=30, r=2 | M=N=60, r=2 | M=N=120, r=2 M=N=240, r=2

t €[0,1] |0,0016 0,00047604 0,00012898 0,000033959
t €[1,2] |0,0030 0,00086445 0,00023415 0,000060597
t €[2,3] |0,0035 0,0011 0,00030112 0,000079093

M=N=30, r=3 | M=N=60, r=83 | M=N=120, r=3 M=N=240, r=3

t € [0,1] | 0,0016 0,00048532 0,00013256 0,000034975
t €[1,2] |0,0032 0,00091380 0,00024404 0,000062840
t €[2,3] |0,0039 0,0011 0,00031473 0,000082110

M=N=30, r=5 | M=N=60, r=5 | M=N=120, r=5 M=N=240, r=5

t €[0,1] |0,0022 0,00054408 0,00014851 0,000039064
t € [1,2] | 0,0040 0,0011 0,00027773 0,000070778
t €[2,3] |0,0050 0,0014 0,00036059 0,000092756

Burada verilen fark denkleminin ¢6ziimii i¢cin EK-B ile verilmis olan MATLAB
programi kullanilmistir. Bu program ile yaklasik c¢oziimler bulunup hata analizi
yapilmigtir. M ve N’nin degerleri 120 olarak r’nin degeri ise 2 olarak alindiginda
t € [2,3] igin elde edilen tam ¢oziimin ve yaklagik ¢6zimiin grafikleri asagida

verilmistir.
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exact solution 2<t<3

0.3 §
0.2

0.1 ~

150 \///

x ekseni t ekseni

Sekil 4.3. t € [2,3] i¢in tam ¢oziim

approximation solution 2<t<3

0.3 §
0.2

150 \//

X ekseni t ekseni

Sekil 4.4. t € [2,3] igin yaklasik ¢oziim
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4.3. r-Modifiyeli Crank-Nicolson Fark Semasiyla Elde Edilen Hatalarin

Cikarimlar

Yukarda yapilan ¢alismalarda incelendigi lizere M ve N sayilar iki katina
c¢ikarildiginda hatanin yaklasik olarak dortte birine diistiigli goriilmektedir. Program M ve
N’den kiiciik her r sayisi i¢in ¢alismakta olup en diisiik hatayr M ve N’ nin yiiksek oldugu

r’nin en kiiclik degerinde vermektedir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE TARTISMA

Bu c¢alisgmada Hilbert uzayinda zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin
baslangi¢ ve sinir deger problemi incelenmistir. Lineer zaman gecikmeli Schrodinger
denklemleri i¢in kurulan baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin Fourier serileri, Laplace

dontistimii ve Fourier doniisiimii yontemleri kullanilarak analitik ¢éziimleri bulunmustur.

Bilindigi gibi Laplace doniisiimii yalniz sabit ve polinom katsayili lineer
denklemlerin ve Fourier serileri ve doniisiimii yontemleri ise sabit katsayili lineer
denklemlerin ¢oziimlerinde kullanilan yontemler olugundan degisken katsayili kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinde daha kullanigh bir yontem olan sonlu fark

yontemiyle ¢alisiimistir.

H  Hilbert wuzayi, A  self adjoint pozitif tanimhi  operator,
A>6,6>0 0<b<1veqp € D(A) olmak iizere;

i% + Av(t) = bAv([t]), t>0,
v(0) =¢

zaman gecikmeli Schrodinger denklemi i¢in baslangic deger probleminin abstract hali
incelenmistir. (Agirseven, 2018) tarafindan kararlilik kestirimleri {izerine ispatsiz olarak
verilen Teorem 3.1 ‘in ispat1 verilmistir. Ancak tam ¢6ziimii elde etmek her zaman
miimkiin olmadigindan yaklasik ¢oziimleri elde etmek i¢in abstract problem iizerinden r-
modifiyeli Crank-Nicolson fark semasi olusturulmus ve bu semanin ¢oziimlerinin

kararlilik kestirimi iizerine olan Teorem 3.2 kurulup ispatlanmistir.
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Son olarak zaman gecikmeli Schrodinger denklemi igin lokal olmayan ve
Neumann tipinde iki farkli baslangi¢ ve siir deger problemi 6rnek olarak ele alinmistir.
Tam c¢oziimleri Fourier serileri yontemiyle elde edilen bu problemlerin yaklasik
¢oziimleri i¢in r-modifiyeli Crank-Nicolson fark semalar1 kurulmus ve MATLAB
programlar1 yapilarak bu problemlerin niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Cizelge 4.1.
ve Cizelge 4.2. ile hata analizi verilerek kurulan fark semalarinin ¢éziimleri igin verilen

teorik 6nermeler sayisal sonuglarla desteklenmistir.

Bu tezde gergeklestirilen ¢aligma g6z oniine alinarak, gelecekte zaman gecikmeli
Schrodinger denklemi igin uzay degiskenine gore lokal ve lokal olmayan sinir deger
probleminin uygulamalar1 verilebilir. Mevcut tezde verilen 1 boyutlu zaman gecikmeli

Schrodinger denklemi i¢in niimerik 6rnekler ¢ok boyuta tagiabilir.
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EKLER

Ek-A r-Modifiyeli Crank-Nicolson Fark Semasmin Céziimii I¢in Hazirlamilmis
MATLAB Program

function rmod_barsp(N,M,r)

h=pi/M; tau=1/N;

a=-1/(2*(h"2)); b=(i/(tau))+(1/(h"2));
c=(-i/(tau))+(1/(h"2));

A=zeros(M+1,M+1);

A(1,1)=-3; A(1,2)=4; A(1,3)=-1;

A(M+1,M-1)=1; AM+1,M)=-4; A(M+1,M+1)=3;

for j=2:M;

A(.j-1)=a; AG.J)=b; AG.j+1)=a;

end;

A

AR=zeros(M+1,M+1);

AR(1,1)=-3; AR(1,2)=4; AR(1,3)=-1;
AR(M+1,M-1)=1; AR(M+1,M)=-4; AR(M+1,M+1)=3;
for j=2:M;

AR(j,j-1)=2*a; AR(j.,j)=((itau)+(2/n"2)); AR(j,j+1)=2%*a;
end;

AR;

B=zeros(M+1,M+1);

for j=2:M;
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B(.J-1)=a; B(.J))=c; B(.j+1)=a;

end;

B;

BR=zeros(M+1,M+1);

for j=2:M;

BR(j,j)=-i/tau;

end;

BR;

G=inv(A);

GR=inv(AR);

fii=zeros(M+1,1):

for n=2:M;

fii(n,1)=-0.05*((cos((n)*h)-2*cos((n-1)*h)+cos((n-2)*h))/(h"2)+...
(cos((n)*h)-2*cos((n-1)*h)+cos((n-2)*h))/(h"2));

end;

fii;

for n=1:M+1,

U(n,1)=cos((n-1)*h);

end;

for k=2:r;

U(:K)=GR*(fii(;,1)-BR*U(:,k-1));

end

U;
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for k=r+1:N+1;
U(:,k)=G*(fii(:,1)-B*U(:,k-1));

end;

U;

for j=1:M+1,;

for k=1:N+1,

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;

es(j,k)=(0.9*exp(i*t)+0.1)*cos(x);

end;

end;

es;

for n=1:N+1;

for k=1:M+1;

f(n,k)=abs(es(n,k)-U(n,k));

end;

end;

f;

absdiff=max(max(max(f)))

figure; surf(real(U));title('approximation solution 0<t<1');
xlabel('t ekseni’); ylabel('x ekseni’); rotate3d;
figure; surf(real(es));title('exact solution 0<t<1'); xlabel('t ekseni’);

ylabel('x ekseni’); rotate3d;
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fill=zeros(M+1,1);

for n=2:M;

fii1(n,1)=-0.05*((U(n+1,N+1)-2*U(n,N+1)+U(n-1,N+1))/(h"2)...
+((U(n+1,N+1)-2*U(n,N+1)+U(n-1,N+1))/(h"2)));

end;

fiil;

for n=1:M+1,

Ul(n,1)=U(n,N+1);

end;

ul(;,1);

for k=2:r;

U1(:,k)=GR*fiil(;,1)-GR*BR*U1(;,k-1);

end

U1,

for k=r+1:N+1;

U1(:,k)=G*(fii1(:,1)-B*U1(: k-1));

end;

U1,

for j=1:M+1;

for k=1:N+1;

t=(k+N-1)*tau; x=(j-1)*h;

es1(j,k)=((0.81+(0.09*exp(-1)))*exp(i*t)+0.09*exp(i)+0.01)*cos(x);

end;
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end;

absdiffl=max(max(abs(es1-U1)))

figure; surf(real(U1)); title('approximation solution 1<t<2");

xlabel('t ekseni’); ylabel('x ekseni"); rotate3d;

figure; surf(real(esl)); title('exact solution 1<t<2";

xlabel ('t ekseni’); ylabel(’x ekseni'); rotate3d;

fii2=zeros(M+1,1);

for n=2:M;

fii2(n,1)=-0.05*((U1(n+1,N+1)-2*U1(n,N+1)+U1(n-1,N+1))/(h"2)...
+((U1(n+1,N+1)-2*U1(n,N+1)+U1(n-1,N+1))/(h"2)));

end;

fii2;

for n=1:M+1,

U2(n,1)=U1(n,N+1);

end;

u2(:,1);

for k=2:r;

U2(;,k)=GR*fii2(;,1)-GR*BR*U2(; k-1);

end

Uz,

for k=r+1:N+1,

U2(:,k)=G*(fii2(:,1)-B*U2(; k-1));

end;
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Uz,

for j=1:M+1,;

for k=1:N+1;

t=(k+(2*N)-1)*tau; x=(j-1)*h;

es2(j,k)=((0.729+(0.162*exp(-i))+(0.009*exp(-2*i))) *exp(i*t)...
+0.081*exp(2*1)+0.018*exp(i)+0.001)*cos(x);

end;

end;

absdiff2=max(max(abs(es2-U2)))

figure; surf(real(U2)); title(‘approximation solution 2<t<3);

xlabel('t ekseni'’); ylabel('x ekseni"); rotate3d;

figure; surf(real(es2)); title('exact solution 2<t<3");

xlabel ('t ekseni’); ylabel('x ekseni'); rotate3d;
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Ek-B r-Modifiyeli Crank-Nicolson Fark Semasimin Coziimii Icin

MATLAB Programm

function rmod_barsp2(N,M,r)

h=pi/M; tau=1/N;

c=-1/(8*(h"2)); d=(i/(tau))+(1/(4*(h"2)));
e=(-i/(tau))+(1/(4*(h"2)));
C=zeros(M+1,M+1);

C(1,1)=-1; C(1,M+1)=1;

C(M+1,M+1)=3; C(M+1,M)=-4; C(M+1,M-1)=1;
C(M+1,1)=3; C(M+1,2)=-4; C(M+1,3)=1;

for j=2:M;

C(.j-1)=c;

C(.J)=d;

C@.+1)=c;

end;

G,

CR=zeros(M+1,M+1);

CR(1,1)=-1; CR(1,M+1)=1,
CR(M+1,M+1)=3; CR(M+1,M)=-4; CR(M+1,M-1)=1;
CR(M+1,1)=3; CR(M+1,2)=-4; CR(M+1,3)=1;
for j=2:M;

CR(j,j-1)=2*c;

CR(j,j)=((i/tau)+1/(2*h"2));

CR(j,j+1)=2*c;

end,;

CR;

D=zeros(M+1,M+1);

for j=2:M;

D(j.j-1)=c;

D(.j)=e;

D(.j+1)=c;

end;
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D;

DR=zeros(M+1,M+1);

for j=2:M;

DR(j,j)=-i/tau;

end;

DR;

G=inv(C);

GR=inv(CR);

fii=zeros(M+1,1);

for n=2:M;

fii(n,1)=-0.05*((cos(2*(n)*h)-2*cos(2*(n-1)*h)+cos(2*(n-2)*h))/(h"2)+...
(cos(2*(n)*h)-2*cos(2*(n-1)*h)+cos(2*(n-2)*h))/(h"2));

end;

fii;

for n=1:M+1,

U(n,1)=cos(2*(n-1)*h);

end;

for k=2:r;

U(:,k)=GR*(fii(:,1)-DR*U(:,k-1));

end

U;

for k=r+1:N+1;

U(:,k)=G*(fii(:,1)-D*U(:,k-1));

end;

U;

for j=1:M+1,;

for k=1:N+1;

t=(k-1)*tau;

x=(j-1)*h;
es(j,k)=(0.6*exp(i*t)+0.4)*cos(2*x);
end;

end;
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es;

for n=1:N+1,

for k=1:M+1,
f(n,k)=abs(es(n,k)-U(n,k));
end;

end,;

f;

absdiff=max(max(max(f)))

figure; surf(real(U));title('approximation solution 0<t<1');

xlabel('t ekseni'’); ylabel('x ekseni'); rotate3d;

figure; surf(real(es));title('exact solution 0<t<1'); xlabel('t ekseni’);

ylabel('x ekseni’); rotate3d;
fill=zeros(M+1,1);
for n=2:M;

fiil(n,1)=-0.05*((U(n+1,N+1)-2*U(n,N+1)+U(n-1,N+1))/(h"2)...
+((U(n+1,N+1)-2*U(n,N+1)+U(n-1,N+1))/(h"2)));

end;

fiil;

for n=1:M+1,
Ul(n,1)=U(n,N+1);
end;

ui(:,1);

for k=2:r;

U1(; k)=GR*fii1(;,1)-GR*DR*U1(;,k-1);

end

Ul;

for k=r+1:N+1;
U1(:,k)=G*(fiil(:,1)-D*U1(:,k-1));
end;

U1,

for j=1:M+1,;

for k=1:N+1;
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t=(k+N-1)*tau; x=(j-1)*h;

es1(j,k)=((0.36+(0.24*exp(-1)))*exp(i*t)+0.24*exp(i)+0.16)*cos(2*X);

end;

end;

absdiff1=max(max(abs(es1-U1)))

figure; surf(real(U1)); title('approximation solution 1<t<2";

xlabel('t ekseni'); ylabel('x ekseni'); rotate3d;

figure; surf(real(esl)); title('exact solution 1<t<2’);

xlabel('t ekseni’); ylabel('x ekseni"); rotate3d;

fii2=zeros(M+1,1);

for n=2:M;

fii2(n,1)=-0.05*((U1(n+1,N+1)-2*U1(n,N+1)+U1(n-1,N+1))/(h"2)...

+((U1(n+1,N+1)-2*U1(n,N+1)+U1(n-1,N+1))/(h"2)));

end;

fii2;

for n=1:M+1,

U2(n,1)=U1(n,N+1);

end;

u2(;,1);

for k=2:r;

U2(:,k)=GR*fii2(:,1)-GR*DR*U2(:,k-1);

end

Uz,

for k=r+1:N+1,;

u2(:,k)=G*(fii2(:,1)-D*U2(:,k-1));

end;

Uz,

for j=1:M+1,;

for k=1:N+1,;

t=(k+(2*N)-1)*tau; x=(j-1)*h;

es2(j,k)=(((0.096*exp(-2i))+(0.288*exp(-1))+0.216)*exp(i*t)...
+0.144*exp(2*1)+0.192*exp(i)+0.064)*cos(2*x);
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end;

end;

absdiff2=max(max(abs(es2-U2)))

figure; surf(real(U2)); title('approximation solution 2<t<3");
xlabel('t ekseni’); ylabel('x ekseni'); rotate3d;

figure; surf(real(es2)); title('exact solution 2<t<3');

xlabel('t ekseni'); ylabel('x ekseni'); rotate3d;

68



OZGECMIS

KIiSISEL BILGILER

Ad1 Soyadi : Baris ERKOSE

EGITiM DURUMU

Lise - [brahim Turhan Anadolu Lisesi, 2009-2013

Lisans : Trakya Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik, 2013-2018
Yabana Dil : Ingilizce

69



