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1. GENEL BIiLGILER

1.1 GIRIS

Matematiksel fizik, elastikiyet teorisi, hidrodinamik gibi bir¢ok alanda ortaya ¢ikan
problemlerin matematiksel modeli yapildiginda genellikle kismi tiirevli diferansiyel
denklemler ya da nadiren adi diferansiyel denklemler karsimiza ¢ikar. Genellikle adi
diferansiyel denklemlerin veya lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik
cozumlerini elde etmek daha kolayken 6zellikle non-lineer ve karmasik sinir degerlerine sahip
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozlimlerini elde etmek zor veya imkansizdir.
Bu nedenle bu tiir problemlerin ¢oziimlerinde niimerik yontemler daha yaygin olarak

kullanilir.

Lineer ve non-lineer kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢oziimleri ig¢in sonlu
eleman yontemleri, sonlu fark yontemleri ve varyasyonel yontemler gibi cesitli niimerik
yontemler vardir ancak bunlardan sonlu fark yontemleri uygulamasi kolay oldugundan
oldukca sik kullanilmaktadir. En yaygin kullanilan sonlu fark yontemleri agik, kapali ve
Crank-Nicolson sonlu fark yontemleridir. Bu tg¢ yontem klasik sonlu fark yontemleri olarak
bilinmektedir.

Bu ¢alismada, genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde etmek
icin kullanilacak olan logaritmik sonlu fark yoOntemleri bazi yazarlar tarafindan cesitli
denklemleri ¢dzmek igin kullanilmistirlar. Ismail ve Al-Basyoni [8] Troesch problemini
niimerik olarak ¢6zmek icin kapali logaritmik sonlu fark yontemini kullanmiglardir.
Srivastava ve arkadaglar1 [20] iki boyutlu Burgers denklem sistemlerini ¢6zmek i¢in kapali
logaritmik sonlu fark yontemini kullanmislardir. Bir boyutlu birlestirilmis Burgers denklemi
Srivastava ve arkadaslar1 [19] tarafindan kapali logaritmik sonlu fark yontemi kullanilarak
¢ozlilmustiir. Aljaboori [1] birlestirilmis Burgers denklemini niimerik olarak ¢6zmek i¢in
Crank-Nicolson logaritmik sonlu fark yontemini kullanmislardir. Macias-Diaz [13] tarafindan
diflizyon-reaksiyon denklemlerini ¢6zmek i¢in agik logaritmik sonlu fark semasi kullanildi ve
Onerilen yontemin ¢ozlimlerin pozitifligini, smirliligini ve monotonlugunu koruyabildigi

gosterilmistir. EI-Azab ve arkadaglari [4] acik logaritmik sonlu fark yontemini kullanarak



Korteweg de Vries Burger (KdVB) denkleminin niimerik ¢éziimlerini elde etmistirler. Bu

tezde
w u5a—u—a—u_ﬁu(1—u5), a<x<b t>0,
ot X ox

fle verilen genelletirilmis Burgers-Fisher denkleminin niumerik ¢oziimleri Acik Logaritmik
Sonlu Fark Yontemi (A-LSFY), Kapali Logaritmik Sonlu Fark Yodntemi (K-LSFY) ve Crank-
Nicolson Logaritmik Sonlu Fark Yontemi (CN-LSFY) kullanilarak elde edilecektir.

1.2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bdliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar verilmistir.

Tammm 1.2.1 f fonksiyonu anoktasini igeren bir aralikta her mertebeden tiirevlenebilir

olsun. Bu durumda,

(=31 @ ay

k=0

serisine f fonksiyonunun a noktasi civarindaki Taylor Serisi agilim1 denir. Taylor serisindeki

sonlu sayida terimden olusan

R (x)=2, (x-a)

i k!

Polinomuna n. dereceden Taylor polinomu denir [21]. Benzer sekilde iki bagimsiz degiskene
baghh f fonksiyonu, (a,b) noktas1 civarinda siirekli bir fonksiyon ve bu noktada her

mertebeden tirevlenebilir olsun



= f(a,b)+[(x—a)§+(y—b)%jf(a,b)

+1((x—a)£+(y—b)%f f(ab)+..

15)4

+i((x_a)§+(y—b)%j f(a,b)+..

n!

= f(x,y)= f(a,b)+(X—a)%(a,b)+(y—b)%(a,b)

1 2 0% f 02 f , 0 f
*E{(H‘) C @D+ 202y S @)+ (y D) W(a’b)}'"

seri agilimina f fonksiyonunun (a,b) noktasi civarindaki Taylor serisi denir [5].

Tamm 1.2.2 f, [a,b] araliginda stirekli, (a,b) araliginda (n+1).mertebeye kadar

turevlenebilir ve X, €[a,b] olsun. Bu durumda her x €[a,b] ve x, < &(x) < x olacak sekilde

oyle bir &sayist vardir ki f(x) =P, (X)+R, (x) yazilabilir. Burada P,(x) ve R (X)

P00 = 106)+ FOIX %)+ (x =) ot 100 ()1

T (X—=X%) +...+

ve



_1"(4(%) -
R, (x) = Tl)!(x_ Xo)

dir. P,(x) , n. mertebeden Taylor polinomu, R (X) ise kesme hatasidir [2].

1.2.1 Tiirevlere Sonlu Fark Yaklasimlar

u (X,t) , X ve t bagimsiz degiskenlerine gore yeterince tlirevlenebilen bir fonksiyon olsun.
h, x yoniinde artma miktar1 olmak tizere U (x+h,t) , U(x—h,t), U(x+2h,t), U(x—2h,t)
fonksiyonlarimin x civarinda Taylor a¢ilimlar sirasiyla;

U h*oU h’ou

Ux+ht)=U(Xt)+h—+— +—
( )=0xD ox 2 ox* 6 ox

(1.1)

oU h?0U h®o%U
Ux-ht)=UXt)-h—+ —— ———— 4 . 1.2
( ) (1) ox 2 ox* 6 ox° (12)

oU 4h?> 9°U  8h°® o%U

U(x+2h,t)=U(Xxt)+2h—+ +— + 1.3
O ) (0 ox 2 ox* 6 o (1:3)
oU 4h?oU 8h®o%U
U(x—2h,t)=U(x,t)—2h—+ - + 1.4
( ) (x.0) ox 2 ox* 6 ox (14)

dir. Benzer diisiinceyle ; k, t yoniindeki artma miktar1 olmak tizere U (x,t+k) Ve U(x,t—k)

fonksiyonlarmin t civarindaki Taylor agilimlari sirastyla;

ou k*oU k*oU

UXt+k)=UXt)+k—+——"—+—"—+ 1.5

Gtk =V +kZr+ o 5 o (1.5)
U KU K° U

Uxt—K) =U(xt) -k L oY KoY 16



seklindedir.

Simdi U (x,t) fonksiyonun x ve t ye gore sirasiyla birinci ve ikinci mertebeden sonlu fark

yaklasimlarini bulalim.

1.2.1.1 Birinci Mertebeden Tiirevler i¢cin Sonlu Fark Yaklasimlar

U (x,t) fonksiyonun x yoniindeki birinci mertebeden aa—Li tiirevini ele alalim. Sirasiyla (1.1)

ve (1.2) Taylor agilimlarinda aa—u yalniz birakilirsa
X

a_u: U (x+h,t)-U(x,t)

= . +0(h) 1.7

U _U(xt)-U(x=ht)
OX h

+0(h) (1.8)

elde edilir. (1.2.1) esitliginden (1.2.2) esitligi ¢ikarilir ve %—U yalniz birakilirsa
X

@_ U(x+h,t)-U(x—h,t)
OX 2h

+0O(h?) (1.9)

elde edilir. Burada "O"sonsuz terimli bir esitligin sonlu bir terimde kesildigini , O(h) terimi

ise hatanin h— 0 oldugunda h ile orantili oldugunu ifade eder ve buna kesme hatas1 denir.

Benzer diisiinceyle U (x,t) fonksiyonunun t yonunde birinci mertebeden tirevleri (1.5) ve

(1.6) esitliklerinden

U _U(xt+k)-U(xt)
ot K

+0(K) (1.10)



oU _U(xt)-U(xt-k)
at k

+0(k) (1.11)

olarak elde edilir. Burada O(k) terimi hatanin k mertebesinde oldugunu ve hatanin k ile

orantili azalacagini gostermektedir.

1.2.1.2 ikinci Mertebeden Tiirevler i¢in Sonlu Fark Yaklasimlar:

2]

(1.1) ve (1.3) esitliklerinden aa_t: yok edilir ve Y

v yalniz birakilirsa;

U U(xt)—2U (x+h,t) +U(x+2h,t)

& = +0O(h) (1.12)

o*U
OX

: ouU .
bulunur. Benzer diistinceyle (1.2.2) ve (1.2.4) denklemlerinden _6 yok edilir ve
X
yalniz birakilirsa;

o°U _U(xt)-2U(x=h,t) +U (x-2h,t)

.~ = +0(h) (1.13)

2,

bulunur. (1.2.1) ve (1.2.2) denklemlerinden aa_u yok edilir ve 2V
X

v yalniz birakilirsa;

U U(x—ht)—20(x,t)+U (x+h,t)

v " +0(h) (1.14)

bulunur.

Kabul edelim ki problemin ¢dzim boélgesi 0<x<I (I, sonlu bir say1) ve t >0 olsun. Sonlu

fark yaklasimi icin problemin ¢oziim bolgesi N esit alt araligi béliiniir. Oyle ki U (x,t)
1

bagimli degiskeni yalniz mesh noktalarinda mevcuttur. At=k veAx=h= N olacak sekilde

esit ve (x,t ) mesh noktalari



X, =i1Ax=1ih ,i=0,12,..,N (1.15)

t,=mAt=mk , m=0,12,... (1.16)

olarak alinir.

Bir P(ih, mk) mesh noktas1 iizerinde U nun degeri;

U, =U(ihmk)=U,  =U" (L.17)

ifadelerinden biri ile sunulur.
“Bunlarin kullanilmasi ve hatalarin ihmal edilmesi ile birinci ve ikinci mertebeden turevlere

sonlu fark yaklasimlar1 formulleri

oy _Uiaui (1.18)
ox h
ou U -V (1.19)
ox h
U Ui -Uh (1.20)
ox  2h

m+1 m
o U™ - (1.21)
at k

m m-1
o U -Ur (1.22)
at k
U UM—2u™ +U"
axz =~ i h|2-+-1 i+2 (123)
U _un,-2un +U7” (1.24)

ox? h?



2 mo_ m m
ZXLZJ LUl ZLJ2i +Ui (1.25)

olarak elde edilirler. (1.18), (1.19), (1.20) ile x’e gore birinci mertebeden tiirev
yaklagimlarina sirastyla iki—nokta ileri (Forward), Geri ( Backward) ve Merkezi (Central) fark
formulleri denir. Benzer bicimde (1.21), (1.22) ile verilen t’ ye gore birinci mertebeden tiirev
yaklasimlarina sirastyla iki—nokta ileri ve Geri fark formiilleri denir. (1.23), (1.24), (1.25) ile
verilen x’e gore ikinci mertebeden tiirev yaklagimlarina sirasiyla iig—nokta Ileri, Geri ve

Merkezi fark formalleri denir [18].”

1.2.2 Sonlu Fark Yoéntemleri

Kismi diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimleri genellikle uygulamasi kolay oldugundan
sonlu fark yontemleri kullanilarak elde edilir. En ¢ok kullanilan sonlu fark yontemleri klasik
sonlu fark yontemleri olarak bilinen agik (explicit), kapali (implicit) ve Crank-Nicolson sonlu
fark yontemleridir.

Klasik sonlu fark yontemlerini agiklamak i¢in U =U (x,t) sicakligi gostermek tizere

v
ot ox?

(1.26)

ile verilen 1s1 denklemini goz Oniine alalim. Burada X konum degiskeni olup genellikle

sonludur, x e[a,b], t ise zamani1 gosterip genellikle yar1 sonsuzdur, yani t >0 dir [18].

1.2.2.1 Ac¢ik Sonlu Fark Yontemi

“(1.26) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde % tlrevi yerine (1.21) ileri fark formuld

2
ve

>- tlrevi yerine (1.25) merkezi fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek yazilmasi ile
X

(1.26) denkleminin ag¢ik sonlu fark yaklagimi



upt-uUp Up —2up+Un
kK h?

olur. Bu yaklasim basit bir diizenlemeyle

urt=ru?  +@-2nuJ’+ru’ (1.27)

m+1

seklinde elde edilir, burada r :% olup kararlilik parametresi olarak adlandirilir.

n=1(t =k) icin ilk zaman adiminda U; bilinmeyen degerleri t, =0 boyunca bilinen
baslangi¢c ve smir degerleri kullanilarak hesaplanir. Daha sonra ikinci zaman adiminda

bilinmeyen U? degerleri ilk adimda hesaplanan degerler kullanilarak hesaplanir ve bdyle

devam edilerek t, zaman adimindaki U degerleri kullamlarak t_, zaman adimindaki U]*™

degerleri (1.27) denkleminden kolayca bulunur [18].”

1.2.2.2 Kapah Sonlu Fark Yontemi

“(1.26) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde % tirevi yerine (1.21) ileri fark formali

2
ve

>- tlrevi yerine (n+1) -inci zaman adimindaki
X

U UMt -2uMt Lyt
v -1 > L+ 0(h?)

merkezi fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek yazilmasi ile (1.26) denkleminin kapali sonlu

fark yaklagimi

Upt-Up upf-20r+u
k h?

olarak elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesi ile



Ul =—rU + @+2ru* —ru

m+1

elde edilir, burada r = dir [18].”
h

1.2.2.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

“(1.26) ile verilen bir boyutlu 1s1 denkleminde % tirevi yerine (1.21) ileri fark formali ve

2

> tlrevi yerine n-inci ve (n+1)-inci zaman adimlarindaki merkezi fark yaklagimlarimin

ortalamasi olan

2, n+l n+l n+l n.o_ n n
aaxti =%|:Um—l 2?]21 +Um+1+Um—l 2:]J2m +Um+1j|+o(h2)

fark formiiliiniin hatalar ihmal edilerek yazilmasi ile (1.26) denkleminin Crank-Nicolson

sonlu fark yaklagimi

h? h?

Un*-Us g{u;ti—zur:“w;ﬁ ,Una -2, +ur:+1}
K 2

seklinde elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa denklem;

—rUM +2+2rnU™ —ruM =ru)  +(2-2rU’ +ru’

m+1 m+1

olarak yazilir, burada r = hh dir [18].”

2

1.2.3 Von Neumann (Fourier Seri) Yontemiyle Kararhlik Analizi

Niimerik semalarin kararliligimi ¢alisanlar i¢in yaygin olarak kullanilan metod von Neumann

metodudur. Bu kisimda T sonlu olmak (zere Ax=h-—>0 ve At=k oldugunda

10



(J > o) 0<t<T = Jk zaman araliginda u(x,t) nin bir lineer fark denkleminin kararlilig

incelenecektir.

Von Neumann (Fourier Seri) yontemi, t=0 boyunca diigiim noktalarindaki baglangic
degerlerini bir sonlu Fourier serisine gore ifade eder ve kismi diferansiyel denklemleri
¢ozmek i¢in yaygin olarak kullanilana benzer olarak "degiskenlere ayirma" yontemi ile t=0
icin bu Fourier serine indirgenen bir fonksiyonu goz 6niine alir [18].

Fourier serileri sinls ve kosinus cinsinden ifade edilebilir ancak kompleks Ustel formun

kullanilmasi cebirsel olarak daha uygundur. Yani
> a,cos(nzx/1) veya > b sin(nzx/l)
ifadeleri yerine bu ifadelere denk olan

Z A]einzrxll

ifadesi kullanilabilir, buradai =J-1 ve |, fonksiyonun tanimli oldugu X araliginin

uzunlugudur.
u,, =u(ph,qk)
olup
A" = A PN — A gl/hPh

yazilabilir, burada £, =nz/Nh ve Nh=1 dir.
t=0 boyunca diigiim noktalarindaki baslangi¢ deerlerini u,,=u(ph,0), p=0Q)N ile

gosterelim. Bu durumda

N .
up,o = Z Ahelﬂnph1 p= 0,1....,N
n=0

11



seklindeki N+1 tane denklem A A,..., A, bilinmeyenlerini tek tlrli belirlemek icin

yeterlidir. Lineer fark denklemlerinin karaliligi goz oniine alindigindan e”™ gibi bir tek
baslangi¢ degerini incelemek yeterlidir ¢linkii lineer fark denklemlerinin lineer bagimsiz

coziimleri lineer birlesimli olarak ifade edilebilir. A, katsayis: bir sabittir ve ithmal edilebilir.

t degeri artarken bu terimin dagilimini incelemek igin

Upn= elBXqat _ iBphaq) _ i5ph g

ifadesi ele alinir, burada & =e™ ve «, genellikle bir kompleks sabittir. & ise giiclendirme

faktor (amplification factor) olarak adlandirilir [18].

Lax-Richtmyer tanimima gore h—>0 ve k—0 iken q<N i¢in ve baglangi¢ sartlarin
saglayan biitlin S degerleri i¢in ‘upyq‘ kalanlar1 sinirlt ise sonlu fark denklemleri kararlidir

[22].

Diferansiyel denklemlerin tam ¢oziimleri zamana bagl iistel olarak artmiyorsa bu durumda

kararlilik i¢in gerek ve yeter sart

yani
-1<¢<1 (1.28)

olmasidir. Ancak U . zamana bagl olarak artiyorsa bu durumda kararlilik i¢in gerek ve yeter

a
sart
le| <1+ Kk =1+0(k) (1.29)

olmasidir, burada K,h,k ve g degerlerinden bagimsiz pozitif bir sayidir [18].
Burada belirtelim ki bu yontem sadece sabit katsayili lineer denklemlere uygulanabilir. Ug
veya daha fazla degisken iceren fark denklemleri icin (1.28) ve (1.29) von Neumann sartlari

her zaman gereklidir fakat yeterli olmayabilirler. Teorik olarak yontem iyi sonuglar verir [18].

12



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Model problem

2
a_u auga_u_a_u:

pu 1-u° ., as<x<b t>0,
2
a ) 2.1)

ile verilen Genellestirilmis Burgers—Fisher denklemi

u(x,0)= f(x),
baslangi¢ sart1 ve
u(a,t)=g,(t), t>0
u(b,t)=g,(t), t>0

sinir sartlart ile gz Oniine alindi. Burada f (X), 0, (t) ve bilinen g, (t) fonksiyonlar,
a, B, 6 ise parametrelerdir.

Dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler son yillarda bilimin farkli alanlarinda 6nemli
rol oynamaktadir. Genellestirilmis Burgers—Fisher denklemi de farkli mekanizmalarin
islevlerini tanimlamak i¢in yiliksek Onem arz etmektedir. Genellestirilmis Burgers—Fisher
denklemi, gaz dinamigi, say1 teorisi, 1s1 iletkenlik, elastikiyet vb. gibi alanlarda g¢esitli
uygulamalarda kullanilmistir.  Genellestirilmis  Burgers—Fisher denkleminin sayisal
coziimlerini hesaplamak i¢in literatiirde bir¢ok sayisal yontem Onerilmis ve uygulanmistir.
Ismail ve arkadaslari [9] denklemi sayisal olarak ¢dzmek icin Adomian ayristirma
(decomposition) metodunu (ADM) kullandilar. Mittal ve Tripathi [15] tarafindan denklemin
sayisal ¢oziimlerini elde etmek i¢in modifiye edilmis kiibik B—spline collocation yontemi
kullanildi. Wazwaz [22] tanh yOntemini kullanarak denklemin ¢ozimlerini elde etti. Javidi

[11] tarafindan denklemin sayisal ¢oziimlerini elde etmek icin spektral collocation yontemi

13



kullanildi. Golbabai ve Javidi [6] Chebyshev polinomlarini kullanarak spektral collocation
yontemini denkleme uyguladilar. Mickens ve Gumel [14] Burgers—Fisher denklemi igin
standart olmayan bir sonlu fark semasi sundular. Kaya ve El Sayed [12] klasik doniisiimleri
kullanmadan denklemin tam ¢dzimlerini ve herhangi bir ayristirma teknigi kullanmadan da
sayisal ¢oziimlerini elde ettiler. Ismail ve Rabboh [10] denklemi ¢dzmek icin bir kisitlayict
Pade yaklasimini kullandilar. Mohammadi [17] denklemin spline ¢ézimiind sundu. Moghimi
ve Hejazi [16] tarafindan denklemin sayisal ¢ozliimii i¢in varyasyonel iterasyon yontemi
kullanildi. Chen [3] tarafindan denklemin sayisal ¢oziimleri sonlu farklar yéntemi ile elde
edildi. Zhao ve arkadaslar1 [25] pseudo-spektral yontem kullanarak denklemin sayisal
cozumlerini elde ettiler. Zhang ve arkadaslari [24] tarafindan lokal siireksiz Galerkin yontemi
kullanilarak denklemin sayisal ¢oziimleri elde edildi. Hammad ve El-Azab [7] denklemi
¢cozmek icin kollokasyon yontemi ile kompakt sonlu fark semasimi kullandilar. Wazzan [23]

tarafindan denklemi ¢6zmek i¢in bir tanh-coth yontemi kullanildi.

Bu tezde (2.1) denklemi ile verilen genellestirilmis Burgers—Fisher denklemini 0<x<1

araliginda;

baslangi¢ sart1 ve

14



%
|11 —ao A Che)
u(1,t)[Titanh{z(au)[l(wﬁf a HD

sinir sartlari ile ele alindi. Bu problemin tam ¢6zimu;

%
1.1 —ad «_, Ao+
u(x,t)‘{Titanh[z(au)[x{(ffﬂ)+ @ Jtm

seklindedir.

2.2. Sayisal Yontem

u(x,t) nin (x;,t,) diigiim noktasindaki sonlu fark yaklasimlarini u' ile gosterelim, burada

N bolinti sayisi olmak iizere x =ih(i=01..,N), t,=tg+nk (n=012,..), h=% X-

yoniindeki boliintii uzunlugu ve k zaman adimidir.

(2.1) ile verilen genellestirilmis Burgers-Fisher denklemini Z—F ile carparak asagidaki

denklemi elde ederiz:

oF ou _, ou o%u
EE: F (U)(ﬂU(l—U(&‘)—auﬁa‘i—yj
ve
2
%=F'(u)(ﬂu(l—u5)—au‘5%u+%j (2.3)

15



Burada F(u) herhangi bir surekli ttrevlenebilir fonksiyondur. %—T tlrevi yerine geri fark

yaklasimini kullanirsak (2.3) denkleminin sonlu fark yaklasimi asagidaki gibi elde edilir:

F (uin+1)k— F(ur) _ F(ur )Lﬁup (1—(Ui“ )5)_a(uin Y (%UJ" {%H (2.4)

F(u)zeu olsun, bu durumda (2.4) denklemindeki tiirevler i¢in sonlu fark yaklagimlari

kullanilarak

Acik Logaritmik Sonlu Fark Yontemi (A-LSFY):

n _,n N Nl
N+l _ n n ne MO Ui Yig | Yiga ~ 2 Uiy
ui :Ui +|n{1+k[ﬂui (l—(ul ) )—(Z(Ui ) 2N + h2 )

Kapali Logaritmik Sonlu Sark Yontemi (K-LSFY):

n+l_ il nil o nel N+l

n+l . n n N m? Yit1 i1 Vi U Ui
U~ =ui +Inql+k| Bu; (1‘(“i) j_a(ui) 2h " h2

Crank-Nicolson Logaritmik Sonlu Fark Yontemi (CN-LSFY):

16



n+1

n)’ n n nel Nl n n n n+l n+l
U™ =0+ Ind1+k ﬂun(l_(un)‘s)_a(ui ) [um_um _I_ui+1 —U j+£[u”l_2ui U, +ui+1 _Zui +ui—1]
i T [ i

2h 2h 2 h’ h?

Seklinde elde edilir. 0 <8 <1 olmak Uzere agirlikli averaj yaklagimi ise

no_.n ml_ il u-n1—2u-n+u-nl Ml ol il
N (1_9) I I~
i 2

2h 2h h h

nd_ 1 0 (M (M (1) it YL, i i | gt 24 "l
u =u +IniLek| pu (1—(ui) j—a(ui) [(19) +0 N

Seklinde olur, burada r:LZ, 1<i<N-1 dir. Burada (2.5) denklemi €=0 igin (2.1)
h

genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin agik logaritmik sonlu fark yaklagimini, & =1 igin

kapali logaritmik sonlu fark yaklagimini, Hzéigin Crank-Nicolson logaritmik sonlu fark

yaklagimini1 verir.
Kapali ve Crank-Nicolson logaritmik sonlu fark yaklasimlari lineer olmayan fark

denklemlerinin sistemleridir. Bu lineer olmayan denklem sistemlerinin

G(A) =0 (2.6)

formunda oldugunu kabul edelim, burada G =[g,,d,,..., Uy ]T ve A= [V1”+1,V2”+1,...,V,3fi ]T
seklindedir. (2.6) sistemini Newton Yontemi ile ¢ozmek i¢in asagidaki adimlar izlenir:

1) A baslangi¢ degerlerinin belirlenmesi

2) m=0,1,2,... igin

J (A(m))é(m) =-G (A(m)) sisteminin ¢6zUmu ve

A = A 4 5 hesaplanmasi.
Burada J (A(m)) analitik olarak hesaplanan Jacobian matrisidir. Her bir zaman adiminda

Newton yonteminin durdurma Kkriteri HG(A(m))

‘ <107 olarak alinmistir.

17
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2.3. Kararhlik Analizi

Sunulan sonlu fark semalar1 logaritmik oldugundan, inceleme semalardaki logaritmik
terimler Taylor serisine agilarak agiklanacaktir. (2.5) ile verilen sonlu fark semalarinda
logaritmik terim Taylor serisine agilir ve ikinci mertebeden tiirevden itibaren kesilirse

(2.5) agirliklr averaj yaklasimi

n+l  n+l n n
n+l_ . .n n n\¢ MmO | ,Yix Y Ui ~Yia
Ui —Ui +kﬂui (l—(ul ) j—ak(ul ) [QT'F(].Q)T +
(2.11)
n+1 n+1 n+1 n n n
+k aui-l-l —2Ui +Ui—1 +(1_0)ui+1_2ui +ui—1
h2 h2

seklinde yazilabilir. (2.11) yaklagiminin kararlilik analizi i¢in von-Neumann yontemi

kullanilacaktir.  Von-Neumann yontemi sadece lineer fark denklemlerine
uygulandigindan (2.11) yaklasiminin kararliligin1 incelemek i¢in yaklagimdaki (Ui" )5

degiskeni sabitmis gibi kabul edilerek lineer olmayan terimler lineerlestirilir.

(Ui” )5 =U =sabit olarak ele alinirsa, bu durumda (2.11) yaklagiminin lineer formu

n+l _n+1 no_yn

U =ul + kA (1-U) - akU | 9 St (1o g) 2T
2h 2h

(2.12)

Tk (6’ Uiy — 2ui2+l +ury +(1-0) Ui, —2u7 +uly ]
h h?

seklinde yazilabilir. Bu yaklasima von-Neumann kararlilik yontemini uygulayalim.

(2.12) yaklagiminda u'" yerine

un :gne|¢ih1 | =J—1

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa gliglendirme faktorii

18



1+ kﬂ(l—U)—(l—e)al;Uisin(gﬁh) (1 Q)h—smz gh

2
oh
2

E =

1+ ellzulsm(gbh)+0hsm2

olarak elde edilir.

0 =0 ise (2.5) yaklagimi acik logaritmik sonlu fark yaklasimina karsilik gelir.

Yontemin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart |g| <1 olmasidir. O halde agik

logaritmik sonlu fark yaklagiminin kararl olmasi icin

2
[1+ kﬂ(l—U) 2 s|n2 %h} {% sin (¢h)} <1 esitsizliginin  saglanmasi

gerekmektedir.
0 =1 ise (2.5) yaklasimi kapali logaritmik sonlu fark yaklasimina karsilik gelir.

Yontemin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart |¢|<1 olmasidir. Bu sart her

r>0 icin saglanacagindan yaklasim sartsiz kararhdir.

0 =% ise (2.5) yaklasimi Crank-Nicolson logaritmik sonlu fark yaklagimina

karsilik gelir. Yontemin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart |¢[<1 olmasidir.

Bu sart her r >0 icin saglanacagindan yaklagim sartsiz kararhdir.
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3. ARASTIRMA BULGULARI

3.1 Model Problemlerin Nimerik Coéztmleri

Bu bolimde A-LSFY, K-LSFY ve CN-LSFY kullanilarak ele alinan model problemin
niimerik ¢oziimleri elde edilmistir. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin tam ¢oziimlere ne

kadar yakin oldugunu gostermek i¢in

Y _(UN)J'

2

N
L, :"U _UN”z :\/hEo

L= -], = oy - ()|
seklinde tanimlanan L, ve L_ hata normlari ve mutlak hata kullanilmistir, burada U ve

U, strastyla tam ¢oziimleri ve hesaplanan niimerik ¢oziimleri gostermektedir.

3.1.1 Model Problemin’ in A-LSFY ile ¢c6zUmu

Model problemin farkli parametreler icin A-LSFY kullanilarak elde edilen niimerik

¢Oziimleri ile tam ¢Ozlimlerinin karsilastirilmasi Tablo 3.1-Tablo 3.9 ile sunulmustur.

Tablo 3.1ile §=1, a=0.1, #=0.1, k=10" ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢6ziimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen numeric ¢oztimlerin tam ¢oziimlere olduk¢a yakin oldugu agikc¢a goriilmektedir.
Tablo 3.2 ve Tablo 3.3 ile =1, a=0.1, #=0.1 ve k=10 icin farkli béliintii

sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L hata normlari sunuldu. Tablo 3.4 ve

Tablo 3.51ile 6=1, ¢=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlart sunuldu.
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Tablo 3.1: §=1, a=0.1, #=0.1 ve k=107 igin Model Problem’ in A-LSFY ile

elde edilen niimerik ¢oziimleri ile tam ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X

t

N =80

Tam C6zum

Mutlak hata

0.1

0.501312496932275

0.501312497178398

0.246123010860799 E-9

0.1

1

0.524355709028359

0.524355708368953

0.659405419156656 E-9

10

0.734972602412623

0.734972597577230

0.483539308593350 E-8

0.1

0.496312569445419

0.496312567691637

1.753781064817162 E-9

0.5

1

0.519365311131300

0.519365307524377

3.606922538423873 E-9

10

0.731058583683817

0.731058576878263

0.680555389820370 E-8

0.1

0.491313381030501

0.491313374237898

6.792602591509933 E-9

0.9

1

0.514371047918153

0.514371040142668

7.775485255656633 E-9

10

0.727108224871255

0.727108214296157

1.057509813051638 E-8

Tablo 3.2: 6=1, =01, #=0.1 ve k=10 icin farkli bdliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L2
N t=01 t=1 t=10
20 0.8288950 E-9 0.7503647 E-9 4.3634900 E-9
40 2.1729580 E-9 2.6022410 E-9 5.9142450 E-9
80 3.6981640 E-9 4.6665930 E-9 0.7522749 E-8
100 3.6983430 E-9 4.6183490 E-9 0.7461500 E-8

Tablo 3.3: 6=1, ¢=0.1, #=0.1 ve k=10 icin farkli boliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L hata normlari.

L,
N t=0.1 t=1 t=10

20 1.8565577964 E-9 1.3614123162 E-9 5.0319126643 E-9
40 5.3162246272 E-9 5.8587105167 E-9 9.2983215572 E-9
80 8.2952800184 E-9 8.8368901086 E-9 1.1669060718 E-8

100 8.2952800184 E-9 8.8368901086 E-9 1.1669060718 E-8
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Tablo 3.4: 6=1, a=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

LZ
k t=0.1 t=1 t=10
0.001 2.6271610 E-5 2.6237920 E-5 2.0618660 E-5
0.0001 1.7891770 E-9 2.5863290 E-9 2.6520750 E-9
0.00001 0.8288950 E-9 0.7503647 E-9 4.3634900 E-9

Tablo 3.5: =1, a=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlar.

L,
k t=0.1 t=1 t=10

0.001 2.5649545116 E-5 2.5623841745 E-5 2.0373987263 E-5

0.0001 2.5362119072 E-9 3.6206341258 E-9 5.0319126643 E-9

0.00001 1.8565577964 E-9 1.3614123162 E-9 5.0319126643 E-9

Tablo 3.6ile =4, =05, =05, k=10"° ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.
Tablo 3.7 ve Tablo 3.8 ile 6=4, =05, =05 ve k=107 icin farkli boliintii

sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.6: 6=4, a=0.5, =05 ve k=10 icin Model Problem’ in A-LSFY ile

elde edilen niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerin karsilastirilmasi

X t N =80 Tam COozum Mutlak hata
0.1 0.8575923963 0.8575924140 1.7680166442 E-8
01 |05 0.9234210342 0.9234210636 2.9340024410 E-8
1 0.9687661738 0.9687661943 2.0441659698 E-8
0.1 0.8413165570 0.8413165920 3.5016427535 E-8
05 |05 0.9128025372 0.9128026177 8.0402654978 E-8
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1 0.9638206944 0.9638207559 6.1475511015 E-8
0.1 0.8240315223 0.8240315131 0.9172277271 E-8
0.9 0.5 0.9010818744 0.9010818889 1.4515929014 E-8
1 0.9581744827 0.9581744985 1.5745842408 E-8

Tablo 3.7: §=4, =05, =05 ve k=107 i¢in farkli béliintii sayilar1 ve farkls

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.1 t=05 t=1
20 3.2495750 E-8 7.8477140 E-8 6.2355900 E-8
40 2.9741050 E-8 6.4740030 E-8 4.9194050 E-8
80 2.7020630 E-8 5.7813320 E-8 4.4161650 E-8
100 2.7245630 E-8 5.7733120 E-8 4.3924680 E-8

Tablo 3.8: §=4, a=0.5, =05 ve k=10 icin farkl: boliintii sayilar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

N t=0.1 t=05 t=1

20 4.2618551022 E-8 1.0673235951 E-7 8.5408609740 E-8
40 4.4245704989 E-8 9.1815798964 E-8 6.9049616136 E-8
80 3.8299328375 E-8 8.0951208181 E-8 6.1838519527 E-8
100 3.9283726494 E-8 8.1014424169 E-8 6.1385394989 E-8

Tablo3.9ile 6=1, =1, f=1, k=107 ve N =80 icin farkli zamanlarda elde edilen

niimerik ¢6ziimlerin tam ¢ozlimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde edilen
nlimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere olduk¢a yakin oldugu agik¢a goriilmektedir. Tablo

3.10 ve Tablo 3.11 ile §=1, a=1, B=1 ve k=10 icin farkli béliintii sayilar1 ve

farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.9: §=1, =1, =1 ve k=107 icin Model Problem’ in A-LSFY ile elde

edilen nlimerik ¢ozlmleri ile tam ¢oziimlerin karsilastiriimasi
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X t N =80 Tam C6zum Mutlak hata
0.1 0.5187412152 0.5187411964 0.1886378220 E-7
01 0.5 0.6399160957 0.6399160817 1.3972292878 E-8
1 0.7685247827 0.7685247929 1.0183941357 E-8
0.1 0.4687906531 0.4687905710 0.8207831320 E-7
05 0.5 0.5926666251 0.5926665487 7.6418609773 E-8
1 0.7310585991 0.7310586096 1.0494418667 E-8
0.1 0.4194577639 0.4194576690 0.9481965146 E-7
0.9 0.5 0.5436387567 0.5436386617 9.5057455907 E-8
1 0.6899745411 0.6899744870 5.4087900048 E-8

Tablo 3.10: 6=1, a=1, B=1 ve k=107 igin farkli béliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.1 t=0.5 t=1
20 2.2910600 E-7 2.4749720 E-7 1.3891780 E-8
40 9.3330980 E-8 8.9654070 E-8 2.6192520 E-8
80 7.4158060 E-8 7.1196110 E-8 3.0271520 E-8
100 6.9838510 E-8 6.5952290 E-8 3.0491770 E-8

Tablo 3.11: 6=1, a=1, B=1 ve k=107 icin farkli boliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.1 t=05 t=1

20 3.1038402470 E-7 3.4418821937 E-7 2.3207676447 E-8
40 1.2122383436 E-7 1.1995653759 E-7 5.2337049472 E-8
80 1.0003645839 E-7 9.7975326074 E-8 7.8312154317 E-8

100 9.6164308350 E-8 9.3229539644 E-8 7.8312154317 E-8
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3.1.2 Model Problemin’ in K-LSFY ile ¢6zimi

Model problemin farkli parametreler i¢cin K-LSFY kullanilarak elde edilen niimerik

cozlmleri ile tam ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi Tablo 3.12-Tablo 3.26 ile sunulmustur.

Tablo 3.12ile =1, =0.1, #=0.1, k=107 ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam ¢6ziimlere oldukca yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.
Tablo 3.13 ve Tablo 3.14 ile §=1, o =0.1, #=0.1 ve k=10 igin farkli bdliintii
sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L hata normlar1 sunuldu. Tablo 3.15 ve
Tablo 3.16ile 6 =1, ¢ =0.1, f=0.1 ve N =20 igin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.12: 6=1, a=0.1, #=0.1 ve k=107 icin Model Problem’ in K-LSFY ile

elde edilen nimerik ¢oztmleri ile tam ¢6ziimlerin karsilagtirilmasi

X t N =80 Tam C6zum Mutlak hata
0.1 0.501312497 0.501312497 2.132171106 E-10
0.1 1 0.524355708 0.524355709 0.786389620 E-9
10 0.734972598 0.734972602 4941597131 E-9
0.1 0.496312566 0.496312567 3.907938417 E-10
05 1 0.519365307 0.519365309 1.046180476 E-9
10 0.731058577 0.731058582 4.808446530 E-9
0.1 0.491313374 0.491313374 2.179671443 E-10
0.9 1 0.514371040 0.514371041 0.793320742 E-9
10 0.727108214 0.727108219 5.036031814 E-9

Tablo 3.13: 6=1, o =0.1, #=0.1 ve k=107 i¢in farkli béliintii sayilar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

I‘2
N t=01 t=1 t=10
20 3.296570000 E-10 0.956617900 E-9 5.032441000 E-9

25




40 3.156147000 E-10 0.931080600 E-9 4.968639000 E-9
80 3.119810000 E-10 0.923228100 E-9 4.936170000 E-9
100 3.115262000 E-10 0.922042500 E-9 4.929632000 E-9

Tablo 3.14: 6=1, o =0.1, f=0.1 ve k=107 icin farkli béliintii sayilar1 ve farkls

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,

N t=0.1 t=1 t=10
20 4,141153531 E-10 1.082890999 E-9 5.149528026 E-9
40 3.954677696 E-10 1.053538701 E-9 5.149528026 E-9
80 3.908390278 E-10 1.046202680 E-9 5.149528026 E-9
100 3.902952406 E-10 1.045335263 E-9 5.149528026 E-9

Tablo 3.15: 6=1, «=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L2
k t=0.1 t=1 t=10
0.001 2.627363000 E-5 2.624141000 E-5 2.062275000 E-5
0.0001 2.243964000 E-9 3.528544000 E-9 3.510823000 E-9
0.00001 3.296570000 E-10 0.956617900 E-9 5.032441000 E-9

Tablo 3.16: 6=1, «=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,

k t=0.1 t=1 t=10
0.001 2.565192119 E-5 2.562878756 E-5 2.037517263 E-5
0.0001 2.986923320 E-9 4.656615982 E-9 5.149528026 E-9
0.00001 4.141153531 E-10 1.082890999 E-9 5.149528026 E-9

Tablo 3.17ile =4, =05, =05, k=10" ve N =80 icin farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde
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edilen niimerik ¢ozlimlerin tam ¢6ziimlere oldukca yakin oldugu agikca goriilmektedir.
Tablo 3.18 ve Tablo 3.19 ile =4, a=0.5, #=0.5 ve k=10 icin farkl1 boliintii
sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar sunuldu. Tablo 3.20 ve
Tablo 3.21 ile 6=4, =05, =05 ve N =20 icgin farkli k zaman adimlar1 ve

farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.17: §=4, o =0.5, f=0.5 ve k=107 icin Model Problem’ in K-LSFY ile

elde edilen nimerik ¢oztimleri ile tam ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X t N =80 Tam COzum Mutlak hata
0.01 0.838828674 0.838828671 3.044660413 E-9
01 0.1 0.857592409 0.857592397 1.227654089 E-8
1 0.968766193 0.968766174 1.874317590 E-8
0.01 0.821401341 0.821401338 3.313246566 E-9
05 0.1 0.841316577 0.841316548 2.913325736 E-8
1 0.963820751 0.963820692 5.924486868 E-8
0.01 0.803061796 0.803061794 1.670484862 E-9
0.9 0.1 0.824031507 0.824031497 0.996052485 E-8
1 0.958174496 0.958174474 2.218406669 E-8

Tablo 3.18: §=4, o =05, f=05 ve k=107 icin farkl1 béliintii sayilar1 ve farkls

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.01 t=0.1 t=1
20 2.970753000 E-9 2.306763000 E-8 5.787535000 E-8
40 2.960667000 E-9 2.196600000 E-8 4.605473000 E-8
80 2.959242000 E-9 2.169099000 E-8 4.309900000 E-8
100 2.959111000 E-9 2.165803000 E-8 4.274426000 E-8

Tablo 3.19: §=4, =05, =05 ve k=10 icin farkl1 bSliintii sayilar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.
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Loo
N t=0.01 t=0.1 t=1
20 4.055695890 E-9 3.121735237 E-8 7.944184566 E-8
40 3.902703938 E-9 2.967449042 E-8 6.345705639 E-8
80 3.864526255 E-9 2.929758558 E-8 5.941517611 E-8
100 3.859609743 E-9 2.925280451 E-8 5.892782273 E-8

Tablo 3.20: 6=4, a=0.5, f=0.5 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

I‘2
K t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 2.335004000 E-4 2.174477000 E-4 6.584637000 E-5
0.0001 2.956303000 E-8 2.242226000 E-7 4.508992000 E-7
0.00001 | 2.970753000 E-9 2.306763000 E-8 5.787535000 E-8

Tablo 3.21: 6=4, =0.5, f=0.5 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,

k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 2.418233998 E-4 2.294765042 E-4 7.932558486 E-5
0.0001 3.859468822 E-8 3.009119446 E-7 6.164389688 E-7
0.00001 4.055695890 E-9 3.121735237 E-8 7.944184566 E-8

Tablo 3.22 ile §=1, =1, f=1, k=10"° ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen niimerik ¢dziimlerin tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu acik¢a goriilmektedir.
Tablo 3.23 ve Tablo 3.24 ile §=1, a=1, =1 ve k=107 icin farkl1 béliintii say1lar1

ve farkl1 zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlari sunuldu. Tablo 3.25 ve Tablo
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3.26 ile 6=1, =1, =1 ve N=20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.22: §=1, =1, =1 ve k=10 icin Model Problem’ in K-LSFY ile elde

edilen niimerik ¢ézlimleri ile tam ¢oziimlerin karsilastirilmasi

X t N =80 Tam C6zim Mutlak hata
0.01 0.490626090 0.490626098 0.800692251 E-8
0.1 0.1 0.518741183 0.518741216 3.330477150 E-8
1 0.768524772 0.768524783 1.100200475 E-8
0.01 0.440902516 0.440902528 1.209210082 E-8
05 0.1 0.468790535 0.468790627 9.211933938 E-8
1 0.731058546 0.731058579 3.233179480 E-8
0.01 0.392336821 0.392336830 0.906223180 E-8
0.9 0.1 0.419457656 0.419457696 3.962088352 E-8
1 0.689974462 0.689974481 1.961160501 E-8

Tablo 3.23: =1, a=1, =1 ve k=107 i¢in farkli boliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

I‘2
N t=0.01 t=0.1 t=1
20 3.8753870000 E-8 2.5199340000 E-7 4.3785880000 E-8
40 1.6245460000 E-8 1.0543530000 E-7 2.8665070000 E-8
80 1.0606460000 E-8 6.8758270000 E-8 2.5055060000 E-8
100 0.9929546000 E-8 6.4356040000 E-8 2.4628800000 E-8

Tablo 3.24: 6=1, a=1, =1 ve k=107 icin farkli boliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L

00

t=0.01

t=0.1

t=1

20

4.449732377 E-8

3.386615244 E-7

6.565297561 E-8

29




40 1.870624583 E-8 1.418639534 E-7 4.011723520 E-8
80 1.228812940 E-8 9.242633064 E-8 3.394364223 E-8
100 1.151985635 E-8 8.650411454 E-8 3.321560227 E-8

Tablo 3.25: 6=1, a=1, =1 ve N =20 igin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L2
k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 3.148058000 E-4 3.222642000 E-4 2.535949000 E-4
0.0001 1.169404000 E-7 7.496797000 E-7 2.061445000 E-7
0.00001 | 3.875387000 E-8 2.519934000 E-7 4.378588000 E-8

Tablo 3.26: 6=1, a=1, =1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlar:.

L.

k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 3.129882080 E-4 3192319748 E-4 2.724167941 E-4
0.0001 | 1.354573470 E-7 1.009307810 E-6 2.945578597 E-7

0.00001 | 4.449732377 E-8 3.386615244 E-7 6.565297561 E-8

3.1.3 Model Problemin’ in CN-LSFY ile ¢c6zUmu

Model problemin farkli parametreler icin CN-LSFY kullanilarak elde edilen niimerik

¢Oziimleri ile tam ¢Ozlimlerinin karsilastirilmasi Tablo 3.27-Tablo 3.41 ile sunulmustur.

Tablo 3.27 ile §=1, ¢ =0.1, #=0.1, k=10" ve N =80 icin farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde
edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.

Tablo 3.28 ve Tablo 3.29 ile §=1, a=0.1, #=0.1 ve k=10" igin farkli boliintii
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sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar sunuldu. Tablo 3.30 ve

Tablo 3.31ile 6=1, «=0.1, f=0.1 ve N =20 igin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.27: 6 =1, ¢ =0.1, #=0.1 ve k=10 icin Model Problem’ in CN-LSFY ile

elde edilen nimerik ¢oztimleri ile tam ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X t N =80 Tam C6zim Mutlak hata
0.1 0.501312497 0.501312497 0.300650072 E-10
01 1 0.524355708 0.524355709 1.108860487 E-10
10 0.734972598 0.734972602 6.967975488 E-10
0.1 0.496312566 0.496312567 0.551044878 E-10
05 1 0.519365307 0.519365309 1.475181647 E-10
10 0.731058577 0.731058582 6.780223648 E-10
0.1 0.491313374 0.491313374 0.307347930 E-10
0.9 1 0.514371040 0.514371041 1.118633197 E-10
10 0.727108214 0.727108219 7.101134098 E-10

Tablo 3.28: 6=1, a=0.1, f=0.1 ve k=107 i¢in farkli béliintii sayilar1 ve

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

farkli

LZ
N t=0.1 t=1 t=10
20 3.296570 E-10 9.566179 E-10 5.032441 E-9
40 3.156147 E-10 9.310806 E-10 4.968639 E-9
80 3.119810 E-10 9.232277 E-10 4.936169 E-9
100 3.115262 E-10 9.220425 E-10 4.929632 E-9

Tablo 3.29: =1, a=0.1, f=0.1 ve k=107 icin farkl1 béliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

t=01

t=10
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20 0.583929734 E-10 1.526947138 E-10 7.261171337 E-10
40 0.557635422 E-10 1.485558478 E-10 7.261171337 E-10
80 0.551108593 E-10 1.475213113 E-10 7.261171337 E-10
100 0.550341818 E-10 1.473991094 E-10 7.261171337 E-10

Tablo 3.30: 6=1, «=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,

k t=0.1 t=1 t=10
0.001 2.627363 E-5 2.624141 E-5 2.062275 E-5
0.0001 2.243964 E-9 3.528544 E-9 3.510823 E-9

0.00001 3.296570 E-10 9.566179 E-10 5.0324410 E-9

Tablo 3.31: 6=1, «=0.1, #=0.1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
k t=01 t=1 t=10
0.001 2.565192119 E-5 2.562878756 E-5 2.037517263 E-5
0.0001 4,211757250 E-10 6.566133114 E-10 7.261171337 E-10
0.00001 0.583929734 E-10 1.526947138 E-10 7.261171337 E-10

Tablo 3.32ile 6 =4, =05, =05, k=10"° ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.
Tablo 3.33 ve Tablo 3.34 ile =4, a=0.5, =05 ve k=107 icin farkl: boliintii
sayilar1 ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L hata normlar1 sunuldu. Tablo 3.35 ve
Tablo 3.36 ile 6=4, =05, =05 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve

farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.
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Tablo 3.32: §=4, =05, f#=0.5 ve k=107 icin Model Problem’ in CN-LSFY ile

elde edilen niimerik ¢oziimleri ile tam ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

X t N =80 Tam Cozim Mutlak hata
0.01 0.838828674 0.838828671 3.044660413 E-9
01 0.1 0.857592409 0.857592397 1.227654101 E-8
1 0.968766193 0.968766174 1.874317568 E-8
0.01 0.821401341 0.821401338 3.313246566 E-9
05 0.1 0.841316577 0.841316548 2.913325781 E-8
1 0.963820751 0.963820692 5.924486879 E-8
0.01 0.803061796 0.803061794 1.670484862 E-9
0.9 0.1 0.824031507 0.824031497 0.996052485 E-8
1 0.958174496 0.958174474 2.218406647 E-8

Tablo 3.33: §=4, =05, =05 ve k=107 icin farkl1 béliintii sayilar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

LZ
N t=0.01 t=0.1 t=1
20 2.970753000 E-9 2.306763000 E-8 5.787535000 E-8
40 2.960667000 E-9 2.196600000 E-8 4.605473000 E-8
80 2.959242000 E-9 2.169099000 E-8 4.309900000 E-8
100 2.959111000 E-9 2.165803000 E-8 4.274426000 E-8

Tablo 3.34: §=4, =05, =05 ve k=10 icin farkl1 bSliintii sayilar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.01 t=0.1 t=1

20 4,055695890 E-9 3.121735237 E-8 7.944184566 E-8
40 3.902703938 E-9 2.967449042 E-8 6.345705628 E-8
80 3.864526255 E-9 2.929758602 E-8 5.941517656 E-8

100 3.859609743 E-9 2.925280462 E-8 5.892782284 E-8
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Tablo 3.35: 6=4, a=0.5, f=0.5 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

LZ
k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 2.335004000 E-4 2.174477000 E-4 6.584637000 E-5
0.0001 | 2.956303000 E-8 2.242226000 E-7 4508992000 E-7
0.00001 | 2.970753000 E-9 2.306763000 E-8 5.787535000 E-8

Tablo 3.36: =4, a=0.5, f=0.5 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 2.418233998 E-4 2.294765042 E-4 7.932558486 E-5
0.0001 3.859468822 E-8 3.009119446 E-7 6.164389688 E-7
0.00001 4,055695890 E-9 3.121735237 E-8 7.944184566 E-8

Tablo 3.37 ile §=1, =1, f=1, k=10 ve N =80 i¢in farkli zamanlarda elde

edilen niimerik ¢ozlimlerin tam c¢oziimlerle karsilastirilmasi verildi. Tablodan elde

edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere oldukca yakin oldugu agik¢a goriilmektedir.
Tablo 3.38 ve Tablo 3.39ile §=1, o =1, f=1 ve k=10 icin farkli boliintii sayilari
ve farkli zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlari sunuldu. Tablo 3.40 ve Tablo
341 ile 6=1, a=1, f=1 ve N=20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, ve L, hata normlar1 sunuldu.

Tablo 3.37: §=1, =1, =1 ve k=107 igin Model Problem’ in CN-LSFY ile elde

edilen niimerik ¢6ztumleri ile tam ¢6ziimlerin karsilastirilmasi

Mutlak hata
0.800692251 E-8

X t N =80
0.01 0.490626090

Tam COzum
0.490626098
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0.1 |01 0.518741183 0.518741216 3.330477150 E-8
1 0.768524772 0.768524783 1.100200508 E-8
0.01 0.440902516 0.440902528 1.209210082 E-8
05 0.1 0.468790535 0.468790627 9.211933938 E-8
1 0.731058546 0.731058579 3.233179535 E-8
0.01 0.392336821 0.392336830 0.906223180 E-8
0.9 0.1 0.419457656 0.419457696 3.962088352 E-8
1 0.689974462 0.689974481 1.961160512 E-8

Tablo 3.38: =1, a=1, B=1 ve k=107 i¢in farkli boliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.01 t=0.1 t=1
20 3.875387000 E-8 2.519934000 E-7 4.378588000 E-8
40 1.624546000 E-8 1.054353000 E-7 2.866507000 E-8
80 1.060646000 E-8 6.875827000 E-8 2.505506000 E-8
100 0.992954700 E-8 6.435604000 E-8 2.462880000 E-8

Tablo 3.39: 6=1, a=1, =1 ve k=107 icin farkli béliintii sayilar1 ve farkl

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
N t=0.01 t=0.1 t=1

20 4,449732377 E-8 3.386615244 E-7 6.565297561 E-8
40 1.870624583 E-8 1.418639532 E-7 4.011723564 E-8
80 1.228812940 E-8 9.242633064 E-8 3.394364290 E-8

100 1.151985635 E-8 8.650411493 E-8 3.321560238 E-8

Tablo 3.40: 6=1, a=1, =1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

t=0.01

t=0.1
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0.001 3.148058000 E-4 3.222642000 E-4 2.535949000 E-4
0.0001 1.169404000 E-7 7.496797000 E-7 2.061445000 E-7
0.00001 3.875387000 E-8 2.519934000 E-7 4.378588000 E-8

Tablo 3.41: 6=1, a=1, =1 ve N =20 icin farkli k zaman adimlar1 ve farkli

zamanlarda elde edilen L, hata normlari.

L,
k t=0.01 t=0.1 t=1
0.001 3.129882080 E-4 3.192319748 E-4 2.724167941 E-4
0.0001 1.354573470 E-7 10.093078104 E-7 2.945578597 E-7
0.00001 4,449732377 E-8 3.386615244 E-7 6.565297561 E-8
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde genellestirilmis Burgers-Fisher denkleminin niimerik ¢o6ziimleri Agik
Logaritmik Sonlu Fark Yontemi (A-LSFY), Kapali Logaritmik Sonlu Fark Ydntemi (K-
LSFY) ve Crank-Nicolson Logaritmik Sonlu Fark Yontemi (CN-LSFY) kullanilarak
elde edildi. Yontemlerin performansini test etmek igin ele alinan model problem farkli
parametrelerle incelendi. Elde edilen nimerik c¢ozumlerin  tam ¢Ozumlerle
karsilastirilmalar1 tablolarla verildi. Sonuglarin dogrulugunu gostermek i¢in mutlak
hata, L, ve L, hata normlart kullanildi. Ayrica sunulan yontemlerin kararliligi von
Neumann kararlilik analizi yontemi ile incelendi. Tablolardan N’ nin degeri arttikca
yani h konum adimmin degeri azaldik¢a L, ve L, hata normlarmm degerlerinin
azaldigi, k zaman adimimin degeri kiiciildiik¢e hata normlarinin degerlerinin azaldig:
gorilmektedir. 6=1, =01 ve a=0.1 icgin farkli boliintii sayilart ve farkl
zamanlarda sirastyla A-LSFY, K-LSFY ve CN-LSFY ile elde edilen L, hata normlari
sirasiyla Tablo 3.2, Tablo 3.13 ve Tablo 3.28 ile sunulmustur. Tablolardan K-LSFY ve
CN-LSFY ile elde edilen sonuglarin A-LSFY ile elde edilen sonuclara gore daha iyi

oldugu goriilmektedir.

Sonug olarak genellestirilmis Burgers-Fisher denklemine uygulanan bu yontemler farkli

alanlarda karsilagilan lineer olmayan bagka problemlerede uygulanabilir.
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