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OZET

DOKTORA TEZI

KOZMOLOJIK FENOMENLERIN GENELLESTIRILMIS BELIRSIZLIK
ILKESI KULLANILARAK INCELENMESI

ngﬁr OKCU

Istanbul Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Fizik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

Bu tezde genellestirilmis belirsizlik prensibi caligilmistir. Ilk olarak genellestirilmis
belirsizlik prensibi modifiye van der Waals kara delik ¢6ziimii elde edilmistir. Modifiye
coziimiin termodinamik 6zellikleri ve faz gecisleri incelenmigtir. Ayrica P-V diizleminde
faz gecisi calisilmistir. Genellestirilmis belirsizlik ilkesi dikkate alindiginda fiziksel
olarak anlaml bir faz gecisi oldugu gosterilmistir. Ikinci olarak DSR-GUP’dan modifiye
entropi-alan iligkisi kullanmilarak, goriiniir ufkun termodinamiginin birinci yasasindan
modifiye Friedmann denklemleri elde edilmistir. Biiyiik Patlama tekilligini ortadan kaldirma
potansiyeline sahip bir minimum goriiniir ufuk bulunmustur. Ayrica yavaslama parametresi
evrenin tim donemleri i¢in caligilmistir. Termodinamigin genellestirilmis ikinci yasasi
evrenin tiim donemleri icin saglanmaktadir. Son olarak genellestirilmis belirsizlik prensibi
modifiye Schwarzschild metrigi i¢cin Shapiro zaman gecikmesi, kiitlecekimsel kirmiziya
kayma ve jeodezik devinim incelenmistir. Gozlemsel ve deneysel sonuclarin kullanilmasiyla
genellestirilmis belirsizlik ilkesinin boyutsuz parametresi icin iist sinirlar elde edilmistir. Bu
sinirlar literatiirdeki sinirlarla kargilagtirilmistir.

Haziran 2021, 95 sayfa.

Anahtar kelimeler: Fenomenolojik Kuantum Kiitlecekimi, Genellestirilimis Belirsizlik
Prensibi, Genel Gorelilik.
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SUMMARY

Ph.D. THESIS

INVESTIGATION OF COSMOLOGICAL PHENOMENA BY USING
GENERALIZED UNCERTAINTY PRINCIPLE
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Supervisor: Prof. Dr. Ekrem AYDINER

In this thesis, generalized uncertainty principle was studied. Firstly, generalized uncertainty
principle modified van der Waals black hole solution was obtained. Thermodynamic
properties and phase transition of modified solution were investigated. Also, phase transition
in P-V plane was studied. Taking into account generalized uncertainty principle, it was
shown that there is a physically meaningful phase transition. Secondly, using the modified
entropy-area relation from DSR-GUP, modified Friedmann equations were obtained from the
first law of thermodynamics at apparent horizon. A minimum apparent horizon, which has
the potential to remove the Big Bang singularity, was found. Also, deceleration parameter
was studied for the all eras of the Universe. The generalized second law of thermodynamics
is satisfied for the all eras of the Universe. Finally, Shapiro time delay, gravitational redshift,
and geodetic precession were investigated for generalized uncertainty principle modified
Schwarzschild metric. Using observational and experimental results, uppper bounds of
generalized uncertainty principle dimensionless parameter were obtained. These bounds
compared with other bounds in the literature.

June 2021, 95 pages.

Keywords: Phenomenology of Quantum Gravity, Generalized Uncertainty Principle,
General Relativity.
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1. GIRIS

Giiclii deneysel kanitlarla desteklenen ve kiitlegcekimsel fenomenleri aciklama konusunda
oldukca bagarili olan Albert Einstein’in genel gorelilik kurami cok kiiciik uzunluk
olceklerinde iyi sonuglar vermemektedir. Ornegin; kara deliklerin tekilligi, evrenin
baglangicindaki tekillik ve buharlasan kara deliklerin sicakliginin iraksamasi gibi ongoriiler
cok mantikli degildir. Makul olmayan bu durumlarin iistesinden gelmek icin kiitlecekiminin
kuantum teorisi yani kauntum kiitlecekim teorisi (KKT) gereklidir. KKT’yi fizigin iki
bagarili teorisi olan kuantum mekanigi ve genel gorelilik teorisinin tatmin edici bir
birlesimi olarak tanimlayabiliriz. Giiniimiize kadar tatmin edici bir birlesme i¢in ¢ok
sayida gerceklestirilen girisim basarisiz olmustur. Basarili bir KKT elde etmeye yonelik
girisimler modern fizigin en zorlayici konularindan birisi haline gelmistir. Yine de sicim
kurami ve ilmek kuantum kiitlecekimi (Loop Quantum Gravity) basarili bir birlesmeyi

gerceklestirebilecek olan iki gii¢lii aday olarak goriilmektedir.

KKT’nin cesitli yaklasimlarinda ve sicim kuraminda minimum bir mesafenin varlig
karsimiza cikar. Bu minimum mesafe ongoriisii yukarida bahsettigimiz genel goreliligin
olumsuzluklar ile basa ¢ikmak bakimindan olduk¢a onemlidir. Ozellikle evrenin sonlu
bir mesafeden genislemesi, kara deliklerin buharlasmasinin son asamasinda sonlu bir
sicaklik gibi daha makul ongoriiler saglar. Sicim kurami ve ¢ok sayida KKT bu minimum
mesafenin Planck uzunlugu olarak adlandirilan /p = \/W/c3 ~ 1.6 x 1073 m degeri
mertebesinde oldugunu 6ngdrmektedir. Bu mesafede kuantum kiitlecekim etkilerinin gézardi

edilemeyecegi diisiiniilmektedir.

Bu tezin konusu fenomenolojik KKT’lerden birisi olan genellestirilmis belirsizlik prensibidir
(GBP). GBP’yi standart belirsizlik prensibinin modifikasyonu olarak tanimlayabiliriz. Sicim
kuram1 ve bircok KKT yaklasimina benzer sekilde minimum mesafe diisiincesi GBP’nin
karakterisitik Ongoriisii olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Dolayisiyla GBP standart genel
goreliligin baga ¢ikamadigr tekilliklerle ugragsmak bakimindan énemli hale gelmektedir. Bu
tezde de biz kara deliklerin termodinamigini, evrenin dinamigini tanimlayan Friedmann
denklemlerini ve kiitlecekimsel testleri GBP cercevesinde ele aldik. Ozetle tezin

organizasyonu asagidaki gibidir:



Ikinci bolimde GBP’nin ayrintili bir tamimlanmasindan sonra literatiirde yapilan
calismalardan bahsedilecektir. Literatiirde Onerilen en basit formdaki GBP’nin
tiiretilmesine yonelik diisiince deneyi verilecektir [1]. Ozellikle GBP’nin kara delik
termodinamiginde ©nemi nedeniyle Hawking sicakliginin modifikasyonuna yonelik
yontemlerden bahsedilecektir [2, 3]. Uciincii boliimde ilk olarak son yillarda anti-de Sitter
(AdS) uzayzamaninda kozmolojik sabitin kara delik termodinamiginin birinci yasasinda
termodinamik basing olarak diisiintildiigii durum [4] hakkinda bilgi verildikten sonra van der
Waals (vdW) akigkanlariyla ayni termodinamik 6zelliklere sahip vdW kara deliginin ¢oziimii
verilecektir [5]. Bu kara delik ¢oziimiiniin saglamas1 gerektigi enerji sartlar tartigilacaktir.
Ardindan Friedmann denklemlerinin goriiniir ufuk 74’da termodinamigin birinci yasasindan
(TBY) elde edilmesine yonelik bilgiler verilecektir [6, 7]. Son olarak bu boliimde Scardigli
ve Casadio’nun GBP modifikasyonunu iceren Schwarzschild c¢oziimii [8] icin 1s181n
sapmasi, Merkiir’iin perihel noktasinin kaymasi ve PRS B 1913+16 pulsar ciftinin periastron
noktasinin kaymasi incelenecektir. Bulunan teorik sonuclarin gozlemlerle karsilastirilmasi
sonucunda GBP’nin boyutsuz parameteresinin sayisal iist sinirlar1 verilecektir. Dordiincii
boliimde tigiincii boliimiin basinda vermis oldugumuz vdW kara deligi ¢oziimiinii GBP
etkilerini icerecek sekilde modifiye edecegiz. Elde edilen modifiye ¢6ziimiin enerji sartlart
kontrol edilip termodinamik 0zellikleri ve faz gecisi ayrintilartyla incelenecektir. Standart
coziim ile karsilagtirma yapilacaktir. Daha sonra literatirde DSR-GUP [9, 10] olarak
bilinen GBP kullanilarak goriiniir ufuk icin elde edilen entropi-alan iligkisi aracilifiyla
termodinamigin birinci yasasindan modifiye Friedmann denklemleri elde edilecektir. Elde
edilen Friedmann denklemlerinin Biiyiik Patlama’nin bagindaki tekilligi nasil kaldirdig: ile
ilgili bilgi verilecektir. Modifiye Friedmann denklemleri kullanilarak elde edilen yavaglama
parametresi g (deceleration parameter) evrenin erken zaman enflasyon, radyasyon, madde
ve ge¢ zaman genisleme donemleri i¢in ele alimip yorumlanacaktir. Termodinamigin
genellestirilmis ikinci yasasinin (TGIY) modifiye Friedmann denklemleri icin evrenin tiim
donemlerinde saglandigin1 gosterecegiz. Son olarak bu boliimde Scardigli ve Casadio’nun
onerdigi GBP modifiye Schwarzschild ¢6ziimiinii kullanarak Shapiro zaman gecikmesi,
kiitlecekimsel kirmiziya kayma ve jeodezik devinim gibi testleri inceleyecegiz. Her ii¢
test i¢in buldugumuz sonuglart deneyler ve gozlemlerle karsilagtirarak GBP’nin boyutsuz
parametersi i¢in {ist sinirlar elde edecegiz. Literatiirde yapilan benzer ¢alismalar sonucu elde
edilen iist sinirlardan bahsedilecektir. Begsinci béliimde ise buldugumuz sonuglar 6zetlenip

tartisilacaktir.



2. GENEL KISIMLAR

GBP’yi kisaca kuantum kiitlecekimsel etkilerin goz Oniine alindig1 durumdaki Heisenberg
belirsizlik prensibinin modifikasyonu olarak tanimlayabiliriz. Giiniimiize kadar GBP
icin literatiirde ¢ok sayida calisma yapilmistir. Standart Heisenberg belirsizlik ilkesinin
kiitlecekimsel etkilerin goéz oniine alindi§1 durumda modifiye edilmesi diistincesi 1980’1
yillarda sicim kuramina dayanan ¢alismalara kadar gitmektedir [11-16]. En basit formdaki

GBP [1] asagidaki gibi verilebilir:

AxAp>h< BP p) 2.1)

Burada 3 boyutsuz bir sabit olarak diisiiniilebilir ve genelde bir civarinda varsayilmaktadir.
Standart belirsizlik prensibinden farkli olarak esitsizlifin sag tarafinda momentumun
belirsizliginin karesi bulunmaktadir. Bundan dolay1 bu en basit formdaki GBP literatiirde

kuadratik genellestirilmis belirsizlik prensibi (KGBP) olarak adlandirilmaktadir.

Girig boliimiinde de bahsettigimiz gibi ¢esitli KKT ler ve sicim kuramina benzer sekilde
GBP de minimum bir mesafe dngoérmektedir. Eger (2.1)’de tanimlanan esitsizligi Ap i¢in

cozersek

2;@2 (Ax /A2 — 4[%%) <Ap< YT (Ax+ \/M) (2.2)

elde ederiz. Bu ¢oziimler acik¢a konumun belirsizligi Ax’in bir minimum de8ere sahip
olmasini ima etmektedir. Eger 8’nin degeri bir civarinda ise bu minimum deger Planck
uzunlugu mertebesinde olur. Yani konum belirsizliginin sahip olabilecegi en kiiciik deger
Axpin = 2B/p civarinda olacaktir. Bu GBP’nin standart belirsizlik prensibinden en énemli
farkidir. Standart belirsizlik prensibinde konumun belirsizligini keyfi olarak kiigiiltmek
miimkiin olmasina ragmen, GBP durumunda bu miimkiin degildir. Tabi bu durumun
parametresinin pozitif varsayildigi durum i¢in gegerli oldugunu akilda tutmak gerekir.
Sekil 2.1:’de standart belirsizlik prensibinin ve GBP’nin momentum belirsizlikleri konum
belirsizliklerine gore cizilmistir. Sekilden goriilecegi gibi GBP’de konum belirsizligi bir

minimum degere sahiptir. Bundan dolay1 tanimli oldugu belirli bir bolge vardir. Boyle bir



sinirlama standart belirsizlik ilkesi i¢in gecerli degildir.

GBP’nin 6ngordiigii bu minimum mesafe diisiincesi genel goreliligin yetersiz kaldigi
durumlara miidahele etme bakimindan olduk¢a onemlidir. Aslinda GBP’yi genel goreliligin
yetersizliklerine karsi yararl bir ara¢ olarak diisiinebiliriz. Bilindigi gibi genel gorelilik
teorisi kuantum kiitle ¢cekim etkilerinin ihmal edilemedigi Planck uzunlugu mertebesindeki
fizigi tanimlama konusunda cok bagarili bir teori degildir. Bu asamada GBP genel
gorelilikten daha makul Ongoriilerde bulunmaktadir ve genel goreliligin Sngordiigi

tekillikleri ortadan kaldirabilir.

Giintimiize kadar GBP icerikli ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir. Maggiore [1], Heisenberg
mikroskop argiimanina dayanan bir diisiince deneyini kullanarak KGBP’yi tiiretmistir.
Bir bagka diisiince deneyi ise Scardigli’nin [17] Planck 6l¢gegindeki mikro kara delikleri
kullanarak GBP’yi tiirettigi diisiince deneyidir. GBP kara delik termodinamiginde 6nemli
bir rol oynamaktadir [2, 3, 10, 18-39]. GBP, Planck 6lcegindeki kuantum kiitle ¢cekim
etkilerini goz Oniine aldigindan dolay: kara deliklerin termodinamik niceliklerini modifiye
etmek miimkiindiir. Ayrica GBP Hawking radyasyon mekanizmasi sonucu kara deliklerin
tamamen ortadan kalkmasini 6nleyebilir. Isima sonunda ortaya bir kara delik kalintisinin
ciktigin1 6ngoérmektedir. Kozmoloji igerisinde de GBP uygulama alani bulmaktadir [40—42].
Standart kozmolojide evrenin bir tekillik noktasindan basladigi 6ngoriilmektedir. GBP ise
bu tekilligi minimum mesafe 6zelligi ile ortadan kaldirabilir. Kara delik termodinamigi ve
kozmoloji disinda kuantum mekanigi uygulamalari [9, 43—46] ve parcacik hizlandiricilarda
yiiksek boyutlu teorilere yonelik calismalari da [47-49] GBP kapsaminda diisiinmek

miimkiindiir.! 2

Bu boliimiin geri kalan kisminda (2.1) numarali ifadede verdigimiz KGBP’nin Heisenberg
mikroskop argiimanina dayanan diisiince deneyi araciligiyla tiiretimini ve Hawking

sicakligini modifiye etme yontemlerini ele alacagiz.

1 Biiyiik Hadron Carpistiricis: (BHC) calismaya baglamadan 6nce yaymlanan [47, 48] calismalarinda KGBP igin n = 6’dan
n = 10 boyutuna kadar hizlandiricida olugacak mikro kara deliklerin minimum kiitlelerinin 2,17eV /c? ile 4,7TeV /c?
degerleri arasinda olabilecegi hesaplanmistir. Yani yazarlar BHC de mikro kara deliklerin olugacagi sonucuna varmiglardir.
BHC calistiktan sonra yayimlanan [49] makalesinde ise model bagimli GBP’ler kullanilarak n = 6’dan n = 10 boyutuna
kadar olugabilecek kara deliklerin minimum kiitleleri 60, 7T¢V / c2ile2,3x103TeV / ¢? arasinda hesaplanmistir. Bu degerler
BHC’nin ulagacag1 degerlerin iistiindedir.

2 GBP kapsamunda literatiirde ok sayida calisma bulunmaktadir. Bu konu hakkinda daha kapsayici bilgiler icin [50, 51]
numarali referanslara bakiniz.
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Sekil 2.1: Momentum belirsizligi Ap’nin konum belirsizligi Ax’e gore degisimi. Siyah egri
standart belirsizlik ilkesini gosterirken, kirmizi siirekli ve kesikli egriler sirasiyla
GBP’nin momentum belirsizliginin iist ve alt sinirlarina karsilik gelmektedir. {p = h =
B = 1 alinmugtir.

2.1. KGBP’NIN DUSUNCE DENEYI ILE TURETILMESI

Bu boliimde genel ve model bagimsiz olarak kuantum kiitlecekimi cercevesinde sicim
kuramindaki ile uyumlu KGBP elde edilecektir. Sonuglar Planck uzunlugu o6lgegindeki
minimum uzunlugun herhangi bir KKT cercevesinde dogal olarak ortaya cikabilecegini

gostermektedir.

Asagida yer alan Sekil 2.2:’de d uzakligindaki bir kara deligin Heisenberg mikroskobu ile
goriintiilenmesi gosterilmektedir. Pozitif x yoniinde gelen bir foton kara delik tarafindan
sogurulur. Kara delik tarafindan yayinlanan foton d uzakligindaki bir mikroskop ile tespit
edilebilir. Yani burada Hawking 1s1masi uzaktaki gozlemcinin sinyal almasina izin verir.
Boylece en azindan diisiince deneyi [1] cercevesinde kara deligin olay ufku rgy’nin alanim
O0l¢mek miimkiin olur. 6 ise z ekseninden itibaren Ol¢iiliir ve mikroskobun agisal agikligi
olarak adlandirilir. Kara deligin xy diizlemindeki izdiisiimii yuvarlaktir ve yarigap1 deney ile

oOlciilebilir.

A dalga boyuna sahip bir fotonun kara delik tarafindan sogruldugunu varsayalim. Sogurma
igleminden sonra M kiitleli kara deligin kiitlesi M + AM olur. AM = h/A ile verilir (Bu alt
boliimde ¢ = 1 sectik). Ardindan kara deligin A dalga boyuna sahip bir fotonu yaydigini



diisiinelim. Eger kara delik cok sayida parcacik yayarsa diisiincemizi her parcaciga ayri
ayr1 uygulamamiz gerekir ve sonuclar deismez. Hawking 1simasi mekanizmasi sonucu
mikroskoba gelen fotonlar ile kara deligin bir resmi elde edilebilir. d uzakligi Hawking

1s1mast ile elde edilir.

Burada akla gelen ilk soru "Kara delik ufku hangi hasasiyet ile 6l¢iiliir?" seklinde olabilir.
Heisenberg’in klasik incelemesine benzer sekilde mikroskobun ayrima giicii (ry icin)

minimum hatay1

A
Axy ~ — (2.3)
sin 0
seklinde verir. Kara deligin momentumundaki hata ise
hsin 6
Ap~ 20 (2.4)

olarak verilir. Boylece (2.3) ve (2.4) denklemleri araciligi ile standart belirsizlik ilkesi Ax; ~

h/Ap seklinde verilir.

Ikinci hata ise kara deligin kiitlesinin 1s1ma siiresince M + AM’den AM’ye degismesiyle
iligkilidir. Olgiim sirasinda foton yani 151k kuantumu yayildi§indan dlgiilen nicelik siireksiz
olarak degisir. Bu da ikinci hatanin kaynagin verir. Schwarzschild kara deligi i¢in Ax, ~

2GAM ile verilirken, M kiitleli ve Q yiiklii Reissner-Nordstrom kara deliginin olay ufkunun

yarigapi
ry = GM + v/ G*M? — GQ? (2.5)

olmak iizere bu hata asagidaki gibi verilir:3

Aty = ryg M+ AM] — ry[M] ~ GAM + | (GM + GAM)? — GQ? —\/ (GM)? — GQ? > 2GAM.

(2.6)
Tekrar AM = h/A oldugunu goz oniine alirsak
"G 6
Axy~ — =L 2.7
i ) (2.7)

3 Kara deligin agisal momentumu J’yi hesaba katmak miimkiindiir. Ayn1 sonuglara ulagilir.
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Sekil 2.2: Heisenberg mikroskop deneyi.

yazilir. (2.3) ve (2.7) numarali denklemlerini

LI (2.8)

sin@ —

esitsizligini géz Oniine alarak toplarsak asagidaki ifade elde edilir:

Ax > /l+ﬁ7p. (2.9)
Burada E bir sabittir. Yukaridaki ifadeyi daha tamidik sekilde yazalim. (2.4) ifadesi

2
(2.3) icerisinde kullanilirsa Ax; ~ h/Ap elde edilir. Ayrica Axy ~ :{;ﬁ’;

yazilabilir. Eger
Ap/sin @ > Ap esitsizligini kullanirsak

Ax>£—|—ﬁé (2.10)
~Ap h '

yazilabilir. Burada f parametresi modelden bagimsiz bir sabittir ve belirli bir model
kullanilmadan belirlenemez. Buna ragmen literatiirde herhangi bir zorlama olmasa da bir

civarinda kabul edilmektedir. Bu varsayim daha ¢ok sicim kuramindan kaynaklanmaktadir.

Buldugumuz sonuglar {izerine birka¢ yorum yapmak yararli olacaktir. A¢ik¢a buldugumuz

son ifade kuantum gravitasyon icerisinde bir minimum mesafe ima etmektedir. Bu nedenle



kuantum gravitasyon igerisinde kuantum dalgalanmalar nedeniyle kara deliin olay ufku
belirsiz bir hal alabilir ve ¢p gibi bir uzunluk 6lcegi mertebesinden daha kiiciik mesafelerde
tanimlanamaz. Ayrica bulunan sonug sicim kurami cercevesinde elde edilen sonuglarla uyum

icerisindedir [11, 13, 16].

2.2. KARA DELIK TERMODINAMIGINE GBP MODIFIKASYONU

Bekenstein ve Hawking’in calismalarindan [52—57] beri kara delik termodinamigi teorik
fizigin en ilging konularindan birisi olmustur. Genel gorelilik, termodinamik ve kuantum
mekanigi gibi teoriler arasinda temel ve derin bir iligki kurulmasim saglar. Bu temel
iliski ise KKT yi anlamamizi saglayabilir. Hawking’in kara deliklerin 1s1ma yapabilecegini

kesfetmesiyle, kara delikler termodinamik bir sistem olarak diistiniilmektedir.

Standart cerceve igerisinde yani Hawking’in yaklasiminda kara deliklerin termodinamigi,
kuantum kiitlecekim etkilerini goz Oniine almayan yariklasik bir siirectir. GBP ise tipki
Heisenberg belirsizlik ilkesinin hidrojen atomunun ¢okiisiinii 6nlemesine benzer sekilde
kara deliklerin tiimiiyle buharlagsmasin1 6nleyebilir. Simdi kara deliklerin termodinamigini

modifiye etmek icin literatiirde kullanilan iki tiir yaklasimi inceleyelim.

2.2.1. Adler ve Dig. Modifikasyonu

Bu boliimde Adler ve dig. [2] onerdigi yaklasimi ele alacagiz. Kiiresel simetrik bir kara
delik icin Hawking sickalig1 standart belirsizlik ilkesi ve kara deliklerin genel 6zellikleri
kullanilarak sezgisel bir yaklagimla tiiretilebilir [58]. Kuantum boglugunu sanal pargaciklarin
dalgalanan bir denizi gibi diisiinelim. Sanal parcaciklar normalde enerji korunumunu ihlal
etmeden gozlenemezler. Fakat kara deligin ylizeyinin yakininda etkin potansiyel enerji bir
parcaciin durgun enerjisini eksiltebilir ve toplam enerjisini sifir yapabilir. Ayrica kara
deligin yiizeyi disaridan gozlemcilerin icerisini goremeyecegi parcaciklarin yutuldugu tek
yonlii bir zar gibi davranir. Negatif etkin enerjili foton ciftlerinden birisi kara delik tarafindan
yutulurken, pozitif enerjili olan foton ise kara delikten uzaga gidebilir. Bu uzaklagan fotonun
enerjisi standart belirsizlik ilkesinden tahmin edilebilir:

ho hc? 2GM

2rs  4GM’ 'S c?

Ap @2.11)

o
~ Ax



Dolaystyla enerji belirsizligi Apc = hc?/4GM olarak bulunur. Bu yayinlanan fotonun
karakteristik enerjisidir ve dolayisiyla karakterisitik sicakligidir. Bu deger 1/27 kalibrasyon

carpant ile carpilirsa Hawking sicakligini verir:
hic3 M3c? he
Ty = =L Mp =1/ —. 2.12
M 8mkyGM — 8mkgM’ Ve (12

Yukaridakine benzer sekilde modifiye kara delik sicakligim1 GBP kullanarak tiiretebiliriz.
(2.2)’den

Ap  Ax 4803
yazilabilir. Tekrar Ax ~ 2rg alirsak, sicaklik
Mc? BM3
TGBP: aﬁkB 1:|: l—m (214)

seklinde bulunur. Burada o kalibrasyon ¢arpamidir (calibration factor) ve f — 0 limitinde
7 bulunur. Karekok oniinde negatif isareti olan ¢oziimii se¢iyoruz. Ciinkii bu ¢oziim f — 0
limitinde standart Hawking sicakligin1 vermektedir. Diger taraftan pozitif isaretli ¢oziim limit
durumunda Hawking sicakligin1 vermemektedir. Dikkat edilirse sicaklik M < \/FMP /2
degerinden daha kiiciik kiitle degerleri i¢in kompleks bir deger alir ve dolayisiyla fiziksel

olmaz. GBP sicaklik iizerine bir sinirlama getirmektedir.

Entropiyi kara delik termodinamiginin birinci yasasim dMc?> = TdS’yi kullanarak elde
edebiliriz. Hem standart hem de GBP modifye entropiler (2.12) ve (2.14) numaral

denklemler kullanilirsa sirasiyla asagidaki gibi verilir:

dM M?
2 _
M? M3 1 2M M3
Scap = 27Bk 1 1-B—L | —-mm|=— |1 1-g—L . (2.16
Gr = 22Pks wp |\ " Tyl Rl vl AM2 (2.16)

Yukarida logaritmay1 boyutsuz yapmak i¢in integrasyon sabitini JTlnM p sectik. Is1 si8alarini
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Sekil 2.3: Standart (siyah) ve GBP modifiye (kirmiz1) Hawking sicakliklarinin kiitleye gore
degisimi. B = kg = ¢ = Mp = 1 alinmustir.

da C = c¢?dM /dT ifadesini kullanarak verebiliriz:

SmkpM?
S iy 2.17)
Mp
—1
BM; BM3
- _ PP [ PR . 2.1
Ceap ﬂkBﬁ\/ a2 a2 (2.18)

Sekil 2.3:, Sekil 2.4: ve Sekil 2.5:’te verilen grafiklerde Schwarzschild kara deliginin
standart ve GBP modifiye termodinamik nicelikleri gosterilmektedir. Sekil 2.3:’te standart
ve modifiye Hawking sicakliklar1 gosterilmektedir. GBP etkileri goz oOniine alindiginda
sicaklik standart duruma gore artmaktadir. Bu artis 6zellikle kara deligin kiitlesi Planck
kiitlesine yaklastiginda daha aciktir. Ayrica standart durumdan farkli olarak Hawking 1s1masi
iraksamamaktadir ve siire¢ maksimum bir sicaklikla sonlanmaktadir. Daha biiyiik kiitle
degerleri i¢cin kuantum kiitlecekim etkileri ihmal edilebileceginden GBP modifiye Hawking

sicaklig1 standart durumdakine benzer bir davranig gosterir.

Sekil 2.4:’te standart ve modifiye entropiler goriilebilir GBP modifikasyonu entropide
azalmaya neden olmaktadir. Benzer sekilde kiiciik kiitle degerleri durumunda kuantum kiitle

cekim etkileri baskin hale geldiginden modifye entropi standart durumdan farklidir.
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Sekil 2.4: Standart (siyah) ve GBP modifiye (kirmizi) entropilerin kiitleye gore degisimi.
B = kg = Mp = 1 alinmigtur.
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Sekil 2.5: Standart (siyah) ve GBP modifiye (kirmiz1) 1s1 si8alarinin kiitleye gore degisimi.
B = kg = Mp = 1 alinmustir.
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Sekil 2.5:’te standart ve modifiye 1s1 sigalar1 verilmistir. Is1 sigalar1 biiyiik kiitle degerleri
icin benzer davraniglar gosterirken, modifye 1s1 sigas1t M = 0,5 icin sifirdir. Yani bu kiitle

degerinde kara delik cevresiyle herhangi bir 1s1 aligverisi gerceklestirmemektedir.

(2.14), (2.16) ve (2.18) numaral1 denklemler bir M,,;;,, = \/BMP /2 kiitlesinden daha kiigiik
degerler icin tanimli degildir. Ozellikle 1s1 s1gas1 bu minimum kiitle degeri icin sifir olurken,
sicaklik en biiyiik degerine ulasmaktadir. Stire¢ sonunda temel bir parcacik gibi davranan bir
kalint1 ortaya ¢ikmaktadir. Bu tiirde bir kalintinin karanlik madde adaylarindan birisi oldugu

diisiiniilmektedir.

2.2.2. Xiang ve Wen Modifikasyonu

Bu bolimde Xiang ve Wen tarafindan onerilen [3] yaklagimi ele alacagiz. Bu yaklasim
kiiresel simetrik kara deliklerin yan1 sira donen kara deliklerde de gecerlidir (Bu alt boliim

boyunca ¢ = G = kg = 1 alinmistir).

Simdi kara delik TBY ’sini diisiinelim. Genel formda asagidaki gibi yazilabilir:
dM =TdS+ Y Yidy;. (2.19)
i

Burada y;’ler kara deligin elektrik yiikii ya da acisal momentum gibi niceliklerine kargi
gelirken, Y;’ler ise elektrik potansiyeli ya da agisal hiz gibi eslenik niceliklere karsi
gelmektedir. Yariklasik gercevede bir kara deligin sicaklig ylizey kiitlecekimi k ile orantili

olarak verilebilir:

h
T="2% (2.20)
2n
Bu sicakliga kars1 gelen entropi ise kara deligin ylizey alani ile orantili olarak verilir:
A
S=—. 2.21
4h 2.21)

(2.19), (2.20) ve (2.21) denklemleri kullanilirsa, sicakligi asagidaki gibi yazmak

mimkiindiir:

oM dA oM dA «x
T = (ﬁ)yi_ﬁx (ﬂ)yi_ﬁxﬁ' (222)
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Bir parcacik kara delik tarafindan soguruldugunda, ufkun disindaki gozlemci parcacik
hakkinda bilgi alamaz. Diger taraftan Kerr-Newmann kara deliginin alanindaki en kiigiik

artis [53]
AA ~ bu (2.23)

ile verilir. Burada b pargacigm capidir ve u kiitlesidir. Informasyon teorisine gore, bilginin
kaybi bir bittir. Yani (AS)p;, = In2. Simdi AA’nin en kiiciik degerini belirlemek igin
b ve n tizerindeki sinirlamayr diisiinmeliyiz. Kuantum mekaniginde bir parcacik dalga
paketleri ile tanimlanir ve belirli bir yoriingesi yoktur. Bir dalga paketinin genisligi konum
belirsizligi ile tanimlanabilir. Yani parcaci@in c¢api ile iligkilendirebiliriz, b ~ Ax. Ayrica
parcacigin momentum belirsizligi Ap < pu smirlamasina sahiptir. Diger durumda goreli
etkiler parcacigin bir c¢iftinin yaratilmasina neden olur ve Ol¢iim anlamsiz olur. Boylece

alanin degisimi
AA ~ bu > AxAp (2.24)

seklinde ifade edilebilir. Acik¢a alandaki en kiiciik artis belirsizlik ilkesi ile

sinirlandirilmaktadir.

Simdi statik ve kiiresel simetrik bir kara delik ¢oztimiinii diistinelim:
ds® = —f(r)dt®> + f(r)"'dr* + r*(d6? +sin® 0d¢?). (2.25)

Kara deligin olay ufku f(rg) = O ile belirlenir. GBP’yi g6z 6niinde bulundurursak kara

deligin olay ufkunu konumun belirsizligi

2ry > Ax > N + EAp (2.26)
Ap h

ile iligkili olarak yazabiliriz. (2.2) ifadesi kullanilirsa momentum belirsizligi tizerindeki

kisitlamay1

g(rﬂ— r%—ﬁ)SAPSﬁ(FfH' ”%I—ﬁ) (2.27)
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olarak yazabiliriz. Boylece Ax ile Ap belirsizliklerinin ¢carpimini asagidaki gibi verebiliriz:

2%
AxAp > 5 <r,2, —run\/ 1% —B) = hefs- (2.28)

Burada Ap’nin alt simrimi kullandik. Yukaridaki esitsizligi etkin Planck sabiti f,rf’yi

tamimlayarak Heisenberg belirsizligi seklinde yazdik. Dolayisiyla alandaki artist

2a
A > aliyps = % (ri, -~ —[3) (2.29)

olarak yazabiliriz. Burada o standart sonuglarla karsilastirma sonucunda elde edilecek olan
kalibrasyon carpanidir. Parcacik kara delik tarafindan yutulursa, bir bitlik bir bilgi kaybolur
ve kara deligin entropisindeki artig (AS)in = In2 olur. Ayrica kara delik ufkunun alanindaki

en kiigtik artis (2.29) ile verilebilir. Dolayisiyla

dA (M) 20h [ 5 ;
“a . 4 = _ 2.30
S~ (AS)mn _ BIn2 (rH w1~ P (2.30)

elde edilir. (2.22) numarali denklemden kara deligin sicakligin

K 2oh [, /
TGBPZQX Bind (rH—rH r%—ﬁ) (2.31)

bulabiliriz. Burada buldugumuz sonug¢ standart cerceveden farklidir. Standart cerceve

icerisinde kara deligin sicaklig1 sadece yiizey kiitle ¢ekimi ile orantilidir. GBP modifiye
durum i¢in sicaklik yiizey kiitlegekimi diginda kara deligin biyiikliigiiyle de iliskilidir. B — 0

limitinde 7' = hAx /27 sonucunu vermesi gerektiginden a = 4In2 olmahdir. Boylece

ﬁe frK
Topp = — 2.32
GBP = (2.32)
bulunur.
Bir kara deligin entropisini
ds (AS) min
S=[| —dA= dA 2.33
[ aia=] (M) i (2:39)

seklinde elde edebiliriz. (2.30) denklemini kullanirsak kara deligin GBP modifiye entropisi
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asagidaki gibi verilebilir:

1 (dA =« [ T |5
SGBPZZ ﬁeff:%/(r}[-l- Fé—ﬁ)dVH:ﬁ[VH‘i‘rH r[%—ﬁ—ﬁln(m—l— rlzi_ﬁ):|

(2.34)
Bir kara deligin 1s1 s18as1
as
C=T-— 2.35
3T (2.35)
ile tanimlidir. Dolayisiyla modifiye 1s1 sigasini
hefrk 0S dA 1 (Ohesy ok !
Crrp — el BhalY st 2.36
OB = on 9AdT 4\ oA I G4 (2:30)
seklinde elde edebiliriz. Burada
dhe 1 Jdh, Ah
L I — (2.37)

0A  8mry dry _4g

olarak hesaplanabilir. Aherr = hepp —h, g = g(ru) = Tru ’”1%1 — B olarak tanimlanmigtir.

Boylece 1s1 s18asin1 asagidaki gibi yazabiliriz:

i -1
Cepp = Cg [%g - CAh} . (2.38)

Burada C standart 1s1 s18asim gostermektedir ve (2.35) gz Oniine alnirsa

C = (4n)! K% (2.39)

seklinde yazilabilir.

Buraya kadar statik ve kiiresel simetrik kara deliklerin termodinamik 6zelliklerinin GBP
cercevesinde modifikasyonunu verdik. Simdi donen kara delikleri diistinelim. M kiitleli, Q
yiiklii ve J agisal momentumuna sahip bir Kerr-Newmann kara deliginin TBY’si agsagidaki

gibi verilir:

dM =TdS+ ¢dQ+ QdJ. (2.40)
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Burada acisal momentum J = aM seklinde tanimlanabilir ve a kiitle bagma acisal
momentumdur. Kara delik ufkunun yiizey alamm A = 47r\/r12_1+a2 seklindedir.
Boyer-Lindquist koordinatlarinda olay ufku

rg =M~/ M2 — Q2 — a2 (2.41)

olarak verilir.

po karakteristik bir biiyiikliik olmak iizere, statik ve kiiresel simetrik bir kara delik icin
konumun belirsizligini Ax < 2pg = 2ry olacak sekilde iligkilendirdik. Yani pg’1 rgy ile
iliskilendirdik. Peki donen kara deliklerde de ayn1 sekilde diisiinebilir miyiz? Ik basta donen
kara delikler i¢in py = ry se¢mek dogal goziikebilir. Fakat Boyer-Lindquist koordinatlari

kutupsal koordinatlardan farklidir. Dolayisiyla Kerr-Newmann kara deliginin geometrisi

kiiresel degildir. pg = 4/ r%l + a? olarak segmek daha uygundur.

Bu secimi yapmak icin bir bagka iyi neden termodinamik bakis acisindan elde edilebilir.

ry’nin yerine pg koyarak (2.26)’dan (2.30)’a siireci tekrarlarsak,

AA)min 2ah
EAS))mm - ﬁﬁz (Pg ~Poy/PG —ﬁ) (242)

elde ederiz. Kerr-Newmann kara deliginin olay ufku kullanilirsa (2.42) ifadesi asagidaki gibi

yazilabilir:

(AA)min _ oh
(AS)min  2mB1In2

[A —4ma® — /(A — 4na? —2Bm)? — 4272 | . 2.43)

Bu entropinin A ve a niceliklerine bagli oldugunu ima eder. Bu durum Bekenstein’in
entropinin alanin fonksiyonu olmasi gerektigi varsaymmiyla celismektedir [53]. Ustelik

termodinamik igerisinde celigki gosterir. S = S(A,a) oldugunu varsayarsak

s s s N
ds = ﬂdA + %da = ﬂdA +M 3 (dJ — adM) (2.44)

elde edilir. Tersinir bir siire¢ icin kara deligin alam1 degismez, dA = 0. Kerr-Newmann kara

deliginin TBY ’si

dM = ¢dQ +QdJ (2.45)
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sekline indirgenir. Boylece yukaridaki ifadeyi kullanirsak (2.44) seklinde yazilir:

ds=M"" % (1 —aQ)dJ —a¢dQ]. (2.46)

Eger (dS/da), # 0 ise dS # 0 oldugunu ima eder. Yani entropi bu tiir bir tersinir siireg
icin invaryant degildir. Bu da celiskiye neden olur. Bu celiski pg’in ry sec¢ilmesinden

kaynaklanmaktadir.

Yukaridaki tartismadan S ve A niceliklerinin tersinir bir siirecte degismemesi icin pg’in da
degismemesi gerektigi sonucunu cikarabiliriz. (2.42) ifadesini tekrar diisiiniirsek, kara delik

entropisini S = S(A, po) seklinde ifade edebiliriz. Boylece

dS = ——dA+=—dp, (2.47)
Po

olarak yazabiliriz. pg = 4 /r,2{ + a? oldugunu goz oniinde bulundurursak, yukaridaki ifadeyi

S as 1

olarak yazabiliriz. Diger taraftan Kerr-Newmann kara deliginin entropisini

S = n(ry+ad?) (2.49)
olarak yazilir. Entropinin tam diferansiyelini ise

dS =2n(rydry + ada) (2.50)

seklinde yazabiliriz. Tersinir bir siire¢ icin dS = 0 oldugundan (2.50)’den rydry +ada =0
sonucuna ulagilir. Dolayisiyla tersinir bir siire¢ i¢in (2.48) numarali ifade i¢in dS = O olur.

Yani pg = 4/ r% + a? segilirse, tersinir bir siireg i¢in invaryant kalmaktadir.

Simdi daha Onceden yaptigimiza benzer sekilde Kerr-Newmann kara deliginin GBP
modifiye termodinamik 6zelliklerini verelim. Sirasiyla modifiye sicaklik, entropi ve 1s1 s1gasi
asagidaki gibi verilir:

ﬁeffk'
2

Teep = (2.51)
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SGBP:%{P(%—FPO Pé—ﬁ—ﬁln(P0+\/P§—ﬁ>], (2.52)

7
Copp = Cg { egf g— CAﬁ} . (2.53)

Burada

po=1/ry +az, (2.54)

2h
herp = B (p02 —poy/ PG — ﬁ) , (2.55)
g =7poy/pi — B (2.56)

olarak verilir. C ile Kerr-Newmann kara deliginin standart 1s1 sigas1 gosterilmektedir ve

asagidaki gibi tanimlanabilir:

co 27pg (ru — M)
C 3M+a*/M—2ry’

(2.57)

Bu alt boliimde ele aldigimiz yaklagimi tezin ilerleyen boliimlerinde kullanacagiz. Ozellikle
vdW kara deliginin modifye ¢oziimiiniin elde edilmesinde ve Friedmann denklemlerinin

modifiye olarak elde edilmesinde burada ele aldigimiz yaklagim kullanilacaktir.
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3. MALZEME VE YONTEM

3.1. VAN DER WAALS KARA DELIGININ COZUMU

AdS uzayzamanindaki kara deliklerin termodinamigi literatiirde genis bir sekilde ele
alinmaktadir. Hawking ve Page tarafindan yayinlanan 6ncii makalede Schwarzschild AdS
kara deligi ile termal AdS uzay: arasinda birinci dereceden bir faz gegisi bulunmustur [59].
Daha sonra AdS uzayzamanindaki yiiklii ya da donen kara delikleri ele alan caligmalarda
vdW akiskanlarima benzer bir faz gecisi gozlenmigtir. [60, 61] numarali makalelerde
yiiklii AdS kara deliginin termodinamik 6zellikleri ¢alisilmistir ve bu kara deliklerin vdW
akiskanlarina benzer bir sekilde birinci dereceden kiigiik-biiyiik kara delik faz gecisine sahip
olabilecegi gosterilmistir. Bu tiir bir faz gegisi kozmolojik sabit A’nin termodinamik basing P
olarak diistiniildiigii durumda daha agik hale gelmektedir. Kozmolojik sabitin termodinamik

basing ile (G = i = ¢ = kp = 1 alinmagstir.)

A
p_N 3.1
e (3.1

seklinde iligkilendirilmesi durumunda termodinamik hacim

BM)
v (oM (3.2)
( P Jsou

olarak verilir.4

Yiikli AdS kara deliinin termodinamigi ve faz gecisi Kubiznak ve Mann tarafindan
calistimistir [4]. Yukli AdS kara deligi icin birinci mertebe kiiciik-biiyiik kara delik
faz gecisinin vdW akiskanlariyla ayni karakteristik davranisa sahip oldugu gosterilmistir.
Ayrica yiikli AdS kara deliginin vdW akiskanlariyla ayni kritik iistellere sahip oldugu

bulunmustur.>

4 Kozmolojik sabitin termodinamik bir degisken olarak kara deliklerin TBY ’sinde diisiiniilmesi genisletilmis faz uzay
olarak adlandirilmaktadir. Kozmolojik sabitin ve eslenik niceliginin kara deliklerin TBY ’sinde diisiiniilmesinin daha iyi
sonuglar verdigi anlagiimistir. Ozellikle Smarr iliskisinde uyumluluk igin degisken kozmolojik sabit fikrine gereksinim
vardir. Ayrica kozmolojik sabitin basingla iliskilendirildigi durumda AdS uzayzamanindaki kara deliklerin kiitlesini
dogrudan entalpi ile iligkilendirmek miimkiindiir [62].

5 Literatiirde genigletilmis faz uzaymnda cok sayida calisma yapilmistir. Degisen kozmolojik sabitin basingla
iligkilendirilmesi durumunda kara delik 1s1 ¢evrimlerini [63], Joule-Thomson genlesmesini [64, 65] ve kara deliklerin
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vdW akigkanlar1 ile AdS uzayzamanindaki kara deliklerin arasindaki bu benzerlik
dolayisiyla Rajagopal ve dig. vdW akigkanlariyla ayni termodinamik Ozelliklere sahip
bir kara delik c¢oziimii elde etmiglerdir [S]. Elde ettikleri kara delik ¢oziimiini vdW
kara deligi olarak adlandirmiglardir. Coziimlerine karst gelen stres-enerji tensoOriinii de
tartismiglardir. Bulduklar1 stres-enerji tensorii ¢oziimiin belirli bir bolgesi i¢in enerji

sartlarin saglamaktadir. Bulduklar1 ¢6ziim genelde ufuk civarinda fiziksel olarak anlamlidir.

[5] numaral1 referanstaki yontemi izleyerek belirli bir hal denkleminin termodinamigine
sahip baz1 AdS kara delik ¢oziimleri elde edilmigtir. Delsate ve Mann vdW kara deliginin
yiiksek boyutlardaki ¢oziimiinii elde etmislerdir [70]. Upadhyay ve Pourhassan termal
dalgalanma etkilerini icerecek sekilde yiiksek boyutlu vdW kara deliklerinin modifiye
coziimiinii elde etmiglerdir [71]. Setare ve Adami Polytropic gazlarla ayn1 termodinamik
ozelliklere sahip Polytropic kara delik ¢ziimiinii elde etmislerdir [72]. Ilging ¢oziimlerden
birisi de Abchouyeh ve dig. tarafindan diisiik basing limitinde Onerilen Anyon vdW
akigkanlariyla aym termodinamik oOzelliklere sahip Anyon kara delik ¢oziimidiir [73].
Anyonlar Fermi-Dirac ve Bose-Einstein istatistikleri arasinda bulunan parcaciklardir. Anyon
kara deliginin tam ¢6ziimii Xu tarafindan elde edilmistir [74]. Son olarak Debnath ise
modifiye Chaplygin gaziyla aymi termodinamik ozelliklere sahip bir kara delik ¢6ziimii elde

etmistir [75].

Bu boliimde vdW kara deliginin ¢oziimii incelenecektir. Coziimii elde etmeden 6nce vdW
hal denklemi hakkinda bilgi verelim. Ideal gaz denkleminin genellestirilmis bir versiyonu

olan vdW asagidaki gibi verilebilir:

T a

P= ——.
v—>b V2

(3.3)

Burada v =V /N spesifik hacimdir. a > 0 pargaciklar arasindaki etkilesimin bir 6l¢iisiiyken,
b > 0 pargaciklarin hacminin bir 6l¢iisiidiir. (3.3) ile ayn1 hal denklemine sahip bir kara delik

cOziimil elde etmek i¢in asagida verilen kiiresel simetrik metrigi diisiiniiyoruz:

2
ds® = —f(r)dt®> + % +7*(d6* +sin* 0d¢9?), (3.4)

sikigtirilabilirligini [66] diisinmek miimkiindiir. Daha fazla ayrint1 igin [67, 68] numarali referanslardaki derlemelere ve
[69] numarali referanstaki teze bakiniz.
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f:;—i—zé/[— (r,P). (3.5)
Burada [ AdS yaricapidir ve g(r, P) belirli sartlar altinda belirlenecek olan bir fonksiyondur.
(3.5)’in belirli bir stres enerji tensorii Ty i¢in Gyy + Aguy = 87Ty, ile verilen Einstein
alan denkleminin bir ¢6ziimii olmas1 gereklidir. Bunun i¢in diisiiniilen stres enerji tensorii

anizotropik akiskan kaynagidir ve asagidaki gibi verilebilir:
T = pegeg +Zp,-ef-iely. (3.6)
i

Burada efl , p ve p; sirastyla vielbein bilesenleri (i = 1,2,3), enerji yogunlugu ve basingtir.
Kullandigimiz metrik yaklagimi i¢in anlamli bir stres enerji tensoriine ihtiyacimiz var.
Cozimiimiize karsilik gelen stres enerji tensorii zayif, giiclii ve baskin enerji sartlarini
saglamast gerekir. Bu enerji sartlarim1 metrik ¢oziimiinii belirledikten sonra p ve p; i¢in
inceleyecegiz. Einstein alan denklemleri kullanilirsa (Ayrinti icin EK 1’e bakimiz.) p ve p;

asagidaki gibi verilebilir:

1—f—rf
— P 3.7
p = —pi sg2 1D (3.7)
rf// _|_ 2f/
=p3=— " _P 3.8
P2 =p3 Tomr (3.8)
Yukaridaki ifadelerde AdS yarigap ile termodinamik basing arasindaki

A 3
-7 39
8t 8mi? (39)

iligkisi kullanilmigtir.

Ayrica (3.5) ile verilen metrik yaklagimiyla kara deligin kiitlesi f(ry) = 0’dan asagidaki gibi
elde edilir:

4 P
M=t p 8Pl (3.10)
3 2
Kara deligin sicaklig1 ise
! P 1d P

4r 4rry 4w dry
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olarak hesaplanabilir. Ote yandan kara deligin spesifik hacmini [67]

14
== 3.12
V= (3.12)
. - e y _ A1)
seklinde tanimlayabiliriz. Burada A kara deliin ylizey alani olmak lizere N = (n”_z A
seklinde tanimlanir. n» = 4 boyut i¢in spesifik hacim asagidaki gibi elde edilir:
3 [4_ 5 rgdg(ru,P)
= = - 3.13
"o {3”’1 2 op ©-13)
Simdi (3.3) ve (3.11) denklemlerinin karsilastirilmasi ile
/
8 8 a
2P e = £ (P4+5) (v=b) =0 3.14
€ Ary  4m + v2 (v—>) G.14)

bulunur. Burada (3.13) kullanilmigtir. Bu kismi tiirevli diferansiyel denklem bize g(r, P) i¢in

gerekli ¢coziimii saglayacaktir.

Simdi (3.14) denklemini ¢ozmek icin g(r, P)’yi asagidaki gibi segelim:

g(r,P) = B(r)— PD(r). (3.15)

Bu secimle (3.14) ile verdigimiz kismi tiirevli diferansiyel denklem Fi(r) + F>(r)P = 0
sekline indirgenir. Burada Fi(r) ve F»(r) fonksiyonlart B(r) ve D(r) fonksiyonlarina ve
bunlarin tiirevlerine baghdir. Coziim elde edebilmek igin Fi(r) ve F»(r) ifadelerinin ayr

ayr1 sifira esit olmasi gerekir. F1(r) ve F»(r) asagidaki gibi verilir:

Fi(r)=b— +-— =0, (3.16)

1 (B 4 4rryb
Fy(r)=—— (= +B ) - —H2 (. __THH2 ) _, (3.17)
4w \ ry 87ry; +3D (87rs 4+ 3D)?

Fy(r) ¢oziilirse D agagidaki gibi elde edilir:

D = Axhr +Cyr>. (3.18)
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C integrasyon sabitidir ve sifir se¢iyoruz. Simdi (3.18), F> = 0 ifadesinde kullanilirsa

3mab? 4mab 3nab C
Ta Ta ln[3b+2r]— Ta _2

3.
(3b+2r)+ r r + r (3.19)

B =—-2ma+
-

olarak B bulunur. C; integrasyon sabitidir ve C, = 4mablnry 4 3mwab olarak secilmistir.
Burada r uzunluk boyutunda integrasyon sabitidir ve kolaylik i¢in ry = 2b secebiliriz. Tekrar

(3.18) ve (3.19) ¢oziimlerini yazalim:

3mab? dmwab r 3
B=-2 In|{-+= 2
ﬁa+r(3b—|—2r)+ r (n[b+2}>’ (3.20)

D = 4xbr. (3.21)

Boylece (3.20) ve (3.21) ifadeleri (3.5) icerisinde kullanilirsa vdW metrik ifadesi

M 2 3b 3mab? Agab  (r 3
—oma—C 4+ (1+42) = - In(~+2 22
f=2ma== +12( +2r) F2r3b) 7 n<b+2) (3-22)

seklinde elde edilir. Dikkat edilirse a > 0 olmasi yani akiskan molekiillerinin birbirini
cekmesini ima etmektedir. Bu durum vdW kara deliginin kiiresel ufuk topolojisini ima

etmektedir. Genelligi kaybetmeden a = 1/27 segilebilir.

Simdi enerji sartlarin1 inceleyelim. Oncelikle (3.7) ve (3.8) ifadelerinde (3.22) ifadesini

kullanarak p ve p; ifadelerini elde edelim:

1 (1 8rla(b+r)+bP(3b+2r)?
8r’\ (3b+2r)
b[a(3b+4r)+ P(3b+2r)3
P2=PpP3= [ ( 3 ) ] (3.24)
2r(3b+2r)
Enerji sartlar1 anizotropik stres enerji tensorii icin (EK 2’ye bakiniz.)

Zayif - p>0,p+pi>0, (3.25)

Guclu : p+Y,pi>0 p+pi>0, (3.26)

Baskin : p=>0, p > |pil. (3.27)

olarak verilir [76]. Sekil 3.1:’de enerji sartlart kontrol edilmektedir. Sekilde sadece kiiciik

basing durumu i¢in tiim enerji sartlarimin olay ufku civarinda saglandig goriilebilir. Daha
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0.020
0.015r
0.010

0.005

Sekil 3.1: p enerji yogunlugu (siyah kesikli egri), p + p» (kirmizi noktal egri) ve p — p»
(mavi egri), rg = 1,35 icin yesil egri ile olay ufku gosterilmektedir. x ekseni radyal
koordinat r’yi gostermektedir. a = 1 /2w, b =1, P = 0,001 ve M = 0, 1 alinmustur.

biiylik » degerleri icin enerji sartlar1 ihlal edilir. Dolayisiyla vdW kara delik ¢oziimii olay

ufku civarinda fiziksel olarak anlamli bir ¢6ztiimdiir.

3.2. FRIEDMANN DENKLEMLERININ GORUNUR UFUKTAKI
TERMODINAMIGIN BIRINCI YASASINDAN TURETILMESI

1970’11 yillardan beri kara deliklerin termodinamik bir sistem olarak ele alinmasiyla
kiitlegekimi ve termodinamik yasalar arasindaki temel iligkiler bilinmektedir [52-57].
Bir kara delik yiizey alami ile orantili entropiye ve ylizey kiitlecekimi ile orantili
sicakliga sahiptir. Buna dayanarak Jacobson, Einstein alan denklemini hal denklemi
olarak diigiinmiistiir [77]. Clausius iligkisi 6Q = TdS aracilifiyla alan denklemlerini
tiiretmistir. Burada 6Q enerji akisi, S ufkun yiizey alani ile orantili entropi ve T ise ufuk
icerisinde ivmelenen gozlemcinin dl¢tiigli Unruh sicaklifidir. Daha sonra literatiirde ufuk
termodinamigi ile kiitlecekimi arasindaki iligkiyi arastiran ¢ok sayida calisma yapilmistir
[6, 7, 40, 41, 78-91]. Cai ve Kim goriiniir ufkun birinci yasasindan (—dE = TydSy) (n+1)
boyuttaki Friedmann denklemlerini elde etmiglerdir [6]. Burada —dE sabit ufuk yaricapi i¢in
cok kiiciik bir zaman araliginda goriiniir ufkuktaki enerji akisi olarak diisiiniilebilir. Goriiniir

ufkun sicakligi ve entropisi agsagidaki gibi tanimlanmistir (Bu bolimde G =h=kp=c=1



25

alinmustir.):

Ty

1 A
. 3.28
( )

pu— S pu—
27iy’ "
Burada 74 goriiniir ufkun yaricapidir. Ayrica Gauss-Bonnet ve Lovelock kiitlecekim
teorileri i¢in kars1 gelen entropi-alan formiillerini kullanarak bu teoriler i¢cin de Friedmann
denklemlerini tiiretmiglerdir. Akbar ve Cai benzer sekilde skaler tensor ve f(R) kiitlegekim

teorileri icin Friedmann denklemlerini elde etmislerdir [80].

Friedmann denklemlerini (3.28) ile verilen sicaklikla tiiretmek miimkiin olmasina ragmen,
sicaklik ufkun yiizey kiitlecekimi k ile orantili degildir. Gergekte (3.28) ile verilen sicaklik
hal denklemi {izerinde bir sinirlama getirir. Bu durumda hal denklemi p ~ —p olur. Yani
bosluk enerjisi ya da de Sitter uzayimm ima eder. Goriiniir ufkun sicakhgim Ty = k/27
ve entropisini § = A/4 varsayarak, Akbar ve Cai Friedmann denklemlerinin diferansiyel
formunun goriiniir ufkun TBY’si olarak yazilabilecegini gostermislerdir [7]. Goriiniir ufkun

TBY si asagidaki gibi yazilir:
dE = TydSy +WdVv. (3.29)

Burada is yogunlu W, enerji yogunlugu p ve basing p cinsinden verilir. E = pV olarak

tanimlanir ve goriiniir ufkun icerisindeki toplam enerjidir. V' ise goriiniir ufkun hacmidir.

3.2.1. (n+1) Boyutlu Friedmann Denklemlerinin Tiiretilmesi

Bu boliimde Akbar ve Cai tarafindan 6nerilen yontemi ele alacagiz [7]. (n+ 1) boyuttaki

Friedmann-Robertson-Walker (FRW) evreni i¢in metrik agagidaki gibi tanimlanir:

2

1 — kr?

ds2 = —dlz-l-az(t) +a2(t)r2dQ,%_1. (330)

Burada a(r) 6lgek carpami olarak adlandirilir. dQ,_ ise (n — 1) boyuttaki birim kiirenin
metrigidir. k sabiti 0, 1, —1 degerlerini alir ve bu durum diiz, kapali ve agik evrene karsilik

gelir. (3.30) ile verilen metrigi daha kompakt bicimde yazabiliriz:

ds® = hypdx®dx” + FdQ?. (3.31)
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Burada 7 = a(t)r ve x* = (t,r) seklinde verilir. hy, = diag (—1,a*/(1 —kr?)) iki boyutlu

metriktir. Gériiniir ufku 4% 9,79,7 = 0 bagmtisindan elde edebiliriz. Goriiniir ufuk

1
o= ar— (3.32)

VH? +k/a®
seklinde bulunur. Burada H = a/a ile verilir ve Hubble parametresi olarak adlandirilir. Simdi

evrendeki maddeyi ideal akigkan olarak diisiiniirsek stres enerji tensoriinii

Tuv = (p + p)uputy + pguv (3.33)

seklinde tanimlayabiliriz. Burada u,, dort iz vektoriidiir. Enerji korunum yasasi (T;‘\f V'=0)

kullanilirsa siireklilik denklemi asagidaki gibi verilir:
p-+nH(p+p)=0. (3.34)

Is yogunlugu W asagidaki gibi tanimlanir [92]:

v . 1
W=—=T%hy =—=(p—p). 3.35
> b 2(P p) (3.35)

Burada 7;,, T,y tensoriiniin normal dogrultudaki izdiigiimiidiir.

Simdi goriintir ufuk i¢in TBY’yi diislinelim. (3.29) ile verilen TBY’nin terimlerini
hesaplayalim. dE terimi dt zaman araligi icin enerjideki de8isimi gosterir. E ufuk

icerisindeki maddenin toplam enerjisi oldugunu ve E = pV seklinde verildigini hatirlarsak

dE = pdV +Vdp = 4wpiy>diy —4n(p + p)i’Hdt, (3.36)
yazabiliriz. Burada V = Q, 74" ve Q, = #2/):1) olarak verilir. Siireklilik denklemi
kullanilirsa dE

dE = nQ, 73" pdiy —nQ,iy"(p + p)Hdt (3.37)

seklinde elde edilir.
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(3.29)’daki WdV terimini (3.35)’1 kullanarak asagidaki gibi yazabiliriz:

1
WdV = Engnrgn—l (p — p)dra. (3.38)

Simdi Ty dSy terimini hesaplayalim. Ufkun sicakligl Ty
Ty = — (3.39)
2

olarak verilir. Ufkun yiizey kiitlecekimi k¥ FRW metrigi icin

K

_L — 7,ab ) = __i . rj4
_2\/__haa(\/ I 9y7) = —— (1 2Hr}4) (3.40)

olarak tanimlanir. Burada nokta ile ¢’ ye gore tiirev gosterilmektedir. Alan A = nQ,,7," ! ile

verilir. Boylece T'dS asagidaki gibi bulunur:

K nQ ! 1 N nn—1)Q, _,
TydSy = —d| —— | = — 1— n . 3.41
HESH =50 ( 4 25 | 2HA 5 A (3.41)

(3.37), (3.38) ve (3.41) denklemlerini (3.29) icinde kullanirsak

dr 8
r}{—/; = (p+p)Hdi (3.42)

elde ederiz. (3.32) ifadesini
dFy = —H (H _ _) it (3.43)

seklinde yazmak miimkiindiir. Son ifadeyi (3.42) icinde kullanirsak ikinci Friedmann

denklemi

olarak elde edilir. (3.34) ile verilen siireklilik denklemini kullanarak (3.44)’1 integre edersek

birinci Friedmann denklemi asagidaki gibi elde edilir:

k_ 8

2 - =
H T2 n(n—l)p'

(3.45)
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3.3. GENELLESTILRLMIS BELIRSIZLIK ILKESI VE KUTLECEKIMSEL
TESTLER

GBP’nin boyutsuz parametresi genelde bir civarinda kabul edilmektedir. Aslinda bir zorlama
olmamasma ragmen bu kabul daha cok sicim kuramindan kaynaklanmaktadir. Eger bu
varsayim terk edilirse, GBP’nin boyutsuz parametresinin iist sinirini elde etmek igin
deneysel ve gozlemsel verilerden yararlanmak miimkiin hale gelmektedir. GBP’nin boyutsuz
parametresi i¢in iist sinir elde etmeye yonelik literatiirde ¢cok sayida ¢alisma yapilmastir [8,
93-109]. Bu calismalarin yapilmasinin birkag¢ iyi nedeni vardir. GBP boyutsuz parametresi
icin iist siur aramak Planck uzunluk olgegi (1073m) ile elektrozayif uzunluk olgegi
(10~ '8m) arasinda bir ara uzunluk 6lceginin varligini ima edebilir. Bunun disinda diisiik
enerjili sistemleri Planck olcegindeki fizikle iliskilendirmek miimkiindiir. Yani bagta atomik
fizik gibi diisiik enerjili sistemlerle fenomenolojik kuantum kiitlecekimi arasindaki iligkiyi
aragtirabiliriz. Ozellikle GBP etkilerini cesitli kuantum sistemler igin diisiinebildigimizde bu

tiir bir iligskiyi arastirmak miimkiin hale gelmektedir.

[8] numarali referansta Scardigli ve Casadio GBP modifiye Schwarschild metrigi i¢in 1s181n
sapmasini, perihel kaymasini ve PRS B 1913+16 pulsar cifti i¢in periastron kaymasini
hesaplamislardir.® Oncelikle Schwarzschild metrigi icin GBP modifiye Hawking sicakligin
elde etmislerdir. Ardindan bu modifiye sicaklig: iiretecek sekilde Schwarzschild ¢oziimiinii
modifiye etmislerdir. Bu modifiye metrik araciligiyyla GBP modifikasyonunu igerecek
sekilde kiitlecekimsel testleri incelemek miimkiindiir. Bulduklart modifiye teorik sonuglari
gozlemsel verilerle karsilagtirarak GBP boyutsuz parametresi f igin iist sinirlar elde
etmislerdir. Biz de bu béliimde Scardigli ve Casadio’nun ¢alismasini [8] ayrintili olarak ele

alacagiz.

3.3.1. GBP-Modifiye Schwarzschild Metrigi

Oncelikle asagidaki verilen GBP’yi diisiinelim (Burada G = h = ¢ = kg = 1 alinmistir.):

1
AxAp > (1 +4BAp?). (3.46)

6 Cesitli kiitlecekim teorileri de Giines sistemi testleri cercevesinde diisiiniilmektedir. Gozlemsel verileri kullanarak ¢esitli
kiitlegekim teori parametreleri i¢in sinirlamalar elde etmek miimkiindiir [110-117]
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Standart dispersiyon iligkisi £ = p ifadesini (3.46) denklemi ile diisiiniirsek, bir fotonun

dalga boyunu asagidaki gibi yazabiliriz:

1
ox~—+2BE. 3.47
X ot B (3.47)
Burada E bir fotonun ortalama enerjisidir. Bir fotonun dalga boyunun belirsizligini dx ~
2urs =4uM olarak alabiliriz. Ayrica fotonun enerjisini Hawking sicakligiyla E = T seklinde

iligkili diisiinebiliriz. Boylece (3.47) ifadesinden
4oM ~ ! +2BT (3.48)
~ o7 :

elde edilir. Burada o kalibrasyon ¢arpanidir ve B — 0 limitinde belirlenir. Yariklasik limit

1

i¢in Hawking sicakligmin Ty = ¢

seklinde verildigini hatirlayalim. Boylece kalibrasyon

carpani & = 7 bulunur. Dolayisiyla kiitle-sicaklik iligkisi
M=_—+p— (3.49)

olarak verilir. Bu iligkiden ise GBP modifiye Hawking sicaklig1 asagidaki gibi elde edilir:

T:%(M— M2—4%>. (3.50)

Simdi Schwarzschild metrigini GBP etkilerini icerecek sekilde elde edelim. Bu asamada
(3.50) ile verilen modifiye sicaklig1 iiretecek sekilde Schwarzschild metrigini diigiinmemiz
gerekir. Hawking sicakligina kiiciik katkilarla ilgilendigimizden asagida en basit sekildeki

Schwarzschild metrik deformasyonunu 6nerebiliriz:

fr)=1-"—+e—. (3.51)

Burada € boyutsuz bir parametredir. Aslinda yukarida verdigimiz metrik 1/r’nin seriye
acilimi olarak diisliniilebilir. Yani kiiresel simetrik bir metri§in Robertson-Eddington
acilimindan bagka bir sey degildir. f(rgy) = 0 i¢in deforme metrigin olay ufku

I+v1—¢

rH=rs—— (3.52)
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olarak verilir. (3.52)’in € < 1 sartin1 saglamasi gerektigi aciktir. Deforme metrigin Hawking
sicaklig ise

rey =L 1 V1—€ (3.53)

4 27:M(1_|_m)2

olarak verilir. Benzer sekilde sicaklifin da € < 1 sartin1 saglamasi gerektigi goriilebilir. Simdi
€ ile B parametrelerini iligkilendirmeliyiz. (3.50) ve (3.53) esitlenirse
T2GyM? €2

b= T (354

bulunur (Burada dogal sabitleri yazdik). € < 1 sart1 agcikca B parametresinin negatif olmasi
gerektigini ima etmektedir. Genelde GBP parametresi literatiirde pozitif tanimlanir. Fakat
istisnalar olabilir. Ozellikle kristal 6rgii iizerinde formiile edilen GBP icin benzer durum

muimkiindiir [24].

3.3.2. Isigin Sapmasi

Kiitleli bir cismin etrafinda bagli olmayan bir yoriingeyi diisiinerek baglayalim. Bu boliimde

[133] numarali referansta tanimlanan yontemi kullanarak 151g1n sapmasini inceleyecegiz.

ekil 3.2:’de 1s181n Giines tarafindan saptirilmasi gosterilmistir. R ile Giines’in yaricapi
$18 $ p g $ ® §$'1n yarigap
gosterilmektedir. rg ise foton ve Giines arasindaki minimum uzunluktur. Fotonun yoriingesini

asagidaki gibi verilir:

A —1/2
()~ 9(=) = | ;[(—) f(ro)—f(r)] . 355

1o
Yoriingenin diiz bir yoldan sapma agis1 ise
A9 =2[¢(r0) — ¢(e)| — 7 (3.56)

olarak verilir. Simdi (3.51) ile verilen deforme metrigi dikkate alarak (3.55) ifadesindeki

integrali hesaplayalim. Bu integrali r /7 icin seriye acabiliriz. Once integrali alinacak ifadeyi
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asagidaki gibi diizenleyelim:
1/2

d(ORELIH (O8]

(3.57) ifadesinin sag tarafinda ikinci koseli parantez igerisindeki terimi seriye acalim:

~1/)2 _
f(ro) — f(r)

1/2
[f(ro)Jr (r/r0)2—1} . (3.57)

~1/2
fro)—f(r) XM M?  2Mry M?
JNY TV 2 e -
[f(rO) + (r/ro)®>—1 ro tE r(z) r(r+ro) € r?
M M?  Mry 3M M?  3MPr
~l4+—+B3-€&6)—+—— — |+ 3.58
+ ro +( 8)2r(2) + r(r+rp) ( ro ) 821"2 + 2r2(r+rp)? (3-58)
Boylece (3.55) ile verilen integrali hesaplayabiliriz. $imdi (3.55)’1
O(r) = @(°) =A1 + A2+ A3+ A4 (3.59)
seklinde yazalim. Burada terimler
ror 1-1/2
1 2 M M?
=1 (L) o {1+_+(3_e>_2} A (3.60)
r 0 70 2rg
roor 1-1/2
1 2 M 3M
Azz/— (1> —1 0 (1+—> dr, (3.61)
r |\ ro r(r+ro) ro
1 M
a=- [ [(L) - 1] S r, (3.62)
r |\ ro 2r
r —1/2
1 \? 3M?rZ
Ag= [ —-||— | —1 — 0 4 3.63
* /r [(r0> ] 2r2(r+rp)? d (3.63)
seklinde verilir. Boylece (3.55) ifadesini asagidaki gibi elde ederiz:
2M m 2M
¢(r) =) = —+ -+ — [157— 16 — 37e]. (3.64)
ro 2 81”0
Dolayisiyla sapma agisi
2ry r%{
Ap = — (15— 16 —3me) (3.65)

ro 1 6!’%
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Sekil 3.2: Is181n sapmasi.

olarak elde edilir.

Buldugumuz sonucu PPN (Parameterized Post Newtonian) formalizminde verilen sapma

acistyla kargilagtirabiliriz. PPN formalizminde sapma agis1 [118]

. 1 21”]-1
AP = 5(1+7’)r—0 (3.66)

ile verilir. Burada rq = R, ile verilir. Y’mn degeri ¥ — 1 ~ (—1,6+1,5) x 10~* olarak

verilebilir [119]. (3.65) ile (3.66) ifadeleri karsilastirilirsa

M
y—1=¢ (157~ 16-37¢) (3.67)

elde edilir. Son ifadeyi asagidaki gibi yazabiliriz:
M —4
|y—1|:8—r0|157r—16—37t£|,§1,6><10 . (3.68)

Giines yaricapt R, ve kiitlesi M, i¢in —60,7 < € < 67,3 bulunur. Fakat € < 1 sartina sahip
oldugundan —60,7 < € < 1 elde edilir. Alt sinirt € ~ —60 alirsak, (3.54) ifadesinden |B| <

4,9 x 10”8 bulunur.

3.3.3. Merkiir’iin Perihel Noktasinin Kaymasi

Bu boliimde kiitleli bir cismin etrafinda kapali bir yoriingede hareket eden bir parcacigi
diistinelim. Burada [133] numarali referanstaki yontemi kullanacagiz. Sekil 3.3:’te kutupsal
koordinatlarda eliptik bir yoriingenin elemanlar1 verilmigtir. r radyal koordinati en uzak

noktada r, degerini alirken, en yakin noktada r_ degerini alir. € basiklig1, a yar1 biiyiik eksen
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I+

Sekil 3.3: Elipsin elemanlari.

uzunlugu, L semilatus rectumu gostermektedir. Geometrik iligkiler asagidaki gibi verilebilir:

re = (148)a, (3.69)
L=(1-&a, (3.70)
2 1 1

= 3.71
L ry + r_ ( )

Sistemin kiitle bagina enerjisi e ve kiitle bagina a¢isal momentumu ¢ sabitleri f(r_) ve f(ry)
fonksiyonlar1 olarak ifade edilebilirler. — mesafesinden r mesafesine konum vektoriiniin

hareketi boyunca agidaki degisim

1/2
2( 1 1 \_2(1 _ 1
¢(ry)—o(r ):/’+ - (W ﬂri)) - <f(r) f(r+)> 2 A (3.72)
B r 2.2 11 2 2./ '
27 (- 7 ' V)

ile verilir. Bir tam tur sonucu yoriingesel presesyon asagidaki gibi hesaplanir:

AG =2]¢(ry) — ¢ (r_)| —2m. (3.73)
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Simdi (3.72) ile verilen integrali hesaplayalim. Oncelikle rg/r seriye agilimi igin

1 2M M?

yazabiliriz. (3.72) ifadesinde koseli parantez icerisindeki terim, r = ri degerleri i¢in sifir

olmaktadir. Bu nedenle

rz_(ﬁ—f(i))‘ri(ﬁ_f(b)_i:C(i 1) (1 1) (3.75)

2.2 (_1 1 r r—or ror
22 (7 - 75) '
yazabiliriz. Boylece (3.72) ifadesi asagidaki gibi yazilir:
Lo 11 1N ar
¢(r)—¢(r—)=—/ K———) (———)] — (3.76)
VC Jr r- r)\r rq r2\/f(r)

Burada C sabitini 7 — oo limitinde f(r)~! — 1 olmasiyla belirleyebiliriz. C sabiti

_AA) ) = =2 ) ()~ 1]

¢ o F0) = F(ry)]

(3.77)

olarak bulunur. (3.71) denklemi ve modifiye metrigi kullanarak f(ry ) ifadeleri yukaridaki

denklemde yazilirsa C sabiti
2 2 3 1
Cc= (1—£+er—5—ezr—s) (1—er—s) (3.78)

olarak elde edilir. Bunu rg/L i¢in seriye acarsak

4—e\ M 1 M?
C ~ +< 5 >L+(6 3e 88)L2 (3.79)

buluruz. Yoriingenin kutupsal denklemi

1_

sin Y (3.80)

S~ ™

1
L
ile verilir. Bunu (3.76) ile verilen integral icin degisken doniisiimii olarak kullanacagiz. (3.71)

ve (3.80) denklemleri araciligiyla

I 1 e :
—— = Z(14siny), (3.81)
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1 1 é
= Z(1=si .82
;e o sinY) (3.82)
bulunur. (3.81) ve (3.82) ifadelerinden de
1 1\ /1 1 &
(7_‘;) (;‘z) sV (5-83)

elde edilir. Simdi (3.80)-(3.83) ifadeleri (3.76) ile verilen integralde kullanilarak rg/r igin

seriye acilirsa

¢(rs) —o(r-) =~ [1 + (4%8) A%Jr (6—38— %82) I‘LL;}
2

/2 M e M N ,
X/—n'/Z {l—i—z(l—esmlll)-l-(3—£)m(1—esml//) }dq/ (3.84)

bulunur. Burada integralin sinirlari r = r_ igin y = —7m/2 ve r = ry i¢in ¥ = /2 seklindedir.

Bu integral hesaplanirsa

o)== 1+ (455) M (6-3e—ge?) 2]

M
L
6—e\M M? 3
+(—)I+FN(6,6)] (3.85)

sonucu bulunur. Burada

Neo) = 19-ser(3-e)2 & (3.86)
A 2 4 '
olarak verilir. Son olarak perihel kaymasi
6—e\M GM*

olarak elde edilir. Yiiksek mertebeden terimleri ihmal edersek (dogal sabitlerle)

N 6nGM ( 8)

ap =5 (1-¢ (3.88)

yazilabilir.
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Merkiir’tin perihel kaymas1 PPN formalizminde asagidaki gibi verilir [118]:
2y—-B—1
AG = (1 ¥ %) 42,98” /yuzyil. (3.89)

Burada 7, B boyutsuz PPN parametreleridir. Messenger uzay aracinin [120] 2y — B -1 <

7,8 x 107> buldugu smir kullanilirsa

le|=2)2y—p—1]<1,56 x 10~* (3.90)
elde edilir. Dolayisiyla

1B <2 x10% (3.91)

olacak sekilde Merkiir gezegeninin yoriingesindeki perihel noktasinin kaymasi i¢cin GBP

parametresi iist sinir1 elde edilir.

3.3.4. PRS B 1913+16 Pulsar Ciftinin Periastronu

Onceki iki boliimde ele aldigimiz 15181 sapmasi, Merkiir gezegeninin perihel noktasinin
kaymasi ve 4. boliimiinde ele alacagimiz Shapiro zaman gecikmesi, kiitlecekimsel kirmiziya
kayma ve jeodezik devinim testleri Giines sistemi icerisinde incelenmektedir. Yani zayif
kiitlecekimsel alanlar icerisinde ele alinmaktadir. Genel gorelilik teorisi zayif kiitlecekimsel
alanlar icerisinde oldukca iyi sonuglar vermektedir. Diger taraftan giiclii kiitlecekim
alanlarinda da genel goreliligin test edilmesi gereklidir. Ozellikle bu bakimdan pulsar ciftleri
1yi bir aday olarak karsimiza ¢ikmaktadir. PRS B 1913416 pulsar cifti genel goreliligi test
etmek i¢in iyi bir ortam saglamaktadir. 1974 yilinda Hulse ve Taylor tarafindan kesfedilmisgtir

[121].

Burada [122] numarali referansta kullanilan yontem izlenecektir. Tablo 3.1:’de yoriingesel
parametreler ve degerleri verilmistir. € ve P, parametreleri Keplerian parametreler olarak
adlandirilir. Bu parametreler Newton mekanigi icerisinde tamimlanirlar. @, 7 ve P, ise
Damour-Deruelle post-Keplerian parametreleri olarak adlandirilirlar ve genel gorelilik icinde

tamimlanirlar [123]. Post-Keplerian parametrelerle Keplerian parametreler arasindaki iligki
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asagidaki gibi verilebilir [124]:

2/3
() =367 e (B, /2m) 3P (1 =)~y +mp)? = 2,113323(2) {(ml +m2)} :

©
(3.92)

7= G*3c72e(Py/2m) Py x (my +2ma) (my +ma)~4/3
ma(my +2my) (my +my) =43
M3 ’

=0,002936678(2) [ (3.93)

. 1922G%/3 [ p,\ /3 73, 37, » i
=5 <ﬁ) (Hﬁe +%e>(1_6) Fmyma(m +mz)

~1/3
— —1,699451(8) x 10712 [mlmz(ml +m) ] .(3.94)

M3

@, 7 ve P, parametrelerinin birimleri sirasiyla derece/yil, saniye ve giin seklindedir.
Burada m; ve my cift bilesenlerinin kiitlelerini gostermektedir. Bu denklemlerdeki
katsayilar Tablo 3.1:’deki P, ve é degerleri yardimiyla elde edilmistir. Ayrica GM,/c® =
4,925490947 x 10~ %s ve 1Julian/sene = 86400 x 365,25s degerleri kullanilmustir.

Simdi genel gorelilik icin periastron kaymasin ((CO)GR) hesaplayalim. Bunun igin
Tablo 3.1:’deki gozlemsel degerleri (3.93) ve (3.94) denklemlerinde yerine yazip, bu
denklemleri m; ve mj icin ¢ozelim. Bulunan m ve m;, degerleri (3.92) numarali denklemde
kullanilirsa (d))GR elde edilir. Bagil sapmay1

. _ (o)~ (&)

g=1 v/ (3.95)

(@)

olarak verebiliriz. Burada (@) gozlem sonucu elde edilen degeri gostermektedir. Bunu

(@) (1+&) = (&) seklinde yazabiliriz. Bunu (3.88) ile kargilagtirirsak || = 6|&| bulunur.

Dikkat edilmesi gereken bir noktaya deginelim. Tablo 3.1:’de verilen P, degerinin
diizeltilmesi gereklidir. Bu diizeltme pulsar referans sistemiyle Giines sisteminin kiitle
merkezi arasindaki bagil ivmeden kaynaklanmaktadir. Bu tiir bir ivmelenmeye ise pulsar

ciftinin ve Giines sisteminin galaksinin farkli kollarinda yer almasi neden olmaktadir.
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Parametre Deger
é (basiklik) 0,6171334(5)
P, (yoriinge periyodu) 0,322997448911(4)
(@) (periastron kaymasi) 4,116598(5)
7 (zaman genislemesi, kiitlecekimsel kirmiziya kayma) ~ 4,29992(8) x 103
P, (yoriingesel periyot bozulmasi) —2,423(1) x 10712

Tablo 3.1: PSR B 1913+16 pulsar ¢iftinin yoriingesel parametreleri [122].

Gozlenen P, igin diizeltmeyi [125]
APy g1 = (0,027 £0,005) x 1072 (3.96)

seklinde verebiliriz. Simdi (3.93) ve (3.94) denklemlerinden m; ve m; elde edilir. P, icin alt

sinir Tablo 3.1:’den ve iist sinir (3.96)’dan gelir. Boylece
£=8,9x10" (3.97)

elde edilir. || = 6|&| oldugunu hatirlarsak |€| ~ 5,3 x 10~ olarak elde edilir. M = m; +my =
2,828M, oldugundan (3.54) denkleminden

1B $2x 10" (3.98)

olarak bulunur.
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4. BULGULAR

4.1. GBP MODIFIYE VDW KARA DELIK COZUMU

Bu boliimde vdW kara deligini GBP etkilerini icerecek sekilde modifiye edecegiz. Daha
sonra bu modifiye ¢oziime karsilik gelen stres enerji tensoril i¢in enerji sartlari kontrol
edilecektir. Son olarak standart ve modifye durumlar icin termodinamik ozellikler ve faz

gecisleri incelenecektir. 7

4.1.1. GBP Modifiye Kara Delik Sicakhg:

Bu boliimde Xiang ve Wen tarafindan 6nerilen yontemi [3] tekrar gozden gegirecegiz. 8

(2.2) ifadesini seriye acarsak Ap’nin alt sinirin1 asagidaki gibi yazabiliriz (G =c =kp =1

alinmustir):

h  hp 2
A2 o=+ 1+ O(B?). @.1)

Yukaridaki ifadeyi kullanarak AxAp’yi

AxAp > i (1 - % + ﬁ(ﬁz)) = figsf 4.2)

seklinde yazabiliriz. Bir parcacik yutan kara deligin alanindaki minimum artigin
AA > AxAp 4.3)

seklinde verildigini biliyoruz. Simdi (4.2) ve (4.3) ifadelerinden Ax = 2ry alinmasi

durumunda alandaki artis1

AA > yhrr = ah (1 - % + ﬁ(ﬁ2)> (4.4)
4rg

7 GBP modifiye vdW kara delik ¢oziimii i¢in yayinlanan makalemize [38] referansindan ulasilabilir.

8 Bu boliimde kara deliklerin sicakhigi icin GUP modifikasyonu seriye acilim seklinde diisiiniilmiigtiir. Yani sonuglar
yaklagiktir. Tam sonuclar i¢in 2.2.2. boliimiine bakiniz.
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olarak elde ederiz. Burada o kalibrasyon ¢arpanidir ve B — 0 limitinde elde edilir. Par¢acik
yutuldugunda entropideki minimum artisin (AS),;;; = In2 oldugunu hatirlarsak dA/dS

ifadesini asagidaki gibi yazabiliriz:

et (1 ).

SlIE

Tekrar sicakhigin T = dS X 8 oldugunu hatirlarsak GUP modifiye Hawking sicakligini

ha B > K
T = 3 (1+4rH+6’(B )) X or (4.6)

seklinde elde ederiz.” Burada x = f’(ry)/2 seklinde verilir ve yiizey kiitle cekimidir. B — 0
limitinde kalibrasyon carpant o« = 41n2 bulunur. Boylece statik ve kiiresel simetrik bir kara

delik icin GBP modifiye sicakligimiz asagidaki gibi verilir:

- feprX _ Bk 1+£ 4.7)
27 27r 4rH

GBP modifiye vdW kara delik i¢in hesaplamalarda 7 = 1 alacagiz.

4.1.2. GBP Modifiye Kara Deligi

GBP modifiye kara delik ¢oziimiinii elde etmek i¢in tekrar asagida verdigimiz metrigi

diisiinelim:
2 dr’ 20702 | i 2
ds® = —f(r)dt +f(r) r*(d6” +sin” 0d¢~), (4.8)
2 2M
f=p——-—8nPp). (4.9)

Elde edecegimiz metrige karsilik gelen stres enerji tensorii daha 6nceden (3.6) ile verdigimiz
THY = pelieg + Y piel'el (4.10)
i

seklindeki anizotropik stress enerji tensoriidiir. Einstein alan denklemi kullanilirsa 7)y

tensoriiniin bilesenleri (3.7) ve (3.8) ile verilir.

9 Bu béliimde sadece modifiye termodinamik niceklikler verildiginden ggp alt indisini kullanmadik.
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(4.9) ile verilen metrik ifadesinden kiitle asagidaki gibi verilir:

g(rHaP)rH

M 47r3P
= —7JUr —
37 2

4.11)

GBP modifiye termodinamik nicelikler ise asagidaki gibi verilir:

hefrK B g(ru,P) 1 dg(ru,P)
T=——=[14—7 2Pry ———— — —= 4.12
27 ( * 4 2 ) ( TH 471'1’1-1 4r 87‘1{ ’ ( )

"H
_[dM _, Bm (4} +pB
S_/ R n( 5 ) (4.13)
B oM _4 3 I’Hag(l’H,P)
v=(38)= 3% -5 5 i
4 3r, J
¢y OM/Orn _ 87y (_g iy~ <1_2H_ﬁ>> . (4.15)
OT /v (ar 4 3B)g+ v (4~ B) (2 — 32 ) — (e + B)25)

(4.13) ifadesindeki logaritmik terimi boyutsuz yapabilmek i¢in intergrasyon sabiti ETE Inf
secilmistir. Spesifik hacmi (3.13) ifadesindeki gibi verebiliriz. Burada tekrar g(r, P) = B(r) —
PD(r) yaklagimini kullaniyoruz. Bu durumda spesifik hacim asagidaki gibi verilir:

3D

v=2ryg+ anrn (4.16)
(3.3) ifadesinden

T = <P+ %) (v—b) 4.17)
yazabiliriz. (4.12) ve (3.3) ifadelerinin esitliginden

(1+%> <2PrH—4jfrH —%) - <P+Va—2> (v—b) (4.18)

yazilir. Yukaridaki ifade Fi(r) + F>(r)P = 0 seklinde diizenlenebilir. Fy(r) ve F»(r)

fonksiyonlart agsagidaki gibi verilebilir:

1 B , B 16m2ar? 3D
Frn=——(1+5 ) (B+=) - ———(2r+——-b) =0 4.1
1) ( + r ) < + r) (87wr2 +3D)2 rt r ’ (4.19)
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Fz(r)=$<1+4%> (D’+l—))—3—D+£+b:0. (4.20)

r Awr  2r

D’yi (4.20) ifadesinden elde edebiliriz:
87r? 27h
D(r) :4nbr—%+8er2+ (3i+3e> B+0(B). (4.21)
r

Burada € integrasyon sabitidir ve € = 7 /3 se¢ilmistir. (4.21) ifadesini (4.19) ifadesine

atadiktan sonra Fj(r) seriye agilirsa

1 , B 2a(b+r a(b+2r)(2b+3r
A== (Hﬁ) <B+;)_(3b(+—|2—r))2+ (4;(32(+2r+)3 )ﬁ:O (22

buluruz. Fi(r) ¢oziiliirse B(r) asagidaki gibi bulunur:

nab?(243b* (3b+2r)—9b*(18b+17r) B—(57b+43r) )

B(r) = —2ma+

r(3b+2r)2(957+P)?
+aﬂB3/2(—27b4+2[3b2+5[52)arctan(zr/\/ﬁ) | 2mab(14586°+378Bb" 19872 ~5B7) | (i)
2r(9*+p)° (902 +B)? 2
nBab(108b*+458b>+7p2) 42+
T (962 +B)3 hl( a2 ) (4.23)

Burada logaritmik terimi boyutsuz yapabilmek i¢cin uygun bir integrasyon sabiti secilmistir.
(4.21) ve (4.23) ¢oziimleri aracilifiyla g(r,P) fonksiyonu belirlenebilir ve boylece GBP
modifiye vdW kara delik ¢oziimii elde edilir. (4.21) ve (4.23) ifadeleri § — O limitinde [5]

calismasindaki sonucu verir.

Fiziksel olarak gecerli bir ¢oziim i¢in stres enerji tensoriiniin saglamasi gereken belirli enerji

sartlar1 vardir. Bu enerji sartlarini tekrar hatirlayalim:

Zayif : p>0,p+pi >0, (4.24)
Guclu:  p+Ypi=0 p+pi>0, (4.25)
Baskin : p>0, p > |pil. (4.26)

Sekil 4.1:’den enerji sartlar1 kontrol edilebilir. Yeterince kiiciik basing degerleri igin tiim
enerji sartaltin1 kara deligin olay ufku ciavrinda saglamak miimkiindiir. Yeterince biiyiik r
degerleri i¢in p, pozitif oldugundan grafikte gosterilmemektedir. Standart ¢6ziime benzer

sekilde GBP modifiye ¢6ziimii de ufuk civarinda enerji sartlarim1 saglamaktadir.
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0.020;
0.015
0.010

0.005

Sekil 4.1: p enerji yogunlugu (siyah kesikli egri), p 4+ p» (kirmizi noktali egri) ve p — p»
(mavi egri), rg = 3 i¢in yesil egri ile olay ufku gosterilmektedir. x ekseni radyal
koordinat r’yi gostermektedir. a = 1/2m, b =1, P = 0,001 ve M = 0,16 alinmustir.

4.1.3. Termodinamik Ozellikler ve Faz Gecisi

Sekil 4.2:°de standart ve GBP modifiye entropilerin olay ufkuna gore degisimi gosterilmistir.
Acikca goriilebilecegi gibi GBP modifiye entropi standart entropiden daima kiictiktiir. Ayrica

0 <rg <eigin

ds B 87‘Er2
drh - ﬁ—i—4l’;21‘

(4.27)

oldugundan GBP modifiye entropi monoton artan bir fonksiyondur. Yani negatif logaritmik

terim ilk terime baskin gelmemektedir.

Modifiye sicaklik ise standart sicakliktan biiyiik ya da kiiciik olabilir. Sekil 4.3:’te yariklasik
ve modifiye sicakliklar cizilmistir. Ik sekilde GBP modifiye sicaklik kiiciik kara delikler
icin karasiz bir kola sahiptir. Biiyiik kara delikler durumunda kuantum kiitlecekim etkileri
ihmal edilebileceginden standart sicaklikla benzer bir davranig gosterir. Kararsiz kol negatif
151 sigasina karsilik gelmektedir. GBP etkileri diisiiniildigiinde vdW kara delikleri olay
ufkunun kiiciik degerleri durumunda termodinamik olarak kararsizdirlar. Ayrica GBP

modifikasyonu durumunda sicaklik standart duruma gore daha biiyiiktiir. Sekil 4.3:’te ikinci
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Sekil 4.2: Yariklasik (siyah egri) ve GBP modifiye (kirmizi kesikli egri) entropiler. a =
1

37> B = b =1 secilmistir.

sekilde modifiye sicaklik kiiciik kara delikler i¢in karasiz bir kol gostermektedir ve bazi olay
ufku degerleri icin iyi tanimli olmayan negatif degerler almaktadir. Daha biiyiik kara delikler
icin kuantum kiitlecekim etkileri ihmal edilebileceginden benzer sekilde standart durumla
ayni davranis1 gosterir. GBP modifiye ve standart sicakliklar arasindaki fark: asagidaki gibi

verebiliriz:

B(12r; +8brg+B)  Paru(b+2ru)(2b+3rn) .

AT =
16rl3_1 4r13q(3b +2ry)3

(4.28)

AT pozitif (negatif) oldugunda, modifiye sicaklik orijinal sicakliktan daha biiyiik (kii¢iik)
olur. (4.28)’in isareti birinci ve ikinci terimlerin arasindaki rekabetin sonucunda belirlenir.
Yeterince biiyiik olay ufku degerleri icin ilk terim daha fazla katki verebilir. Bu yiizden

modifye sicaklik standart sicakliktan daha biiyiik olabilir.

Simdi termodinamik kararlilik ve olas1 faz gegisleri icin 1s1 sigasini inceleyelim. Sekil 4.4:’te
11 s18alar gosterilmektedir. Hem standart hem de modifiye 1s1 sigalar1 kararli-kararsiz faz
gecisi gosterebilirler. Sekil 4.4:’iin ilk grafiginde a = ﬁ, B =b=1=1 degerleri igin
modifiye 1s1 s1gas1 iraksamaktadir. Yani GBP modifikasyonu durumunda kararli-karasiz kara
delik faz gecisi gostermektedir. Pradhan da benzer bir faz gecisini ayni1 degerlerde standart

vdW kara deligi i¢in bildirmistir [126]. Fakat faz gecisi negatif olay ufku degerlerinde
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Sekil 4.3: Yariklasik (siyah egri) ve GBP modiye (kirmizi1 kesikli egri) sicakliklar. (a) a = ﬁ,
B=b=1l=1.b)b=0,1,=a=1=1.

Cp Cp

200 , 200
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Sekil 4.4: Yariklasik (siyah egri) ve GBP modiye (kirmizi kesikli egri) 1s1 s1galar1. (a) a = ﬁ,
B=b=I=1.0b)b=0,1,=a=1=1.
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Sekil 4.5: Yariklasik (siyah egri) ve GBP modifiye (kirmizi kesikli egri) termodinamik
hacimler. B = b = 1 se¢ilmistir.

meydana gelmektedir ve dolayisiyla fiziksel olarak anlamli degildir. Sekil 4.4:’{in ikinci
grafiginde 1s1 sigalar1 B =a=1=1,b =0, 1 degerleri i¢in rollerini degistirirler. Bu durumda
yariklasik 1s1 s18as1 kararli-kararsiz kara delik faz gecisi gosterirken, modifiye 1s1 sigas1 faz

gecisi gostermez.

Termodinamik hacim ve kiitle i¢in grafikler sirasiyla Sekil 4.5: ve Sekil 4.6: sekillerinde

gosterilmektedir. (4.14) ifadesinden termodinamik hacim

4 b
V= §m131 +2mbry + —ﬂf + 7TI321’H

(4.29)

seklinde verilir. Dikkat edilirse GBP’den gelen katkilar daima pozitiftir. Dolayisiyla modifiye
hacim standart durumdaki hacimden daima biiyiiktiir. Sekil 4.6:’dan goriilebilecegi gibi

uygun degerler i¢cin modifiye kiitle standart durumdan kii¢iik ya da biiyiik olabilir.
Son olarak faz gegisinde bahsedelim. (4.12) ve modifiye g(r, P) fonksiyonu araciligiyla

163 (2ry +3b)((2ry +3b)*T — 2a(ry + b)) +4ary (2r, + b) 3ry +2b) B

P (2r + 360 @2 + B)Bra(ri 1 b) + B)

(4.30)
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Sekil 4.6: Yariklasik (siyah egri) ve GBP modiye (kirmiz1 kesikli egri) kiitleler. (a) a = ﬁ,
B=b=Il=1.b)b=0,1,=a=1=1.
. P
It
0.004|/ 10.05
0.003} (N _
S : -‘-7--7.-_351 -2 2 4 rh
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Sekil 4.7: P — ry faz diyagramlari. izotermal egrilerin sicakliklar1 yukaridan asagiya dogru
azalmaktadir ve 1,37, (mavi noktali egri), T, (kirmiz1 kesikli egri) ve 0,77, (yesil
egri) degerlerine karsilik gelmektedir. (a) GBP modifiye hal denklemi. (b) Standart hal

denklemi.
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elde edilir. Kritik noktalar1 bulmak i¢in asagida verilen iki denklemi ¢6zmemiz gerekir:

2
o _, 2P

(4.30) ile verilen hal denklemi olduk¢a karmagiktir. Bu nedenle sayisal bir ¢oziim arayacagiz.
Eger B =b =1 ve a = 1/(2m) alirsak, T, = 0,03279, r. = 1,52439 ve P. = 0,00223
bulunur. Sekil 4.7:’de faz diyagramlar1 gosterilmistir. Ik grafikte modifiye hal denklemi icin
kiiciik-biiyiik kara delik faz gecisi goriilebilir. Kararli olmayan sol kol disinda, faz diyagrami
stvi-gaz sistemindekine benzer bir davranis gostermektedir. Benzer davranis yiikli AdS
kara deliginin modifiye faz gecisi i¢in Sun ve Ma tarafindan da bildirilmistir [34]. Standart
durumda da kritik noktalarin elde edilmesi miimkiindiir. Zaten vdW hal denklemiyle ayni
termodinamige sahip oldugudan bu durum siirpriz degildir. Fakat bu durumdaki faz gecis
fiziksel olarak makul degildir. (4.31) kullanilirsa standart durum i¢in kritik noktalar agsagidaki

gibi verilir:

8a a

Ry ~—0 p=-* 432
27b Fe ¢ 272 (4.32)

Pozitif kritik spesifik hacim tanimlamak miimkiin olmasina ragmen, kiiciik kara delikler i¢in
faz gecis kolu negatif olay ufku degerlerine karsilik gelmektedir. Bu nedenle standart durum

icin kritik noktalar fiziksel bir faz gecisine karsilhk gelmemektedir. 10

4.2. FRIEDMANN DENKLEMLERININ DSR-GUP MODIFIKASYONU

Bu boliimde DSR-GUP’dan elde edilen entropi-alan iligkisi kullanilarak goriiniir ufkun
TBY’sinden Friedmann denklemleri elde edilecektir. Modifiye Friedmann denklemlerinin
Planck mertebesindeki oOlceklerde maksimum bir enerji yogunluguna sahip oldugu
gosterilecektir. GBP nin minimum mesafe 6zelligi nedeniyle goriiniir ufuk i¢in minimum bir
deger tanimlamak miimkiindiir. Ayrica p = wp hal denklemi ve k = 0 durumu i¢in yavaglama
parametresi g incelenecektir. Son olarak TGIY’nin evrenin tiim dénemleri igin gegerli oldugu

gosterilecektir. !

10 By boliimde dnerdigimiz yontemi baz alan bir tezde Polytropic ve Chaplygin kara delikleri icin GBP modifiye ¢oziimler
elde edilmisgtir [127].

11 By boliimde anlatilan calisma ile ilgili makaleye [42] numarali referanstan ulagilabilir.
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4.2.1. DSR-GUP Kullanilarak Elde Edilen Entropi-Alan Iliskisi

Standart belirsizlik ilkesinin modifikasyonunu DSR (Doubly Special Relativity) teorisi
cercevesinde diisiinebiliriz. Ozel gorelilik teorisinden farkli olarak DSR 1s1k hiz1 disinda
enerji lizerinde de bir sinirlama ima eder [128]. Enerji izerindeki iist limit Planck enerjisidir.
Yakin zamanda DSR teorisi cercevesinde elde edilen GBP’yi asagidaki gibi verebiliriz
[9, 10](G = h = kp = ¢ = 1 alinmustir.):

AxAp > ! <1 —2y+ A—pz> . (4.33)

2 E3

Burada Ep Planck enerjisidir ve y’nin degeri 0 < y < 1/2 arasindadir. [9, 10] numaralh
caligmalardaki adlandirmaya sadik kalarak biz de (4.33) numaral1 ifadeyi DSR-GUP olarak
adlandiracagiz. Entropi-alan arasindaki modifiye iliskiyi elde etmek i¢in 2.2.2. boliimiinde

ayrintili olarak degindigimiz Xiang ve Wen modifikasyonunu [3] kullanacagiz.

(4.33) ifadesinden momentum belirsizligi i¢in alt sinir agsagidaki gibi elde edilir:

Ap > AXE} — Epy/ARE}R + 27— 1. (4.34)

Y — 0 ve Ep — oo limitleri i¢in standart belirsizlik ilkesi elde edilir. Ax ~ 2ry ve (4.34)

ifadesi icin

AxAp > 4y E} — 2ryEpy[4ryER + 27 1 (4.35)
yazilabilir. Alandaki en kiigiik artigin
AA > AxAp (4.36)

seklinde verildigini hatirlarsak

AxAp > 4y Epct — drgepan[4rhER + 27— 1 (4.37)

yazilir. Burada « kalibrasyon carpamdir ve limit durumunda belirlenir. Informasyon
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teorisinde bilgideki minimum artig (AS),;, = In2 oldugundan modifiye entropi-alan iligkisi

dS  (AS)min 1
= x = 4.38
dA  (AA)in (4.38)

32E22 |1— |1+ -]

422 | 1— 1422
PY"H
4El2,r[2_l

olarak verilir. Y — 0 ve Ep — oo limitleri i¢in kalibrasyon carpan1 @ = 81n?2 olarak elde edilir.

4.2.2. Modifiye Friedmann Denklemleri

Bu boliimde (3 4 1) boyuttaki DSR-GUP modifiye Friedmann denklemleri elde edilecektir.
(3+ 1) boyuttaki FRW metrigini kompakt bi¢imde agagidaki gibi yazabiliriz:

ds® = hapdx®dx? + 7d Q3. (4.39)

Burada d€Q; iki boyuttaki birim kiirenin metrigidir. Diger tiim parametereler 3.2.1.
boliimiinde tanimlandig1 gibi verilir. Goriiniir ufuk ve ufkun sicakligi sirasiyla (3.32) ve

(3.39) ifadeleriyle verilir.

Entropi alanin bir fonksiyonu oldugundan entropiyi asagidaki gibi genel bir gsekilde
yazabiliriz:
f(A)

Su =" (4.40)

Entropinin diferansiyelini ise

dSu _ J'(A)

A 4 4.41)

seklinde verebiliriz. Burada A goriiniir ufkun yiizey alanidir ve A = 47732 ile verilir. (3.33)
ifadesinde oldugu gibi enerji momentum tensériinii 7,y = (p + p)uyuy + pguv seklinde

diisiiniiyoruz ve buna karsilik gelen siireklilik denklemi ise

p+3H(p+p)=0 (4.42)
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olarak verilir. Is yogunlugunun
L 1
W=—>T"ha = (p~p) (4.43)

seklinde verildigini hatirlayalim. Is yogunlugu W, evrenin hacminin degismesine karsilik

3

gelen is olarak diisiiniilebilir. Hacim V = %nr;\ ve enerji £ = pV olarak verileceginden,

stireklilik denklemi (4.42) kullanilirsa enerjinin diferansiyeli asagidaki gibi verilir:

dE = pdV +Vdp = 4npis*diy —4n(p + p)ri Hdr. (4.44)
WdV terimi ise

WdV =2n(p — p)ria’dria (4.45)

olarak elde edilir. Son olarak TydSy terimini (3.39) ve (4.41) ifadelerini kullanirsak

asagidaki gibi elde ederiz:

A
2HF,

TydSy = — (1 - ) f(A)dra. (4.46)

(3.43), (4.44), (4.45) ve (4.46) ifadelerini (3.29) ile verilen TBY icerisinde kullanirsak

f'(A)

rj43

dra = 4n(p + p)Hdt. (4.47)

elde ederiz. Son buldugumuz denklem icgerisinde (4.42) ile verilen siireklilik denklemi

kullanilirsa
"(A)  _ 41
fr~(3)drA = —?dp (4.48)
A

elde edilir. Ayrica (3.43) ve (4.47) denklemlerinden
612

f(A) (H — ﬁ) = —4n(p +p). (4.49)

yazmak miimkiindiir. Simdi tek belirlenmesi gereken f’(A) ifadesidir. Bunu (4.38) ve (4.41)
ifadelerinden elde edebiliriz. Boylece modifiye Friedmann denklemleri (4.48) ve (4.49)
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ifadelerinden asagidaki gibi elde edilir:

BN WiaEp+2y- 12 (4.50)
3 4r2(1-2y)  1270Ep(1—2y2 O '
. 1
(H_a%> 2 ) 2 PP @0
33 (1- 1+4E1%ﬂ2> 7

Burada C integrasyon sabitidir ve baslangic kosullarindan belirlenebilir. 74 — oo limitinde

enerji yogunlugu vakum enerjisidir. Yani p,,x = A olur. Bdylece integrasyon sabiti C =
AmA 2Ep

=5~ 32 olarak bulunur ve (4.50)
3
87 o 1[3(1=2y) 4.0 2y—1)?
—(Pp—-A)(1-27) "= |———+8Es [ 1 - [ 1+ —== 4.52
3 (PN (=29 = | = =7 4 8E 18] 422

seklinde verilir. Burada elde ettigimiz modifiye Friedmann denklemleri y — 0 ve Ep — oo

limitlerinde standart Friedmann denklemlerine indirgenir.

Simdi (4.52) denklemini inceleyelim. Enerji yogunlugu p’nun reel ve pozitif olmasi i¢in
goriiniir ufkun yarigapinin minimum degeri
fzdn \ 1— 2’}/

=y = 4,
T (4.53)

olmalidir. Bu deger acikca baglangictaki tekilligi kaldirmaktadir. Burada tekilligin ortadan
kalkmasi (4.33) ile verilen DSR-GUP’un kuantum dogasindan kaynaklanmaktadir.!?
Bildigimiz iizere GBP konum belirsizligi lizerinde sifirdan farkli bir minimum deger
ongormektedir. Klasik teoride bunun bir karsilig1 yoktur. Ciinkii genel gorelilik cercevesinde
evrenin baslangic1 74 = 0 noktasidir. Bu klasik baslangic tekilligidir.!3 Minimum gériiniir
ufuk i¢in maksimum enerji yogunlugunu P4y = % + A olarak enflasyon 6l¢geginde
buluruz. A ¢ok kii¢iik oldugundan ihmal edebiliriz ve enerji yogunlugunun Planck enerjisi

mertebesinde oldugu goriilebilir. Standart Friedmann denklemlerinden farkl olarak, sifirdan

12 KGBP’yi kullanarak Friedmann denklemleri [40] numaral referansta modifiye edilmistir. Minimum bir mesafe icin
Friedmann denklemleri maksimum bir enerji yogunlugu 6ngérmektedir. [41] numarali referansta ise farkli bir GBP i¢in
Friedmann denklemleri modifiye edilmistir. Benzer sekilde enerji yogunlugu icin bir iist sinir elde edilmistir. Ayrica
kullanilan modifiye GBP i¢in dongiisel (cyclic) bir evren modeli tanimlamanin miimkiin oldugunu gostermislerdir.

13 By tezde kozmolojinin standart modelindeki tekillik problemi KKT yaklagimi icerisinde ele alinmaktadir. Bu tezin
kapsami diginda olan madde, karanlik madde ve karanlik enerjinin etkilesim igersinde oldugu varsayimi i¢in kozmolojinin
standart modelindeki problemler literatiirde ele alinmaktadir. 2018 yilinda Aydmer’in yaptifi ¢alismada bu tiir bir
etkilesmenin evrenin evriminde baskin rol oyandig1 gosterilmistir [129]. Onerilen modelin Biiyiik Patlama tekilligi disinda
Biiyiik Yirtilma (Big Rip), galaksilerin ortaya ¢ikmasi, madde dagilimi gibi problemleri de ¢6zme potansiyeli vardir.
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farklt minimum bir goriintir ufuk yaricapi ile sonlu ve maksimum bir enerji yogunlugu elde

ettik. Y — 0 ve Ep — oo limitlerinde 71’4”"” sifira giderken, P4y 1raksar.

(3.32) ifadesini kullanarak modifiye Friedmann denklemlerini Hubble parametresi H

cinsinden asagidaki gibi verebiliriz:

81 ) 1 Ll 2 Qy=10(,» k 32
S (P=M)(1-27 =2 [3(1 —2y) (H +a2> +8E} <1 - (1 +—4E1% <H +a2>) :
(4.54)
H*>+ %
(H— a%) 822 ( c ) = —47n(p + p). (4.55)
P1—\/1+—(2}E‘%” <H2+a%)

4.2.3. Yavaslama Parametresi

Simdi modifiye Friedmann denklemlerimiz i¢in asagidaki gibi tanimlanan yavaslama
parametresi ¢’ yu hesaplayalim:
H
q:—l—m. (4.56)
Pozitif g yavaslamayr ima ederken, negatif g ise hizlanmayr ima eder. Hal denklemini
p = wp olarak secersek ve (4.54) ile (4.55) denklemlerini yukarida verdigimiz yavaglama

parametresinde kullanirsak

. 2(w+1)E3
A (7

1)\ 32 ) _
<[p0-2m 35 (1 (14 Came) ) v ] [ I

k = 0 durumu icin elde ederiz. kK = 0 durumu kozmolojik gozlemlerle uyum i¢indedir

(4.57)

[130]. Vakum baskin evren (p = —p) disinda, cogunlukla kozmolojik sabit A’y1
ithmal edebiliriz. Enflasyon asamasinda yavaslama parametresini hesaplayalim. Minimum

mesafede maksimum H asagidaki gibi verilir:

Hyux = (4.58)

VI=2y
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Boylece yavaglama parametresi

3 So
= -4+ — 4.
q 2-!— > (4.59)

olarak bulunur. Buradan enflasyon asamasinin baginda hizlanarak genislemenin
gerceklesemesi igin @ < —3/5 sartinin saglanmasi gerekti§i sonucunu c¢ikarabiliriz.
Simdi GBP etkilerini radyasyon ve madde baskin donemler i¢in inceleyelim. Kuantum
kiitlecekim etkileri bu iki donem i¢in ¢ok kiiciik olacagindan (4.57) ile verilen yavaslama

parametresini asagidaki gibi seriye agabiliriz:

3H?(1+ w)(1—27)
64E3

1
g=5(1+30)+ + o (4.60)

Yukaridaki ifadeden radyasyon (@ = 1/3) ve madde (@ = 0) baskin dénemler i¢in yavaslama

parametresini
(1-2)H’
9rad = 1+W7 4.61)
P
1 3H?*(1-2y)
dm =5 + 64—E}% (4.62)

olarak buluruz. 0 < y < 1/2 oldugunu hatirlarsak yeni terimlerin iki durumda da pozitif katki
verdigi goriilebilir. Sonug olarak DSR-GUP etkileri goz Oniine alinirsa evrenin radyasyon ve

madde baskin donemleri i¢in geniglemesi daha yavastir.

Son olarak "DSR-GUP etkileri karanlik maddeye bir alternatif olabilir mi?" sorusu akla
gelebilir. (4.60) ifadesinde ikinci terimden gelen katki ge¢ donem hizlanarak genislme
durumunda cok kii¢iik olacagindan ilk terimi baskin diisiinebiliriz. Yani (4.60) o < —1/3
olmasi gerektigini ima etmektedir. Sonug olarak bu modelde evrenin son dénemde hizlanarak

genislemesi icin hala karanlik enerjiye ihtiya¢ vardir.14

14 Buldugumuz bu sonucun tersine olarak karanlik enerjiye gerek duymadan son asamada hizlanarak genisleyen evren
modelleri tanimlamak miimkiindiir. Friedmann denklemlerine Tsallis [90] ve Rainbow Gravity [131] modifikasyonunu
diisiinen ¢aligmalarda bu durum goriilebilir.
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4.2.4. Termodinamigin Genellestirilmis Ikinci Yasas1 (TGIY)

DSR-GUP durumunda TGIY nin saglanip saglanmadigim kontrol edelim. TGIY ye gore

madde alanlarinin ve goriiniir ufkun toplam entropileri zamanla azalmaz. (4.47) ifadesinden

. 2y—1
4 =321 WHER(1— /1 4.63
) (p+Dp)ia P( +4rj42E1%> (4.63)
elde edilir. Yukaridaki ifadenin isareti p + p’ye baghdir. (4.46) ve (4.63) denklemlerinden
asagidaki ifadeyi elde edebiliriz:

TySy = 4n(p + p)ia’H [1 —167(p + p)E3riy* <1 — 1+ ﬂ) . (4.64)

4rj42E123

Buldugumuz ifade hizlanarak genisleyen evren icin ikinci yasayi ihlal edebilir. Bu nedenle
TGIY’yi kontrol edelim. Simdi asagidaki gibi tanimlanan Gibbs denklemini diisiinelim
[132]:

TndSy =d(pV)+ pdV =Vdp + (p + p)dV. (4.65)

Burada 7, ve S,, ufuk icerisindeki madde alanlarinin sicaklifim1 ve entropisini

gostermektedir. Denge durumunda 7, = Ty, (4.65) denkleminden

. 2y—1
TySy = —4n(p +p)ia’H [1 —327(p + p)Epra* <1 — 1+ %) (4.66)
4rA EP
elde edilir. Boylece (4.64) ve (4.66) denklemlerinden
. . 2 2 2~7 2')/_ 1
4I’A EP

elde edilir. (4.67) ifadesinin sag tarafi evrenin tiim dénemleri i¢in azalmaz. Bu nedenle TGIY

evrenin tiim donemleri i¢in gecerlidir.
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4.3. GBP, SHAPIRO ZAMAN GECIKMESI, KIRMIZIYA KAYMA VE JEODEZIK
DEVINIM

Bu bolimde Scardigli ve Casadio tarafindan Onerilen GBP modifiye Schwarzschild
coziimii [8] kullanilarak Shapiro zaman gecikmesi, kiitlecekimsel kirmiziya kayma ve
jeodezik devinim (Geodetic precession) incelenecektir. Elde edilen teorik sonuclarin
deneysel ve gozlemsel verilerle karsilastirilmasi sonucu GBP parametresi 8 igin yeni iist
sinirlar elde edilecektir. Son olarak buldugumuz sinirlar literatiirde elde edilen sinirlarla

karsilastirilacaktir.

4.3.1. GBP Modifiye Schwarzschild Metrigi Etrafinda Parcacik Hareketi

Modifiye metrik etrafindaki pargacigi ekvatoral diizlemde (6 = 7/2) diisiinelim. Parcacigin
Lagranjiyeni . asagidaki gibi verilebilir:
1

1 : i
L = gt = | ()P + -

212
: : CRsAl (4.68)

Burada nokta A afin parametresine gore tiirevi gostermektedir. Lagranjiyen ¢ ve ¢
koordinatlarindan bagimsiz oldugundan, hareketin sabitleri parcacigin genellestirilmis

momentumu p,,’den elde edilebilir. p;, asagidaki gibi tanimlanir:

0L

Yukaridaki iligkiden
< . .
ptzwz—f(r)t:—e = t:ﬁ, 4.70)
0L . 0

elde edilebilir. Burada e ve ¢ sirasiyla parcacigin kiitlesi basina enerjisine ve agisal

momentumuna karsilik gelmektedir. Ayrica

guvitx¥ = —K (4.72)
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ifadesini yazabiliriz. Burada K = 1 kiitleli parcaciklara, K = O kiitlesiz parcaciklara karsilik
gelmektedir. (4.70), (4.71) ve (4.72) ifadelerinden
o2 22

_ﬂ3+ﬁ5+ﬁ:_K (4.73)

yazabiliriz. Eger (4.73) ifadesini f(r)/2 ile carparsak ve (3.51) ile verilen deforme metrigi

kullanirsak

2
ee—K 1.
3 = §r2+veff (474)

elde edebiliriz. Burada V, s parcacigin etkin potansiyeldir ve asagidaki gibi tanimlanr:

V__kM+ﬂ+MM2AM28M%2
eff = r 2r2 r3 2K

(4.75)

Ozellikle burada buldugumuz etkin potansiyel jeodezik devinim icin kararli dairesel bir

yoriinge arayisimizda oldukca yararli olacaktir.

4.3.2. Shapiro Zaman Kaymasi

Bu boliimde GBP deforme Schwarzschild metrigi icin elektromanyetik sinyalin zaman
gecikmesi hesaplanacaktir. 1964 yilinda Irwin Shapiro kiitlecekimsel alan nedeniyle fotonun
seyahat siiresindeki gecikmeyi Olcen bir test Onermistir [134]. Burada [135] numaral

referansta tanimlanan yontem ile zaman gecikmesi incelenecektir.

Sekil 4.8: ile Shapiro zaman gecikmesini tanimlayabiliriz. Giines’in O noktasinda
bulundugunu varsayalim. Simdi elektromanyetik sinyalin (r4, 7 /2, ¢4) koordinatlarina sahip
A noktasindan (rg, /2, ) koordinatlarina sahip B noktasina hareket ettigini diisiinelim. C
ise elektromanyetik sinyalin Giines’e en yakin gectigi nokta olsun. Burada amacimiz A’dan
B’ye gidip geri donen elektromanyetik sinaylin seyahat siiresini hesaplamaktir. Kiitlesiz
parcaciklar (K = 0) i¢in (4.73) denklemini

dr_drdt _dre
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ifadesinin yardimiyla asagidaki gibi yazabiliriz:

2 [dr\? # ¢
il R — Y 4.77
o (@) +7 70 @
En yakin nokta r = r¢ igin dr/dt = 0 olacagindan

2.2
ere

2 _
‘ ~ flre)

(4.78)

bulunur. (4.78) ifadesini (4.77) ifadesinde kullanirsak

(g)z Al (1 - J{((rrc))rr%) (4.79)

elde ederiz. Son ifadeyi asagidaki gibi diizenleyebiliriz:

d
dt =+ d . (4.80)

(= f) 07

(4.80) ifadesini rg/r ve rg/rc icin seriye agarsak

1 N r n r2r5 n rrcrs 3r%r5
)2 - 2 2)\3/2 2 2\32 (o 2\32
SOz PR e e e
3rar 3r3ri(e —4) N 3rerer(2e—17)  3riri(5—e) “481)
4(7‘2—7'%)5/2 8(,,2_,,%)5/2 8(7‘2—7%)5/2 8r (rz_r%)j/z .

bulunur. Seriye agilan terimlerin integralleri asagidaki gibi verilir:

/ M _ e e, (4.82)
\/rz—r%
rzrgdr o \/ﬁ rrg 4
/m—rgn r—+ I"—I"C —T, (83)

C —TIc
/ rrcrsdr __~Ters (4.84)
2 2 3/2 9 2 ’ )
2 (r rc) 24/ — re
_/ 3r%r5dr B 3rrg (4.85)
2(1’2—1’%)3/2 2 rz—rg
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3rér§dr B r(3r%—2r2)r§ 4,86
_/4(2 2\5/2 2 2)\3/2’ (4.86)
r —rc) 4ro (r —rc)
_/ 3rr5(e—4)dr _ 15 (3 —2r¢) (e—4) 487)
8 (r2—r2)° g§(r2—r2)¥*
3rgrir(2e —T)dr  rgri(71—2e)
/ AR B LiTm’s (4.88)
8(r —rC) 8(r —rC)
/3rér§(5 —€)dr — r3(5—¢€) | B —4rg)rc — 3arctan de (4.39)
8r (r2 — 1%)5/2 8rc (r2 — r(zj)s/2 r2— r(Z:

(4.82)-(4.89) integrallerini kullanirsak, A noktasindan C noktasina elektromanyetik sinyalin

seyahat siiresi

fale— o 72 a2 +reln rAty ’/24*% 4 Is Jrazre () _ rs(4ra+5rc)
AC — A Cc S c 2\ ratrc 4re(ra+re)

_5)2 .
+ A [arctan( c 2) - g} (4.90)

TA—Tc

seklinde hesaplanir. Benzer sekilde C’den B’ye seyahat siiresi

2 2
I 5 ) rB+\/Tg—1¢ rs [rg—rc __ rs(4rp+5rc)
Ipc = 's—Tc +rs In < rc + 2 rgt+rc 1 4re(rp+re)

2
+3(85;2)r5 [arctan( = 2) — %} (4.91)

rg—re

ile verilir. Elektromanyetik sinyalin toplam seyahat stiresi #;,, = 2tac + 2tpc ile verilir. Diiz

uzayzamanda toplam seyehat siiresi

Tror =2 (\/ rs—ra+ \/ g — rg) (4.92)

seklindedir. Eger rc < r4,rp 1se, zaman gecikmesi agsagidaki gibi verilebilir:

8t = tyor — rot = 4M (1+ln (4“;3) M (1+M)>. (4.93)

I’C rc 8

PPN formalizminde zaman gecikmesini [118]

5t = 4M (1+ (Hy) In (4r"2r3>> (4.94)
2 re
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olarak verebiliriz. Burada y boyutsuz PPN parametresidir ve Y = 1 durumunda genel

goreliligin standart sonucunu verir. (4.93) ve (4.94) ifadeleri kargilastirilirsa

GM|157t — 8 — 3me|

2¢2rcIn (—42‘2”9 >
C

ly—1|= (4.95)

elde edilir. Cassini uzay aracinin Sl¢iimlerine gore y iizerindeki sinirlama |y — 1| < 2,3 X
1073 seklindedir [136]. Olciim sirasinda uzay araci Giines’ten rg = 8,46AB uzakhiginda
bulunmaktaydi. Diinya’nin Giines’e olan uzaklig1 r4 = 1AB’dir. Elektromanyetik sinyallerin
Giines’e en yakin mesafesi ise rc = 1,6R olarak saptanmigtir. Bu degerler kullanilirsa €

parametresinin deger araligi

—44,9 < £ < 53,2 (4.96)
olarak bulunur. € < 1 sartin1 hatirlarsak

—449<e<1 (4.97)
yazilir. Boylece (3.54) ifadesinden B i¢in iist sinir

B <3,6x 107 (4.98)

seklinde elde edilir. Bu iist sinir 15181n biikiilmesinde elde edilen sinirla ayn1 mertebededir.
Tablo 4.1:’den goriilebilecegi gibi bu iist sinir kuantumlu sistemler icin elde edilen {ist

sinirlardan daha biiyiiktiir.

4.3.3. Kiitlecekimsel Kirmiziya Kayma

Elektromanyetik sinyalin kiitlecekimsel bir alan icerisinde A noktasindan B noktasina
seyahat ettigini varsayalim. Deforme Schwarzschild metrigi icin sinyalin frekansindaki

degisimi hesaplayalim. Kiitlegcekimsel kirmiziya kayma [135]

ve _ [f(ra)

VA f(rs)

(4.99)
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Sekil 4.8: Shapiro zaman gecikmesi.

ifadesiyle verilir. Burada r4 ve rp elektromanyetik sinyalin radyal koordinatlaridir. Burada
sinyalin Diinya yiizeyinden (r4 = Rg) h yiiksekligine hareket ettigini diisiinelim. Yani rp =

Rg + h olur. Boylece (4.99) ifadesinden

1- My M
A r
_ A (4.100)

v _2M | M2
A 1 r3+8r§

yazilir. Yukaridaki ifadenin seriye acilmasi durumunda frekanstaki degisim asagidaki gibi

elde edilir:

ﬂ:M(rA_rB) 1+M((3—8)”A+(1—8)r3)

4.101
\7\ TATB 2rarp ( )

Burada Av = vp — v4 olarak tamimhdir. Eger (4.101)’de parantez igerisinde ikinci terimi

ithmal edersek genel goreliligin standart sonucuna ulasiriz.

Pound-Snider deneyini [137] dikkate alirsak, bagil sapma

Av (ﬂ)GR
\7 \7
AR 2001 (4.102)

Av GR
Va
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seklinde verilir. (4.101) ifadesi (4.102) ifadesinde kullanilirsa

M((3—¢€)ra+(1—¢)rp)
2rargc?

< 0.01 (4.103)

elde edilir. Diinya’ nin kiitlesi ve yaricapt Mg, = 5,972 x 10%*kg, Rg, = 6378km olarak verilir.
Deneyin yapildig1 kulenin yiikseligi 7 = 22,86 metredir. Boylece

—1,4x10" < ¢ (4.104)
elde ederiz. B boyutsuz parametresinin iist sinir1 ise
IB] < 1.1x107 (4.105)

olarak hesaplanabilir. Burada elde ettigimiz iist sinir Shapiro zaman gecikmesinden elde
edilen iist sitnirdan daha kiiciiktiir. Fakat kuantum sistemlerinden elde edilen iist sinirlardan

biiytiktiir.

4.3.4. Jeodezik Devinim

Son olarak GBP modifiye metrigimiz icin jeodezik devinimi (geodetic precession)
inceleyecegiz. Bu boliimde [138] ile tanimlanan yontem izlenecektir. Simdi s spin dortlii
vektoriine sahip bir jiroskobu M kiitleli kiiresel bir cismin etrafinda diisiinelim. u hiz dortlii

vektoriine sahip bir jiroskop asagida verilen geodezik denklemini saglar:

du® T
E—i—l—‘uvu u" =0. (4.106)

Burada I'}j,, Christoffel semboliidiir. Ayrica jiroskobun hareketi

ds® a v
E—l—l—‘“vs u =0 4.107)

denklemiyle de tanimlanabilir. (4.107) ile verilen ifadeye jiroskop denklemi denir. Spin ve

dort hiz vektorleri

su=guystu’ =0 (4.108)
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ile verilen sart1 saglarlar. Spinin biiyiikliigii s, olmak iizere
5.5 = guysts’ = 52 (4.109)

yazilabilir. s, hareket sabitidir. Basitlik i¢cin ekvatoral diizlemde dairesel bir yoriinge
diisiinelim. Yani 6 = /2, 7 = 0 = 0 secelim. Boylece u hiz dortlii vektoriiniin uzaysal tek

bileseni

u‘p—ﬁ—d(bﬁ—ﬂu’

= =1 = 4.110
dt dtdrt ( )
olarak verilir. Burada € acisal hiz1 gostermektedir. w’nun bilesenleri
u=1(1,0,0,Q) 4.111)
olarak verilir. Kararli dairesel bir yoriinge i¢in (4.74)’u
2
e“—1
7 =Verr (4.112)
olarak yazabiliriz. Dairesel yoriingenin yarigapt %
dv,
2l (4.113)
dr

ifadesinden elde edilebilir. (4.75) ile verilen etkin potansiyelin son terimini ihmal edersek ve

(4.113)’yi kullanirsak

M? 4 (? 12M2(2
=0 l-—— (4.114)
M (eM? +12)
buluruz. (4.113) ve (4.114) ifadelerinden e* ve ¢Z ifadeleri asagidaki gibi bulunur:
2M  eM? 2
2 _
. _(1_%)+%2)<1+%&>, 4.115)

- AV AN
e_M%(l gg>(1 %>. (4.116)
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(4.70) ve (4.71) ifadelerinden agisal yoriinge hiz1

o_do _dodr _f(r)¢

“u T dvdi T 7 e @D
olarak bulunur. (4.115) ve (4.116) yukaridaki ifadede kullanilirsa
sz%(l—%) (1—%+%§) (1—%—%)_] (4.118)
elde edilir. (4.118) ifadesini
, M eM 4M  2eM?  e*M*
o :@(1—§> (“@*W*W) 4.119)

seklinde yazmak miimkiindiir. Yukaridaki ifade i¢in (1 + )" ~ 1 4+ na (a < 1) yaklagimini
kullandik. Daha yiiksek mertebeden terimleri ihmal edersek (4.119) ifadesini

M eEM
Q:\/ﬁ (1_§> (4.120)

olarak yazabiliriz.

Simdi (4.107) ile verilen jiroskop denklemini ¢ozelim. Baslangicta spin vektoriiniin radyal
dogrultuda oldugunu varsayalim. Yani s'(0) = s%(0) = s?(0) = 0 olur. (4.108) ile verilen

sartin1 kullanirsak s ve s arasindaki sarti

oM eM?\ !
st:QR2<l—§+;7) s? 4.121)

seklinde elde ederiz. (4.111) ve (4.121) ifadelerinin de yardimiyla jiroskop denkleminin

radyal bilesenini

r 2eM?
‘;—Sf+(3M_,@_ e )Qs‘Pu’:O 4.122)

olarak buluruz. Jiroskop denkleminin 0 ve ¢ bilesenleri ise asagidaki gibi verilir:

ds® . 0,0
E—sm@cos@s u” =0, (4.123)
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¢ Q
‘% F 25 =0, (4.124)

Yoriinge ekvatoral diizlemde oldugu icin (4.123) denklemi %} = 0 sekline indirgenir.

s9(0) = 0 baslangic sartin1 gz oniine alirsak, s® yoriinge boyunca sifir kalir. u' = dt/dt
ifadesi (4.122) ve (4.124) denklemlerinde kullanilirsa

2eM?>
‘ZS (3M % — } )Qs¢:0, (4.125)
Ne)
_d;t F oo =0 (4.126)

bulunur. (4.126), (4.125) igerisinde kullanilirsa

260
12

+ Q%% =0 (4.127)

elde edilir. Burada

M 2eM?
Q= 1—3% + ;2 Q (4.128)

seklinde tanimlanmigstir. Boylece (4.122) ve (4.123) denklemlerinin ¢oziimii

. 2M eM?

§'(1) = s\ 1 = — + 5 cos (Sr), (4.129)
Q 2M  eM? ~

sP(t) = —s s\~ t i () (4.130)

olarak bulunur. Bu ¢oziimlerin elde edilmesi igin s.s = s2 ve s'(0) = s?(0) = 0 sartlarin1

kullandik.

Spin baglangicta e; = (0, Vf (r),0,0) birim radyal vektorii boyunca yonelmistir. Dairesel

yoriinge boyunca tam bir doniis P = 27 /Q olursa, spinin dogrultasindaki degisim

210
P.ef] — cos (L) . 4.131)
S« |i—p Q

olarak verilir. Sonunda

IM  2eM?
Ayeaderic = 20— 21\ 1 = 5+ - (4.132)
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bulunur. Boylece Giines sistemi i¢in jeodezik devinim yaklagik olarak (dogal sabitlerle)

(4.133)

2eGM
A(I)geodetic = A':I)GR (1 - )

3% c?

seklinde verilir. Burada genel goreliligin standart sonucu A®gg ile gosterilmektedir ve

ADgr = 37%%” ile verilir. Gravity Probe B (GPB) 6l¢iimlerine [139] gore jeodezik devinimin

degeri
AP ooderic = (6601,8 1 18,3) mys/sene (4.134)

seklindedir. GPB’nin Diinya’dan yiikseligi 642km ve yoriinge periyodunu 97,65dk alirsak,
genel goreliligin ongordiigii deger ADPgr = 6606, Imys/yil olarak bulunur. Sonunda € igin

deger aralig

—5x10°<e<8,1x10° (4.135)
olarak bulunur. Tekrar € < 1 sartin1 hatirlarsak

—5x10°<e<1 (4.136)
elde ederiz. Boyutsuz 3 parametresi ise

B <3.7x10™ (4.137)

olarak elde edilir. Bu sinir Shapiro zaman genislemesi ve kiitlecekimsel kirmiziya kaymaya
gore daha kiiciik bir sinirdir. Fakat kuantum deneylerinden elde edilen sinirlardan daha

biiyiiktiir.

4.3.5. Diger  Siirlariyla Karsilastirma

Tablo 4.1:’de ¢esitli deneysel ve gozlemsel verilerden elde edilen [ st siirlart
verilmistir. Tablodan goriilebilecegi gibi kuantum sistemler i¢in bulunan iist sinirlar kiitle
cekimsel sistemler i¢in bulunan sinirlardan daha kiigiiktiir. Kuantum sistemlerinin aksine,
kiitlegekimsel sistemler genelde daha biiyiik iist sinirlar vermektedir. [106] numarali

090

referansta kara delik golgesi icin B < 107" elde edilmistir. Bildigimiz kadariyla literatiirdeki
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en bilyiik degere sahip tist sinirdir. Ayrica [104, 107] numarali referanslarda B igin
tist limit GBP modifiye Friedmann denklemleri kullanilarak elde edilmistir. Dispersiyon
iligkisinin GBP modifikasyonunda dayanan [103] numarali ¢calismada kiitlecekimsel dalga
olay1 GW150914 icin B < 100 iist simir1 elde edilmistir [140, 141].

Tablodan goriilecegi gibi Scardigli ve Casadio [8] deforme GBP metrigini kullanarak 1s181n

sapmast icin |B| < 1078, perihel kaymast icin |B| < 10%°

ve pulsar periastron kaymasi i¢in
|B| < 107! iist siirlarini elde etmislerdir. Bu sinirlara ek olarak biz de GBP modifiye
metrigini kullanarak Shapiro zaman gecikmesi icin |B| < 1078, kiitlecekimsel kirmiziya
kayma icin | 8| < 1073 ve jeodezik devinim i¢in |B| < 107? iist sinirlarim elde ettik. Jeodezik
devinimden gelen sinir bizim elde ettiklerimiz icerisinde en kiiciik degere sahiptir. Fakat
GBP modifiye Schwarzschild metrigi i¢in en kiiciik deger Merkiir’iin perihel kaymasi i¢in

elde edilmistir [8].

Hem bu tezde hem de [8] referansindan farkli olarak Gosh kiitlecekimsel kirmiziya kayma
icin |B| < 10%°, etki-tepki yasasi icin |B| < 10%! ve serbest diisme icin |B| < 10?!' seklinde
daha kiiciik degerli tist sinirlar elde etmistir [98]. Bu sinirlar kiitlecekimsel sistemler i¢in elde
edilen sinirlardan cok kiiciiktiir. Referans [98]’de kullanilan yontem Poisson parantezlerinin
modifikasyonuna dayanmaktadir. Bu da esdegerlik ilkesinin ihlaline neden olmaktadir. [142]
numarali referansta yaymlanan makalede Poisson parantezlerinin GBP modifikasyonunun
makroskobik seviyede esdegerlik ilkesinin ihlali, kétii tanimlanmig klasik limit gibi kusurlar

oldugu gosterilmistir. Ornegin; bir test parcaciginin yoriingesi [142]

.. M m2 %)
po <1—|—4[3M—%r ) (4.138)

ile tammlanabilir. Burada ivme agik¢a parcacigin kiitlesi m’ye ve hizi 7’ ye baghidir. Bu acikca
esdegerlik ilkesinin ihalidir. Ayrica GBP terimi test parcaciginin kiitlesinin karesiyle orantili
bir sekilde artar. Bu genel gorelilikten biiyiik bir sapmaya neden olabilir. 13 Diger problem
ise kotii tanimlanan klasik limit yiiziinden irsaksamalardir. 16 Diger yandan (3.51) ile verilen
deforme metrik esdegerlik ilkesini ihlal etmemektedir. Deforme metrik sadece GBP modifiye
sicaklifyla iligkilidir. Poisson parantezleri modifiye edilmediginden, yukaridaki kusurlar s6z

konusu degildir.

15 Daha fazla ayrinti icin [143] numaral calismaya, [8] numarali ¢alismadaki son eklere ve [142] numarali ¢alismadaki
(10), (14) ve (15) numarali denklemlere bakiniz.

16 142 numarali caligmadaki (19) ve (21) numarali denklemlere bakiniz.
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Son olarak yakin zamanda yayinlanan bir calismadan bahsedelim. [144] numarali ¢calismada
yazarlar GW150914 [140, 141] ve GW190521 [145] olaylar1 icin KGBP’nin yan1 sira

asagidaki gibi verilen

h
Ap > —
Axp_2

14 <JZ?_2> +4a2> Ap* +402 (p)? —206\/(1)2)] (4.139)

KLGBP’yi kullanmiglardir. [103] numarali referanstan farkli olarak uzayzamanin egriligini
gdz Ontine alip 151811 hizmin GBP ile modifiye edildigini varsaymiglardir. (4.139)
ifadesindeki boyutsuz o« parametersi icin o < 108 gibi ¢ok kiigiik bir iist smir elde
etmislerdir. Bu sinir kiitlecekimsel sistemler igerisinde agik ara en iyi iist sinir degeridir.

Tablo 4.1:’den goriilecegi gibi kuantum sistemlerden gelen iist sinirlarin hemen hemen

hepsinden kiiciiktiir.
Deney B Referans
Lamb kaymasi 1036 [93]
Landau seviyeleri 10°° [93]
Taramal1 tiinelleme mikroskobu 102! [93]
Harmonik salincilar 100 [105]
Kiitlecekimsel dalgalar 10%0 [103]
Is181n sapmasi 1078 [8]
Perihel kaymasi 1069 [8]
Pulsar periastron kaymasi 1071 [8]
Kara delik golgesi 10% [106]
Kozmolojik veriler 1031 [104]
Kozmolojik veriler 10°9,1081  [107]
Shapiro zaman gecikmesi 1078 bu tezde
Kiitlecekimsel kirmiziya kayma 1073 bu tezde
Jeodezik devinim 1072 bu tezde

Tablo 4.1: Cesitli deneylerden ve gozlemlerden elde edilen boyutsuz 8 parametresinin iist
stnirlart.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda Heisenberg belirsizlik ilkesinin kuantum kiitlecekim etkileri
modifikasyonu olan GBP ele alinmistir. GBP modifiye vdW kara delik ¢6ziimii elde edilip
termodinamik o©zellikleri incelenmistir. Friedmann denklemleri GBP etkilerini icerecek
sekilde modifiye edilip evrenin tiim donemleri icin etkileri incelenmistir. Son olarak
GBP Shapiro zaman gecikmesi, kiitlecekimsel kirmiziya kayma ve jeodezik devinim i¢in

incelenmistir.

I1k olarak [5] numarali calismada onerilen vdW kara delik ¢c6ziimii KGBP etkilerini icerecek
sekilde modifiye edilmistir. Bulunan ¢oziime karsi gelen bir anizotropik stres enerji tensorii
belirlenip enerji sartlar1 kontrol edilmistir. Bulunan ¢6ziim standart vdW kara deligine benzer
sekilde olay ufku civarinda tiim enerji sartlarin saglamaktadir. Daha biiyiik radyal koordinat
degerleri i¢in enerji sartlart ihlal edilebilir. Modifiye ¢oziimiin termodinamik ozellikleri
ayrintih olarak ele almmustir. Ozellikle GBP etkilerinin goz oniine alinmasi durumunda
sivi-gaz faz gecisine benzer sekilde kiiciik-biiyiik kara delik faz ge¢isi tanimlamak miimkiin
hale gelmektedir. Standart vdW kara deliginin de benzer bir faz gecisine sahip oldugu
gosterilmistir. Fakat faz gecisi fiziksel olarak kabul edilebilir bir faz gecisi degildir. Ciinkii
faz gecis kolu negatif olay ufku degerine karsilik gelmektedir. Ayrica standart ve modifiye

durumlar i¢in entropi, sicaklik, 1s1 s18as1, hacim ve kiitle incelenmistir.

Ikinci olarak Friedmann denklemleri DSR-GUP [9] kullanilarak modifiye edilmistir.
Friedmann denklemlerini modifiye etmek icin Akbar ve Cai tarafindan Onerilen
yontem kullanilmistir [7]. Yani gOriiniir ufuk 74 i¢in tanmimlanan TBY kullanilarak
Friedmann denklemleri elde edilmistir. Oncelikle DSR-GUP ile entropi-alan iliskisi
modifye edilmistir. Ardindan TBY aracilifiyla modifiye entropi-alan iligkisinden modifiye
Friedmann denklemleri elde edilmistir. Bulunan modifiye denklemler acik¢a evrenin
baglangic asamasindaki tekilli§i ortadan kaldirmaktadir. Evrenin sonlu minimum bir
noktadan genislemeye basladgin1 ongormektedir. Bu durum kozmolojinin standart modeliyle
karsilastirildiginda en 6nemli fark olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ayrica evrenin her donemi
icin yavaglama parametresi p = wp hal denklemi i¢in incelenmistir. Enflasyon asamasinda

hizlanarak genigleme i¢in @ < —3/5 olmasi gerektigi bulunmustur. Radyasyon ve madde
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donemleri icin DSR-GUP etkileri goz oniine alindiginda genislemenin daha yavas oldugu
sonucuna ulagilmigtir. DSR-GUP etkilerinin ge¢ donem genisleme icin karanlik enerjiye bir
secenek olup olmayacagi incelenmigtir. Sonuclar DSR-GUP’un evrenin ge¢ donemindeki
genislemeyi aciklamaya yeterli olmadigini gdstermektedir ve karanlik maddeye genislemeyi
aciklamak i¢in ihtiya¢ oldugu seklindedir. Son olarak modifye Friedmann denklemlerinin
evrenin tiim donemleri icin TGIY yi sagladig1 gosterilmistir. Yani evrenin tiim donemleri

icin entropi zamanla azalmamaktadir.

Bu tezde son olarak Scardigli ve Casadio tarafindan onerilen GBP modifiye metrik [8]
icin Shapiro zaman genislemesi, kiitlecekimsel kirmiziya kayma ve jeodezik devinim
incelenmigtir. Elde edilen teorik sonuglarin gézlemsel verilerle karsilagtirilmas: durumunda
KGBP boyutsuz parametresi 3 i¢in iist sinirlar elde edilmistir. Bu tist sinirlar Shapiro zaman
gecikmesi icin |B| < 1078, kiitlecekimsel kirmiziya kayma igin |B| < 1073 ve jeodezik
devinim igin |B| < 1072 olarak elde edilmistir. Elde ettigimiz sinirlarin literatiirde elde edilen
simirlarla ayrintil bir karsilatirmast yapilmistir. Ozellikle kuantum sistemlerden gelen iist
sinirlarin kiitlegekimsel sistemlere gore daha kiiciik oldugu goriilmektedir. Kiitlecekimsel
sistemlerden genelde c¢ok biiyiik iist sinirlar elde edilmektedir. Scardigli ve Casadio
tarafindan 15181 sapmast i¢in || < 1078, Merkiir’iin perihel noktasinin kaymasi icin IB| <
10% ve pulsar periastron kaymast igin |3| < 107! elde edilmistir. Bizim buldugumuz iist
siirlar icinde en kii¢iigii jeodezik devinimden gelen iist sinirdir. Fakat sonuglarimiz Scardigli
ve Casadio tarafindan bulunan sonuglarla karsilastirthdiginda en kiigiik iist sinir Merkiir’iin

perihel noktasinin kaymasindan gelmektedir.

Ozetlemek gerekirse bu tezde kuantum kiitlecekim etkilerini goz Oniine alarak kara
deliklerin termodinamigi, kozmolojiyi ve bazi kiitle cekimsel testleri ele aldik. Burada
inceledigimiz GBP, standart genel goreliligin agiklamada yetersiz kaldig: yerleri aydinlatma
bakimindan oldukg¢a 6nemlidir. Ozellikle 2. boliimde ayrintili olarak ele aldigimiz minimum
mesafe diisiincesi standart genel goreliligin basa ¢ikamadigi tekillikleri ortadan kaldirma
potansiyeline sahiptir. Basta kara deliklerin termodinamigi, Friedmann denklemleri ve
kuantumlu sistemleri GBP kullanarak modifiye etmek miimkiindiir. Yani genel gorelilik
disinda kuantumlu sistemleri de KKT ile iligkilendirmek miimkiindiir. Bu tezde sunulan

caligmalar literatiirdeki caligmalar1 desteklemektedir ve literatiire katki vermektedir.
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EKLER

EK 1. p ve p; Bilesenlerinin Belirlenmesi
Burada (3.7) ve (3.8) numarali denklemlerde verilen p ve p; bilesenlerinin tiiretilmesi
verilecektir [38]. Alan denklemleri belirlendikten sonra bu denklemlere karsi gelen stres

enerji tensorli bilegsenleri belirlenebilir. Ry, tensoriiniin bilesenleri agagidaki gibi verilir

(G =c=1aldik.):

f// f/ 1 f// f/
R — g g R — A — 11
00 f( D) + r ) 11 f D) + » P ( )
Ryn=1—fr—f,  R33=Rpgsin®0. (1.2)
Ricci skaleri R ise
41 2 2
R:—"—i——{—i——z. (1.3)
r r r

seklinde verilir. Boylece Ryy — %guvR + guvA = 8nTy,y seklinde verilen Einstein alan

denklemleri araciligiyla stres enerji tensoriiniin bilesenleri asagidaki gibi verilir:

f=F—ffr f+fr—1 P
Top =—F—5—+P TW=—"———= 1.4
00 e f 11 STfr2 7 (1.4)
2 f! 1.2
T = M —Pl’z, T35 =T sin” 6 , (1.5)
167
Burada A = —87P ifadesini kullandik. Son olarak (3.6) ile verilen anizotropik stres enerji

tensorii ve yukarida elde ettigimiz TV bilesenleri sayesinde (3.7) ve (3.8) ifadeleri bulunur.
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EK 2. Anizotropik Stres Enerji Tensoriiniin Enerji Sartlar:

Burada anizotropik akigkan i¢in
TH =pegey + Y piel' e} (2.1)
i

seklinde verilen stres enerji tensorii i¢in enerji sartlarma deginecegiz [76]. eb, bazlar

ortonormaldir ve asagidaki bagintiy1 saglarlar:

8apeuch = Nuv- 2.2)
Nuv = diag(—1,1,1,1) olarak verilen Minkowksi metrigidir. Ters metrik g

g = n"egey 2.3)

olarak ifade edilebilir. Burada n*" = diag(—1,1,1,1) ile verilir ve 1, metriginin tersidir.

Enerji sartlarim1 formiile etmek i¢in uzayzamandaki bir gézlemcinin birim zamansal dort hiz

vektorii v*’y1 diistinelim. Hiz vektoriinii
v® =y(ef +eff +e5 +¢), y=(1—-d®—b*—d*)"'/? (2.4)

seklinde diisiinelim. Burada a, b ve d koordinatlarin keyfi fonksiyonlaridir ve a® + b +d? <

1 sartim1 saglamalidir.

Zayif enerji sarti igin Tpg > 0 olmasi gerektiinden
2 2 2
pta'pi+bpp+dips=>0 (2.5)

yazilabilir. a, b ve d keyfi oldugundan a = b = d = 0 secilebilir ve bu durumda p > 0 bulunur.
Bunun disinda b = d = 0 segmek miimkiindiir. Bu durumda p +a?p; > 0 elde edilir ve a’nin
birden kiiciik oldugunu hatirlarsak 0 < p +a?p1 < p + p1 yazlabilir. Benzer diisiinceyi p»

ve p3 bilesenlerine de uygulayabiliriz. Boylece zayif enerji sart1 asagidaki gibi verilebilir:

p>0, p+pi>0. 2.6)
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Gliclii enerji sarti i¢in
1
(Taﬁ - ETga/g) viP >0 2.7)

olmalidir. Bu ifadeyi Taﬁv“vﬁ > —%T seklinde de yazabiliriz. (2.1) ve (2.4) gz Oniine

alinirsa (2.7) kullanilarak

1
Y (p+a*p) +b2py+d*p3) > E(P —p1—p2—P3) (2.8)

yazilabilir. a = b = d = 0 secilirse Y = 1 olacagindan p + p; + p2 + p3 > 0 olur. Bunun
disinda b = d = 0 segilmesi 7> = 1/(1 —a?) olmasina neden olur. Béylece p + p1 + p2 + p3 >
a*(pa+ ps —p — p1) bulunur. a® < 1 igin p + p; > 0 elde edilir. Benzer adimlar p, ve p3

bilesenlerine de uygulanirsa benzer bagintilar elde edilir. Dolayisiyla giiclii enerji sart1
p+pi+p2+p3 =0, p+pi>0 (2.9)

olarak bulunur.

Son olarak baskin enerji sartint inceleyelim. v* dort hizina sahip bir gézlemcinin Slgecegi

madde yogunlugunu —Tﬁ“vﬁ ile verebiliriz. (2.1) ve (2.4) gbz Oniine alinirsa
p>—a’pi—b’p5—d*p3 >0 (2.10)

elde edilir. a = b = d = 0 segilirse p2 > 0= p > 0 bulunur. » = d = 0 se¢ilmesi durumunda
p>d p% bulunur. ¢*> < 1 oldugunu hatirlarsak p > |p1| elde ederiz. Benzer sekilde p, ve

p3 bilesenleri de bulunur. Nihayet baskin enerji sart1 asagidaki gibi yazilir:

p>0, p=>|pi (2.11)
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