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OZET

Bu tez ¢alismasmnin ilk boliimiinde giris kismma yer verilmistir. ikinci boliimde, tezde
ihtiya¢ duyulan temel tanim ve teoremler tanitilmistir. Ugiincii béliimde maksimum ¢arpim
tip bazi operatorler tanitilmis ve yaklasim ozellikleri incelenmistir. Lineer olmayan
maksimum ¢arpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatorii tanimlanmis ve tanimlanan
operatoriin yaklasim derecesi birinci stireklilik modiilii kullanilarak hesaplanmistir. Elde
edilen yaklasim derecesininin iyilestirilemez oldugu ispatlanmigtir. Dordiincii boliimde,
maksimum g¢arpim tip bazi operatorlerin ve tezde tanimlanan lineer olmayan maksimum
carpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatdriiniin bazi alt siniflari i¢in daha iyi yaklagsm
dereceleri belirlenmis ve sekil 6zellikleri incelenmistir. Son bdliimde sonug¢ kismina yer
verilmistir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calisgmada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

(fo) neN olmak tizere fonksiyon dizisi

L,(f;x) neN olmak tizere bir operator dizisi

I=yi (fn); f fonksiyonuna diizgiin yakinsar

Cla, b] [a, b] araliginda tanimli ve siirekli fonksiyon

E,.(f) En iyi yaklasim derecesi

w(f;6) f fonksiyonunun birinci siireklilik modiilii

Lipy(a) Lipschitz sinifindan fonksiyon

B,.(f; x) Bernstein polinom dizisi

By (f; x) Bernstein-Chlodowsky polinomu

B;M) (Hx) Maksimum ¢arpim lineer olmayan Bernstein operatorii

F;M ) (Hx) Maksimum ¢arpim lineer olmayan Favard-Szasz-Mirakjan
operatoru

H;M) (Hx) Maksimum c¢arpim lineer olmayan Bleimann-Butzer-Hahn
operatoru

L;M) (Hx) Lineer olmayan maksimum ¢arpim Chlodowsky tip kesilmis
Lupas operatoru

S;M) (f;x) Maksimum carpim lineer olmayan genellestirilmis Szasz
operatoru

T,(lM) Hx) Maksimum ¢arpim kesilmis Favard-Szasz-Mirakjan operatorii

U;M) (Hx) Maksimum ¢arpim kesilmis Baskakov operatorii

V;M) (Hx) Maksimum ¢arpim lineer olmayan Baskakov operatorii



1. GIRIS

Yaklasimlar teorisi, temel olarak verilen herhangi bir fonksiyona kendisinden daha basit ve
daha kolay sonuglar elde edilebilen fonksiyonlar ya da polinomlar yardimiyla yaklagmay1
ele alir. Bu konu iizerinde yillardir bir ¢ok yayin yapilmis olup, giiniimiizde de ¢alisiimaya
devam edilmektedir. Korovkin tipinde yaklagimlar teorisi, operatoér dizilerinin diizgiin
yakinsakligini, pozitifligini ve lineerligini dayanak almaktadir. Ancak son yillarda yaklagim
operatorlerinin tiim bu dayanak noktalarinin genisletildigi caligmalar mevcuttur. Bu
baglamda Bede ve Gal’in ¢aligmalart incelenmis, lineer olmayan maksimum carpim
Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatorii tanimlanmis ve tanimlanan operatdriin yaklagim
derecesi birinci siireklilik modiilii fonksiyonu kullanilarak hesaplanmistir. Daha sonra lineer
olmayan maksimum carpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatoriiniin bazi alt siniflar

icin daha 1yi yaklasim dereceleri belirlenmis ve sekil 6zellikleri incelenmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde yiiksek lisans tezinde ihtiya¢ duyulacak bazi tanim, teorem ve notasyonlara yer

verilmistir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler
2.1.1. Tanim

X veY iki fonksiyon uzay1 olsun. Eger X den alinmis herhangi f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa o taktirde X uzayinda bir operator

tanimlanmustir denir ve bu durumda g(x) = L (f; x) gosterimi kullanilir [1].
2.1.2. Tanim

f(x) ve g(x), X uzayinda herhangi iki fonksiyon, a, [ keyfi iki reel say1 olmak iizere

L operatort;

L(af + Bg;x) = aL (f; x) + BL (g; x) kosulunu gercekliyor ise o taktirde L operatoriine

lineer operator denir [1].

2.1.3. Tanim
Eger f(x) = 0iken L (f; x) = 0 gercekleniyorsa L operatoriine pozitif operator denir [1].
2.1.4. Tanim

Lineerlik ve pozitiflik sartlarin1 ayn1 zamanda saglayan operatérlere lineer pozitif operatorler

denir [1].

2.1.5. Lemma

Lineer pozitif operatdrler monotondur. Yani f(x) < g(x) = L (f;x) < L (g;x) saglanir.
fspat

Kabul edelim ki f(x) < g(x) olsun. Bu durumda g(x) — f(x) = 0 olacagindan ve L

operatorii pozitif oldugundan

L(g—f;x)=0 (2.1)

yazilabilir. Diger taraftan L operatorii lineer oldugundan



L(g — f;x) = L(g;x) — L(f; x) elde edilir. Es. 2.1 den

L(g—f;x)= L(g;x) —L(f;x) =2 0= L(f;x) < L(g; x) olmaktadir.

2.2. Operator Dizilerinin Yaklagimi

2.2.1. Tanim

neN olmak lizere f;,(x)’e bir fonksiyon dizisi denir ve (f;,) ile ifade edilir [1].
2.2.2. Tanim

neN olmak tizere L, (f;x), L, operatoriiniin f’e uygulandigini ve sonucunun x’e bagl

oldugunu gosterir. L,, (f; x) e bir operator dizisi denir ve (L,,) ile ifade edilir [1].
2.2.3. Tanim

Bir (f,,) fonksiyonlar dizisinin C[a, b] de f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart lim ||f;, — fl ¢c[q,p) = O esitliginin saglanmasidir.
n—oo

Kisaca f,, 3 f ile ifade edilebilir [1].
2.3. Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yaklasim Hizi

Yaklagimlar teorisinin temel problemlerinden biri operator dizilerinin yakinsakliginin

bulunmasina ilaveten bu yaklagimdaki yaklasim derecesinin hesaplanmasidir.
2.3.1. Tanim

(X, 1I-1D, normlu uzay Y < X olsun

Verilen herhangi f € X i¢in bir g* € Y bulunabilir ve dyleki Vg € Y igin

lf —g*ll < IIf — gll oluyorsa, g*’a f’in Y deki en iyi yaklagimi denir.

E(f) = ig£||f —gll = If — g*|| olarak gosterilir.
g

2.3.2. Weierstrass Teoremi
f € Cla,b] ve e > 0 verilsin. ||f — p|| < € olacak sekilde p polinomu vardir.

P, en fazla n. dereceden polinomlarin uzaymi gosterilirse, f € C[a, b] igin



E,(f) = i2£ lf — pall = lIf — pnll ise burada; E,(f) ile en iyi yaklasim derecesi elde
Pn€Pn

edilir [3].

Operator dizilerinin yaklasim derecesini elde etmek igin birinci siireklilik modiili
fonksiyonu kullanilabilir. Bu nedenle oOncelikle birinci siireklilik modiiliiniin tanimi ve

calismada kullanilacak bazi 6zellikleri verilmistir.

2.3.3. Birinci Siireklilik Modiilii

f fonksiyonun birinci siireklilik modiilii w, (f; &) ile ifade edilir ve § > 0 igin

wﬂﬁ5)=x§$HV@)—f&N
Ix—t|<8

seklinde tanimlanir [2].

Asagida birinci siireklilik modiiliiniin tezde gereken birkag 6zelligi verilmistir [2].

() w1(f;6) =2 0

(ii) 61 < 6, = w(f;81) < w.(f;65)

(ii)) w1 (f + g;6) < w1(f; 6) + w1(g; )

(iv) w,(f; md) < m.w,(f;95) (2.2)
(v) 2eR* igin w,(f;A6) < (A + 1). w,(f; 6)

W) w (f; [t = x|) = |f(x) — t(2)]

|t — x|
5

(i) [f () —t(x)| < < + 1) -w1(f; 6)

2.3.4. Lipschitz Sinifi
Vx, tel igin
If@® - fXI<M|t—x|% 0<a<l1

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifina Lipschitz sinifi fonksiyonlar , M’ye Lipschitz sabiti

denir. feLipy () ile gosterilir [2].



2.4. Lineer Pozitif Operatorlerin Yakinsakhgi

Bernstein 1912 yilinda, Weierstrass Teoremi’ndeki herhangi bir f fonksiyonunun [0,1]

kapali araliginda P (x) polinomunu asagidaki sekilde ifade etmistir [4].

Bu(fix) = Z () r (5)x-a—xm

k=0

Chlodowsky (1937) siirsiz bir aralik iizerinde Bernstein polinomlarini genellestirmis ve bu

polinomlarin bazi yaklagim 6zelliklerini aragtirmistir [5].
2.4.1. Tanim

(by) dizisi

. . b 9 . s
lim b,, = co ve lim 7” = 0 kosullarini saglayan monoton artan reel terimli pozitif bir say1

n—-oo n-oo

dizisi olmak tizere 0 < x < b,, i¢in

B, (f;x) = kzzof(%) cK (%)k (1 _%)n—k

seklinde tanimli polinomlara Bernstein- Chlodowsky polinomlar denir [5].

1952’de Bohman [6] ve 1953 yilinda Korovkin [7] lineer pozitif operatorlerin sonlu aralikta
stirekli fonksiyona yaklasimi ile ilgili 6nemli teoremler elde etmislerdir. Korovkin’in adini

alan teorem lineer pozitif operatorlere yaklasim alaniin temelini olugturmustur.

2.4.2. Korovkin Teoremi

f(x), [a, b] araliginda siirekli ve tiim reel eksende sinirl bir fonksiyon olsun. Eger (L,,)

lineer pozitif operatorler dizisi xe[a, b] igin
DL, (1;x) 3 1,

i)L,(t;x) 3 x,

(i) L, (t% x) 3 x?

kosullar1 gergeklenir ise [a, b] araliginda

L,(f;x) 3 f(x) saglanir [7].



Korovkin tipinde yaklagimlar teoremi esas olarak operatdr dizilerinin diizgiin yakinsakligini,
pozitifligini ve lineerligini dayanak noktasi olarak alir. Ancak literatiir incelendiginde bu ii¢

temel nokta i¢in de farkli genislemeler ve ilerlemeler gortilmektedir [7].

Son yillarda yaklagim operatoriiniin lineerligini Bede ve Gal pseudo-lineerlik kavramini
kullanarak gelistirmislerdir. Boylece yaklagimlar teoreminde ele alinan operator dizilerinin

lineerligi maksimum ¢arpim operatorleri kullanilarak zayiflatilmistir [8].
2.5. Maksimum Carpim Operatorleri

2.5.1. Tanim

I c R,CB.(I) ={f|f:1 » R, siirekli ve stmurlt fonksiyon} olsun.
L,:CB,(I) » CB,(I) maksimum carpim operatorii

neN, feCB,(I) ve x;el K,(.,x;) € CB,(I) olmak {izere

LN = \/ Kalr ¥ )
i=0

veya

LN = \/ Ka e x)f ()
i=0
seklinde tanimlanir [8].
Maksimum ¢arpim operatorleri asagida verilen pseudo-lineerlik kosulunu saglamaktadir.
Va,BeR,, f.g:1 = R, igin
Ly(a-f VB-g)(x) =a-L,(f)x) VP - Ly(g)(x)
esitligi saglanir [8].

Bu esitlik de gostermektedir ki maksimum carpim operatdrleri klasik anlamda lineer

operatorler sayilamazlar.

2.5.2. - Bernstein Polinomlar1

neN, feC[0,1], xe[0,1] ve ge(0,1] olsun.



Bernstein polinomu ve onun g-genellestirmesi

n

B0 =) (3)f (g) xk (1 — x)nk

k=0

n—-k—-1
(fxq)—Z[]f Lely ]_[<1 ¢°x)
B, k n
olarak tanimlanmustir [9,10].
Burada

[n]q i=14q+ -+ q”—l n=12..)

[O]q = 0;
1—q"
[n]q = 1-— q ’ q #1
[n]q =n, q=
ve
[n]g! = {[n]ql"" [2]4[1]q, Z z (1),2,

[k] k]q n— k]ql
olarak ifade edilmistir [9,10].

Tanimi verilen klasik Bernstein polinomlart ve Q-Berstein polinomlar1 pozitif lineer
operatorlerdir. Bu sebeple yaklagim Ozellikleri incelenirken klasik Korovkin teoremi
kullanilabilir [7]. Klasik Bernstein polinomlarinin lineer olmayan yapidaki degisimi Bede

ve Gal tarafindan yapilmistir [11].

Lineer olmayan yapidaki operatorler i¢in Korovkin teoremi kullanilamaz fakat Bede ve Gal
tarafindan, olusturduklar1 lineer olmayan yapidaki yeni operatorlerin klasik Bernstein

polinomlari ile benzer yaklasim dzelliklerine sahip oldugu gosterilmistir [11].

C,.[0,1] :={f:[0,1] = [0, ): f,[0,1] lizerinde strekli} olarak tanimlansin.



Binom agilimindan
n
Z (Z) A -x)"F=x+@Q-x)]"=1
k=0
oldugu bilinmektedir. Boylece klasik Bernstein polinomu

k=0 (Z) f (S) x (1 —x)" (2.3)
(e

B,(f;x) =

olarak ifade edilebilir.

Bede ve Gal [11] tarafindan Es. 2.3 ile ifade edilen toplam operat6rii maksimum operatorle

degistirilerek asagidaki lineer olmayan yaklagim operatorii elde edilmistir:

() (-

Bn(M)(f; x) =
o i) ¥4 =

, neN, feC,[0,1]

Burada ‘M’ maksimumun kisaltmasi olarak kullanilmaktadir.

Bu lineer olmayan yaklagim operatoriiniin yaklagim hizi birinci siireklilik modiiliinden

faydalanilarak asagidaki gibi hesaplanmigstir [12]:

BN - (D] < 120 (1, neNxe[01]

1
)
Burada birinci siireklilik modiili
w1(f,8) = sup{lf (x) = fW;x,y € [0,1], |x — y| < &} dur.
B,,(f; x) derecesi en fazla n olan bir polinomu ifade etmektedir.

B,(f;0) = f(0) ve B,(f;1) = f(1) esitliklerinin saglandig1 ag¢iktir. Bernstein teoremi,
B, (f) dizisinin f fonksiyonuna [0,1] araliginda diizgiin yakinsadigini ifade etmektedir. Bu
durumda g = 1 secildiginde genellestirilmis Bernstein polinomu klasik Bernstein

polinomuna doniistir [13].

Duman tarafindan g- Bernstein polinomlarmin lineer olmayan yapidaki modifikasyonu

asagidaki gibi ifade edilmistir [13]:



10
neN, feC,[0,1], xe[0,1] ve qe(0,1) olmak iizere

n n k 1In—k S %
k=0 [k]qx HS:l (1 q x)f ([n]q)

B, (f;x;q) =

Vo], ¥ =t — %)
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3. MAKSIMUM CARPIM TiP BAZI OPERATORLER

Bu boliimde, lineer olmayan ve kesilmis yapidaki bazi operatdrlerin birinci siireklilik
modiilii yardimiyla hesaplanan yaklasim dereceleri ifade edilecektir. Sonrasinda lineer
olmayan maksimum c¢arpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatorii tanimlanacak ve
yaklasim derecesi birinci siireklilik modiilii fonksiyonu yardimiyla bulunacaktir. Bede,
Coroianu ve Gal tarafindan hesaplanan maksimum ¢arpim tip bazi operatorlerin tanimlari ve

yaklasim dereceleri agagida verilmistir.

3.1. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Favard-Szasz-Mirakjan Operatorii

Maksimum carpim lineer olmayan Favard-Szasz-Mirakjan operatorii
o ok (k
M Vi=o1a 5
(00 = il ey (3.1)
Vie=0"Ta

olarak ifade edilmistir [14].
Operatoriin yaklagim derecesi asagida verilmistir.

f:[0,00) = R, sinirhi ve siirekli fonksiyonu olmak tizere her n € N, x € [0, ) i¢in

EM (D) = (D] < 8w, (f, %) (32)

elde edilmistir.

Burada birinci siireklilik modilia

w1(f:5) = Sup{|f(x) _f(J’)LX»J’ € [O,OO),l.X _3’| < 5} dir.

3.2. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Bleimann-Butzer-Hahn Operatorii

Maksimum ¢arpim lineer olmayan Bleimann-Butzer-Hahn operatdrii

oo () *7 ()
Vico (1) ¥

olarak tanimlanmustir [15]. Operatoriin yaklasim derecesi asagida verilmistir.

V
HM (P (x) =

neN (3.3)

f:[0,0) — R, siirekli fonksiyon olsun.Her n + 1 > maks{1 + 2x, 16x(1 + x)} i¢in

(1 +x)2Vx
[ (D6 = (NE| < 501 | == |- x €10,0) (3.4)

elde edilmistir. Burada birinci stireklilik modiilii

w1(f,8) = sup{|f(x) = f(W)]; x,y €[0,00),|x — y| < 6} dur.
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3.3. Maksimum Carpim Kesilmis Favard- Szasz -Mirakjan Operatorii

Maksimum ¢arpim kesilmis Favard- Szasz -Mirakjan operatorii

() Vo (£)
L = EN={12..}

k=0"fi

olarak tanimlanmis ve hesaplanan yakinsaklik degeri asagida ifade edilmistir [16].

f:10,1] -» R, siirekli fonksiyonu olsun. Her n € N, x € [0, 1] i¢in
1
T (N = (D@ < 6w, (f.5)

olarak hesaplanmuistir.

3.4. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Baskakov Operatorii

Maksimum ¢arpim lineer olmayan Baskakov operatdrii

(n+k—1)xk

bp(x) = W, n>1, x €[0,1]

1
a+xn’

bn,o(X) = O <x< 1 ve bTL,O(O) =1

olmak tlizere

0 k
M) _ V=0 bn,k(x)f(z)
(N = VB o

olarak ifade edilmis ve hesaplanan yakinsaklik degeri asagida verilmistir [17].

f:[0,00) - R, sinirli ve siirekli fonksiyon olsun.

x(x+1)
n—-1

" (N - (D@ < 120, (f. )m =4neN,x €0,

olarak hesaplanmistir. Burada birinci siireklilik modiilii

w1(f,8) = sup{lf(x) — f)|;x,y € [0,00),|x — y| < &} dur.

3.5. Maksimum Carpim Kesilmis Baskakov Operatorii

Maksimum ¢arpim kesilmis Baskakov operatorii

(n+k—1)xk

by (x) = W,n > 1,x € [0,1] olmak iizere

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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V;cl=0 bn,k(x)f(g)
V;clzo bn,k(x)

UM (£ (x) = , x€[0,1], n€N, n>1 (3.9)

olarak ifade edilmis ve hesaplanan yakinsaklik derecesi asagida verilmistir [18].
f:10,1] - R, siirekli fonksiyon olsun. Hern € N,x € [0,1] ven > 2
1
UM (D60 - (H@)| < 2404 (f. =) (3.10)

olarak hesaplanmistir. Burada birinci siireklilik modiilii

w1 (f,6) = sup{lf(x) — fO;x,y €[0,1],|x — y| < 6} dur.

3.6. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Genellestirilmis Szasz Operatorii

Ispir ve Giingdr tarafindan maksimum carpim lineer olmayan genellestirilmis Szész

operatori
(anx)®
Cn,k(x) = bnkk| ) x € [O, OO)
n k!
olmak Uzere
n bnk
00 (p) o) = o ) (3.11)
" ;(1':0 Cn,k (x)

olarak ifade etmistir [19].

Burada f:[0,00) — R, simirl ve siirekli bir fonksiyon ve her n € N, x € [0, o) i¢in

lim |22 = 0 olmak iizere (a,) ve (by) pozitif reel sayilarin artan ve sinirlt olmayan bir

n—-oo an

dizisidir. Operatoriin yaklagim derecesi

¢ = (A < 8 (£, [22) (3.12)
olarak elde edilmistir. Burada birinci siireklilik modiilii

w1(f,8) = sup{lf(x) — f)|;x,y €[0,00),|x —y| < &} dur.
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3.7. Lineer Olmayan Maksimum Carpim Chlodowsky Tip Kesilmis Lupas Operatorii
ve Yaklasim Ozellikleri

Lineer pozitif bir operatér olan Lupas operatorii 1995 yilinda

f:[0,00) = Riken x > 0 olmak iizere
L) = (1 - a)nxz kg (4) 3.13)

- a)a =Y O(a)k K la] < 1 olarak tanimlanmustir [20].

Agratini tarafindan Es. 3.13 de bulunan aZ% secilerek operator x = 0 igin

P ol T
L =2 ), ot (2) (314

olarak tanimlanmustir [21]. Burada Pochemmer sembolii
@r=a(a+1)..(a+k—1),k=1ve (a), =1 olarak ifade edilmistir.

Bu ¢aligmada lineer olmayan maksimum ¢arpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatorii

(%),

nk(x)_ Zkk" ( )0_1

(blx) —b (bx+1> (;x+k—1)olmakﬁzerexe[O,bn],nENic;in
n i bn \by n

n bnk
00y = e ) (3.15)

k=0 ln,k (x)

olarak ifade edilmistir.

Burada (b,,), lim b,, = oo ve lim \/_’ = 0 ozelliklerini saglayan pozitif terimli bir dizidir.
n—-oo n—-oo

3.7.1. Lemma
I € Rve CB,.(I) ={f|f:1 » R, siirekli ve stnirli fonksiyon}

L,:CB,(I) = CB,(I) maksimum g¢arpim operator dizisi olsun.
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i) Herhangi f,g € CB.(I) igin f < g iken L, (f)(x) < L,(g)(x),
i) Her f, g € CB.(I) igin L, (f + g)(x) < Ly (f)(x) + Ln(g) (x)
ozellikleri saglanir.
Yani her f,g € CB.(I),x € I,n € N igin
1L (F)(x) = Ln(@) ()| < Ly (If — gD (x) olur.
Ayrica L,, operatori pozitif homojendir. Yani A = 0 igin
L,(Af) = AL, (f) olur [11].
3.7.2 Sonug

L,:CB.(I)-> CB,(I),n €N Lemma 3.7.1 deki i ve ii kosullarin1 saglayan ve pozitif
homojen bir operator dizisi olsun. Hern € N, x € I, f € CB.(I)i¢in § > 0ikent € [ igin
eo(t) =1, p,(t) = [t — x| oldugunda

1
G = Ln (NG| < |5 Ln(@r2) + Ln(e)(0)| 01 (£,8) + £GO - ILn(en) @) — 1
olur. Burada w,(f, 6) = maks{|f(x) — f(W)|;x,y € I,|x —y| < 6} dir [11].

3.7.3.Sonuc¢

Sonug 3.7.2 ye ilaveten her n € N igin L, (ey) = ey oldugunda
her neN,x€l,f € CB,(I) igin

1
) = (N < |1+ 51000 +| 027, 6)
gergeklenir [11].
Es. 3.15 de tanimlanan L%M) operatdriiniin bu lemma ve sonuglar1 sagladigi asagida

gosterilmistir.
f € C,[0,b,] pozitif reel degerli tiim uzaylarda tanimli ve siirekli fonksiyon ve
L%M) € C,[0, b,] olsun. L%M): CB,(I) » CB, (1) pozitif operatordiir.

Herhangi f € C.[0,b,] ve 2 >0 igin LEIM) af) = ALSQM) (f) dir. Yani tanimlanan L%M)

maksimum ¢arpim operatorii pozitif homojendir.

LElM) operatorii i¢in L;M) (eg) = eg,e9(x) = 1 olur.
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Operator tanimindan f(x) < g(x) ise L%M) (Hx) < L;M) (g)(x) olur.
Yani L;M) (x) operatorii monotondur.

f,9 € C,10,by] igin

L9 + 9)(0) < L8N @) + L8 (9) () dr.

Yani sublineerlik LEIM) (f)(x) tarafindan saglanir ve tanimlanan L;M) (f)(x) operatorii lineer

degildir.
3.7.4. Sonug
Her f € C,[0,b,] i¢in ¢,(t) = |t —x|, t,x € [0,b,] ve

w(f,8) = maks {|f(t) - f()l} iken

|t—x|<8

190(7,2) = £C0| < [1+ 5187 Cpr, 0| 1 (£,8)

saglanir.

ispat:
L (O ) — F@) = [L9°(H @) = £60) - 157 (e0) 0] + £ 0015 (e0) () — 1]
Sonuc 3.7.3 den
£G) = 15°(HE)| < |10 (F0) ) — LI (FO) )| + IF |15 (o) () — 1]

< LYIF(©) = FIIE) + IFGOI|L0" (eo) () — 1] (3.16)
t,x € [0, by,] oldugundan
F@ = FI < 0231t =2 < [516 = 21 + 1] wy(758)

esitsizligi Es.3.16 da kullanilirsa ispat tamamlanir.

Asagida yaklagim derecesini ifade eden teoremin ispatinda kullanilacak bazi lemma ve

sonugclar verilmistir.



3.7.5. Lemma

X € [M@] ve j €{0,1,..,n—2} olsun.

n
n 2bnl . .
Vi=o lnx(x) = 1, () dir. Ayricax € [O, T] icin
k=0 lnx(x) = 1 dir.
fspat

ne€NKk=0i¢in0 < [y py1(x) < Ly pe(x)

n
OSb—x+kS2(k+1)

n

Esitsizlikleri ile 0 < x < 222

) elde edilmektedir. k = 0,1,..n — 2 yazildiginda
2b,
0< 1 () < Lo & x € [0,

3b,
0< 1,0 <l (x) & x € [0, T]

0<lpps1(x) < L(x) & x € [ nE 2)]

0<Ilpn1(x) <l n2(x) © x € [0, b,] olmaktadur.

Tiim bu esitsizlikler sonucunda

X € _ an] = lnk(x) < lno(x) 1, k=01,..nicin
x €| an 3bn] = Ly (x) < 11 (), k=01, ..nign
xe| 3bn 4bn] = L () < Ly, (), k=0,,..nigin

sonug olarak, j = 1,2,...,n—2ve k=0,1,...,nicin
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b,(j+1) b,(j+2)
€ , =1 <l

n n nk (x) n,j (x)
olmaktadir boylece ispat tamamlanmustir.

Daha sonraki ispatlarda ihtiya¢ duyulacak notasyonlar asagida ifade edilmistir.

Her k € {0,1,..,n}vej €{0,1,...,n — 2} igin

bnk

nk(x)| _ lng()
My, j(x) = W Myep,j(X) = mdlr
Burada
. Ly Go) (2
k>j—2ise Myy(x)= L(x)x)
n,]
L 1 00) (x=22

k <jise My, (x)= olacagi agiktir.

In,j ()

3.7.6. Lemma
Herk € {0,1,..,n},j € {0,1,..,n— 2} vexE€ [@@] icin
mk'n'j(X) <1.

fspat

)k >jisex€ [—b"(i“),—b”(:rz)]

icin h(x) = 1;+k artmayan fonksiyon oldugundan
bn

Mynj(x)  2(k+1) - 2(k+1) -
Myey1,n,j(X) blx +k k+j+27

Boylece mjp, j(X) = Mjyq;(x) = -+ = My, j(x) Olur.

iiyk<j isexe [b"(“l) b”(“z)]

icin g(x) = ix + k azalmayan fonksiyon

oldugundan

n
Miny ) _p TR ek
My—1,n,j(X) 2k - 2k



B('iylece mj’n’j(X) = mj_l,n,j (x) = 2 mo‘n’j(X) olur.

Hakemmmngjemmmnpa}mmneNvexeF%?l%%@]‘

i¢cin

My j(X) < My j(x) = 1 olmaktadur.

3.7.7. Lemma

bn(j bn(j
c [ n(1+1)’ n(]+2)] olsun,
n n

Vke{+2,..,n—2}i¢ink —3k + 2 > j iken
My 5, j(X) = Myqqp,;(X)

i)k € {1,2,...,j} icink ++/3k < j iken

My 5, j(x) = My_q5,;(x) olmaktadir.

fspat

bnk_

. 1 x . -
i)gx) = T bagken . artmayan fonksiyon oldugundan
bn n X

n

bnk
Mip;(6)  20k+1) = —x

n

My 10,5 () Dyt ke ba(ktD) x
by n

20+ Dk —j—2
“k+j+2k—j—1

olup, k — v3k + 2 > j kosulu uygulandiginda
(k +j)? = 3k — j + 2 ve buradan da
2k +1D)(k—j—2)=(k+j+2)(k—j—1) oldugundan

M. .
k,n,J(x) >1
Mk+1,n,j(x)

elde edilmektedir.

bn

i) h(x) = (%x +k—1) :b_n—(”‘(_l) azalmayan fonksiyon oldugundan



20

n by
Mjn,; (x) _ (Zx-l_k_l) x——k
My_15,(x) 2k X — b?n(k -1

_Jtkj—k+1
2k j—k+2

olup k + v3k < j kosulu uygulandiginda (j — k)? > 3k — j ve
buradanda (j + k)(j — k + 1) = (2k)(j — k + 2) oldugundan

Mk,n,j(x) >

—2>1
Mk—l,n,j(x)

elde edilmektedir.

Tanimlanan L%M) (f) (x) maksimum g¢arpim operatdr dizisinin yaklasim derecesi birinci

stireklilik modiilii kullanilarak asagidaki teorem ile ifade edilmistir.
3.7.8. Teorem

L%M) (f)(x) Es. 3.15 ile tanimlanan operator olmak {izere
t,x € [0, b,] i¢in

wi(£,8) = maks (If(5) = FCOl} ve

|t—x|<8
0,(t) = |t —x| iken

her f € C,[0, b,] i¢in

K906 = (00| < 80 (1,22). x € bl n e

esitsizligi saglanmaktadir.
fSpat

Sonug 3.7.4 den

Vitzo L () |25 — &
(M) ’ n
Ly (p)(x) =
" (p Z:O ln,k (x)

,Xx €[0,b,],n €N



ve Lemma 3.7.5den x € [0, %]igin

25— x| = maks {Myno(x)} yazilabilir.
,1,...,M

LI (0)(x) = Vizo Ly (x)
Eger k = 0 ise Mo q,0(x) = x <22, x € [0,22] dur.
k>1ise

X €E [0, %"] i¢in (1), = k! ve k < 2¥ oldugundan

(%x)k b,k b,k b

O
Micno(x) < 7K n S kn o n

X € [bn Zb"] ve k = 1 i¢in
n n

G,

211!

M1,n,0(x) = (x — _) = 7”

E[n Zb"]vek—ZS .M igin

n
(5:%) :
bn ), ok (k+1)(k—1b, k%b,
Micno(¥) < —gm G- =) < 2k =%
2
glx) = % olarak alindiginda, g(x) < g(ﬁ) < 2,x € [0,90) oldugundan

k2 by an

My no(x) < TS elde edilmektedir.

Sonug olarak x € [0, ﬂ] icin
n
L%M) () (x) = krr(l)alks {Mk,n,O (x)} < % olmaktadir.
=0,1,...n

Lemma 3.7.5 dan x € [@ bn(i+2)]

,j €{1,..,n— 2} igin

bp(j+1) ba(j+2)] .
L0 (0) = maks {Myn;(0), x € 222,222 j e (1,..,n - 2)

elde edilmektedir.

21
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Asagida x € [b"(Hl) M] vej € {1l

y oy M — 2} i¢in My 5, () nin en biiyiik degeri
tahmin edilmistir:

)k =j+1ise;

GX D bt 1)
n n
Mo O) = S o) =5

i) k>j+2ise;
a) k — V3k + 2 < j oldugu kabul edilsin. Lemma 3.7.6 den my,, ; < 1 oldugundan

b,k b,k
M G0) = i) (2= = x) < 2=~

_ bk BG4 1)

T n n

- b,(V3k+2—1)

- n

Sbn\/3n+2 < 3b_n
n Vn

b) k —v3k + 2 > j kabul edilsin.
g(x) = x —+/3x + 2 fonksiyonu [ , ) araliginda azalmayan fonksiyon ve

k = j+ 2 oldugundan 3 < k < n almabilir.

Ayrica g(x) azalmayan oldugundan

k—+3k+2<j vek+1—+/3k+5>jolacak sekilde bir k € {3, ...,n} vardr.

ME+1nj(x) = mk+1nj(x) <bn(kn—+1)— x) < bn(kn—-l_l)_x < bn(kn+ 1) _ bn(jn+ 1)

Vn

bV3k+2 b,\V3n+2 b,
< < <3
n n

Lemma3.7.5den k € {k + 1,k + 2, ..., n} oldugu igin
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Myi15,j(X) = Mpyp0;(x) = -+ My 5 ;(x) elde edilmektedir.
Sonug olarak k € {IE +1,k+2,.., n} i¢in

My nj(x) <3 3—% olmaktadir.

i) k < jise;

a) k ++/3k > j olsun. Lemma 3.7.5 den

< b,(j+2) bk
- n n

b,k
Mk,n,j(x) = mk,n,j(x) <X— n )

<bn(x/§+2)sbn(\/%+2)s4b_n
n n \/ﬁ

b) k ++/3k < j olsun. h(x) = x + +/3x fonksiyonu [0,00) araliginda artan oldugundan

E+ﬁ>]vel¥—1+\/3l~c—3Sjolmakl'izere
b.(k—1)

bo(k—1)
Mk—l,n,j(x) = mfc—1,n,j(x) X — T <x-— -

<bng+z)_bn(k—1)<bn(fc+@+2)_bn(;}—1)
- n

n n n

_bn(\/ﬁ+3)<bn(\/ﬁ+2)<4bn
B n - n - \/_ﬁ

esitsizliklerini saglayan bir k € {1,..,n} minimum sayis1 vardir. j>1 oldugu
bilinmektedir. Ayricaj +./3j > 1 vek ++/3k >j saglayacak sekilde bir minimum

k € {1, ...,n} mevcut oldugundan k — 1 < j elde edilmektedir.
Yani Lemma 3.7.5den k € {1,2, ...,k — 1} igin

Myq,j () = My_pp i (x) = - Mg, j(x) elde edilmektedir.

~ . by,
Sonug olarak k € {1,2, v ke — 1} igin My, j(x) < 4\/_5 olmaktadir.

Siireklilik modiiliiniin Es. 2.2 ile ifade edilen 6zelliginden n € N i¢in tiim durumlarda

6= 43—% secilirse ispat tamamlanmis olur.
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Yaklasim derecesinin % oldugu gosterilmistir. Asagida bu yaklagim derecesinin

tyilestirilemeyecegi gosterilmistir.

Hatirlatma
. . ‘/ﬁ _ bnjn
]n—[m]'kn—]n_i' El»xn—_

seklinde ifade edilmis olup, tam deger fonksiyonu yardimiyla asagidaki hesaplamalar

yapildiginda
(bixn +jn) (bixn +k, — 1) bnk,
Mgy () = 2200 ~ %,
o Jn 2kn=in(G, + 1) ... ky n
n ; kn_jn
(G tin) " bk
> i - X,
an_]nkn n=Jn n
@M (bakn
an—jnknkn_jn n n
_ (jn)kn_jn bn (kn - ]n)
knkn_jn n
v
o bnl [¥n
5] v
2by, bn
n Vn n
il e VAS
ifadesine ulasilmaktadir.
Tam deger fonksiyonunun tanimi kullanilarak
yn [ﬁ m_
n 1 bn [l] bn n bn
2by, 2by, < 2by,
n Vn - n Vn —\ n Vn
2, by o+ [ 2, t o, 2

elde edilmektedir.

Boylece



] [
lim 2bn =

N\ +

olmaktadir ve
[\/ﬁ

My, nj, (X) = eznl, n > n, olacak sekilde n, € N vardir.
bn

n ..
Ayrica P = 4 icin
n

I
ST 2
by, bp

esitsizligi saglanmaktadir. Béylece n > ng i¢in

. >
Mkn,n,]n(x) = 263@

bn

olmaktadir.
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4. OPERATORLERIN SEKIL KORUMA OZELLIiKLERI

Bu boliimde oncelikle 3. boliimde ifade edilen operatorlerin bazi alt siiflar1 i¢in daha 1yi
yaklasim dereceleri belirlenecek ve bazi sekil 6zellikleri verilecektir. Sonrasinda Es. 3.15 de
tanim1 verilen lineer olmayan maksimum carpim Chlodowsky tip kesilmis Lupas
operatdriinlin bazi alt siniflart i¢in, daha iyi yaklasim dereceleri belirlenecek, bazi sekil

koruma 0zeliklerinden bahsedilecektir.

4.1. Maksimum Carpim Tip Lineer Olmayan Favard-Szasz-Mirakjan Operatoriiniin
Alt Simiflar1 i¢in Daha Iyi Yaklasim Derecesi

Asagida Es.3.1 de ifade edilen, maksimum ¢arpim tip lineer olmayan Favard-Szasz-
Mirakjan operatdriiniin bazi alt siniflari i¢in daha iyi yaklagim derecesi belirlenmistir [14].
)

Oncelikle f fonksiyonunun bazi alt siniflart i¢in Es.3.2 de ifade edilen w; (f’\/_ﬁ

yaklagiminin esasen w; ( f, %) yaklagimina iyilestirilebilecegi gosterilmistir.

Bu amagla

, .. i j+1
k,j €{0,1,..}icin fi  ;: [] s

T] - R fonksiyonu

)
n

frem,j (%) = My ; () f (g)

_ Spe(x) f (k)

B Sp,j(x) 7 \n

o ()

olarak tanimlandiginda her j € {0,1,...} ve x € [ﬁ,%] igin

EMO@® = \/ fins @
k=0

yazilabilecegi agiktir [14].
Ileride ihtiyag duyulacak bazi yardimci lemmalar asagida ifade edilmistir.
4.1.1. Lemma

f: [0,00) —[0,0) sinirli ve her x € [ﬁ,%] icin
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EM(£)(x) = maks{f; ;(), f+1m, ()}

olacak sekilde bir fonksiyon olsun.

Oyleyse w1 (f,8) = maks{|f(x) — f(¥)|;x,y € [0,0),|x — y| < §} < oo iken
her x € [ﬁ%] igin
| EM (1)) = (N ()] < w; (f,5) olmaktadir [14].
4.1.2. Lemma
Eger f: [0,00) —[0, ) fonksiyonu konkav ise,
g: [0,00) =[0,0),g(x) = % fonksiyonu artmayandir [14].
4.1.3. Sonug
Eger g : [0,00) —[0,00),
glx) = % artmayan bir fonksiyon olmak tizere
f: [0,0) —[0, ) fonksiyonu sinirli, azalmayan bir fonksiyon ise,
her x € [0, ) i¢in
Fn(M)(f)(x) - (f)(x)l < wq (f; %) olmaktadir [14].

4.1.4.Sonug
f: [0,00) —[0, ) smirl, azalmayan konkav bir fonksiyon olsun.

Oyleyse her x € [0, ) igin
| Fn(M)(f)(x) - (f)(x)l < wq (f, %) olmaktadir [14].

4.2. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Favard- Szisz -Mirakjan Operatoriiniin
Sekil Koruma Ozellikleri

Asagida Es.3.1 de ifade edilen maksimum g¢arpim lineer olmayan Favard-Szasz-Mirakjan

operatoriiniin sekil koruma ozellikleri verilmistir [14].



29

4.2.1. Lemma

Herhangi bir smirhi f:[0,00) - R, fonksiyonu i¢in maksimum ¢arpim Fn(M)(f)(x)

operatorii [0, 00) araliginda pozitif, sinirli ve stireklidir ve Fn(M) (f)(0) = £(0) saglanur.
4.2.2. Lemma

Eger f:[0,0) - R, fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon ise
herk,j € {0,1,..}, x € [ﬁ%] icin

k < j oldugunda

finj(X) = fr—1,n,; (%)

elde edilmektedir [14].

4.2.3. Sonug

Eger f:[0,00) - R, fonksiyonu artmayan bir fonksiyon ise
herk,j €{0,1,..}, x € [ﬁ%] icin k > j oldugunda
fienj(X) = fr+1n,;(x) elde edilmektedir [14].

4.2.4. Teorem

Eger f:[0,00) > R, fonksiyonu [0,o) da azalmayan ve smirli bir fonksiyon ise

Fn(M) (f)(x) azalmayan (ve sinirli) bir operatordir [14].

4.2.5. Sonug

Eger f:[0,00) - R, fonksiyonu artmayan ise Fn(M) (f)(x) artmayandir [14].
4.2.6. Tanim

f: [0,00) - R, fonksiyonu [0, o) araliginda siirekli olsun.

Eger her x,y € [0,0) ve A € [0,1] igin f(Ax + (1 — A)y) < maks{f(x), f(y)} esitsizligi

saglanir ise [0, 00) araliginda f fonksiyonu [0, c0) araliginda quasi-konvekstir denir [14,22].
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4.2.7. Sonug

Eger f:[0,00) » R, fonksiyonu [0,0) araliginda stirekli, sinirli ve quasi-konveks bir

fonksiyon ise her n e N i¢in Fn(M) (f)(x) operatorii [0, 00) da quasi-konvekstir [14].
4.2.8. Lemma

Her x € [0,0) ve n e N icin E™ (e)(x) = 1 ve E™ (e,)(x) = x elde edilmektedir [14].
4.2.9. Teorem

Her f: [0,00) —[0,00) igin [ﬁ,%], j=0,1,.. formundaki her aralikta Fn(M)(f)(x)

konvekstir [14].

4.3. Maksimum Carpim Tip Lineer Olmayan Bleimann-Butzer-Hahn Operatoriiniin
Alt Simiflar1 i¢in Daha Iyi Yaklasim Derecesi

Asagida Es.3.3 de ifade edilen maksimum ¢arpim tip lineer olmayan Bleimann-Butzer-Hahn

operatoriiniin bazi alt siniflari i¢in daha iyi yaklasim derecesi belirlenmistir [15].

3
Oncelikle f fonksiyonunun bazi alt siniflart igin Es. 3.4 de ifade edilen w, ( Ik (1+221\/§ )

2
yaklagiminin esasen w, ( f; (h;x) ) yaklasimina iyilestirilebilecegi gdsterilmistir.

Bu amacla
je{01,..,n—1}, k€ {0,1,..,n}igin
fk,n,j: [; E] - R ve

n—j+1’ n—j

finn: [0,00) = R fonksiyonu

k
fens 9 = mins OF (577=)

_ () ( k )
Spj(x) " \n+1-k

_ =D e k

T k!(n—-k)! x f(n+1—k)

olarak tanimlandiginda
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j+1

el ]] yadaj =nvex € [n, o) igin

her j € {0,1, .. n—1}vexe[

H () = \[ fins @
k=0

yazilabilecegi agiktir [15].
Ileride ihtiya¢ duyulacak baz1 yardimci lemmalar asagida ifade edilmistir.

4.3.1. Lemma

£ [0,00) —>[0,00) her x e[ "*1] icin

n— ]+1 n—j
H (F)(x) = maks{fjn,;j(X), fi+1n(x)} olacak sekilde bir fonksiyon olsun.

Oyleyse w1 (f; 8) = maks{|f(x) — f(¥);x,y €[0,00),|x —y| <6} <

ven>2x|kenherxe[ / %1] i¢in

(1+x)?

| HM (A6 = (N@)| = 20, (£;552) olmaktadir [15].

4.3.2. Lemma

Eger f : [0,00) —[0, o) fonksiyonu konkav ise,

g: [0,00) -[0,0),g(x) = % fonksiyonu artmayandir [15].

4.3.3. Sonug

Eger g : [0,0) —[0,00),g(x) = artmayan bir fonksiyon olmak tizere

f: [0,00) —[0,00) fonksiyonu sinirli, azalmayan bir fonksiyon ise,
her x € [0,0), n = 2x igin

(1+x)

| HM () (x) = () (x)l 20, (f ( ) olmaktadir [15].

4.3.4.Sonug

f : [0,00) —[0, ) sinirli, azalmayan konkav bir fonksiyon olsun.
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Oyleyse her x € [0, ), n > 2x igin

HM (A ) = (F) (X)| < Za)l( 4t ) olmaktadir [15].

4.4. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Bleimann-Butzer-Hahn Operatdriiniin
Sekil Koruma Ozellikleri

Asagida Es.3.3 de ifade edilen maksimum carpim lineer olmayan Bleimann-Butzer-Hahn

operatoriiniin sekil koruma ozellikleri ifade edilmistir [15].

4.4.1. Lemma

j+1
+1 n—j

Eger f:[0,00) —» R, azalmayan bir fonksiyon ise k < jve x € [ ] ya da

j=niginx € [0,00) ikenherj € {0,1,..,n}ve k € {1,...,n} i¢in
finj(X) = fr—1n,;(x) olmaktadir [15].
4.4.2. Sonug

Eger f:[0,00) - R, artmayan bir fonksiyon ise

j+1
n— +1 n—j

k>]vexe[ ]yadajznigian[0,00)iken

herj € {0,1,...,n}ve k€ {1,..,n—1}i¢in
fienj(X) = fr41n,j(x) olmaktadir [15].
4.4.3. Teorem

Eger f:[0,00) > R, fonksiyonu [0,) da azalmayan ve smirli bir fonksiyon ise

H,(lM) (f)(x) azalmayan (ve sinirli) bir operatordiir [15].

4.4.4. Sonug

Eger f:[0,00) - R, fonksiyonu artmayan ise H,SM) (f)(x) artmayandir [15].
4.4.5. Sonug

Eger f:[0,00) » R, fonksiyonu [0,c0) araliginda siirekli, sinirli ve quasi-konveks bir

fonksiyon ise her n e N i¢in H,(lM) (f)(x), [0,00) da quasi-konvekstir [15].
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4.5. Maksimum Carpim Kesilmis Favard- Szasz -Mirakjan Operatoriiniin Alt
Siniflar1 i¢in Daha iyi Yaklasim Derecesi

Asagida Es.3.5 de ifade edilen maksimum carpim kesilmis Favard- Szasz -Mirakjan

operatoriiniin bazi alt siniflari i¢in daha iyi yaklasim derecesi belirlenmistir [16].

Oncelikle f fonksiyonunun bazi alt siniflar1 i¢in Es.3.6 de ifade edilen w; (f ; ﬁ)

yaklasiminin esasen w; ( f; ) yaklasimina iyilestirilebilecegi gosterilmistir. Bu amacla

k €{0,1,..,n}vej €{0,1,..,n— 1} icin fi , ;: [’ ”1] — R fonksiyonu
k
fin () = My ;GO (;)
- Sni(x) _ (k
B Sp,j (%) f (;)
=& @£ ()

olarak tanimlandiginda

herj € {0,1,..,n—1}vex € [’ J+1]

(@) = \/fk,n,j ()
k=0

yazilabilecegi agiktir [16].

4.5.1. Lemma

£:[0,1] —[0,%) , her x € [i%] icin

T,&M) (f) (x) = maks{ fim,j Qs fi+1nj (x)} olacak sekilde bir fonksiyon olsun.

Oyleyse her x € [ ] igin

| T,EM)(f)(x) - (f)(x)l < wq (f, %) olmaktadir [16].

45.2. Lemma

f: [0,1] —[0, ) konkav bir fonksiyon olsun. Oyleyse

g: (0,1] = [0,00), g(x) = % fonksiyonu artmayandir [16].
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4.5.3. Sonug

Eger g : (0,1] = [0,), g(x) = % artmayan bir fonksiyon olmak iizere

f : [0,1] —[0,00) fonksiyonu sinirli, azalmayan bir fonksiyon ise, her x € [0, 1] igin
| (@) = (NG| < wy (f,) olmaktadir [16].

4.5.4. Sonug
f: [0,1] —[0,) azalmayan konkav bir fonksiyon olsun.

Oyleyse her x € [0,1] igin
T ()G = ()| < w1 (f,7) olmaktadir [16].

4.6. Maksimum Carpim Kesilmis Favard- Szasz -Mirakjan Operatoriiniin Sekil
Koruma Ozellikleri

Asagida Es.3.5 de ifade edilen maksimum c¢arpim kesilmis Favard-Szasz-Mirakjan

operatoriiniin sekil koruma ozellikleri verilmistir [16].

4.6.1. Lemma

Eger f : [0,1] —[0, o) fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon ise
her k € {0,1,...,n},j € {0,1,...,n — 1} ve

X € [i,%] icin k < j oldugunda

fien,j(X) = fie—1.0,;(x) elde edilmektedir [16].

4.6.2. Sonug

Eger f : [0,1] —[0, ) fonksiyonu artmayan bir fonksiyon ise
her k € {0,1, ...,n}, j € {0,1,...,n — 1}

ve x € [ﬁ,%] icin k = j oldugunda

fienj(X) = fiey1.n,j(x) olmaktadir [16].
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4.6.3. Teorem

Eger f : [0,1] —[0, ) azalmayan ise T,&M) (f)(x) azalmayandir [16].
4.6.4. Sonug

Eger f : [0,1] —[0,0) artmayan ise T (f)(x) artmayandir [16].
4.6.5. Sonug

Eger f : [0,1] —][0, o) fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli ve quasi-konveks bir fonksiyon
isehern € N i¢in [0,1] da Tn(M)(f)(x) quasi-konvekstir [16].

4.6.6. Lemma

Her x € [0,1] ve neN icin T™M(e)@x) =1 ve TM(e)(x)=x elde
edilmektedir [16].

4.6.7. Teorem
Her f: [0,1] —[0,) herhangi bir fonksiyon olmak iizere j € {0,1,...,n — 1} igin,

[] I* ] formundaki her aralikta T(M) () (x) konvekstir [16].

4.7. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Genellestirilmis Szasz Operatoriiniin
Alt Siniflar1 I¢in Daha lyi Yaklasim Derecesi

Asagida Eg.3.11 de ifade edilen maksimum carpim lineer olmayan genellestirilmis Szasz
operatoriiniin bazi alt simiflari i¢in daha iyi yaklagim derecesi belirlenmistir [19]. Asagida f

fonksiyonunun simirli, azalmayan konkav fonksiyon gibi bazi alt siniflar i¢in Es.3.12 de

ifade edilen w, ( f, / l;"—x) yaklasim derecesinin iyilestirilebilecegi gosterilmistir.

Bu amagla k,j € {0,1, ...} i¢in f} , b”] b”(jﬂ) — R fonksiyonu
g

Cnic (%) (bnk)

Cn,j (x)

fenj(x) = mknj(x)f(b f) =

= L () p (k)
k! an an
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olarak tanimlandiginda her j € {0,1, ...} ve x € [?,@] icin

SO = \/ fns @
k=0

yazilabilecegi agiktir.
4.7.1 Lemma
bnj bn(j+1) ici

f: [0,00) —[0,0) smirh ve her x € [— ¢in

an an
SM(F)(x) = maks{fjn . f+1n;} olacak sekilde bir fonksiyon olsun.

Oyleyse w1 (f,8) = maks{|f(x) — f()|;x,y € [0,),|x — y| < &}

bnj bn(j+1)
)

iken her x € [Z - ] icin
SPN@ = (N < o, (F, Z—n) olmaktadir [19].
4.7.2. Sonug
f : [0,00) —[0, ) smirh,azalmayan bir fonksiyon ve
g: [0,00) -[0,0),g(x) = % artmayan bir fonksiyon olsun. Oyleyse
her x € [0, ) i¢in
| S (H @) = (H@| < w4 (F, Z—”) olmaktadir [19].

4.7.3. Lemma

Eger f: [0,00) —[0,) fonksiyonu konkav ise, g: [0,00) —[0,0), g(x) =%
fonksiyonu artmayandir [19].
4.7.4. Sonug

Eger f : [0,00) —[0, o) sinirli, azalmayan ve konkav bir fonksiyon ise, her x € [0, o) i¢in

|5 (@ = (D) < 0y (f,22) olmakiadir [19].
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4.8. Maksimum Carpim Lineer Olmayan Genellestirilmis Szasz Operatoriiniin
Sekil Koruma Ozellikleri

Asagida Es.3.11 de ifade edilen maksimum garpim lineer olmayan genellestirilmis Szasz

operatoriiniin sekil koruma ozellikleri ifade edilmistir [19].
4.8.1. Lemma
f:[0,0) - R, fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olsun. Oyleyse

bnj bn(j+1)
)

an an

herk,j € {0,1,...},x € [ ] icin k < j oldugunda

fien,j(X) = fr—1.n,;(x) elde edilmektedir [19].
4.8.2. Sonug

f:10,0) — R, fonksiyonu artmayan bir fonksiyon olsun.
Oyleyse her k,j € {0,1, ..}, x € [%,w] icin k > j oldugunda

fienj(X) = fr41,n,j(x) olmaktadir [19].

4.8.3. Teorem

f:[0,00) > R, fonksiyonu azalmayan ve simirli bir fonksiyon olsun. Oyleyse S,(IM) (Hx)

[0, ) araliginda azalmayan ve smirhdir [19].

4.8.4. Sonug

Eger f:[0,0) — R, fonksiyonu artmayan ise S,SM) (f)(x) artmayandir [19].
4.8.5. Sonug

Eger f:[0,00) » R, fonksiyonu [0,0) araliginda siirekli, smirli ve quasi-konveks bir

fonksiyon ise her n € N i¢in [0,0) da S (f)(x) quasi-konvekstir [19].
4.8.6. Teorem

f : [0,00) —[0, ) herhangi bir fonksiyon olsun.

Oyleyse her j € {0,1, ...} igin [l;ij,w] c [0, o) formundaki her aralikta S,(lM)(f)(x)

n an

konvekstir [19].
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4.9. Lineer Olmayan Maksimum Carpim Chlodowsky Tip Kesilmis Lupas
Operatoriiniin Alt Simflar I¢in Daha Iyi Yaklasim Derecesi

Asagida Es.3.15 de ifade edilen, lineer olmayan maksimum c¢arpim Chlodowsky tip kesilmis

Lupas operatoriiniin bazi alt siniflar1 i¢in daha iyi yaklasim derecesi belirlenmistir.

Oncelikle f fonksiyonunun bazi alt simiflari i¢in Teorem 3.7.9 da ifade edilen w, ( f, %)

yaklagiminin esasen w; ( f, b;”) yaklagimina iyilestirilebilecegi gosterilmistir. Bu amagla
k €{0,1,..,n}vej€{0,1,..,n— 2}i¢in

fenj: [M @] — R fonksiyonu

n )

g ) = Mg GO (225

=Mf(%) ( x+1)( x+1+1) (b_x+k_1)j!f(M)

Ln,j (%) 2k=Jk! n

olarak tanimlandiginda her j € {0,1, ...,n — 2} ve x € [bn(] L, ) +2)]

10N = \/ fins @
k=0

olarak ifade edilebilir.
49.1. Lemma

f : [0,b,] = [0, ) bir fonksiyon ve

hel‘x € [bn(i:‘l) bn(]+2)]

vej €{0,1,..,n— 2} igin
LI (F)(x) = maks{fin;(X), fia1m; GO, froam,; (@)} (4.1)
olmak lizere

n n

|L(M) (H) = () (x)| < w, ( ) olmaktadir.
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1. durum:

Her x € [@@] icin L;M)(f)(x) = fin,j(x) = f(%) olsun.

by
n

< x — 22 < 2 oldugundan L3 (F) () = () ()] < wq (£,22) elde edilir.
2. durum:

Her x € [@@] icin

LEP(F)(x) = fp1n,j (%) olsun,

8) LYV (F)(x) < f(x) ise

L9900 = £ = FG) = fraams ()

2b,
< G = fins @) < s (£,22)
b) L3 ()G > £ (x) ise

LX) = FOO| = froam () — F(x)

b,(j+1
< mj+1,n,j(x)f< (]n+ )> - f(x)
<7 (20) - pw
0<x- @ — oldugundan

L9201 — £@)| < w1 (F, 22 elde edilmektedir.
3. durum:

Her x € [b”(”l) —b”(’”)] n L)) = fisan,; (X) olsun.

a) LM (f)(x) < f(x) ise
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M 2b,
[P0 = FOO] = £ = Fraans@) < FG) = fins () < @ (£,

b) LM (F)(x) > fx) ise

L2 (D6 = FGO| = firan; () = F()

b,(j + 2
< Mjszn (O <(’T+)) ~ £
b,(j + 2
<7 (282) - pw
0< @ —x < b;" oldugundan

L%M) (Hx)—f (x)| < w;(f, %") elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.9.2. Lemma

f:10, b,] — [0,00) konkav ise, g: (0, b,] = [0,0) ,g(x) = @ fonksiyonu artmayandir.
fspat

x,y € (0,b,] icin x < y olsun. Oyleyse

£ = £ (Sy+7=70)

>Z o) +2=2F00) =2 £
Ty Y y Ty Y

olmaktadir.

Yani %2@

y

4.9.3. Sonug

f:10, b,] = [0,00) azalmayan bir fonksiyon ve g(0, b,] — [0,0) ,

glx) = % fonksiyonu artmayan bir fonksiyon olmak tizere

her x € [0,b,], n € N i¢in L;M) () — (f)(x)| < w; (f, I;—") olmaktadir.
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f monoton bir fonksiyon oldugundan k < j i¢in

2/7k+ ) b, (k — 1)>

(k—1)'( x+k—1) X+ = 1) ( n

fre—1n,j (%) <

277K 2k f(
(k)( x+k) ( x+]—1)( x+k—1) n

277K 2k f(bnk)
(k)'( x+k) (tx+j—1)(/'+k)

< fk,n,j (x)

olmaktadir. Boylece

J
\/ fiens 09 = Fiay)
k=1

10N = \/ fins @ (42)
k=j

elde edilmektedir.

Her x € [@@] olacak sekilde k € {0,1,...,n} ve k >j olsun. g fonksiyonu

artmayan bir fonksiyon oldugundan

j! (%x +j) (%x + k)f(bn(k + 1))

fraim,j(X) = 2k+1=j (k + 1)! n

<J(b x+j)- (5 x+k)k+1f( )

- 2k+1-j(k41)!

_ J (—x+]) (—x+k 1) (nx+k)f (M)

2k=Jk! 2k n

k
+J 2 olmaktadir.

<fkn]( )
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Boylece k = j+2 igin fyi15,j(X) < fin,j(x) oldugundan

k=j+2 fienj () = firomj(x),j €{0,1,...,n — 2} (4.3)
elde edilmektedir. Es.4.2 ve Es.4.3 ile Es. 4.1 elde edilmektedir;

L () (x) = maks{f; (0, fi1n,j (), fir2mj ()}, j €{0,1,..,n =2}

Lemma 4.9.1 den
L%M) (Hx) =) (x)l < w; (f, %n) elde edilmektedir. Boylece ispat tamamlanmustir.

4.9.4. Sonug

f:10, b,] = R, azalmayan konkav bir fonksiyon ise

x € [0, by] igin [LGP (A(x) = £()| < w1(F,2) olmaktadir.

fspat

f:10, b,] = R, konkav bir fonksiyon oldugundan. Lemma 4.9.2 den
g:(0,b,] = [0,00) ,g(x) = % fonksiyonu artmayandir.

f:10,b,] » R, azalmayan bir fonksiyon oldugundan ve Sonug¢ 4.9.3 den her x € [0, b,,]

i¢cin
(M) by . .
|Ln (Hx) - f(x)| < wy(f, ) elde edilmektedir.

4.10. Lineer Olmayan Maksimum Carpim Chlodowsky Tip Kesilmis Lupas
Operatoriiniin Sekil Koruma Ozellikleri

Asagida Es. 3.15 de ifade edilen lineer olmayan maksimum c¢arpim Chlodowsky tip kesilmis

Lupas operatoriiniin sekil koruma 6zellikleri verilmistir.

4.10.1. Lemma

n € N olsun. Eger f: [0, b,] — R, azalmayan bir fonksiyon ise, her j € {0,1, ...,n — 2} ve
k €{0,1,..,n}i¢cin k < j ve x € [0, b,,] olmak lizere

finj(X) = fr—1.n,;(x) elde edilmektedir.
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k < j oldugundan
Lemma 3.7.6 nin ispatinda ifade edilen 2. durumdan

n
mk’n’j(x) Zx +k-—-1

mk—l,n,j(x) B 2k

> 2% > 1 elde edilmistir.

Yani my, , j(x) = my_qp ;(x) olmaktadir. f azalmayan bir fonksiyon oldugundan

bn (k 1)

mkn](x)f( ) > My n,; (%) f () elde edilmektedir.

4.10.2. Sonug

f:10,b,] » R, artmayan bir fonksiyon olsun. Oyleyse her j € {0,1, ...,n — 2} ve
k € {0,1,...,n}igin k = j ve x € [0, b,,] olmak tizere

finj(X) = fri1n,;(x) elde edilmektedir.

fspat

k > j olsun.

Lemma 3.7.6 nin ispatinda ifade edilen 1. durumdan

My j(X) B 2(k+1)

- n
Mit1n,j(x) b—x +k
n

> 20t 2(k+1)
k+j+

> 1 olur.
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Boylece my p j(x) = Myiq1.,,;(x) elde edilmektedir. f artmayan bir fonksiyon oldugundan

bn(k+1)

Mg, (OF (20 2 My, () f (2222 elde edilmektedii.
4.10.3. Teorem

Eger f: [0, b,,] = R, azalmayan bir fonksiyon ise LSLM) (f)(x) azalmayandir.
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fspat

L)  [0,b,] araliinda siirekli oldugu icin her j € {0,1,..,n —2} icin

[w,@] formundaki her alt araliginda L;M) (f)(x) m azalan oldugunu gostermek

yeterlidir.
Oyleyse j € {0,1,...,n — 2} vex € [@@] olsun.

f azalmayan bir fonksiyon oldugundan 4.10.1 Lemma dan
finj(X) = fi—1n,;(x) = - = fon,; (x)olmaktadir.

Yani her x € [—b"(jﬂ),—b"(fz)]

i¢in
LI (F) () = Visj fionj ()

elde edilmektedir.

k = jigin fi , j(x) fonksiyonunun azalmayan oldugu agiktir.

L%M) (f)(x) azalmayan fonksiyonlarin maksimumu olarak tanimlandigundan L%M) ()

azalmayandir.

4.10.4. Sonug
Eger f:[0, b,,] = R, artmayan bir fonksiyon ise LEIM) (f)(x) artmayandir.
fspat

L%M) (N, [0,b,] da siirekli oldugundan j € {0,1,..,n —2} olmak iizere

[—b"(i +1),—b"(i +2)] formundaki her bir alt araliginda L%M) (f)(x) m artmayan oldugunu

gostermek yeterlidir.
Bu yiizden j € {0,1,...,n — 2} ve x € [@@] olsun.

f artmayan bir fonksiyon oldugu i¢in Sonug 4.10.2 den

finj(x) = fje1nj(x) = -+ = fn,j(x) elde edilmektedir.
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Boylece her x € [@,@] igin

L)) = Voo fimj (X)olmaktadir. k <j igin fin;(x) fonksiyonunun artmayan

oldugu agiktir. L%M) (f)(x), artmayan fonksiyonlarin maksimumu olarak tanimlandigindan,

LSlM) (f)(x) artmayandir.
Hatirlatma

f siirekli fonksiyonunun [0, b,,] de quasi-konveks olmasi, f fonksiyonu [0, c] de artmayan
ve [c, b,] de azalmayan olacak sekilde bir ¢ € [0, b, ] noktasinin mevcut olmasi anlamina
gelmektedir [23]. Bu quasi-konveks fonksiyonlarin sinifi, hem artmayan hem de azalmayan
fonksiyonlarin smifini igermektedir. Ayrica [0, b,] deki siirekli konveks fonksiyonlarin

sinifini igermektedir.
4.10.5. Sonug

Eger f:[0, b,] = R, fonksiyonu [0, b,] da siirekli ve quasi-konveks ise, hern € N igin

L%M) (f)(x), [0, b,] araliginda quasi-konvekstir.
fspat

L%M) (f)(x) in [0, b,] arahiginda quasi-konveks olmasi, f fonskiyonunun [0, c] de artmayan
ve [c, b,] de azalmayan olacak sekilde c¢ € [0, b,] noktasinin mevcut olmasi demektir. .
F,G:[0,b,] » R, fonksiyonlar1 her x € [0,c] i¢in F(x) = f(x), her x € [c, b,] igin
F(x) = f(c) ve her x € [0,c] i¢in G(x) = f(c), her x € [c, b,] i¢in G(x) = f(x) olarak
tanimlansin. [0, b,,] araliginda F fonksiyonu siirekli ve artmayan , G fonksiyonu siirekli ve

azalmayandir. Her x € [0, b,,] icin f(x) = maks{F(x),G(x)} dir.

Pseudo-lineerlik 6zelligi saglandigindan her x € [0, b,,] i¢in
LSLM) (NHx) = maks{LglM) (F)(x), LSIM) (@) (x)} olmaktadir.
1. Durum L%M) (F)(x) ve L;M) (G)(x) birbiriyle kesismez ise

her x € [0, b,,] igin L (F)(x) = L™ (F)(x) ya da
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her x € [0, b,] igin LY () (x) = LYP(G)(x) olmaktadir. Her x € [0, b,] igin L3P (£) (x)
artmayan ya da azalmayan fonksiyondur. Yani her x € [0, b,] i¢in L;M)(f)(x) quasi-

konvekstir.

2. Durum L™ (F) (x) ve LY (6) (x) birbiriyle kesisiyor ise LY (£)(x) , [0, '] de artmayan

ve [c’,1] de azalmayan olacak sekilde bir ¢’ € [0, b, ] noktas1 mevcuttur. Sonug¢ olarak

LM (F)(x), [0, b,] araliginda quasi-konvekstir.
4.10.6. Lemma

f:10,b,] = [0, ©) herhangi bir fonksiyon olsun. Oyleyse j € {0,1, ...,n — 2} i¢in

[—b"(fl +8 —b"(:l +2)] formundaki her aralikta L% (f)(x) konveksdir.

fspat.‘

Her j € {0,1,..,n—2} ve x € [@@] icin L%M)(f)(x) = Vi=o fin,j(x) olarak

yazilabildiginden, [@,@] de secilen her bir j noktasi igin fj , ;(x) nin konveks

olmaktadir. L%M) () (), [@’@] deki  konveks fonksiyonlarin maksimumu

oldugundan segilen her fj ,, ;(x) in konveksligini gostermek yeterlidir.

f(x) = 0, (by,) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve

foms () = % (2

) oldugundan

n

—X . .
Gin,j(X) = ((b,’f ))" fonksiyonunun [w,@] deki konveksligini gostermek yeterlidir.

n’j
k =jigin g, i(x) =1 sabit fonksiyon oldugundan konvekstir.

n

—X+] elde edilmektedir, yani konvekstir.

k=j+1igin gjp1p;(x) =

, .. 1
k=j—1igin gj_1,;(x) = %x+j—1 olur.




2
" _ 2z
rmang = (%x+j—1

Egerk > j + 2 ise

Jenj@) = (7)o (Fx+k—1) v
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——2~— > 0 oldugundan konvekstir.

€

n n
ln(gk,n,j(x)) =1n(b—x +j)+---+ln(b—x+k—1)
n n
rinj X _bn‘gk’n’j ¥ blx +j b1x+k—1
" ( )_ - ( ) ! + !
e e T T v k=1

n 2
~(~ (@) |[——+
(bn) s )y

Oolmaktadir.

" n\2 1
gk,n,j(x) = (b_) Ik n,j Oy |7
n

n

1

-+
x+]

1
L =
(b—x+k—1)2

2
1

+—
b£x+k—1

1

— |+
Gox +))?
elde edilmektedir.
Egerk <j—2ise
1
n

Z+k)...(%x+j—1)

gk,n,j(x) = (

] n 1
Gienj(X) = _Egk,n,j(x) [m + -t
bn

—x+j-1

et —
(b—x+k—1)2

n

l olmaktadir.

bn
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i n 2 1 1
gk,n,j(x) = - (b_> gk,n,j(x) n
n

Ex+ Ex+]—1

1 1
I P e ,
-x +k)? (x+j—1)°

elde edilmektedir.

bn(j+1) bn(j+2)]
n ' n

Boylece [ araligindaki her gy, ;(x) fonksiyonunun konveks oldugu

gosterilmistir. L;M) (f)(x) bu fonksiyonlarin maksimumu olarak tanimlandigindan

L8 (£)(x) konvekstir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada Bede ve Gal tarafindan insa edilen maksimum ¢arpim tip bazi operatorler ile
Gilingor’iin - genellestirilmis Szasz operatoriinii tanimladiklar1 ve yaklasim 6zelliklerini
belirledikleri ¢aligmalar incelenmistir. Bu ¢alismada lineer olmayan maksimum ¢arpim
Chlodowsky tip kesilmis Lupas operatorii tanimlanmus, birinci siireklilik modiilii yardimiyla
yaklagim derecesi hesaplanmistir. Belirlenen yaklasim derecesinin iyilestirilemeyecegi
ispatlanmistir. Sonrasinda, tanimlanan operatdriin bazi alt smiflar1 icin daha i1yi yaklasim

derecesi belirlenmistir. Son olarak operatoriin bazi sekil koruma 6zellikleri verilmistir.

Maksimum carpim tip operatorlerle ilgili bircok ¢alismalar mevcuttur. Bunlardan birkacin
ifade etmek gerekirse Duman maksimum c¢arpim tip g-Bernstein operatoriinii [13] ve
maksimum ¢arpim operatorlerinin istatistiksel yakinsakligini [24] incelemistir. Karakusg ve
Demirci maksimum ¢arpim operatorlerinin c-istatistiksel yakinsakligini ele almislardir [25].
Bu calismalar 1s1ginda tanimlanan lineer olmayan maksimum c¢arpim Chlodowsky tip
kesilmis Lupas operatorii yle ilgili farkli genellestirmelerin yapilip yapilamayacagi ve/veya

tanimlanan operatdriin istatistiksel yakinsaklig1 aragtirilabilir.

Holhos agirlikli uzaylarda maksimum c¢arpim Favard-Szasz-Mirakyan operatdriiniin
yaklagimini [26] ve maksimum ¢arpim Meyer—Konig ve Zeller operatorlerininin agirlikl
yaklagimini ele almustir [27]. Holhos bu ¢alismalarinda yeni agirhikli siireklilik modiiliinii

§=0,f€Cyqicinherx,t €icin @(t) € (p(x) —§,9p(x) + &) N () olmak iizere

lf (@) — f ()l
ww,a(f' 8) = fgg maks( eae(t) eafp(x))
lp®)-p(x)|<s

olarak tanimlamis, maksimum ¢arpim tip Favard-Szasz-Mirakjan operatériiniin ¢ (x) = vx
olmak iizere w(x) = e®™ agirhig ile diizgin yakinsamas: igin kullamlabilecegini

gOstermistir [26].

[0, 00) sinirli olmayan araliginda tanimli maksimum ¢arpim Chlodowsky tip Lupas
operatorii insa edilebilir. Bu yeni operatoriin agirlikli yaklagim 6zelliklerinin incelenmesi
icin agirhikli siireklilik modiilii tanimlanabilir. Boylece operatoriin agirlikli yaklagim

ozellikleri incelenmis olur.
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Coroianu ve Gal’in Kantorovich tip maksimum ¢arpim operatorlerinin yaklagimini ele aldig1
calismas1 mevcuttur [28]. Lineer olmayan maksimum c¢arpim Chlodowsky tip kesilmis
Lupas-Kantorovich operatoriiniin tanimlanip tanimlanamayacagi arastirilabilir. Ustelik bu

operatoriin ¢cok degiskenli modifikasyonu insa edilebilir.
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