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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte agagida

sunulmugtur.

Simgeler Aciklamalar

xVy x ve y elemanlariin supremumu

TAyY x ve y elemanlarinin infimumu

a, | a (ay) azalan dizi ve infa,, = a

a, T a (ay) artan dizi ve supa, = a

(X,d) Metrik uzay

(X,d, E) Vektor metrik uzay

T, — T (z,) dizisi x elemanina yakinsar

T, > x (x,,) dizisi x elemanina (sira) o-yakinsar

d,E r "
Ty — T (x,,) dizisi x elemanimna (vektérel) E-yakmsar



1. GIRIS

X bosg olmayan bir kiime f : X — X bir fonksiyon olmak iizere f altinda degismeyen
noktalara, yani * = f(x) denklemini saglayan noktalara f fonksiyonunun sabit
noktalar1 denir. Bir fonksiyonun sabit noktasinin varhigi o fonksiyonun tanimina bagh
oldugu gibi tamimlandigi kiimeye de baghdir. X = [0,1) i¢in f(z) = x/2
fonksiyonunun sabit noktas1 z = 0 iken g(z) = = 4 1 fonksiyonunun sabit noktasi
yoktur. X = (0,1) i¢in f(z) = x/2 fonksiyonun ise sabit noktasi yoktur. Sabit nokta
teori caligmalari, fonksiyonun sabit noktasinin varligini, varsa tek olup olmadigini ve

nasil bulunacagini inceler.

Sabit nokta teori genig uygulanabilirligi nedeniyle nonlineer fonksiyonel analizin esas
dalim1 olugturur. Matematigin bir¢cok alaninda oldugu kadar fizik, kimya, biyoloji ve
ekonomi alanlarinda goriilen nonlineer diferansiyel denklemlerin ve integral
denklemlerinin ¢oziimiinde kullanilir. Cesitli uygulamalar1 nedeniyle bu teori bircok

yonde genellestirilmigtir.

Metrik uzaylardaki sabit nokta teori calismalari, 1922 yilinda yayimlanan ve Banach
biiziilme ilkesi olarak bilinen su teoremle baglamigtir: (X, d) tam metrik uzay ve f :

X — X fonksiyonu biiziilme ise, yani her z,y € X icin

d(f (x), f (v) < qd(z,y)

olacak bicimde ¢ € [0,1) sayist varsa f fonksiyonun X iginde bir tek sabit noktasi
vardir [1]. Teoremin Banach tarafindan verilen ispati, biiziilme doniigiimii i¢in sabit
noktanin nasil bulunacaginin bir yéntemini verir. Iterasyon dizisinin tanimia bagh
olan bu yontemde herhangi bir xy € X baglangic noktasi alip n € N igin
Ty = f(2n_1) tanimlanir. Ispat, lim, . 2, = z € X limitinin varligini garantiler ve
bu durumda f (z) = z olur. Teoremin bu ispatinin yani sira gesitli yontemlerle yapilan
ispatlar1 da daha sonralarda verilmigtir [2-4|. Bu ilke hem sabit noktanin varhgim
garantiledigi hem de tekligini gosterdigi i¢in ¢ok kullanigh bir sonug olup, ¢ok sayida
bilim insani tarafindan genellesgtirilmistir. Banach biiziilme ilkesinin genellegtirmeleri

va cahgilan uzay altinda uzaklik fonksiyonlarinin 6zelliklerinin genellegtirilmesi ya da



doniigiimlerdeki biiziilme sartinin degistirilmesiyle elde edilmigtir.

1962 yilinda Edelstein tarafindan biiziilme doniisiimdeki ¢ sayist 1 alinarak tam
metrik uzay tstiinde her z,y € X igin d(f (x), f (y)) < d(z,y) bigiminde biiziilebilir
doniigiim tanimi verilmistir [5]. Rakotch aym yil monoton azalan ve [0,1) araliginda
deger alan fonksiyonlar yardimiyla sabit noktanin varligini ve tekligini ispatlamigtir.
Ayrica bu teoremin, Banach biiziilme ilkesinin bir genellemesi oldugunu vermigtir [6].
1969 yilinda Boyd ve Wong tarafindan d metriginin deger kiimesinin kapaniginda
tanimli ve yari-siirekli U fonksiyonu ile W-biiziilme tamimi verilerek bu biiziilmenin
Rakotch teoreminin bir genellemesi oldugu gosterilmigtir |7]. Meir ve Keeler 1969
yilinda biiziilme sgartin1 degistirip ¢ok daha genel bir sinifa genellegtirerek
M K-biiziilme doniigiimiinii tamimlamig ve Banach biiziilme ilkesi ile Edelstein
teoreminin bir genellegtirilmesi oldugunu ifade etmiglerdir [8]. Kannan, 1968 yilinda

Banach biiziilme ilkesinden bagimsiz olarak ¢ € [0, 1/2) olmak iizere

d(f (x), f(v) < qld(z, f (2)),d(y, f (y))]

kogulunu saglayan f fonksiyonunun X icinde bir tek sabit noktasi oldugunu
gostermistir. Her biiziilme doniigiimii tanmmmindan dolayr siirekli iken Kannan sabit
nokta teoremindeki doniigiimiin siirekli olmak zorunda olmadigy gosterilmigtir |9).

Chatterjee, 1972 yilinda Kannan sabit nokta teoremini degigtirerek f fonksiyonunun

d(f (x), f(y) < qld(z, f (y), dy, f (z))]

kogulunu sagladigi teoremini ispatlamgtir [10]. Zamfirescu, aym yil Banach, Kannan
ve Chatterjee teoremlerini birlegtirerek sabit nokta icin daha genel bir teorem vermigtir
[12]. Ciri¢ 1971 yilinda bilinen biiziilme sartini; A € [0, 1) iken her z,y € X icin negatif

olmayan ve

sup {q(z,y) +7r(z,y) +s(z,y)+2t(z,y)} =A<1
z,yeX

kogulunu  saglayan ¢ (x,y),r (z,y),s(z,y),t(z,y) sayilarn ile genelleyerek

genellegtirilmis biiziilme kavramini ve daha genel olan sabit nokta teoremini



vermigtir [14]. Ayrica Reich, 1971 yilinda Banach ve Kannan sabit nokta

teoremlerinin genellemesi olan teoreminde f fonksiyonu

d(f(z),f(y) <ad(z, f(z))+bd(y, f(y)+cd(z,y)

kogulunu saglarsa, bu fonksiyonun bir tek sabit noktasi oldugunu gostermigtir [15].
Burada a, b, ¢ negatif olmayan sayilar ve a + b + ¢ < 1’dir. Bu teoremde a = b = 0
alinirsa Banach sabit nokta teoremi, a = b ve ¢ = 0 alinirsa Kannan sabit nokta teoremi
elde edilir. Hardy ve Rogers 1973 yilinda Reich’in sonuclarindan bazilarini kullanarak
sabit nokta i¢in daha genel olan teoremlerini ispatlamiglardir [16]. Bu teoremde negatif

olmayan a, b, ¢, e, h sayilarinin toplami 1’den kiigiiktiir ve f fonksiyonu

d(f(z), f(y) < ad(z f(2)+bd(y, f(y)+cd(z, f(y))
+ed(y, f(2)) +hd(z,y)

kosulunu saglar. Burada ¢ = e = 0 alinirsa Reich teoremi elde edilir. 1974 yilinda Ciri¢,
genellestirilmis biiziilmedeki uzakliklarin lineer kombinasyonlarini, maksimumlariyla
degistirerek sozde biiziilme olarak adlandirilan daha genel yeni bir biiziilme sinifi ve
sabit nokta teoremi vermigtir [17]. Sabit nokta caligmalar ile ilgili daha detayh bilgi
icin [18]’e bakilabilir.

Bu tez caligmasinin ikinci boliimiinde sonraki béliimlere yardime: olmasi acgisindan 1928
yilinda F. Riesz tarafindan tanimlanan ve ¢ok sayida uygulama alani bulunan, Riesz
uzaylarmin temel tanim ve teoremlerine yer verilmigtir [19]. Ayrica tez galigmasimin
asil konusu olan vektdr metrik doniigiimii ve vektér metrik uzaylar ile ilgili kavramlar
incelenmistir [20]. Reel degerli klasik metrik déniigiimiiniin genellestirilmesi olan vektor
metrik doniigiimleri, Riesz uzayinda deger alirlar ve reel sayilarin aligilmig siralamasi

yerine bu Riesz uzayinda tanimlanan siralamay: kullanirlar.

Uciincii boliim Banach sabit nokta teoreminin birkac farkli ispatinin verilmesiyle
basglayip Ciri¢’in s6zde biiziilme déniisiimlerine kadar olan metrik uzaylardaki sabit

nokta teorinin kisa bir tarihgesini icermektedir [18].



Doérdiincii boliimde, Banach sabit nokta teoreminin vektér metrik uzaylardaki [20]
ispatindan yola ¢ikarak FE-tam vektér metrik uzaylarda Kannan, Chatterjee, Reich,
Hardy-Rogers sabit nokta teoremleri ve ispatlari ayrica Ciri¢'in sézdebiiziilme
doniigiimii icin verilen sabit nokta teoremi ve ispati vektor metrik uzaylarda
gosterilmigtir. £ Argimedyan Riesz uzayi, (X, d, F) E-tam vektor metrik uzay olmak
iizere T : X — X bir doniigiim ve x € X oldugunda teoremler ve ispatlart vektor
metrik uzaya uyarlanirken, oncelikle teoremin hipotezinde verilen kosuluna uygun
olarak 7T doniiglimii i¢in (7"x) dizisinin E-Cauchy oldugu ve daha sonra uzaymn
E-tamhg kullanilarak (7"z) dizisinin E-yakinsadigi bir z € X elemaninin varligi
belirtilip bu F-yakinsanan degerin doniigiimiin sabit noktasi oldugu ve son olarak da

bu sabit noktanin bir tek oldugu gosterilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Riesz Uzaylari

Bu boélim Riesz uzaylart hakkinda bazi temel tanimlar ve teoremleri icermektedir.

Riesz uzaylar1 hakkinda ayrintili bilgi i¢in [19]’a bakilabilir.

2.1.1. Tanim

E bog olmayan bir kiime olmak iizere F {izerinde tanimli < bagintist
i)hera € Eigina <a

i) her a,b€ Eigin a <bveb<aise a="b

iii) her a,b,c € Ficina<bveb<cisea <c

kosullarini sagliyorsa < bagimtisina F iizerinde (kismi) siralama bagintisi ve F kiimesine
de sirali kiime denir. Her a,b € F i¢in a < b veya b < a oluyorsa < bagintisina tam
siralama bagintis1 denir.

Ornek

Reel sayilar alisilmis siralama bagintisi ile tam sirali kiimedir. R? {izerinde, herhangi

a,b € R? i¢in a = (a1, ay) ve b = (b1, by) olmak iizere

a<pbs a; <b veag <by

bi¢iminde tanimlanan koordinat siralamasi bir kismi siralama bagintisi;

a<;b< a; < b veya (a3 = by ve ag < by)

bi¢iminde tanimlanan sozliiksel siralama bir tam siralama bagintisidir.



2.1.2. Tanim

i) E bir reel vektor uzay1 ve < bagmtis1 F iizerinde bir siralama bagmtisi olsun. Her
a,b,c € E ve her A\ € RT icin a < b iken a+c¢ < b+ c ve Aa < A\b oluyorsa F kiimesine

sirali vektor uzayi denir.

ii) (F, <) swrali bir kiime olmak iizere her a,b € F i¢in sup{a,b} = a Vb € E veya

inf{a,b} =a A b€ E ise E kiimesine bir latis denir.

iii) Sirali bir £ = (F, <) kiimesi hem sirali vektor uzayr hem de latis ise Riesz uzay:

veya vektor latis olarak adlandirilir.

Ornek

a) R ahgilmig siralama ile bir Riesz uzayidir.

b) R? sozliiksel siralama ve koordinat siralmast ile birer Riesz uzayidir.

¢) X bosg olmayan bir kiime olmak iizere F* = {f|f : X — R} fonksiyonlar kiimesi her
f,g € FX ve her a € X icin

f<g& fla)<g(a)

bi¢iminde tanimlanan siralama bagintisi ile Riesz uzayidir.

2.1.3. Teorem

E Riesz uzayi ve a,b,c € E olsun. Bu durumda

l)avb=—[(—a) A (=b)] veanb=—[(—a)V (=D)]
2
3

a+b=(aAb)+ (aVDb)
a+(bVve)=(a+bV(a+c)vea+ (bAc)=(a+b)A(a+c)

)
)
)
)

4) Her a > 0 i¢in o (a V b) = (aa) V (ab) ve a(a A b) = (aa) A (ab)



esitlikleri saglanir.
2.1.4. Tanim

E bir Riesz uzay1 ve (a,) E iginde bir dizi olmak iizere a; < ap < --- ise (a,) dizisine
artan dizi denir ve a,, 71 ile gosterilir, (a,) dizisi artan ve sup{a, : n € N} =aisea, T a
ile gosterilir. Benzer bigimde - -- < ay < a; ise (a,) dizisine azalan dizi denir ve a, |

ile gosterilir, (a,) dizisi azalan ve inf{a, : n € N} = a ise a,, | a ile gosterilir.
2.1.5. Tanim

i) E sirali vektor uzay1 ve 0, E’nin sifir vektorii olmak {izere a € E i¢in 0 < a oluyorsa
a elemanina pozitif eleman denir ve E kiimesinin pozitif kism1 ET = {a € E: 0 < a}

bi¢iminde gosterilir.

ii) E Riesz uzay1 ve a € E olmak iizere a V 0 elemanina a’nim pozitif kismi denir ve a™
ile; (—a) V 0 elemanina a’nin negatif kismi denir ve a~ ile; a V (—a) elemanina a’nin

modiilii denir ve |a| ile gosterilir.
2.1.6. Tanim

E Riesz uzay1 olmak iizere her a € E' ve her n € NT igin %a 4 0 oluyorsa FE,

Argimedyan Riesz uzay1 olarak adlandirilir.

Ornek

a) R? koordinat siralamasi ile Argimedyan Riesz uzayidir. Bunu gormek igin
a = (ay,az),b = (b,by) olmak iizere (0,0) <y (a,a2) < (b1,b2) olacak bicimde
a,b € R? secilsin. Buradan her n € N* icin (0,0) <p (a1, as) <p inf,en % (b1, by) olur.
0 < a; <inf,en %bl ve 0 < ay < inf,en %bg egitsizliklerinden ve R Arsimedyan Riesz
uzay1 oldugundan inf,cy £ (by, by) = (0,0) olur ve a = (0,0) bulunur.

n

b) R? sozliiksel siralama ile Arsimedyan Riesz uzay1 degildir. Olsaydi a = (0,1) € R?



olmak {tizere her n € NT i¢in (0,0) <, (0,1) < (%, %) olurdu ve inf,cy %x = (0,0)

olmasi bu durum ile celigirdi.
2.1.7. Tanim

E Argimedyan Riesz uzayi, (b,) F i¢inde bir dizi ve b € E olmak iizere her n € N igin
eger |b, —b| | a, ve a, | 0 olacak bigimde F iginde bir (a,) dizisi varsa (b,) dizisi b
noktasina sira (order) yakinsak veya o-yakinsak denir ve b, > b ile gdsterilir. Ayrica
her n,p € N icin eger |b, — b,1p| < a,, ve a, | 0 olacak bicimde E iginde bir (a,) dizisi
varsa (by,) dizisine order Cauchy veya o-Cauchy dizisi denir. Eger F Riesz uzayinda her

o-Cauchy dizisi o-yakinsak ise E, o-tam Riesz uzay1 olarak adlandirilir.
2.1.8. Teorem

E Argimedyan Riesz uzay1 (a,) C E bir dizi ve a,b € FE olmak ilizere agagidaki

onermeler gerceklenir.

Da, >avea, >bisea=2>
2
3

)
) an | a (veya a, 1 a) ise a, — a

) a, T (veya a, |) ve a, = a ise a, T a (veya a, | a)

4) Her a, 8 € R ve (a,) C F icin a,, = a ve b, > b olmak iizere
i) aa, + Bb, > aa+ Bb

i) ap Vb, > aVbvea, ANb, > aNb

i) (a,)t 2 at, (an)” 2 a” ve |an| > |al.



2.2. Vektor Metrik Uzaylar

Bu béliimde reel degerli olan klasik metrik doniigiimii yerine Riesz uzayr degerli
vektor metrik doniigiimiinii inceleyecegiz. Reel sayilardaki aligilmig siralama yerine
vektor metrik doniigiimiiniin tanimli oldugu Riesz uzaymnin siralama bagintisini

kullanacagiz. Bu boliim [20] ve [21] calismalar: esas alinarak olugturulmustur.

2.2.1. Tanim

X bos olmayan bir kiime, E bir Riesz uzay1 ve d : X x X — FE bir doniisiim olmak

iizere d doniigiimii

vml) Her a,b € X i¢in d (a,b) =0<=a =10
vm2) Her a,b,c € X igin d(a,b) < d(a,c) +d(b,c)

kogullarimi saghyorsa vektor metrik veya E-metrik, (X, d, E) {igliisii de vektor metrik

uzay olarak adlandirilir.

Vektor metrik uzay i¢in negatif olmama ve simetri 6zelligi vinl) ve vin2) yardimiyla

goriilebilir.

2.2.2. Teorem

E vektor metrik uzay olmak iizere her a,b, c,d € F i¢in asagidaki ozellikler saglanir.

1) 0 <d(a,b);

2) d(a,b) =d(b,a);

3) |d(avc) _d(bvc” S d(a’b);

4) |d(a,c) —d(b,d)| < d(a,b)+d(c,d).

a) E bir Riesz uzay1 olmak iizere d (a,b) = |a — b| bigiminde tamimlanan d : ExX E — E
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doniisiimii bir vektér metriktir.

b) R2, sozliiksel siralama <, ve koordinat siralamasi <j ile Riesz uzay1 olmak iizere

her a,b € R? ve herhangi o, 3 pozitif reel sayilar icin

d((a1,az), (b, b2)) = (a|ay — ba], Blaz — bsl)

biciminde tamimlanan d : R? x R? — R? doniisiimii vektor metriktir.

¢) Herhangi 0 < a, 8 sayilar i¢in « + 3 > 0 iken

d(a,b) = (a]a —b[, f|a —b)

biciminde tanimlanan d : RxR — R? déniisiimii vektor metriktir.

2.2.3. Tanim

(X, d, E) bir vektor metrik uzay olmak iizere (z,) X iginde bir dizi ve z € X olsun.

i) Her n € N i¢in d (x,,x) < a, ve a, | 0 olacak bigimde E i¢inde (a,) dizisi varsa
(x,) dizisi x elemanina vektorel yakinsak veya F-yakinsak denir ve x,, e bi¢iminde

gosterilir.

ii) Her n,p € N i¢in d (2, Tptp) < ayn ve a, | 0 olacak bicimde E i¢inde (a,) dizisi

varsa (z,) dizisine E-Cauchy denir.

iii) X vektor metrik uzaymdaki her F-Cauchy dizisi X i¢inde E-yakinsak ise (X, d, E)

iigliistine E-tam vektor metrik uzay denir.
2.2.4. Teorem

(X, d, E) vektor metrik uzay, (z,) X icinde bir dizi ve x € X olmak tizere z,, Y ¢ ise

agagidaki onermeler saglanir.
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1) Dizinin yakinsadigi = elemamni tektir.

2) (x,,) dizisinin her alt dizisi de = elemanina yakinsar.

3) (yn) X iginde bir dizi ve y, +8 y ise d (T, yn) — d(x,y)
fspat

T WY rise hern € N icin d (z,,,x) < a, ve a, | 0 olacak bicimde E iginde (a,) dizisi

vardir.

1) Limitin tek oldugunu gostermek i¢in dizinin yakinsadigi bagka bir deger oldugunu
kabul edelim. y € X ve x # y olmak iizere x, i y olsun. Buradan her n € N igin
d(zn,y) < b, ve b, | 0 olacak bi¢cimde FE i¢inde (b,) dizisi vardir. Her n € N igin
vm?2) ozelliginden d (z,y) < d(x,z,) +d(y,x,) < (a, + b,) ve (a, + b,) | 0 olup vin1)

ozelliginden = = y olarak bulunur.

. . d.E
d(Tp,,x) < ap, ve a,, | 0 saglamir. Bu ise z,,, — x olmasidir.

3) Yn s y ise her n € N i¢in d (y,,y) < b, ve b, | 0 olacak bicimde E iginde (b,)
dizisi vardir. Burada |d (z,,y,) — d (2, y)| < d(xn, x) + d (Yn,y) < (an +by,) yazilir ve
(an + by) 1 0 oldugundan d (x,,y,) — d (z,y) elde edilir.

2.2.5. Tanim

(X,d, E) vektor metrik uzay olmak iizere A, X'in bogtan farkl bir alt kiimesi olsun.
Bu durumda her z,y € X i¢in d(z,y) < a olacak bigimde a € E eleman varsa A
kiimesine E-simirli denir.

2.2.6. Teorem

(X, d, E) vektor metrik uzay olsun. Bu durumda
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1) Her E-yakinsak dizi E-Cauchy dizisidir.
2) Her E-Cauchy dizisi E-siirhdir.

3) Herhangi bir x € X olmak iizere (x,) X iginde bir E-Cauchy dizisi, (z,,) de bu

dizinin bir alt dizisi olsun. z,, d’—E> T ise x,, d’—E> z olur.
4) (z,,) ve (y,) E-Cauchy dizileri ise (d (x,,y,)) bir o-Cauchy dizisidir.
fspat

1) Herhangi bir x € X i¢in (z,) X icinde = elemanmma E-yakinsak bir dizi olsun.
Buradan her n € N i¢in d(z,,z) < a, ve a, | 0 olacak bi¢gimde E iginde (a,) dizisi
vardir. Her n,p € N i¢in vm2) 6zelliginden d (z,,, Tpyp) < d (T, ) +d (Tpip, ) < 2a,, |

0 yazilir ve bu ise (x,,) dizisinin E-Cauchy dizisi olmasidur.

2) X icinde (z,,) bir E-Cauchy dizisi ise her n,p € N i¢in d (2, 2p4p) < ay, ve (a,) L 0
olacak bi¢gimde FE iginde (a,) dizisi vardir. Her n € N i¢in (a,) dizisi azalan bir dizi
oldugundan d (z,, r,4,) < a1 olacak bi¢imde a; € E* vardir ve (x,) dizisi E-smirh

bulunur.

3) X iginde bir (z,) E-Cauchy dizisinin z,, 28 2 olacak bicimde bir alt dizisi (@n,)
olmak iizere her n € N icin ve n < ny iken ny = n + p olsun. Buradan her n,p €
N i¢in d(xp, Tpyp) < a, ve (a,) 4 0 olacak bicimde E iginde (a,) dizisi vardir. Bu
durumda d(z,,,r) = d(Tpip,x) < b, ve b, | 0 olacak bicimde E iginde (b,) dizisi
vardir. Dolayisiyla d (2, z) < d (2, Tnip) + d(Tpip, ) < (an +by) ve (an+0b,) L 0

~ d7E
oldugundan x, = x bulunur.

4) (z,,) bir E-Cauchy dizisi oldugundan her n,p € N i¢in d (2., Tnyp) < an ve (a,) L 0
olacak bi¢imde F icinde (a,) dizisi vardir. Benzer bicimde (y,) bir E-Cauchy dizisi
oldugundan her n,p € Ni¢in d (yn, Ynip) < by ve (b,) | 0 olacak bigimde E i¢inde (by,)
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dizisi vardir. Her n, p € N i¢in

40, 0) = A (s Ysp)| < (@ Tnty) + A G Ysp) < (0 +b2)
ve (a, + b,) 4 0 bulunur. Bu ise (d (z,,y,)) dizisinin o-Cauchy dizisi olmasidir.

Acikca goriilebilecegi gibi vektor metrik doniigiimiin tanimli oldugu F Riesz uzay: yerine
R alinursa vektor metrik ve metrik doniisiimleri ayni olur. Dolayisiyla E-yakinsama
ile yakinsakhik kavrami; E-Cauchy dizisi ve Cauchy dizisi kavrami ayni olur. Benzer
bicimde X, Riesz uzay1 olarak ve vektor metrik doniigiimii de X {izerinde mutlak deger

vektor metrik ahinirsa F-yakinsaklik ve o-yakinsaklik ayni olur.
2.2.7. Tanim

(X,d, E) ve (Y, p, F) vektor metrik uzaylar ve z € X olsun. f : X — Y bir fonksiyon

olmak {izere

i) Herhangi bir y € X ve her b € F'* i¢in d (z,y) < a iken p(f (z), f (y)) < b olacak
bi¢cimde a € F varsa f fonksiyonuna x noktasinda topolojik siirekli denir. Her z € X

noktasinda f fonksiyonu topolojik siirekli ise X iizerinde topolojik siireklidir denir.

ii) X i¢indeki bir (z,) dizisi i¢in z, L8 ¢ iken f(zn) ey f (z) oluyorsa f fonksiyonuna
x noktasinda vektorel siirekli veya (FE, F)-siirekli denir. Her z € X noktasinda f
fonksiyonu vektorel siirekli ise X iizerinde vektorel siireklidir denir.

2.2.8. Teorem

(X,d, E) ve (Y, p, F) iki vektor metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olmak iizere

F Argimedyan Riesz uzay1 oldugunda f topolojik siirekli ise vektorel siireklidir.
fspat

Herhangi bir € X elemanina X i¢inde E-yakinsak bir (x,,) dizisi var olsun. Dolayisiyla
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her n € N i¢in d (z,,z) < a, ve (a,) | 0 olacak bicimde E iginde (a,) dizisi vardir.
Herhangi bir b € F'* i¢in f fonksiyonunun z noktasinda topolojik siireklilik tanimimdan
y € X ved(z,y) < aiken p(f(x),f(y)) < b olacak bigimde a € E vardir. Burada
her n € Nve 2b € F'* i¢in b, = b, ((1/n) b; x,,) bi¢iminde secilirse d (z,,,x) < b, iken
p(f (), f(z)) < 2b olacak bi¢imde E icinde (b,) dizisi vardir. E Riesz uzaymda her
n € N i¢in ¢, = a, V b, olacak bigimde E i¢inde (c¢,) dizisi vardir ve her n € N i¢in
d(xn,x) < a, < ¢, oldugundan p (f (z,), f (z)) < +b saglamir. F Argimedyan Riesz
uzay1 oldugundan (%b) 4 0 bulunur ve f fonksiyonu z noktasinda vektorel siirekli olur.

Bu nokta keyfi olarak secildiginden f fonksiyonu X iizerinde vektorel siireklidir.
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3. SABIT NOKTA TEORI

Bu bdliim, Banach biiziilme ilkesi ve birka¢ farkli ispatimin verilmesiyle baglayip
Ciri¢’'in  sézdebiiziilme doniisiimlerine kadar olan sabit nokta teorinin kisa bir

tarihgesini sunarak bu teorinin 6nemli sonuglarindan bazilarini icermektedir.
3.1. Banach Biiziilme Ilkesi

Burada genellikle Banach biiziilme ilkesi olarak bilinen, {inlii Banach sabit nokta

teoremi incelenmistir.
3.1.1. Tanim

(X, d) bir metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon olsun. Her z,y € X i¢in

d(f(z),f(y) <qd(x,y)

olacak bigimde ¢ € [0, 1) sayis1 varsa f fonksiyonu biiziilme doéniigiimii veya g-biiziilme

olarak adlandirilir.

Biiziilme kogulunu saglayan her fonksiyon siireklidir. Ancak siirekli olan her

fonksiyonun sabit noktast olmayabilir.
Ornek

X =(0,00) ve f: X — X olmak iizere her x € X i¢in f (z) = g bi¢iminde tanimlanan

siirekli fonksiyonun sabit noktasi yoktur.

Stefan Banach tarafindan 1922 yilinda yayimlanan makale, metrik uzaylarda sabit
nokta teorisinin baslangicidir. Bu makalede verilen Banach biiziilme ilkesi, tam
metrik uzay iistiindeki herhangi bir biiziilme doniigiimiiniin sabit noktasinin varligini

ve tek oldugunu ispatlar [1].
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3.1.2. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve f : X — X bir biiziilme doniigiimii ise f fonksiyonunun X

icinde bir tek z sabit noktas1 vardir.

jspat

Herhangi bir zy € X alalim. Her n € N i¢in z,, = f (z,—1) bicimde (z,) dizisini

tammlayalim. Ilk énce (x,,) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. Her n € N icin

d(xmxn+1) - d(f ($n71>7f(‘rn>>

q d (xnfla xn)

IA

IN

612 d (xn—27 xn—l)

IN

IA

qn d (SU(], xl)

yazilir ve n,m € N i¢in n < m iken

m—1 m—1 n
d(xnaxm) < k:nd($kyxk+1) < kz:;and($0,I1) < 1— p d(l’o,{lfl) (31)

saglanir. 0 < ¢ < 1 oldugundan lim, ;—eo d (2, Ty) = 0 olur ve boylece (x,) bir
Cauchy dizisi bulunur. X tam metrik uzay oldugundan lim,, ., x,, = z olacak bicimde

z € X vardir. Simdi f (2) = z oldugunu gosterelim. Her n € N igin

0 <d(zn, f(2)) = d(f (zn-1), [ (2)) < qd(xn1,2)

oldugundan ve metrik doniigiimiiniin siirekliliginden lim,, o d (z,, f (2)) = 0 olur.
Metrik uzaylarda yakinsak dizinin bir tek limiti oldugundan f(z) = =z olur. Son
olarak sabit noktanin bir tek oldugunu gésterelim. f(y) = y ve y # z olsun. Bu
durumda d (z,y) = d(f (2), f (v)) < qd(z,y) olup (1 —¢q) d(z,y) <0ve 0 <g<1
oldugundan d (z,y) = 0 burada z = y bulunur.
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(X,d) tam metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu bir biiziilme déniigiimii ve sabit

noktasy z € X olsun.

1) Her z € X i¢in (f™ (z)) dizisi yakinsaktir ve z noktasina yakinsar;

1
2) d(z,z) < 1—_qd(37>f(95))5

n

q
1—gq

3) d(f"(x),2) < d(z, f (x));

4) d(f*(x),2) < qd(z, f(2));

n+1 q n n+1
5)d(f (1’)72)§1—_qd(f (z), frH (x)).

fspat

Sadece (2) ve (3) ispatini verecegiz, digerleri basit olarak yapilabilir.

2)

n—o0

d(z,z) = limd(z, f"(z)) < nlggoz:d (fk (z), [t (ZL’))
= D d(ff @), [ (@) <D dtd(a, f ()
_$ k=0

. 1—_qd(9€>f(93))

bi¢iminde elde edilir.

3) f(z) = z oldugundan f"(z) = z olur ve ispatin ilk kismi kullamlarak

n

d(f"(2),2) = d(f"(2), " (2)) < ¢"d (2,2) < 7= d (w, f (x))

—q

bulunur.
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3.1.4. Sonug

Banach sabit nokta teoreminin ispati igin cesitli yaklagimlar vardir. Bu teoremin
yukaridaki ispati biiziilme doniigiimii igin sabit noktanmin nasil bulunacagmin bir
yontemini verir. Bu yontem, Picard iterasyon yontemi veya sabit nokta iterasyonu
olarak da bilinir. Iterasyon dizisinin tanimina bagh olan bu yéntemde herhangi bir
xg € X alip n € Ni¢in z,, = f (z,_1) tamimlanir. Ispat, lim,, oo ,, = 2z € X limitinin
varligini garantiler ve bu durumda f (z) = z olur. Ayrica (3.1) esitsizliginde m — oo

iken

n

d(zn, 2) < -

d (I‘Q, Il)

olur ve bu n. iterasyon (x,) tarafindan z ¢oziimiine yaklagirken yapilan hata i¢in bir

tahmindir.

Teorem 3.1.2 icin birkag farkl ispat yontemi verelim.
Ispat (Joseph ve Kwack [2])

¢ = inf{d(z, f(z)): 2 € X} olsun. ¢ > 0 iken S colurves € X icin biiziilme

q
doniigiimi taniminda y yerine f (x) yazilirsa
d(f(x), f(f(2)) <qd(z, f(z)) <c
bulunur. Burada f bir biiziilme oldugundan ¢ = 0 olmalhdir. n — oo iken

d (zp, f (x,)) — 0 olacak bicimde X iginde (z,) dizisi ve ii¢gen esitsizliginden

d(Tn, Tm) < d (T, f(20)) +d(f (20), f(2m)) +d(f (X)), 2m)

yazilir ve f fonksiyonunun biiziilme tanimindan

(1= q)d(zp, xm) < d(xy, [ (20)) +d(f (2m) ; Tm)



19

elde edilir. Boylece (z,,) bir Cauchy dizisidir ve lim,,_,,, x,, = z olacak bi¢imde z € X
vardir. lim, o d(x,, f(z,)) = 0 yani lim, ., f(x,) = 2z olur. Yine biiziilme

tanimindan d (f (z,), f(2)) < qd(x,,z) olup metrik doniigiimiiniin siirekliliginden

lim,, o f (2,) = f(2) bulunur. f fonksiyonunun biiziilme kogulundan sabit noktanin

tekligi gosterilir.
Ispat (Palais [3])
Herhangi =1, x5 € X i¢in ii¢cgen egitsizliginden

d (1, 22) < d (21, f(21)) +d(f (21), f (72)) +d(f (72),22)

yazilir. Biiziilme doniigiimii tanimindan

d(x1,29) < d (21, f (21)) +d(f (22) ,22) + qd (21, 72)

bulunur ve diizenlenirse

(1 —q) d(@y,22) < d (2, [ (21)) +d ([ (22) ,22)

elde edilir. Yani her x1, 25 € X icin

d (21, 22) < —— [d (21, f (1)) + d (f (22) , 22)] (3.2)

saglanir. Burada 1z, z noktalarn f fonksiyonunun sabit noktalar ise (3.2)
esitsizliginden z; = x5 bulunur yani, biiziilme doniigiimiiniin en fazla bir sabit noktasi
vardir. Herhangi © € X ve n,m € N igin (3.2) esitsizliginde sirasiyla x; yerine f™(x)

ve xo yerine f™ (x) yazarsak

d(f" (x), [ () < %_q[d(f”(:v),f(f"(ﬂf)))+d(fm(£v),f(fm(fv)))]

q" +q"
1—_qd($>f($))

IA
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elde edilir ve 0 < ¢ < 1 oldugundan lim,_, ¢" = 0 olur. Buradan m,n — oo iken
d(f"(x), f™(x)) = 0 bulunur yani (f™ (x)) dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam metrik
uzay oldugundan lim,,_,,, f" () = z olacak bi¢cimde z € X vardir ve f fonksiyonunun
stirekliliginden f (2) = f (lim, o f™ (2)) = lim, oo f (f™ (2)) = z elde edilir. Ayrica

yukaridaki esitsizlikte m — oo iken

d(f*(x),2) < =

saglanir.
Ispat (Boyd ve Wong [7])

Herhangi bir x € X i¢in ¢ () = d(x, f (x)) olarak tanimlansin. f biiziilme déniigiimi

oldugundan ¢ : X — X siireklidir ve n — oo iken ¢ (f™ (x)) — 0 olur. Her x € X i¢in

1
C’m:{xGX:go(x)g—}
m
alinirsa yukaridaki kogullardan her m = 1,2, - -+ i¢in C,, kiimesinin, X’in bog olmayan

ve kapali alt kiimesi oldugu ¢ikar. C), kiimesinin ¢apim belirlemek icin, her z,y € C,,

olmak {izere

d(x,y)

IN

d(z, f(x)) +d(f (@), [ ) +d(f(Y),y)

9
2 4qd
—ta (z,y)

IN

yazilir ve buradan

2
d(Cn) < ————=
()= i =
bulunur. Her (), kiimesi X kiimesinin bog olmayan , kapali bir alt kiimesi
oldugundan C; D Cy D C5 D --- ve m — oo iken d(C,,) — 0 olur. Cantor kesigim
teoreminden (), C,, = {&} elde edilir. Her bir m icin f(C,,) C C,, oldugundan

FH{EH =71(N,,Cnm) N, [ (Cn) CN,,Cm={£} saglamr ve f fonksiyonunun sabit
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noktasi € olur. Sabit noktanin tek oldugu aciktir. Her z,y € X ve n — oo iken

d(f" (x),8) =d(f" (), f* () <q¢"d(x,§) =0

oldugundan

d(z,8) < d(z, f(2) +d(f(x), f (&) <d(z, f(x)+qd(z,)

olup buradan

1

d(z,€) < 1—_qd($af($))

elde edilir. Kiimenin c¢ap1 i¢in bulunanlar birlegtirilirse

n

n q
A @).6 < 1

d(z, f(r))

bulunur.
3.1.5. Sonug

(X,d) bir tam metrik uzay, S C X kapah bir alt kiime ve f : X — X bir biiziilme
doniigiimi olsun. Herhangi =y € S noktasi i¢in n € N iken z,, = f (z,_1) bi¢iminde

tanimlanan iterasyon dizisi, f fonksiyonunun sabit noktasina yakinsar.

Agagidaki 6rnek S kapali olmazsa Sonug 3.1.5’in gerceklenmedigini gosterir.
Ornek

R istiindeki ahgilmig metrik d olsun. Her z,y € R i¢in d(z,y) = |[x —y| ve S =
By(1) = {z € R:|z| <1} acik yuvar olmak tizere, f : § — S olsun. Her z € S
. x
icin f(z) =

yuvarinda sabit noktast yoktur.

fonksiyonu bir biiziilme doniigiimiidiir ancak f fonksiyonunun S
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Banach sabit nokta teoreminin ¢esitli uygulama alanlar vardir.
Ornek

X Banach uzayi, A,B € B(X) olmak ftizere A tersinir bir operatér ve

|B—A| |A7Y| ™" < 1 ise Banach sabit nokta teoreminden B operatérii tersinirdir.
fspat

Bu 0Ornegi ispatlarken herhangi bir y € X i¢in Bx = y denkleminin tek bir z € X
¢Oziimii oldugunu gostermek yeterlidir. Herhangi bir y € X verilsin ve zy € X igin

Bxg =y ise
y=DBxg=(B—A)zo+ Avgve Ay = A" (B - Az + 7

bulunur. Burada z = A~y ve C = A™' (B — A) alimirsa vy = 2z —C'zg olur. Gosterilmesi
gereken her z € X i¢in f () = z—Cx bi¢iminde tanimlanan f : X — X dOniigiimiiniin
bir biiziilme ve sabit noktasinin da x, oldugudur. Agagidaki esitsizlik her x € X i¢in

saglanir.

1F @) = fF I =1IC (@ =yl < AT 1B = All = —yll.

|A7Y| [|B — A < 1 oldugundan f bir biiziilmedir ve f fonksiyonunun tek sabit noktast

xo olur. (f™(x)) iterasyon dizisinin birkag farkl elemanina dayanarak
z—Cr, 2—C(z—Cr)=2—-Cx+C%, 2—Cx+ C%*x + C’r,---

yazilabir. ||C]| < 1 oldugundan dolay1 bu dizinin z — Cz + C%z + C3x + - - - elemanima
vakmmsak oldugu gosterilebilir. Ayrica A = [ ve ||C]] < lise [ —C +C?* - C3 + ---

elemaninin / 4+ C’nin tersi oldugu elde edilir.

Agagidaki sonuc¢ " fonksiyonunu bir biiziilme doniigiimii oldugunda f fonksiyonu ile

iligkisini gosterir.
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3.1.6. Sonu¢ (Bryant [22])

(X,d) tam metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Herhangi n > 1 i¢in f"
fonksiyonu bir biiziilme doniigiimii ise f fonksiyonunun X icinde bir tek sabit noktasi

vardir.

fspat

Banach sabit nokta teoreminden f™(z) = z olacak bicimde bir tek z € X vardir ve
" (f(z) = f(f"(2)) = f(2) oldugundan f(z) = z olur buradan f fonksiyonunun
her sabit noktasi aynmi zamanda f™ doéniisiimiiniin bir sabit noktasidir. Dolayisiyla f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi z olur.

Sonug 3.1.6’de verilen fonksiyonun siirekli olmas1 gerekmez.

Ornek (Bryant [22])

f:10,2] — [0, 2] olmak iizere f fonksiyonu

1, z€l0,1)

fle) =
2, zell,2

bigiminde tanimlansin. Herhangi z € [0,2] i¢in f%(x) = 2 ve f% :[0,2] — [0,2] bir

biiziilme doniigiimiidiir ancak f fonksiyonu siirekli degildir.

Banach biiziilme ilkesi, herhangi bir x € X noktasi i¢in bir iterasyon dizisine baglh
oldugundan asagidaki teorem sadece acik yuvar dstiinde ilgili fonksiyonu

tanimlamamiza olanak saglar.

3.1.7. Teorem

(X,d) tam metrik uzay ve 2o € X ve r > 0 i¢in B, (z9) X kiimesinde agik yuvar ve
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f X — X bir biiziilme olsun. Yani ¢q € [0,1) ve her z,y € B, () igin

d(f (@), f(y) <qd(z,y) (3.3)
d(f(xo),z0) <(1—q)r (3.4)

oluyorsa f fonksiyonunun B, (x,) iginde bir tek sabit noktas1 vardir.
fspat
(3.4) esitsizligini saglayacak bigimde ry € [0,r) secilsin. B,, (x¢) kiimesinin kapanigi

B,, (10) olmak iizere f : B, (1q) = B,, (r¢) oldugunu géstermek i¢in her z € B,, ()

iken

d(f (x), o)

VAN

d(f (%), f(w0)) +d(f (x0),m0)

< qd(z,z0)+ (1 —q) 19

bulunur. Boylece f fonksiyonunun bir 2 € B, (zy) sabit noktasi vardir. (3.3)
esitsizliginden f fonksiyonunun B, (z() kiimesindeki tek sabit noktasinin z oldugu

gosterilebilir.

3.2. Edelstein Sonuclari

1962 yilinda Edelstein, biiziilme doéniisimii kosulundaki ¢ sabitini 1 alarak
tanmimladigr biiziilebilir doniigiimlerin  sabit noktalarini inceledigi bir makale

yayimladi [5]. Bu ¢aligmasindan bazi teoremler agagida verilmigtir.

Tam metrik uzay iistiindeki f : X — X fonksiyonu, 0 < A < 1 olmak iizere her

x,y € X ve x # y icin

d(f(z), f(y) <Ad(z,y)
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kosulunu sagladiginda Banach biiziilme ilkesi, f fonksiyonunun sabit noktasinin

varhigini ve tekligini garantiler.

Ozel olarak A = 1 alinirsa, bu kosul biiziilebilir doniisiimii verir; yani her z,y € X ve

x # y icin

d(f(x),f(y) <d(zy) (3.5)

oluyor ise f fonksiyonuna biiziilebilir déniigiim denir.

3.2.1. Teorem (Edelstein [5])

X metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu biiziilebilir bir déniisiim olsun. Herhangi
bir z € X i¢in f"(x) iterasyon dizisinin yakinsak bir f"*(x) alt dizisi varsa, u =
limg oo f™ (x) € X eleman f fonksiyonunun bir tek sabit noktasidir. Ayrica u =

lim,, o f" (z) saglanir.

3.2.2. Teorem (Edelstein [5])

(X, d) kompakt metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Her z,y € X i¢in x # y

iken

d(f (z), f(y) <d(z,y)

saglanirsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas1 vardir.

3.3. Rakotch Sonuglari

1962 yilinda H. Hanani ve Rakotch biiziilebilir doniigiimler icin tanimladiklar:
fonksiyonlar ailesi yardimiyla, sabit nokta teori caligmalarinin ve bazi sonuglarinin yer

aldigr bir makale yayimlamiglardir [6].
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3.3.1. Tanim

(X, d) metrik uzay olsun. Asagidaki

i) a(x,y) = a(d(x,y)), yani «a sadece x ve y arasindaki uzakliga bagl;
i) o #yiken 0 < a(d(z,y)) < 1;

iii) « (d), d doniigiimiiniin monoton azalan bir fonksiyonu

sartlarin saglayan tiim « (x,y) fonksiyonlarinin ailesini F; ile gosterelim.

3.3.2. Teorem

(X, d) metrik uzay f : X — X fonksiyonu biiziilebilir doéniigiim olmak iizere M C X

ve £o € X olsun. Her z € X\ M igin

d(z,2z0) —d(f (x), f (20)) = 2d (0, f (v0))

saglanir ve f (M) goriintii kiimesi X kiimesinin kompakt bir alt kiimesi olursa f

fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

3.3.3. Teorem

(X,d) tam metrik uzay f : X — X biiziilebilir bir doniigiim olmak iizere M C X ve
xo € X olsun. Her x € X\M igin

d(x,20) = d (f (), f (x0)) = 2d (o, [ (o))

ve her z € X icin ve o (z,y) = a(d (z,y)) € F; iken

d(f(z), f(y) <a(z,y)d(z,y)

oluyorsa f fonksiyvonunun bir tek sabit noktasi1 vardir.
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Ozel olarak M = X ise asagidaki sonuc elde edilir.

3.3.4. Sonug

(X, d) tam metrik uzay, her z,y € X i¢in ve a (z,y) € F; iken

d(f(z), f(y) <a(xy) d(zy)

oluyorsa f fonksiyvonunun bir tek sabit noktasi1 vardir.

3.3.5. Sonug

Teorem 3.3.3 ve Sonug 3.3.4, Banach sabit nokta teoreminin genellestirilmesidir.

3.4. Boyd ve Wong’un Nonlineer Biiziilmesi

Boyd ve Wong 1969 yilinda asagida tanimlanan tipteki doniigiimlerin sabit noktalarini
inceledikleri bir makale yayimladilar [7]. Burada bu caligmalarindaki bazi teorem ve

orneklere yer verilmigtir.

3.4.1. Tamim

(X, d) tam metrik uzay ve f: X — X bir olmak iizere her z,y € X igin

d(f (), f(y) < ¥(d(z,y)) (3.6)

(¥, d dontigiimiiniin goriintii kiimesinin kapaniginda tanimli bir fonksiyon.) kogulunu

saglayan f fonksiyonununa W-biiziilme doniiglimii denir.

d doniisiimiiniin goriintii kiimesini P ile, P kiimesinin kapamgini da P ile gosterelim.

Buradan P = {d(z,y) : z,y € X} yazlr.

Rakotch, [6]’de « azalan bir fonksiyon ve her ¢ > 0 igin « (t) < 1 iken U (t) = a(t) t
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ise, (3.6) esitsizligini saglayan f fonksiyonunun bir tek w sabit noktasmin oldugunu
ispatlamigtir. o artan bir fonksiyon ve her ¢ > 0 i¢in o (t) < 1 iken U (t) = «a(t) ¢
ise Banach teoreminin sonucunun saglandigi goriilebilir. Boyd ve Wong, ¥ fonksiyonun
vari-siirekli ve her ¢ > 0icin W (¢) < ¢ oldugunu géstermenin yeterli oldugunu ispatlayip

ayrica metrik uzay konveks ise son kosul ¢ikarilabilecegini gostermistir.

(Ust yari-siireklilik: £ C R ve ¢ : X — E bir fonksiyon olmak iizere to € X, t,, — tJ
iken lim sup,,_, . ¢ (t,) < ¢ (t,,) ise ¢ fonksiyonu ¢, noktasinda sagdan iist yari siireklidir

denir.)
3.4.2. Teorem

(X,d) tam metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu W-biiziilme olsun. ¥ : P — [0, o)
fonksiyonu P iizerinde sagdan iist yan siireklidir ve her t € P\ {0} icin ¥ (t) < t
ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi1 xq vardir ve her z € X icin n — oo iken

f™(x) = xq olur.

Teorem 3.4.2’de ¥ fonksiyonu siirekli olmazsa teorem genelde saglanmaz.

Ornek

X = {xn:n\/ﬁ—i—Q”; nzO,i-l,iQ,---} ve her z,y € X i¢in d(x,y) = |z —y|
verilsin. X C R kapali alt kiimesi tamdir. Herhangi bir p € P ve p # 0 iken p =
d(,, z,) olacak bicimde tek tiirlii belirli (,,z,,) ikilisi vardir. Oyle j, k,m,n tam
sayilart i¢in j > k ve m > n iken

d(zj, z) = d(zp, ©,)

olsun. Buradan

—(m—n—j+k)V2=2 —2F_omon (3.7)

elde edilir. (3.7) egitsizliginde sag taraf rasyonel veya sifir, sol taraf da irrasyonel veya
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sifir oldugundan egitligin saglanmasi icin iki tarafin da sifir olmas1 gerekir. Burada

m—n=j—k=sigin

2n+s —_on — 2k+s o 2k

bulunur ve bu durum sadece n = k olmasi ile miimkiindiir. Burada f(x,) = x,_1
olacak bigimde f fonksiyonunu ve P iistiinde ¥ fonksiyonunu p = |z,, — z,,| ise ¥(p) =
|Zp_1 — 21| biciminde tammlayalim. Herhangi bir p € P\P icin ¥(p) = 0 alalm.
Her t € P\ {0} i¢in W (t) <t ve

d(f(x), f(y)) = V(d(z,y))

elde ederiz. Ancak f fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.

Teorem 3.4.2’da U fonksiyonu P kiimesi yerine P iistiinde tanimlansayd: P kiimesine

genisletilemezdi. Yukaridaki érnekte v/2 € P\ P elemani icin bu durum goriilebilir.

Teorem 3.4.2’daki her ¢t € P\ {0} i¢cin ¥ (¢) < t yerine bir ¢, € X i¢in W (t5) = tg

getirilirse teorem saglanmaz.
Ornek

X = (—o0,—1]U[1,00) ve her z,y € X i¢in d (z,y) = |z — y| olsun. Ayrica

fia)={ ] e h@)=—f)

fonksiyonlarimi alalim. ¥ fonksiyonunu

175 t <2
2 Y

V(t)=14 1
e
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olacak bigimde tammlayalm. Burada f; ve f, fonksiyonlar (3.6) egitsizligini saglar.
Tanimlanan ¥ fonksiyonu Teorem 3.4.2°i saglamasina ragmen ¥ (2) = 2 olur. Burada
f1 fonksiyonun —1 ve 1 olmak iizere iki sabit noktasi vardir ve f5 fonksiyonunun ise

sabit noktas1 yoktur.

Teorem 3.4.2 Rakotch Teoreminin genellestirilmesidir.

Ornek

X =[0,1]U{2,3,4,---} kiimesi

=yl wyel0,1]ise
d(z,y) =
r+y , enazbirizy¢l0,1]ise

metrigi ile tam metrik uzay olmak iizere. f : X — X fonksiyonu

r—=x* , z€|0,1]

r—1 , x=2,3,---

olacak bigimde tanimlansin. Burada x —y =t > 0 icin x,y € [0, 1] ise

d(f(x), fy)=f@+fly)<z—1l+y=d(ry —1

elde edilir ve ayrica ¥ fonksiyonunu

12
t—=t> , 0<t<1

(1) = 2
t—1 , 1<t<oo

olacak bi¢imde tanimlayalim. Bu W fonksiyonu [0,00) kiimesinde sagdan iist yari

stireklidir. Her ¢t > 0 igin W (¢) < t olur ve (3.6) esitsizligini saglar.
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oldugundan her ¢ > 0 i¢in « (t) < 1 olup azalan olacak bi¢imde Sonug 3.3.4’1 saglayan

bir o fonksiyonu yoktur. Ayrica

i AU @),0)

=1
noed(z,0)

oldugundan her ¢ > 0 i¢in « (t) < 1 olup artan olacak bigimde Sonug 3.3.4"1 saglayan

bir o fonksiyonu yoktur.

3.5. Meir-Keeler Teoremi

Meir ve Keeler 1969 yilinda ispatladiklar: teoremle, Banach sabit nokta teoremindeki
biiziilme gartini daha genel bir smmifa tagimiglardir [8]. Burada bu ¢alismadan baz
sonuclara yer verilmigtir.

3.5.1. Tanim

(X, d) metrik uzay ve f: X — X bir fonksiyon olsun. Her ¢ > 0 igin,

e<d(x,y) <e+diken, d(f (), f(y)) <e (3.8)

olacak bicimde en az bir § > 0 sayisi varsa f fonksiyonuna zayif diizgiin kesin biiziilme

veya Meir-Keeler biiziilme (M K biiziilme) denir.
3.5.2. Teorem (Meir-Keeler [8])

(X,d) tam metrik uzay olmak iizere f : X — X fonksiyonu MK biiziilme ise f
fonksiyonunun bir tek z sabit noktasi vardir. Ayrica her x € X igin lim,, ., f" (z) = z

olur.
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fspat

Bir f fonksiyonu M K-biiziilme tanimindan dolay1 x # y iken

d(f (), f(y) <d(z,y) (3.9)

egitsizligini sagladigindan biiziilebilir bir doniigiimdiir. Buradan f fonksiyonunun
stirekli oldugu goriiliir. Her bir x € X igin (f"(z)) dizisi Cauchy dizisi olursa f
fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir ve X kiimesinin tam metrik uzay olmasi,
her Cauchy dizisinin limitinin varligim garantilediginden lim, ., f™ (x) = z olacak

bicimde z € X var olur. Ayrica f fonksiyonunun siirekliliginden

F ()= f (lim f* (@) = lim f* (@) = 2
olup z noktasi f fonksiyvonunun bir tek sabit noktasi olur. Teoremin ispati, her birz € X
icin (f™(x)) = (z,) iterasyon dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilirse tamamlanir.
Herhangi bir x € X ve n = 1,2,--- i¢in ¢, = d(x,,x,51) olsun. (3.9) esitsizliginden
(¢,) azalan bir dizidir. Burada lim,,_,,, ¢, = ¢ > 0 olsaydi ¢,,, < € + ¢ segildiginde ¢, 11
icin (3.8) esitsizligi saglanmazdi. Bu yiizden lim,, . ¢, = 0 olmahdir. Cauchy dizisi
olmayan bir (z,) dizisi var olsun. Buradan 2¢ > 0 olmak iizere her bir mg € N ve
n,m € N i¢in n,m > my iken d (z,, x,,) > 2¢ yazilir. (3.8) esitsizliginden § > 0 vardir

e<d(z,y)<e+dikend(f(z),f(y) <e (3.10)

bulunur. Burada ¢’ = min {d,¢} secilip § ile yer degistirirse egitsizlik saglanir. Keyfi

mo € N igin ¢, < %/ ve m,n > mg olsun. m < n ve d(x,,,x,) > 2¢ olmak iizere

je{mm+1,--- n} vardir ve

/
et <d(zp,xj) <e+d (3.11)
yazihr. (3.11) esitsiligini gostermek icin d (zn-1,2,) < £ esitsizligini kullanarak
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d(Tm, xn) > 2 ve d (p, ) < d(Tm, Tp—1) + d (Tp-1, 2,) oldugundan

20’
€+ 5 < d(xpm,Tp_1) (3.12)
bulunur. &, {m,m + 1,--- ,n} kiimesindeki en kii¢iik dogal say1 olmak iizere m < k <

n — 1 yazilir ve € + 2?5/ < d (T, xy) saglanir. d (2, vx) < € + ¢ oldugunu gostermek

icin tersinin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

20’
e+ <d(xm,rr) < d(@m, i) +d (1, 28) < d(Tpm, T 1) + Y

olsun. Buradan

!/

2
€+ 3 < d (X, Tgp—1)

bulunur. Bu celigki £ sayisinin minimal segilme kosulundan kaynaklanmaktadir. Bu

yiizden (3.11) egitsizligi saglanmak zorundadir. Simdi,
d (:L‘ma l’k) S d (xmv mm—l—l) + d ($m+17 'Ik:-‘rl) + d (xk‘-‘rlv xk’)

esitsizligi, (3.10) ve (3.11) esitsizlikleri;

! !

d(a:m,xj)gcm+5+ck<§+5—|—§

esitsizligini saglar. Bu ise (3.11) esitsizligi ile geligir. Bu celigki (x,,) dizisinin Cauchy

dizisi olmamas1 kabuliinden kaynaklandigi i¢in (z,,) Cauchy dizisidir.

Teorem 3.5.2 (Meir-Keeler), Teorem 3.1.2 (Banach biiziilme ilkesi) ve Teorem 3.2.2’in

(Edelstein) genellegtirilmesidir.

Teorem 3.1.2 ispati igin,
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Keyfi ¢ > 0 verilsin ve § = (qfll) e olsun. d(x,y) < e+ 0 ve x # y iken

d(f(x),f) <qd(r,y) <gqe+qdi=¢

olur. Bu yiizden f fonksiyonu (3.8) esitsizligini saglar ve teoremin ispati, Teorem 3.5.2’in

ispatinda oldugu gibi devam eder.
Teorem 3.2.2 ispati igin,

Verilen f fonksiyonun (3.8) esitsizligini saglamadigini kabul edelim. Herhangi ¢ > 0 ve

X i¢indeki (z,,) ve (y,) dizileri igin
.
d(tn,yn) <&+ —ve d(f(za), f(yn)) 2 €

olur. X kompakt metrik uzay oldugundan (x,) ve (y,) dizilerinin sirasiyla o € X
ve yo € X noktalarma yakinsayan (z,,) ve (yn,) alt dizileri vardir. f fonksiyonunun

siirekliliginden ve kabulden

d(zo,y0) < e <d(f (zo), f (y)) < d(xo,y0)

vazihr. Bu celigki f fonksiyonu (3.8) egitsizligini saglamasin  kabuliinden
kaynaklandigindan f fonksiyonu (3.8) esitsizligini saglar. Ispatin devami, Teorem

3.5.2’in ispatinda oldugu gibi devam eder.

Ancak Teorem 3.5.2 (Meir-Keeler), Rakotch ve Boyd-Wong teoremlerinin
genellegtirmesi degildir. Rakotch ve Boyd-Wong diger sartlar arasindan asagidaki
esitsizliklerin saglanmasini kabul eder. d (f (z), f (y)) < ¥ (d(z,y)) ve her t # 0 i¢in
U(t) <t

Agagidaki Ornek, Meir-Keeler teoremi saglansa bile yukardaki esitsizligin

saglanmayabilecegini gosterir.
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Ornek

X =100,11U{3,4,6,7,--- ,3n,3n+1,--- } kiimesi Oklid metrigi ile verilsin.

rg , 0<x<1
f@)=¢ 0 , x=23n
1
1-— , r=3n+1
n—+2

biciminde tanimlanan f fonksiyonu M K biiziilmedir. Ancak her x,y € X icin

d(f(z), f(y) <¥(d(zy))
iken W (1) = 1 olup saglanmasi gereken egitsizlik ile celigir.
3.6. Kannan, Chatterjee ve Zamfirescu Teoremleri

Kannan’in 1968 yilinda Banach sabit nokta teoreminden bagimsiz olarak verdigi sabit

nokta teoremi ve bazi sonuglar agagida incelenmigtir [9).
3.6.1. Teorem (Kannan [9])

1
(X, d) tam metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon ve 0 < g < 3 olsun. Her z,y € X

icin
d(f (@), f () < qld(z, f(x)+dy, [ )] (3.13)

saglaniyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas: vardir yani f (z) = z olacak bigimde

bir tek z € X vardir.
Ispat (Joseph ve Kwack [2])

c=1inf{d(z, f (z)) : € X} olsun. Buradan ¢ > 0 olacag1 goriiliir. Ancak ¢ > 0 olsa
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@ > ¢ olur ve

c(1-q)
d(z, f(r)) < v

olacak bigimde = € X var olur. Hipotezde y yerine f (z) almip yukarida bulunan

esitsizlik ile birlegtirilirse

d(f (z), f*(x))

IA

¢ [d(@, f () +d(f(2), [ (2)]

IN
=9
8

S

1—
< 4 (-4
l—q ¢
= c
bulunur. Bu ise c¢nin tanmmi ile geligir. Dolayisiyla ¢ = 0 bulunur ve

lim, oo d (Tp, f (v,)) = 0 olacak bicimde X icinde bir (z,) dizisi vardir. Ucgen

esitsizligi ve f fonksiyonunun tanimindan

d(xm, Ty)

IN

d (@, f(Tm)) +d(f (Tm) , f(20)) + d (0, [ (20))
< d(@m, [ (zn) + ¢ [d(@m, [ (2m)) + d(zn, [ (@2))] + d (20, [ (22))
= (1+9q) [d(zm, [ (zn)) +d(zn, [ (z0))]

elde edilir ve n,m — oo iken (x,) bir Cauchy dizisi bulunur. X tam metrik uzay
oldugundan lim,,_,., x, = z olacak bigimde z € X vardir dolayisiyla lim,,_,o. f (z,,) = 2

olur. f(z) = z oldugunu gosterirken

d(z, f(2))

IN

d(z, f(xn)) +d(f (2a), [ (2))
< d(z f(wn)) +q [d(zn, [ (20) +d(z, f(2))]

yazilir ve n — oo iken

d(z,f(2)) < qd(z f(2))
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bulunur ve ¢ < 1 oldugundan d(z, f (2)) = 0 yani z = f (2) elde edilir. Sabit noktanin

tek oldugunu gostermek icgin, f fonksiyonunun bagka bir sabit noktasi y € X olsun.

d(zy) =d(f(2),f(y) <qld(z f(2)+d(y f(y)] =0

olup z = y bulunur.

3.6.2. Sonug

Banach biiziilme ilkesi ve Kannan sabit nokta teoremi birbirinden bagimsizdir.

Banach biiziilme ilkesinde f fonksiyonunun siirekli olmasi gerekirken Kannan sabit

nokta teoreminde siirekli olmayabilir.

Ornek

X =[0,1] ve f: X — X fonksiyonu

~ 8
8
m
| —— |
\'O
N | —
N——

ol 8

1
bi¢iminde tanimlansin. Burada f fonksiyonu x = 5 noktasinda siirekli olmadigindan

3
biiziilme doniigiimii degildir. Ancak g = 1 icin Kannan sabit nokta teoremi kogulunu

saglar.
Ornek

1
X =10,1] vez € X igin f(z) = % fonksiyonu biiziilme doniigiimiidiir. Ancak x = 3

ve y = 0 alindiginda Kannan sabit nokta teoremi sartini saglamaz.

Sonug olarak Kannan sabit nokta teoremi, Banach sabit nokta teoreminin genellemesi

degildir.
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Chatterjee 1972 yilinda Kannan sabit nokta teoreminin bagka bir bi¢imini ispatlamigtir

|10].

3.6.3. Teorem

(X, d) tam metrik uzay, f: X — X birve 0 < ¢ < % olsun. Her z,y € X i¢in
d(f(x),f(y) <qld(z fy)+dy, f ()] (3.14)
oluyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat (Fisher [11])

Herhangi bir € X alinsin. Hipotezde verilen (3.14) esitsizliginde sirasiyla x yerine

f7 (z) ve y yerine f" (z) yazildiginda

d(f" (@), f" (@) < q[d(f" (@), (@) +d (" (@), 1 ()]
= qd(f" (), " (@)
< q[d(f" (@), M (@) +d (" (2), [ (2)]

olur ve

d(f"(x), [ (x) < d(f" (@), ["(2) < < (L)n d(z, f(z))

1—q 1—g¢q

elde edilir. Herhangi r € N i¢in iiggen esitsizligi ve yukarida bulunan egitsizlikten

d(f"(2), f"" (@) < d(f" (@

INA
1
/N
L} ,_.| +
<
v

[\
7 N
—_
|
<)
~_
3
-
|
»Q
—~
K
~
\_/
S—
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olup burada & < 1 oldugundan (f™ (x)) dizisi bir Cauchy dizisi bulunur. X tam
1—q

metrik uzay oldugundan lim, ., x, = z olacak bi¢imde z € X vardir. Ayrica f (z) = z

oldugunu gosterirken

SN
—~
\_N
~
—~

N
SN—
SN—
AN

d(z, f" (@) +d(f"(z), f(2))
< d(z (@) +q [d(f7 (@), f(2) +d (M (2),2)]

vazilir ven — ocoiken d (z, f (2)) < qd(z, f (2)) elde edilir. Burada ¢ < 1/2 oldugundan
f (2) = z olur. Bagka bir sabit nokta y € X olsun.

d(z,y) =d(f(2),f(y) <qld(z f () +d(y, f(2)]=2q¢d(z,y)

yazilir ve [1 — 2¢] d(z,y) < 0 olup z = y olarak bulunur.

Zamfirescu 1972 yilinda Banach, Kannan ve Chatterjee’nin sonuclarini birlegtirerek

sabit nokta i¢in bir teorem vermigtir [12].
3.6.4. Teorem (Zamfirescu |12])

1
(X, d) tam metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon olsun. 0 < o < 1,ve 0 < 8 < 5 ve

1
v < 3 olacak bicimde a, 3, reel sayilar1 ve her z,y € X icin

kosullardan en az birini saglayan f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

fspat
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Herhangi x,y € X icin (29) kosulu saglanirsa

d(f (x),f(y))

IN

Bld(z, f(x))+d(y, f )]
< Bld(z, f(x)+d(y,x)+d(z, f(x)+d(f(x),f(y))]

yazilir ve buradan

(1=5)d(f(z),f(y) <2Bd(z, f(z))+Bd(z,y)

olup

A @) f W) < gl f @) + 125 d @)

elde edilir. Benzer bigimde (z3) saglanirsa

d(f (=), f(y))

IN

v ld (e, f () +d(y, f(2))]
< yld(z, f(2)+d(f(x), f(y)+d(y,z)+d(z, f(x))]

yazilir ve buradan

(I=9)d(f (), f(y) <2vd(z, f(x))+~vd(y,)

olup

A @) ) < T2 d (@ f @) + 12 5.

elde edilir. Burada A\ = maks {oz7 1i, 1%7} secilirse 0 < X\ < 1 olur ve her z,y € X

—
icin (z3) veya (z3) saglanir. Dolayisiyla

d(f(x), f(y)) <2Xd(z, f(2)) + Ad(z,y) (3.15)
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bulunur. Benzer adimlarla (z5) veya (z3) saglandiginda

d(f(x), f(y)) <2Xd(z, f(y) + Ad(z,y) (3.16)

oldugu gosterilebilir. (3.15) ve (3.16) esitsizliklerinden (z1) elde edilebilir. (3.15)
esitsizliginde f fonksiyonunun en azindan bir sabit noktasi vardir. Bu sabit noktanin
varligim gostermek icin, keyfi 2o € X ve n =1,2,--- i¢in z,, = f™ (z¢) olacak bigimde

iterasyon dizisini alahm. (3.15) egitsizliginde z yerine x,, ve y yerine z,,_; yazilirsa

d(anrl;xn) = d(f (xn> ) f (xn71>)
< 20d(xp, [ (1)) + Ad (2, Tp1)
= 2Xd(zp,x,) + Nd (0, Tp_1)

olup

d (xn-l—la xn) S Ad (xn; xn—l)

elde edilir. Bu yiizden (x,) dizisi Cauchy dizisi olur ve sonug olarak lim, .z, = z
olacak bi¢imde z € X vardir ve lim,, o d (41, 2,) = 0 olur. (3.15) esitsizliginde tiggen

esitsizligi kullamlarak

d(z,f(2) < d(z3041) +d(Tai, f(2))
= d(z,xn_H) +d(f (In),f(z))
< d(z,@np) + Ad (2, 20) + 20 d (2, [ (2,))

bulunur ve n — oo iken d (z, f (2)) = 0 olur. Dolaysiyla f (z2) = z elde edilir.

3.6.5. Sonug (Rohades [13])

Bir f fonksiyonu (3.14) esitsizligini saghyorsa f € (Z); ayrica f fonksiyonu i = 1,2,3
icin (z;) kogullarmdan birini saghyorsa f € (Z;z;) yazilir. Ek olarak (Z') ve (Z”)

agagidaki gibi tanimlansin.
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(Z") : Negatif olmayan a, b, ¢ fonksiyonlar

sup (a(x,y) +2b(x,y) +2c(z,y)) <A <1
z,yeX

sartini saglasin ve her x,y € X ic¢in

d(f(z),f(y) < alz,y)d(z,y)+b(z,y) [dz, f(z)+dy, f(y)]+
c(x,y) [d(z, f(y)+d(y, f(z))]

olsun.

(2"): 0 < h <1 olacak bigimde bir h sabiti ve her x,y € X i¢in,

Loy, L () £, f ()

d(f (), f(y) < hmaks Az f (9)) +d g, f ()
2

)

olsun.

O halde (2),(2"),(2") deki kogullar birbirine denktir.

fspat

(Z) = (2') : f fonksiyonu z,y € X icin f € (Z;2) ise a(z,y) = a tammlanir,
b = c¢ = 0 alinir ve f fonksiyonu (Z’) kogulunu saglar; f € (Z;z2,) ise b(z,y) = 3
tammlanir, ¢ = ¢ = 0 alimir ve f fonksiyonu (Z’) kosulunu saglar; f € (Z;z3) ise

¢(x,y) = tammlanmir, a = b = 0 alnir ve f fonksiyonu (2’) kogulunu saglar.

(Z") = (2") : f fonksiyonunu (Z’) kosulunu saglasin ve

M (z,y) = maks { d(z,y) , Kol ) def) 1) }
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secilsin. Buradan

d(f(z), f(y) <la(z,y)+2b(z,y) +2c(z,y)] M (v,y) < AM (2,y)

olup f fonksiyonunu (Z”) kogulunu saglar.

(2") = (2Z) : Her z,y € X i¢in M (z,y) = d(z,y) ise a = h olmak iizere f € (Z;2)
olur. M (z,y) = 1/2 [d(z, f(x))+d(y, f (y))] ise B = h/2 olmak iizere [ € (Z;22)
olur. M (x,y) = 1/2 [d(z, f (v)) + d(y, f (z))] ise v = h/2 olmak iizere f € (Z;z3)

olur.

3.7. Ciri¢ Genellegtirilmig Biiziilme Doniisiimii

1971 yilinda Ciri¢, bilinen biiziilme sartin1 genelleyerek asagida verildigi gibi
genellesgtirilmis biiziilme kavramini tanmimlayarak bu tanimla sabit nokta teoremini
vermigtir [14].

3.7.1. Tanim (Ciri¢ [14])

(X, d) metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon olsun. Her =,y € X i¢in negatif olmayan
sup (q(z,y) +7(z,y) +s(z,y) + 2t (z,y)) = A <1

z,yeX

kosulunu saglasin. Bu durumda her z,y € X igin,

d(f (@), f) < qx,y) d(z,y)+r(v,y) dx, f(x)+s(@,y) dy, f(y)
+t (z,y) [d(z, f(y) +d(y, f ()]

oluyorsa f fonksiyonununa A-genellestirilmis biiziilme denir.
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Bu kosul 0 < h < 1 olacak bigimde bir h sabiti ve her z,y € X i¢gin

dumw,f@»ghnmm{dmﬂgﬂcaf@»+d@hf@»fuaf@»;d@hf@»}

esitsizligine denktir.

Agagidaki Ornek A-genellegtirilmig biiziilme doniisiimii ile biiziilme doniisiimi

arasindaki iligkiyi gosterir.
Ornek

X =[0,2] CR ve

g , R sl
A T RIS

1—0 , <x

999 1001
S 1 fonksi _ _ .
bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonu x Tooo Ve ¥ = Toog G
981 180

d = =5d
oldugundan biiziilme doniigiimii degildir. Ancak her z,y € X i¢in ¢(x,y) = 0’

1 1
r(z,y) = s(z,y) = 7 Ve t(zx,y) = 8 iken f fonksiyonu A-genellestirilmis biiziilme

doniigiimii olur.
3.7.2. Tamm

(X,d) tam metrik uzay, f : X — X bir fonksiyon ve x € X olsun. Bir z elemaninin

f-orbit kitmesi O (z, f)
O (x, f) = {f"(z) : n € No}

bi¢iminde ve f fonksiyonu verilirse aligilmig gésterim O (z) bigimindedir. Ayrica her
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n € Nigin O (x,n) kiimesi

O(x,n) ={z, f(2),f* (@), -, f"(2)}

bi¢iminde tanimlanir. Herhangi bir x € X i¢in O (z, f) kiimesindeki her Cauchy dizisi

X icinde yakinsak ise X kiimesine f-orbitally tam metrik uzay denir.

Her tam metrik uzay f-orbitally tamdir ancak tersi her zaman dogru degildir. Banach
sabit nokta teoreminin ispatinda (X,d) ikilsinin tam metrik uzay olmasi yerine f-

orbitally tam olmas1 yeterlidir.
3.7.3. Teorem (Ciri¢ [14])

(X,d) f-orbitally tam metrik uzay ve f : X — X bir A-genellegtirilmig biiziilme
doniisiimii ise f fonksiyonunun X kiimesinde bir tek z sabit noktasi vardir ve keyfi

x € X ig¢in (f" (z)) iterasyon dizisi z sabit noktasina yakmsar ayrica

n

@))€ (e (1)

saglanir.

fspat

Herhangi bir z € X i¢in 29 = = ve z, = f(x, 1) olacak bicimde (z,) dizisini

tanimlansin. f fonksiyonu A- biiziilme oldugundan n € N icin

d(@p, Tni1) = d(f (@n-1), f(2n)) < q(@n-1,20) d(@n-1,25)
+7 (-1, Tn) d(Tn-1, [ (Tn-1)) + 8 (Tno1, 20) d (2, [ (20))
+t (2n-1,20) [d (201, f (22)) + d (0, f (Tn-1))]
= q(Tp_1,2,) d(Tp_1,2n) + 7 (Tp_1,2s) d(Tp_1,Tn)

+s (xn—h xn) d (fL’n, xn—l—l) +1 (xn—la xn) d (In—la xn)
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bulunur ve ayrica

d (l‘na xn—i—l) S [q (xn—la In) +7r (xn—la In)] d (:En—ly xn)
+s (xn—la xn) d (l’n, xn—l—l)

+t (xnflu xn) [d (xnflu xn+1> + d (l’n, xn+1>]

olur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

q (xnflv xn) +7r (Inflv xn) +1 (xnfly xn)
Iy S (xnfla xn) - t(xnfla $n)

d(xn, Tni1) < d(x,_1,T,) (3.17)

elde edilir. Burada

q(z,y) +r(z,y)+t(z,y)+As(x,y) + M(x,y) <A

oldugundan her z,y € X icin

q(x,y)+r(z,y) +t(z,y)
1—8($,y)—t($,y)

<A\

olur ve (3.17) ile birlegtirilirse

d(Tp, Tng1) < A (Tp_1, ) (3.18)

elde edilir. (3.18) esitsizligi 6zel varsayimlar altinda f fonksiyonunun bir biiziilme

doniigiimii olarak ele alinabilecegini gosterir ve

d(xnaanrl) S )\d(xnfhxn) S e S )\nd(fﬂ,f(fﬂ))

saglanir. Her m,n € N icin m > n iken
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oldugu aciktir. Boylece

n

—A

d(z, f (x)) (3.19)

d(Tn, Tngp) < |

saglanir; yani, (x,,) dizisi O (z) kiimesinde bir Cauchy dizisidir. Bu dizinin limiti z € X

olsun. f (z) = z oldugunu gostermek icin d (f (2), f (z,)) kullanilarak

d(f(2),f(zn)) < q(z20) d(z,20) +7(2,20) [d (2, 2n12) + d (201, £ (2))]

+5(2,20) d(Tp, Tna1) + (2, 2,) [d(z,2000) +d(f (2),2,)]

IA

Ad(z,2n) + [ (2,2,) + (2, 20)] d(2,Tp41)

+r (2, 20) d(f (xn), f(2)) + 5 (2, 20) d(Tn, Tni1)

+t (2, 20) [d(f (2), f (zn)) +d(f (20n) , 20)]

d(z,z,) + Ad (2, Tpt1)

+[r(z2n) + 1 (z,20)] d(f (2), f (20)) + Ad (20, Tni1)
Ad(z,20) + d (2, 2p41) + d (2n, Tnn)| + AA(f (2), f (20))

IA

IN

elde edilir. Buradan

AU ) () S o [ a) + 2 2sn) + d o, i)

bulunur; yani, f fonksiyonunun sabit noktasi z olur. Diger yandan, f fonksiyonun A-
genellegtirilmig biiziilme tammmindan z noktasimin tekligi saglanir ve (3.19) sayesinde

istenilen esitsizlik kolayca gosterilebilir.
3.8. Reich ve Hardy-Rogers Teoremleri

Reich, 1971 yilinda Banach ve Kannan sabit nokta teoremlerinin genellemesi olan

agagidaki teoremini ispatlamigtir [15].
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3.8.1. Teorem (Reich [15])

(X, d) tam metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Negatif olmayan ve a+b+c <

1 olacak bicimde a, b, ¢ sayilar1 ve her x,y € X icin

d(f (z), f () <ad(z, f(z)+bd(y f(y)+cd(z,y) (3-20)

saglaniyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Bu teoremde a = b = 0 alinirsa Banach sabit nokta teoremi, a = b ve ¢ = 0 alinirsa

Kannan sabit nokta teoremi elde edilir.
Ornek

X = [0, 1] aligilmig metrik ile tam metrik uzay olmak iizere, 0 < z < 1igin f (z) = g ve

1
fQ)= 5 biciminde tanimlanan f : X — X fonksiyonu siirekli olmadigindan biiziilme

doniigiimii degildir. Ayrica x =0 ve y = 1/3 i¢in

d(f(0),f(1/3)) = 5 [d(0,£(0)) +d(1/3, f(1/3))]

DN | —

oldugundan Kannan sabit nokta teoremi icin gerekli kosulu da saglayamaz. Ancak bu

1 1 1
fonksiyon a = -, b= - ve c = 3 icin Reich teoremini saglar.

6 9

3.8.2. Sonug (Reich [15])

(X, d) tam metrik uzay olmak ftizere, n = 1,2,--- ic¢in (f,,), Teorem 3.8.1’deki sart1
saglayan f, : X — X fonksiyonlarinin bir dizisi ve her bir n igin z, € X bu
fonksiyonlarin sabit noktalari olsun.Her x € X i¢in f (z) = lim,_,o f" (z) bigiminde
tanmimlanan f : X — X doniisiimiiniin bir tek z € X sabit noktasi vardir ve

z = lim,,_,o 2, saglanir.

Hardy ve Rogers, Reich’in sonuglarini kullanarak daha genel olan agagidaki sabit nokta

teoremini ispatlamiglardir [16].
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3.8.3. Teorem (Hardy-Rogers [16])

(X,d) tam metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Her z,y € X icin ve

a,b,c,e, h > 0 sayilar icin

d(f(x),f(y) < ad(z, f(z)+bd(y, f(y)+cd(z, f(y)) (3.21)
+ed(y, f(x)) +hd(z,y) (3.22)

saglansin ve o = a + b+ c+ e + h olsun.

1) (X,d) tam metrik uzay ve o < 1 ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.
2) (X, d) kompakt metrik uzay, f siirekli ise hipotezdeki esitsizlik tiim = # y ve a = 1

icin

d(f (@), fy) < ad(z f(@)+bd(y, f(y)+cd(z, f(y))
+ed(y, f () +hd(z,y)

biciminde degisir ve f fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir.

Teoremin ispatini vermeden o©nce kolaylik olmasi agisindan ispatta gerekli olan

agagidaki Lemmay1 verelim.

3.8.4. Lemma

(3.21) esitsizligi saglansin ve o < 1 olsun. Buradan

d(f(x), f*(2)) < Bd(w, f(x)) (3.23)
olacak bigimde § < 1 vardir. Ayrica o = 1 ve (?7?) esitsiligi saglanirsa = # f (z) iken

d(f(z), f*(x)) < Bd(z, f (x)) (3.24)
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elde edilir.

fspat

Oncelikle a < 1 ve herhangi bir z € X icin (3.21) esitsizliginde y yerine f (z) yazilirsa

d(f (), f*(z)) < ad(z, f(2)+bd(f(2), [ (2)) + cd(z, [* (z))
+ed(f (x), f(x)) + hd(z, f (z))

olur. Egitsizligin sag yani diizenlendiginde

d(f (z), f* (2)) <

bulunur. Ayrica iicgen esitsizliginden,

d(f* (), 2) = d(f (z) ,2) < d(f*(2), f (2))

oldugundan bu esitsizlik (3.25) ile birlegtirilirse

a+h c
A (@), 0) = d(f () ) < T, f (@) + — d(e, £ (2)
elde edilir ve gerekli diizenlemeler yapildiginda
l+a+h—>5
1—-b—c
olur. Bu egitsizlik (3.25)’de yerine yazilirsa
9 a+h c l+a+h-»>
<
AP @),0) < T d (@) + = (@)
a+c+h
= 75 o4& f(@)

(3.25)

(3.26)

elde edilir. d metriginin simetri 6zelligini kullamip, a ve c¢ sirasiyla b ve e ile yer
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degistirilirse (yani ispatin baginda z yerine f (x) ve y yerine x yazilirsa)

< b+e+h
“1—a-—ce¢

d(f* (z),) d(z, f (z))

elde edilir. Burada

at+c+h b+e+h
l—b—c'1l—a—e

f# = min{ }

segilirse (3.23) saglanir. (3.24) esitsizligi de benzer adimlarla gosterilebilir.
Ispat (Hardy ve Rogers Teoremi Ispati)

1) ispat1 i¢in Oncelikle ispatlanan (3.23) esitsizliginden her m,n € N i¢in m > n iken

d(f™ (), f*(z) < d(f™ (@), " @) +d(f" (@), 77 (2) +
e d(f (2), " (2)
Br(1+B+---+ ") d(z, f(2))

571
[ (@)

IN

IN

bulunur. Burada 0 < 8 < 1 oldugundan (f" (z)) dizisi Cauchy dizisi bulunur. X tam
metrik uzay oldugundan f”(z) — 2z olacak bigimde z € X vardir. Buradan
lim,, o0 [ (2) = f(2) yazahr. Simdi bu z elemanmin f fonksiyonunun sabit noktast

oldugunu gosterelim. Ucgen esitsizligi ve (3.21)’den

d(z, [* () + d(f" (2), f (2))
ad(f*(x), [P () + bd(z, f (2)) + cd(f" (x), [ (2))
+(e4+ 1) d(f"™ (2),2) + hd(f" (2), 2)

d(z, f (2))

IN

IN

bulunur ve buradan n — oo iken

d(z, f (2)) < (b+c)d(z, f (2))
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elde edilir. Ayrica b + ¢ < 1 oldugundan f(z) = z bulunur. Sabit noktanin tekligi
(3.21)’den kolayca goriilebilir.

2) ispat1 i¢in verilen kogullar altinda (3.24) esitsizliginde y = f(y) oldugu
goriilebildiginden

inf {d(z, f (x)):x e X} =d(y, f(y))

olacak bi¢cimde y € X vardir. Sabit noktanin tekligi ise benzer bicimde (3.21)’den

kolayca gortilebilir.

3.9. Ciri¢ S6zdebiiziilme Déniisiimii

1974 yilinda Ciri¢, A-genellestirilmis biiziilmedeki uzakliklarin lineer kombinasyonlarini,
maksimumlariyla degistirerek s6zdebiiziilme olarak adlandirdig: yeni bir biiziilme sinifi
tanimlamgtir [17].

3.9.1. Tamim (Ciri¢ [17])

(X, d) metrik uzay ve f: X — X bir fonksiyon olsun. Her z,y € X icin

d(z,y),d(z, f(x)),d(y, [ (y),
d(x, f(y)),d(y, f(v))

d(f(x), f(y) < Amaks

olacak bicimde 0 < A\ < 1 sayist varsa f fonksiyonuna sézdebiiziilme denir.

Agagidaki o6rnek sozdebiiziilme doniigiimii ile A-genellegtirilmis biiziilme doniisiimii

arasindaki iligkiyi gosterir.

Ornek (Rhoades [13])

1
X =1[0,1) ve f : X — X fonksiyonu her 0 < z < 1 i¢in f(x) = 0 ve f(1) = 3
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bi¢iminde tanimlandiginda f s6zdebiiziilmedir, ancak

(1(3) 1) = 3o o) (o (3)]
1(3)) —aasan=-3

olur. Ayrica her z,y € X icin # # y ve x,y # 1 iken d(f (x), f(y)) = 0, x # 1 iken

d(f(z), f(1) =3 <

3
5 d(1, f(z) = 2 oldugundan genellestirilmis biiziilme degildir.

>J>|Co0

3.9.2. Teorem (Ciri¢ [17])

(X, d) f-orbitally tam metrik uzay ve f : X — X bir s6zdebiiziilme ise f fonksiyonunun
X iginde bir tek z sabit noktasi vardir ve herhangi € X igin (f" (z)) iterasyon dizisi
z sabit noktasina yakinsar. Ayrica

n )\n
d(f*(@),2) < 7= d (@, f (2))

saglanir.
fspat
a(z,n) =d (0 (z,n)) ve a(z) =d(0 (z)) alahm. Buradan

a(f(z),n—1) :d({f(:c),f2(:c),--- ,f"(x)}) < Xa(x,n) (3.27)

elde edilir. Burada 1 < j < k < n i¢in a(f(z),n—1) = d(f7 (z), f*(z)) ise

sozdebiiziilme sartindan

a(f(@),n=1) = d(f(F @), (" @)
d (77 (), A1 (@) d (fI7 (2), f (@),
< Amaks{ d (1 (@), (@) ,d(f7 (@), (@)
d(f*" (), 7 (x))
< M{z, f(@), - f"(2)}) = Aa(z,n)
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bulunur yani, (3.27) esitsizligi saglanir. Ayrica (3.27) esitsizliginden k < n iken

a(z,n) =d(z, f*(z)) (3.28)

elde edilir. (3.27), (3.28) ve ii¢gen esitsizliginden

a(zn) = d(z, (@) <d(@, f(2)+d(f (@), f"(2))
d(z, f(z)) +a(f(z),n—1) <d(z, f(x)) + I (z,n)

IN

olur. Boylece

o (r,n) < T d (e F () (3.29)

bulunur. Ayrica lim,, . a (z,n) = a (x) oldugundan (3.29) esitsizligi goz 6niine alinirsa

@ () € 75/ (@) (3:30)

saglanir. Dolaywsiyla, x noktasimin f-orbitinin ¢api simrhidir. Her n igin o (f™ (x))
kiimesinin capini 3, (x) ile gosterelim. (3, (z)) artmayan ve smirh dizidir, bu sebeple
lim 3, (z) = B (x) limiti vardir ve her n € N i¢in f(x) < B, (x) saglanir. (3.27)
n—oo

esitsizliginde n — oo iken

o (f (@) € Aa(2) (3:31)

elde edilir. Buradan n € N iken

Pt () = a(f (" (2))) < A (f" (2)) = A B (2)

ve
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oldugundan § (z) = 0, yani (f™ (x)) bir Cauchy dizisi olur. Béylece z = lim,,_, " (2)
olacak bicimde z € X vardir. Ayrica, f fonksiyonu sézdebiiziilme oldugundan her n

icin

d(z " (2)),d(z f(2),d(f (2), [ (2)),

d(f(2),f(f"(x))) < Amaks
d(z, [ (x),d(f" (2), f (2))

ve buradan

d(z, f(2)) S Ad(z, [ (2))

elde edilir A < 1 oldugundan f(z) = z bulunulr. Diger yandan, z noktasinin tek
oldugu f fonksiyonunun sozdebiiziilme tanimindan gosterilebilir. (3.31)’dan

a(f"(z)) < A"a(z) ve (3.30) esitsizliginden

n

a(f (@) < T

d(z, f(z))

bulunur. Her n,m € N i¢in m > n iken

n

d(f"(x), f"(z) <a(f*(z)) < 11—\

d(z, f(z))

ve m — oo iken

n

A
S d (@ f (@)

d(f"(z),2) <

saglanir.

Ciri¢’in sézdebiiziilme déniisiimlerini tanimladigi makaleden, sozde biiziilmelerin genel
olarak siirekli olmasinin gerekmedigi ancak her zaman sabit noktada siirekli oldugu

bilinmektedir.
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4. VEKTOR METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu boliimde metrik uzaylarda bilinen bazi sabit nokta teoremlerinin vektér metrik

uzaylardaki ispatlar1 verilmigtir.

4.1. Banach Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoreminin, vektor metrik uzaylarda

Cevik ve Altun [20] tarafindan verilen ispat1 incelenmistir.

4.1.1. Teorem

E Argimedyan Riesz uzay1 ve (X,d, E) E-tam vektor metrik uzay olsun. T : X — X

bir dontigiim olmak tizere her x,y € X i¢in ¢ € [0,1) iken

d(Tx,Ty) < qd(z,y) (4.1)
biiziilme sart1 saglamiyorsa T doniigiimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi vardir.
fspat

Herhangi bir zp € X ve her n € N i¢in z,, = Tz,_; olacak bi¢cimde (z,) dizisini

tanimlayalim. 7' doniigiimiiniin  hipotezdeki biiziilme sartindan ve (x,) dizisi

tammindan

d (Ina xn—&—l) = d (T:L'n—la Txn)

< qd(wp-1,7n)

= qd(Txp_2,Ty 1)
< P d (9,0 1)
<

< ¢"d(xg,21)
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vazilir. Simdi (x,,) dizisinin E-Cauchy dizisi oldugunu gésterelim. Herhangi bir p € N

icin liggen esitsizligi ve yukarida bulunan esitsizlikten

d (Inu xn—s—p) S d (l’n, xn—l—l) + d (xn—l—lu xn+2) +---+ d (In+p—17 xn+p)
< [qn + qn+1 et anrpfl] d(QZ,SCQ)
anrp*l
< d(x7$0)
l—q

yazilir. ¢ € [0,1) ve E Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan (z,) dizisi E-Cauchy dizisi
bulunur. X vektor metrik uzayr E-tam oldugundan Tz, 2, olacak bicimde z €
X vardir. Dolaywisiyla a,, | 0 olacak bicimde E Riesz uzayinda (a,) dizisi vardir ve
d(Tz,,z) < a, saglanir. Bu z elemaninin sabit nokta oldugunu gostermek igin d(z,72)
vektorel uzakhigmin sifir oldugunu gostermeliyiz. Ucgen esitsizligi ve T' doniistimiiniin

biiziilme sartindan

IN

d(z,Tz) d(z,Tx,) +d(Tr,, Tz)

VAN

d (Z’ xn—ﬁ-l) + qd (znv Z)

IN

An+1 + qan

IN

(1+4q) a,

bulunur. F Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan d (z,7z) = 0 yani, Tz = z elde edilir.
Sabit noktanin tekligini géstermek icin 7" doniigtimiiniin bagka bir sabit noktas1 2/ € X
olsun.

d(z7) = d(T2T%) < qd(2,2) = [L =g d(2,7) <0

olup ¢ € [0,1) oldugundan z = 2’ olarak bulunur.

Ornek

R? iizerinde koordinat siralmasini <, alalim ve £ = R? olsun.

X:{(:U,O)E]R2:nggl}u{(o,x)€R2:0§x§1}
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ve d: X x X — FE vektor metrigi

1(@0.0) = (Glo=sl o)
2
100,00 = (lo=sl. 3o )

10,00 = (jo+na+3)

bi¢iminde ve T': X — X doniigimii ise T ((x,0)) = T (z,0) = (0,z) ve T (0, x) = (g, O)
bigiminde tamimlansin. R? koordinat siralamasi ile Argimedyan Riesz uzayi ve (X, d, F)
E-tam vektor metrik uzaydir. T ddniisiimii ¢ = 2 icin (4.1) esitsizligini saglar ve Teorem
4.1.1’den X icinde bir tek sabit noktasi vardir. Ancak 7' doniigiimii X tizerinde reel
degerli metrikte biiziilme doniigiimii olmadigindan bu 6rnegi Teorem 3.1.2 (Banach

sabit nokta teoremi) i¢in uygulayamayiz.

(4.1) esitsizligini saglayan T' doniigiimii, tanimindan dolay: topolojik siireklidir ve FE

Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan dolayisiyla vektorel siireklidir.
4.2. Kannan Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Kannan tarafindan verilen sabit nokta teoreminin, vektér metrik

uzaylardaki ispati ve 6rnekleri verilmistir.
4.2.1. Teorem

E Argimedyan Riesz uzay1 (X, d, E) E-tam vektér metrik uzay ve olsun. T : X — X

bir doniigiim olmak iizere her x,y € X icin

d(Tz,Ty) <q ld(z,Tx) +d(y,Ty)] (4.2)

olacak bicimde ¢ € [0, %) sayisi varsa T' doniigiimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi

vardir.

fspat
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Herhangi bir z € X ve n € Nigin 0 < ¢ < % olmak iizere (T"z) dizisini ele alahm. T

doniisiimiiniin hipotezdeki biiziilme sarti kullanilarak
d(T'z, T""'z) < q [d(T" "2, T"z) + d(T"z, T"z)] < 4 d(T" o, T"z)
yazilir. Benzer bicimde

dcr"*%n/r"x)5;1—9—-d(T“*2x,7m*1x)
—dq

olur ve egitsizlikler birlestirilerek devam edilirse

d(T'z, T" 'z) < <1;iq> d(z,Tx)

bulunur. Simdi (7"x) dizisinin E-Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Her n,r € N i¢in

iiggen egitsizligi ve yukarida bulunan esitsizlikten

d(T"z, T )

IN

d(T"z, T" ') + d(T" M, T"22) + -+ d(T o, T )
¢ \" 1
T
(1—Q) =g 4T

elde edilir. Burada 0 < ¢ < % oldugundan J]Tq < 1 olur ve E Argimedyan oldugundan

IN

(T"x) dizisi E-Cauchy bulunur. X vektor metrik uzayr E-tam oldugundan 7"z gy
olacak bicimde z € X vardir. Dolayisiyla a,, | 0 olacak bigcimde E Riesz uzayinda
(a,) dizisi vardir ve d(T"x,z) < a, saglanmir. Bu z elemaninin sabit nokta oldugunu

gostermek icin iicgen esitsizligi ve T' doniigiimiiniin hiptezdeki 6zelliginden

d(z,Tz) < d(z,T""2)+d(T" "z, Tz)

< d(z, T""a) + q[d(T"z, T" 'z) + d(2,Tz))]

< d(z,T""'2) + q[d(T"z, 2) + d(z, T"x) + d(z,Tz)]
l+¢q q

< Tn+1 ™

< —1_qd(z7 a:)+—1_qd( T, z)
l+gq q

S 1_ q Ap+1 + 1 Qnp,

< 1+ 2¢q
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olur ve E Riesz uzaymin Argimedyanligindan d(7T'z, z) = 0 yani Tz = z bulunur. Sabit
noktanin tekligini gostermek i¢in 7" doniigiimiin bagka bir sabit noktas1 2/ € X olsun.

Bu durumda

d(z,2)=d(Tz,Tz") < qld(2,Tz)+d(z,Tz")] =0
oldugundan z = 2’ bulunur.

Ornek

Ornek 4.1°de ¢ = % € [O, %) alindiginda 7' doniigiimii (4.2) esitsizligini saglar.

a) Her (x1,0), (22,0) € R? ve 0 < z1, 79 < 1 olsun.

d(T (x1,0),T (22,0)) = d((0,21),(0,22))

| |2| |
= (L‘—x — J—
1 273351 T2

d((l‘l,O),T(l’l,O)) = d((xl,O),(O,$1))

B 4 " +2 B 7 5
= 3551 L1, 1 3$1 = 3931,3551

d((l‘Q,O),T(:EQ,O)) = d((ZL‘Q,O),(O,IL‘Q))

4 n n 2 7 5
= (Zzo+ 29,2 —29 | = | =29, =2
3 2 25 L2 3 2 3 2, 3 2

olur ve bulunan degerler (4.2) esitsizliginin sag yaninda yerine yazilirsa

20 | 4 ((25,0),T (,0)) 20

- (g—é (1 + 72) Z (21 + 562))

—(1‘1 +JZ2),—(I1 +ZE2)

9 d((z1,0),T (x1,0)) 9 (; g )

elde edilir. <, tanimindan ve ayrica iiggen esitsizligi uygulanirsa 0 < z,2o < 1

oldugundan

21
|21 — 29| <214+ 22 < 2—0(5U1+952)
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ve

w

2
3 (1'1 + SL’Q) — (371 + Ll'g)

\xl — Tp| <

W

olup islenilen saglanir.

b) Her (0,21), (0,22) € R* ve 0 <z, 22 < 1 olsun.

d(T(0,21),T (0,25)) = d((%o)(%o))

. 4 ZL’l_CL’Q ZEl_l’g
So\3l2 2l 2
d((0,21),T (0,21)) = d(( ) 0x1>
4$1+$ 2171 2 5 7
= |5 r =|zz1,=2
39 1, 5 9 3 A B 173 1

d((0,z3),T(0,29)) = (gl’g,gl‘g)

elde edilir ve bulunan degerler (4.2) esitsizliginin sag yaninda yerine yazilirsa

9 d((O,xl)aT(OVTl)) _ 3 § T T z T T
201 4d ((0,2,), T (0, z5)) L (3( - 2)73( - 2))
3 21
= (Jerren Sy ra)

olur. <, tanimindan ve ayrica {i¢ggen esitsizligi uygulanirsa 0 < xq, x5 < 1 oldugundan

2 2
§|I1—l‘2| §§($1+I2)§—($1+$2)

=~ W

ve

— |1 — X -1+ —(r1 +x
2 ! 2_2 ! 2 — 20 ! 2

olup istenilen saglanir.



¢) Her (21,0), (0,22) € R? ve 0 < 21,75 < 1 olsun.

d(T (21,0),T (0,25)) = d((O,xQ,(%,O))
2 2 To
= (351 + 3932, §z1 + 7)

ve

d((21,0),T (21,0)) — (le,-

)
3
d((O,IQ) ,T(O,l’g)) = (§I2,§ZL’2)

elde edilir. Bulunan degerler (4.2) esitsizliginin sag yaninda yerine yazilirsa

9 | d((21,0),T(21,0)) (21 3 3 21)

— —I -+ —T9, —Tq + —T2
20 +d ((O, xQ) T (0’ x2>) 20 4 4 20

bulunur. <, tanimindan

21
1+ §$2 < %ﬂﬁ + Z$2
ve
2 T 3 21

2
z 72 2 -
3$1+ 5 = 4331+ 20$2
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istenilen saglanir. R? koordinat siralamasi ile Arsimedyan Riesz uzay1 ve (X,d, F)

E-tam vektor metrik uzay oldugundan 7' doniisiimiiniin Teorem 4.2.1’den X iginde

bir tek sabit noktasi vardir. Ancak 7" doniisiimii X iizerindeki reel degerli metrikte

tanmimlanmadigindan Kannan sabit nokta teoremi, Teorem 3.6.1 icin uygulanamaz.

Ornek

Koordinat siralamasi ile R? alinsin. F = R? olmak iizere d : R x R — R? vektor metrik
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doniigiimii her z,y € R i¢in

2 3
(o) = (3l =l Jhe =0l

bigiminde ve 7" : R — R doniigiimii de her z € R igin Tz = 7 bi¢iminde tanimlansin.

Burada ¢ = % olmak iizere T" doniigiimii her z,y € X i¢in (4.2) esitsizligini saglar.

ety - a(%) - (g -2y

— (6\:1:— |:1:—y|)
toTe) = i) - (3! -5l 3k=30)
= (31l 5 1o1)
. Ty) = d(3.2) = (3\ %D

= (L, 2
— (Wb 1glY

olur ve ayrica

il

[d(%Tx)er(y,Ty)]:( (12l + lo]) .~ (\ﬂf|+|y\))

W

bulunur. Koordinat siralamas: tanumindan

1 1
clo =yl < 2 (Je] + o)

ve
3 3
o=yl < = (12l + 1)

saglanir. (R, d,R?) FE-tam vektér metrik uzay oldugundan Teorem 4.2.1'den T

doniistimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi vardir.

Vektor metrik uzaylarda Teorem 4.1.1, Teorem 4.2.1’nun genellemesi degildir.
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Ornek

Ornek 4.2'de X = [0,1] olmak iizere d vektér metrigi d : [0,1] x [0,1] — R? ve

T :10,1] — [0, 1] doniigiimii de asagidaki bi¢imde tanimlansin.

ol 8

(X,d,R?) E-tam vektor metrik uzaydir. 7 déniisiimii # = 1 noktasinda siirekli degildir.
Bu yiizden Teorem 4.1.1°deki biiziilme sart1 saglanamaz. Ancak T déniigiimii g = % icin

(4.2) esitsizligi saglar.

1
Glo-sl dle—v) . zwe|og)
1 3 1 1
(%|5I—4y|7%|5[)’}—4y|) y T E 0’5 Y € 571
d(Tz,Ty) = 1 ; 1 !
2 |p— 3 |p— 11
T T

( 1 9 1
(51’, 1_6x) , T & |:0, 5)

d(z,Tz) = {1

(hoie) . e

ve

—~
N
=
Sle
<<
~—
<
m
——
“O
N | —
N—

d(y,Ty) = F
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bulunur. Buradan

(

A@+y),2@+y) x,ye[o,l)
|

1 1
152416y 452448
(oo ) e og) e 5]

d(z,Tx)+d(y, Ty) =

1 1
162+15y 48z-+45
(5% ) ) xe{?l},ye[o,i)

(L @+y).a+y) x,ye{l,l]

elde edilir. Bulunan degerler (4.2) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve <, tammindan

tle—yl <33 @+y)

1 |5JZ . 4y‘ < %15:}c+16y

30 30 1 1
3 4 452448 » TE {Oi)’ye {5’1]
g0 |57 — dy| < 575

ve

% ’4%’ i 5y| S gl6x+15y

y L o) Y PP

9 80
Ele—yl <32 (x+y)
) x7y€|:_71:|
wlt =yl <58 (@+y) 2

Bu 6rnekte oldugu gibi (4.2) esitsizligini saglayan doniigiimiin siirekli olmasi gerekmez.
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4.3. Chatterjee Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Kannan sabit nokta teoreminden yola ¢ikarak Chatterjee tarafindan
verilen sabit nokta teoreminin vektor metrik uzaylardaki ispati ve ornekleri agagida

verilmigtir.
4.3.1. Teorem

E Argimedyan Riesz uzayi, (X,d, F) E-tam vektor metrik uzay ve 7' : X — X bir

doniigiim olmak lizere her x,y € X igin

d(Tz,Ty) < q [d(z,Ty) + d(y, Tx)] (4.3)

olacak bicimde g € [0, %) sayis1 varsa 1’ doniisiimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi

vardir.
fspat

Herhangi bir x € X i¢in (T"x) dizisini ele alahm. (4.3) esitsizliginde x yerine 7" 'x

ve y yerine T"x yazilip 0 < ¢ < % iken ayrica iicgen egitsizligi ve T° doniigimiiniin

hipotezdeki tanimi kullanilirsa

d(T "z, T" ) < q[d(T" 'z, T""'2) +d(T"x, T )]

qd(T"_lx, T”+1x)

IN

[d(T"‘lx T"x) + d(T"x, T" " 1)]

IN

T 2, T"z)

;_x

IA
/—\

) d(T" 2z, T" ')

IN

IN
A
»Q

)dex)

elde edilir. Bu (T"x) dizisinin E-Cauchy dizisi oldugunu gosterirken her n,r € N i¢in
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icgen esitsizligi ile birlikte yukarida buldugumuz esitsizligi kullanirsak

ATz, T""z) < d(T"z, T""'z) +d(T" 2, T"Px) + -+ d(T" 1o, T )

(25) (&) () e

g \" ¢
(1—q) 1_qd(x,Tx)

bulunur. Burada 0 < ¢ < 2 oldugundan 0 < % < 1 olmasi ve F Riesz uzayinin

2
- q
Argimedyan olmasindan (7"z) dizisi E-Cauchy olur. X vektor metrik uzayr E-tam

oldugundan 7"z ¥, olacak bicimde z € X vardir. Dolayisiyla a, | 0 olacak bicimde
E Riezs uzaymda (a,) dizisi vardir ve d(T"z, z) < a, saglanir. Bu z elemaninin sabit

nokta oldugunu gosterelim. Uggen esitsizligi ve 7' doniisiimiiniin hipotezdeki sartindan

d(z,Tz)

IN

d(z, T" 'z) + d(T" 2, Tz)

IN

d(z, T 2) + q[d(T 2, Tz) + d(z, T" )]

IN

d(z, T" 'x) + q[d(T"z, 2)
+d(Tz, 2) + d(z, T z)]

G%Z) d(z, T"'x) + (%q) d(T"z, z)

IN

olur ve buradan d(T'z, z) = 0 yani Tz = z bulunur. Sabit noktanin tekligini gostermek

icin 7' doniigiimiin bagka bir sabit noktas1 2’ € X olsun. Bu durumda
d(z,2") =d(Tz,T) < qld(z,TZ") +d(z',T2)] = 2qd(z,2")

1
olur 0 < ¢ < 5 oldugundan z = 2’ bulunur.

Ornek
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Ornek 4.2°'de ¢ = 5 alimdiginda 7' doniigiimii her z,y € X icin (4.3) esitsizligini saglar.

d(Tx, Ty) = d(%,%) = (%|x—y|,%|m—y|)
sty = a(e2)- (- -
L
4

o1 = (s - (=313 -3)

olur ve ayrica

atatn+at )= (3 (o2 -3 (o= + - 2))

W

bulunur. Ters iicgen esitsizliginden

LY
4

Y

< _Z
‘ T

+lo= = glerui <= §+ -3
—_— p— x —_—
. T4y 's YT 4
vazilir. Bu degerler (4.3) esitsizliginde yerlerine yazilirsa ve <j tammmindan % |z —y| <
%% |z +y| = % |z 4+ y| ve 1% |z —y| < ﬁ |z 4 y| olup istenilen saglanir (R, d,R?) E-

tam vektor metrik uzay oldugundan Teorem 4.3.1’den T" doniigiimiiniin X i¢inde bir

tek sabit noktas: vardir.
4.4. Reich Sabit Nokta Teoremi

Bu kisimda metrik uzaylarda Reich tarafindan verilen sabit nokta teoreminin vektor
metrik uzaylardaki ispati yapilmis ve bu teoremin Teorem 4.1.1 ile Teorem 4.2.1 iligkisi

incelenmigtir.
4.4.1. Teorem

E Argimedyan Riesz uzayi, (X,d, E) E tam vektor metrik uzay ve T': X — X bir
doniigiim olmak iizere a + b + ¢ < 1 olacak bicimde negatif olmayan a, b, ¢ sayilar1 ve

her z,y € X i¢in

d(Tz,Ty) < ad(z,Tz) +bd(y, Ty) + cd(z,y) (4.4)
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sart1 saglaniyorsa 1" doniisiimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi vardir.

(Burada a = b = 0 i¢in Teorem 4.1.1; a = b ve ¢ = 0 igin Teorem 4.2.1 elde edilir.)

fspat

Herhangi bir z € X icin 1 < n iken hipotezde verilen T" déniigimii sartinda x yerine

T"x ve y yerine T 'z yazilirsa

d(TT 2, TT" 'z) < ad(T 2z, TT"z)+bd(T™ ‘'z, TT" 'z)

ted(T"z, T" ')

+c

b
olur. Burada 0 < b+ ¢ < 1 — a oldugundan 0 < 1 = p < 1 olur ve esitsizligin sag

tarafi diizenlenirse

d(T" 'z, Tz) < pd(T"z, T" 'z)

bulunur. Benzer bicimde devam edildiginde
d(T" Mz, T'z) < p"d(z, Tx)

olur. Her n,r € N icin iiggen esitsizligi ve yukarida bulunan egitsizlikten

ATz, T""z) < d(T"z, T""'z) +d(T" 2, T"2x) + -+ d(T" o, T )
= p"[L+p+-+p7'] d(2,Tx)
pn
lL=p

d(xz,Tx)

yazilir. Burada 0 < p < 1 ve E Argimedyan Riesz uzay1 oldugundan (7"x) dizisi E-
Cauchy bulunur. X E-tam vektor metrik uzay oldugundan 7"z Y, olacak bicimde z €
X vardir. Dolayisiyla a,, | 0 olacak bigimde E i¢inde (a,) dizisi vardir ve d(T"z, 2) < a,

saglanir. Bu z elemaninin sabit nokta oldugunu gostermek icin iiggen esitsizligi ve T'
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doniigiimiiniin hipotezdeki gartindan

IN

d(z,Tz) d(z, T" ') + d(T" 2, Tz)

IA

d(z, T""2) + ad(T "z, T" " 'z) + bd(2,T2) + cd(T"z, 2)

IN

d(z, T""'z) + a [d(T"z,2) + d(z, T "2)] + bd(z,Tz) + cd(T"z, 2)

IN

(a+c)d(T"z,2) + (a+ 1) d(z, T" ™ 2) + bd(z, Tz)
a—+c
1-0
a+c +a+1
1_ban 1_ban+1
(2a—i—c+1
1-0

1
d(T"z, z) + Cll——i_b d(z, T" )

IN

IA

IN

) n

olur ve boylece d(Tz,z) = 0, yani Tz = z bulunur. 7' doniiglimiin bagka bir sabit

noktasim 2z’ € X alarak sabit noktanin tekligini gosterelim.

d(z,2') =d(Tz,Tz") < ad(z,Tz) + bd(z',T2") + cd(z,2') = cd(z, 2')

yazdigimizda 0 < ¢ < 1 oldugundan z = 2’ bulunur.
Ornek

Ornek 4.1'de a = b = & ve ¢ = 5 almdiginda (a+b+c < 1) T doniisiimii (4.4.1)

esitsizligini saglar.

a) Her (z1,0), (22,0) € R? ve 0 < 21,75 < 1 olsun.

d(T (21,0), T (22,0)) = d((0,21),(0,2)) = (|21 — wa|, > |1 — o]
3

11,0, 2,0) = (b1~ aal Jor ~ 2]
7

d((x1,0),T(x1,0)) = d((z1,0),(0,21)) = (511:1,%351)
d((22,0), T (22,0)) — d((afg,O),(O,afg)):<§x2,§x2>
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olur ve ayrica

1 4 1
%d((‘rlao) ) (1‘270)) = @ |«'B1 - I2| ) % |$1 - $2|)
9 d((l‘l,O),T([EhO)) . 2 Z " " ? . .
20 | 1d((2,0),T (22,0)) | 20 (3( tho)ig it 2))
21 3
— 2—0(1‘1+5L‘2)7Z(ZL‘1+(I}2)>

bulunur. Bu degerler (4.4.1) egitsizliginde yerine yazilip <, tanimindan ve ayrica iiggen

esitsizligi uygulanirsa 0 < 21, x5 < 1 oldugundan
21 4
|l‘1—ZL’2| §I1+l’2 S 2—0($1+$2)+@|ZE1 —132’

ve

2 o — 2] <2 (21 +22) < ° (01 + 3) + = |
39U1 $2_3$1 T2) > X1 T T2 20$1 X2

NI

olup istenilen saglanir.

b) Her (0,z1), (0,22) € R? ve 0 < 1,29 < 0 olsun.

d(T(0,21),T(0,22)) =

(5:0)-(50))

X1 X2 i X2

d ((07 xl) ) (O’ :E?)) =

d((0,21),T(0,21)) = d((o,xl),(ﬂ,()» _

2 7
3 3
d((0,25), T (0,25)) — d((o,xz),(?o)):(g@,g:@)

olur.
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Ayrica
1 1 1
3020, 0.a2)) = (gglea =l g5 lor = 2]
9 d((O,ZE )7T(va1)) 9 5
2_0 1 — %(§($1+I2),3(I1+I2))
+d((0,$2) ,T(O,l’g))
3 21
= Z(l’l"‘@)?%(?ﬂl—#@))

bulunur <j, tanmimindan ve ayrica iiggen esitsizligi uygulanirsa 0 < =z, < 1

oldugundan 2 |z; — x| < 2(zmi4x) < 3(zi+ae) 4+ o5l —ao| ve

% |z — 29| < % (14 22) < % (x1 4+ x2) + % |z — x| olup istenilen saglanir.

c¢) Her (x1,0), (0,29) € R? ve 0 < 21,79 < 1 olsun.

d(T (21,0),T(0,22)) = d((O,xl),(%,O >:d(<%,0>,(0,x1))
d((21,0), (0,25)) = (§x1+x2,m1+§x2)

d((21,0),T (21,0) = (gmgxl)

4((0,22), T (0,25)) = (gxggxg)

olur ve ayrica

1 1 1 1 1
_d ((ZL’l, O) s (07 IQ)) = (—I‘l + — X9, == + —C(}g)

20 15 20 7 20 30

9 | d((z1,0),T (21,0)) 9 (7 5 5 7

20 B C R R R
+d((0,22), T (0, 22))

bulunur. Bu degerler (4.4.1) esitsizliginde yerlerine yazilirsa <j; tanimindan z; + %xz <

21

20, 3, v 1o 1o 67, (16, 2. w3, ;20 1. 1. _ 16, 65
5oX1 T2t 015502 = &1+ 55%2 Ve 501+5 S (01+ 5502+ 5501+ 5502 = 5381+ 5522
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olup istenilen saglanir. R? koordinat siralamasi ile Argimedyan Riesz uzay1 ve (X, d, F)
E-tam vektor metrik uzay oldugundan 7" doniistimiiniin Teorem 4.4.1’den X iginde bir

tek sabit noktas1 vardir.

Teorem 4.4.1; Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1’in genellemesidir.
Ornek

Koordinat siralamasi ile R? almsin. X = [0,1] ve (X, d, R?) vektoér metrik uzay olmak
iizere d : R x R — R? doniigiimii her z,y € X i¢in d(z,y) = (3|z —y|. 5]z —y)
bi¢iminde ve T": X — X doniigiimii de 0 < x < 1 i¢in Tx = % ve T'(1) = % bi¢iminde
tamimlansin. 7' doniigimii X iizerinde siirekli olmadigindan Teorem 4.1.1 sartim

saglayamaz. Ayrica z = 0 ve y = 5 i¢in

() +3)- (2.8

ve
1 1 1 1 4 2

d (0,7 (0 d{=,T|= =d (0,7 (0 d|l =T = == =
oroy+a(37(z)) =toronra(37(3)) = (55)
olup

1 1 1 1
d(T©),7(=))=2ld0,T d(=7(=
(ro.7(5)) =3 [roro=a(5r ()]
bulundugundan Teorem 4.2.1 sartini saglayamaz. Ancak a = §, b= § ve ¢ = % i¢in

a) Her z,y € [0,1) olmak iizere
Ty 2 1
d T ,T :d<—7—> —_= — - , = —
(Tz, Ty) 33 <9|9: ulgle yl)

ve denklemde gerekli olan diger egitlikler bulunursa
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1 1/ oy 1[4 2 2 1
— T — —_ — = — —_ —_ f— J— R
g¢ (@ 17) 6d(x’3> 6(996’ x) (27‘7”’ 273”)
1 1/ gy 1
§d(y,Ty) = —d(y,—)—§

9

2

9
1 2 1
s = (Sle=slgle-0)

olup

1 1 1

yazilir ve dolayisiyla (4.4) esitsizligi saglanir.

b) z =y =1 oldugunda d (T (1), T (1)) = d (%, %) = (0,0) oldugundan (4.4) esitsizligi

saglanir.

¢)x=1ve0<y<1olmak iizere

1y ) 1

d(T(1),Ty) d(6,3) (18 y|,18| y!)
1 1 1 10 5

“d(1.T(1) = =df(1.2)=(— =

6 (LT (1) 6 (’6) (108’108)

1 4 9
“d(y. Ty) = [—y =
5 (y,Ty) (812/,813/)

1 2 1
Sd(Ly) = (Z[1i—yl, 21—
o) = (Gl-vlgn-o)
olup (4.4) esitsizligi saglanir.
4.5. Ciri¢ S6zdebiiziilme Doniisiimii

Metrik uzaylarda Ciri¢ tarafindan tammlanan sdzdebiiziilme déniisiimii ve bu

doniisiime bagh sabit nokta teoremi vektor metrik uzaylarda incelenmigtir.

4.5.1. Tanim
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E Riesz uzayi, (X,d, F) vektor metrik uzay ve 7' : X — X bir doniigiim olsun. Her
x,y € X i¢in

u(z,y) € {d(z,y),d(Tx,x),d(Tx,y),d(Ty,y),d(Ty,z)}

olmak {izere

d(Tz,Ty) < Au(z,y)

olacak bigimde A € (0, 1) sayis1 varsa T' doniigiimiine sézdebiiziilme doniigiimii denir.

Agagidaki teoremin ispati, [23] cahgmasindaki ispat yontemi temel alinarak yapilmigtir.

4.5.2. Teorem

E Argimedyan Riesz uzayi, (X,d, E) E-tam vektor metrik uzay ve A € (O,%) iken

T : X — X sozdebiiziilme doniisiimiiniin X icinde bir tek sabit noktasi vardir ve

herhangi bir x € X igin (T"z) iterasyon dizisi bu sabit noktaya F-yakisar.

fspat

Herhangi bir x € X i¢in (T"x) iterasyon dizisinin E-Cauchy dizisi oldugunu gostermek

icin ilk olarak 2 < n iken

d(Trz, T" 'z) < Y d(T" 'z, T 2z) (4.5)

esitsizliginin  saglandigini  gdsterelim. Burada 7T doniigiimiiniin  sézdebiiziilme

tanimindan

d(T"z, T" 'z) = d(TT" o, TT" 1) < Au,(v)
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elde edilir ve

d(T" o, T 2x),d(T"x, T" ), d(T"x, T" %x),
d(T e, T 2x),d(T" o, TV 1x)
= {0,d(T" "2, T" ), d(T"2, T" 'z),d(T"x, T" *z) }

up(z) €

olmak iizere u,(z)’in alabilecegi degerler i¢in

1) d(T"z, T" 'z) < A0 =0 olur.

2) d(T"z, T 'z) < Nd(T" 'z, T" %x) olur.

3) d(Trz, T" 'z) < Xd(T"z,T" 'z) buradan (1 — \)d(T"z,T" 'z) < 0 ve
0 < X < 1/2 oldugundan d(7"z, 7" 'z) = 0 bulunur.

4) d(Trx, T" 'z) < XNd(T"z, T"?z) < Xd(T'z,T" 'z) + Nd(T" 2, T" %x)

A 1
oldugundan d(T"z, T" 'x) < ——— d(T" 'z, T"2?z) bulunur. Burada 0 < \ < 5=

—1-=A
1< /\<O:>1<1 A<1l=1< ! <2=0<1 ! A <1lol
e F r __— _ - o
2 2 -\ I—x 1-2X P
T € (0,1) bulunur.
) : . U A
Olast tiim durumlar incelendiginde (4.5) esitsizligi saglanir. Ayrica A\ < X

oldugundan

A
d(T"z, T" 'z) < maks {)\, ﬁ} d(T" 1o, T" ?x)
_ 1 n—1 n—2
= T d(T" 'z, T" *x)
olur ve g = ﬁ alimip benzer bicimde devam edilirse

d(T"z, T" 'z)

IN

Bd(T™ ‘o, T %z)

IN

52 d(T”_Q:I:, T"_3:E)

IA

B td(Tz, v)



78

elde edilir. Her n,r € N i¢in iicgen esitsizligi ve yukarida bulunan esitsizlikten

A2, T) < AT, T ) 4+ d(T T T ) e (T, T)

IN

(B0 G2 4 B (T, )

BYBT 4+ B2 4+ 1) d(Ta, 7) <

n

1-5

d(Tz,z)

bulunur. Burada 0 < 8 < 1 ve E Argimedyan Riesz uzayr oldugundan (7"z) dizisi
E-Cauchy dizisi olur. X vektor metrik uzayr E-tam oldugundan T"x ¥+ olacak
bigimde z € X vardir. Dolayisiyla a,, | 0 olacak bigimde E i¢inde (a,) dizisi vardir ve
d(T"x, z) < a, saglanir. Simdi z noktasimin 7' déniigiimiiniin sabit noktasi oldugunu

gosterelim. Uggen esitsizliginden ve T doniisiimiiniin hipotezdeki kosulundan
d(z,Tz) < d(z,T""2) +d(T" 2, T2) < d(z, T"'2) + Bu,(z, 2)

olur. Buradaki u,(zx, z) igin
un(2,2) € { d(T"z, 2),d(T"z, T\ x), d(2, Tz),d(T"z, Tz), d(z, T"z) }

vazabiliriz. Bir onceki gosterime benzer bicimde w,(z,z)'nin alabilecegi durumlar

sirasiyla incelenirse

1.d(2,Tz) < d(z,T""2)+ Bd(T"z, 2)
< apy1+Pa, < (1+6)ay
2.d(2,Tz) < d(z,T""2)+ Bd(T"x, T"'x)
< d(z,T"x) + Bd(T"z,2) + Bd(T" 'z, 2)
< tpp1 F Ban+ Ban < (1428)ay
3.d(2,T2) < d(z,T""'x)+ Bd(z,Tz)
= (1-pB)d(z,Tz) <d(z, T" 'z)
= d(z,Tz) < ﬁd(z,T"Haz) < . i Banﬂ <7 i Ban
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ve
4.d(z,Tz) < d(z,T""'z)+ Bd(T"x,T%)
< d(z, T"'z) + Bd(T"x,2) + Bd(z,Tz)
< ﬁ d(z, T" ') + % d(T"z, z)
1 1
S man—&—l—'_%anS%Gn
5.d(2,Tz) < d(z,T""x)+ Bd(z,T""r) = (1+B)d(z, T"z)
S (1+5)an+1§(1+ﬁ)an

bulunur. Olas1 tiim durumlar incelendiginde E Riesz uzayinin Argimedyanlhigindan
d(z,Tz) = 0, yani Tz = z bulunur. Sabit noktanin tekligini gostermek igin 7'

doniisiimiin bagka bir sabit noktasi 2’ € X olsun.

d(z,2") =d(Tz,TZ) < Bu(z,?)

olur. Burada u(z, 2’) i¢in

u(z,2) € {d(z,2),d(Tzz2),d(Tz,2"),d(TZ,2"),dT, 2)}

= {0.d(z,2)}

yazabiliriz ve u(z, z’)’nin olast durumlar: incelendiginde

1.d(z,2") < B0=0 yaniz= 2z bulunur.

2.d(z,2') < Bd(z72) olup 1 — 8 < 1 oldugundan z = 2’ bulunur.

Vektor metrik uzaylarda tanimlanan sézdebiiziilme doniigiimlerinin vektorel siirekli

olmasi gerekmez ancak doniigiimiin sabit noktasinda vektorel siireklidirler.
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4.5.3. Teorem

E-tam vektor metrik uzay iistiindeki her sézdebiiziilme doniigiimii sabit noktasinda

vektorel stireklidir.
jspat

E Argimedyan Riesz uzayi, (X,d, E) E-tam vektor metrik uzay ve T : X — X
sozdebiiziilme olmak iizere z € X noktasi 7' doniisiimiiniin sabit noktasi olsun.
Teorem (4.5.2)’den herhangi bir z € X i¢in (7"x) iterasyon dizisi z noktasina
E-yakinsaktir. Bu da d(T"z, z) < a, ve a, | 0 olacak bicimde E i¢inde (a,) dizisinin
var olmasidir. Burada 7' doniisiimiiniin  noktasinda vektorel siirekli oldugunu; yani

Tre ¥ 5 iken 7T ¥ T2 = 2 oldugunu gosterelim.

up(z,2) € {d(T"z,z),d(T"z, TT"x),d(T"x,Tz),d(TT"z,2),d(Tz, z)}
= {0,d(T"x,z),d(T"x, TT"x),d(TT"x, 2)}

olmak fizere 7" doniigiimiiniin s6zdebiiziilme tanimindan A € (0, 1) iken
d(TT"x,Tz) < Auy(z, 2)
bulunur. u,(x, z) alabilecegi degerlere gore

1) d(TT"z,Tz) 0=0olup TT"z = Tz = z olur.

2) d(TT"x,Tz) d(T"z,z) < Aay, | 0 olur.

3) d(TTmz,Tz) < M(T"z,TT"z) < MNd(T"x,z)+d(z,TT"x)] < Ma, + apnt1] <
2Xay, 4 0 bulunur.

4)  d(TT"z,T=z) < M (TT"x, z) = M(TT"x,Tz) olup buradan
(1 =XN)d(TT"x,Tz) <0vel— >0 oldugundan TT"z = Tz = z bulunur.

<A
<A

Olas1 tiim durumlar incelendiginde 77"z 2L elde edilir.
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4.6. Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Hardy-Rogers tarafindan verilen sabit nokta teoremi, vektor metrik
uzaylarda Cevik ve Altun tarafindan ispatsiz olarak verilmistir [20]. Bu teoremin vektor

metirk uzaylarda ispat1 agagida verilmigtir.
4.6.1. Teorem
E Argimedyan Riesz uzayi, (X,d, F) E-tam vektor metrik uzay ve 7' : X — X bir

doniigiim olmak iizere a + b+ ¢+ e + f < 1 olacak bigimde negatif olmayan a, b, c, e, h

sayilar1 ve her x,y € X icin

d(Tz,Ty) < ad(xz,Tz)+bd(y, Ty) + cd(z, Ty) + ed(y, Tz) + hd(z,y)

sart1 saglaniyorsa bu 7' doniigiimiiniin X icinde bir tek sabit noktas: vardir.

fspat

Herhangi bir x € X icin 7' doniiglimiiniin hipotezde verilen sartinda y yerine Tz

yazilirsa

d(Tz,T?z) < ad(x,Tz)+bd(Tz,T*z) + cd(x, T?z)

+ed(Tx, Tx) + hd(x,Tx)

olur. Egitsizligin sag yani diizenlendiginde

a+h
1—-0b

d(Tz, Tx) < d(z,Tx) + %_b d(z, T?z) (4.6)

bulunur. Ayrica ticgen esitsizliginden,

d(T?*z,r) < d(T?z, Tz) + d(Tx, )
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yazilir ve bdylece
d(T?*z,x) — d(Tx,x) < d(T?x, Tx)
olur. Bu son egitsizlik (4.6) egitsizligi ile birlegtirilirse

h
ot d(z,Tx) + - d(x, T?z)

2
— <
d(T?z,z) —d(Tz,z) < T % T3

elde edilir ve dolayisiyla

c 2 a+h
— <
(1 1—b> d(T*z,x) < (l—b +1) d(z,Tz)
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

l4+a+h—0»

d(T? <
(T"z,2) < 1-b—c

d(z,Tx)

olur. Bu egitsizlik (4.6)’de yerine yazilip gerekli iglemler yapildiginda

9 a+h c l4+a+h-—=»>
<
d(T?z,x) < 1_bd(a:,Tx)+1_b T d(z,Tx)
a+c+h
= ——d(z,T
1—b—C ('I7 'I‘)

elde edilir. d vektor metriginin simetri 6zelligini kullanip, a ve ¢ sirasiyla b ve e ile yer

degistirilirse (yani ispatin baginda x yerine Tz ve y yerine x alinirsa)

d(T?z,z) < ad(Tx,T?z) + bd(z, Tz) + cd(Tz, Tx)

ted(z, T?z) + hd(z, Tx)
b+h

1—a

IN

d(z,Tx) + % d(x, T?z)
—a

bulunur. Benzer bicimde devam edilirse

d(T2x7 r) < M

T
- 1_@_@(1(:1:, 2



83

elde edilir. Burada

{a+c+h b+e+h}
l—b—c'1l—a—e

£ = min

secilirse

d(T?*z,x) < Bd(z, Tx)

saglanir. (T"x) dizisi i¢in n,r € N iken {i¢gen egitsizligi ile son buldugumuz esitsizligi

kullanirsak

ATz, T"x) < d(T""2, T"" o) + d(T" o, T 22) +

v d(T" 2, T )

< B ld(x, Tx) + B2 d(w, Tx) + -+ + B d(w, Tx)
< 6n<6r—1_’_ﬁ7’—2+...+1)d<x,TCL’)
< 1/6;115 d(z,Tx)

bulunur. Burada 0 < § < 1 ve E Argimedyan Riesz uzayi oldugundan (7"z) dizisi
E-Cauchy dizisi bulunur. X vektor metrik uzay1 E-tam oldugundan 7"z L, olacak
bi¢cimde z € X vardir. Dolayisiyla a, | 0 olacak bigimde E Riesz uzayinda (a,) dizisi
vardir ve d(T"z, z) < a,, saglanir. Simdi bu z elemaninin 7" doniigiimiiniin sabit noktasi

oldugunu gosterelim. Ucgen esitsizligi ve T déniisiimiiniin hipotezdeki sartindan

IN

d(z,Tz) d(z, T" 'x) + d(T" 2, Tz)

IA

d(z, T x) + ad(T"z, T" ' x) + bd(z, T%)

ted(T"z, Tz) + ed(T" ' w, 2) + hd(T"x, 2)

IN

ad(T"z, z) + ad(T™ 'z, 2) + bd(2, T2) + cd(T"z, 2)

+ed(z,Tz) + (e + 1)d(T" 1w, 2) + hd(T"x, 2)

ve diizenlenirse
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d(z,Tz) < (a+c)d(T z,2)+ (a+1+e)d(T" M2, 2)+ (b+c)d(z,Tz)
a+c+h a+e+1
< —d Tn —d n—+1
< @ +h+c a+e+1
an an
- 1-b—c 1—b—c "
2a+e+c+h+1
< a,
- 1—b—c
bulunur ve buradan d(z,7z) = 0, yani Tz = z bulunur. Sabit noktanin tekligini

gostermek icin T dontigiimiiniin baska bir sabit noktas1 2/ € X olsun. Bu durumda

d(z,2") = d(Tz,TZ) <ad(z,Tz)+bd(z', T2
+cd(z,TZ) + ed(2,Tz) + hd(z, 2')

= (c+e+h)d(z,2)

olur ve ¢ + e + h < 1 oldugundan z = 2z’ bulunur.

Bu teorem vektor metrik uzaylarda verilen diger teoremlerin bir genellemesidir. a =
b = c = e = 0 alindiginda Teorem 4.1.1'i; a = b ve ¢ = e = h = 0 alindiginda Teorem
42.1'i;c = evea=b = h = 0alndiginda Teorem 4.3.1’i ve Teorem 4.5.2’de u (z, y) nin

alabilecegi degerler incelenip digerleri 0 olarak alindiginda Teorem 4.5.2°i saglar.



85

5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde sabit nokta teorisinin metrik uzaylarda yapilan calismalarina yer verilerek
tarihsel geligiminin bir kismi sunulmugtur. Caligmanin asil konusu olan; Riesz
uzayinda deger alan vektor metrik doniisiimii yardimiyla kurulan vektor metrik
uzaylar tamtilmig, sabit nokta teorisinde verilen reel degerli klasik metrikteki temel
tamim ve teoremler bu uzaylarda ifade edilmistir. Bagka bir deyisle, metrik
uzaylardaki Banach, Kannan, Chatterjee, Reich ve Hardy-Rogers sabit nokta
teoremlerinin; Ciri¢’in sézdebiiziilme doniigiimii tanimimin ve sabit nokta teoreminin
ispatlar1 genellegtirilerek vektor metrik uzaylarda elde edilmistir. Metrik uzaylarda
bilinen diger sabit nokta teoremlerinin vektér metrik uzaylardaki ispatlar1 ve hangi

kogullar altinda saglanip saglanmadiklar: benzer bigimde incelenebilir.
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