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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da

sunulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

x ∨ y x ve y elemanlar�n�n supremumu

x ∧ y x ve y elemanlar�n�n in�mumu

an ↓ a (an) azalan dizi ve inf an = a

an ↑ a (an) artan dizi ve sup an = a

(X, d) Metrik uzay

(X, d,E) Vektör metrik uzay

xn → x (xn) dizisi x eleman�na yak�nsar

xn
o→ x (xn) dizisi x eleman�na (s�ra) o-yak�nsar

xn
d,E→ x (xn) dizisi x eleman�na (vektörel) E-yak�nsar
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1. G�R��

X bo³ olmayan bir küme f : X → X bir fonksiyon olmak üzere f alt�nda de§i³meyen

noktalara, yani x = f(x) denklemini sa§layan noktalara f fonksiyonunun sabit

noktalar� denir. Bir fonksiyonun sabit noktas�n�n varl�§� o fonksiyonun tan�m�na ba§l�

oldu§u gibi tan�mland�§� kümeye de ba§l�d�r. X = [0, 1) için f(x) = x/2

fonksiyonunun sabit noktas� x = 0 iken g(x) = x + 1 fonksiyonunun sabit noktas�

yoktur. X = (0, 1) için f(x) = x/2 fonksiyonun ise sabit noktas� yoktur. Sabit nokta

teori çal�³malar�, fonksiyonun sabit noktas�n�n varl�§�n�, varsa tek olup olmad�§�n� ve

nas�l bulunaca§�n� inceler.

Sabit nokta teori geni³ uygulanabilirli§i nedeniyle nonlineer fonksiyonel analizin esas

dal�n� olu³turur. Matemati§in birçok alan�nda oldu§u kadar �zik, kimya, biyoloji ve

ekonomi alanlar�nda görülen nonlineer diferansiyel denklemlerin ve integral

denklemlerinin çözümünde kullan�l�r. Çe³itli uygulamalar� nedeniyle bu teori birçok

yönde genelle³tirilmi³tir.

Metrik uzaylardaki sabit nokta teori çal�³malar�, 1922 y�l�nda yay�mlanan ve Banach

büzülme ilkesi olarak bilinen ³u teoremle ba³lam�³t�r: (X, d) tam metrik uzay ve f :

X → X fonksiyonu büzülme ise, yani her x, y ∈ X için

d(f (x) , f (y)) ≤ q d(x, y)

olacak biçimde q ∈ [0, 1) say�s� varsa f fonksiyonun X içinde bir tek sabit noktas�

vard�r [1]. Teoremin Banach taraf�ndan verilen ispat�, büzülme dönü³ümü için sabit

noktan�n nas�l bulunaca§�n�n bir yöntemini verir. �terasyon dizisinin tan�m�na ba§l�

olan bu yöntemde herhangi bir x0 ∈ X ba³lang�ç noktas� al�p n ∈ N için

xn = f (xn−1) tan�mlan�r. �spat, limn→∞ xn = z ∈ X limitinin varl�§�n� garantiler ve

bu durumda f (z) = z olur. Teoremin bu ispat�n�n yan� s�ra çe³itli yöntemlerle yap�lan

ispatlar� da daha sonralarda verilmi³tir [2�4]. Bu ilke hem sabit noktan�n varl�§�n�

garantiledi§i hem de tekli§ini gösterdi§i için çok kullan�³l� bir sonuç olup, çok say�da

bilim insan� taraf�ndan genelle³tirilmi³tir. Banach büzülme ilkesinin genelle³tirmeleri

ya çal�³�lan uzay alt�nda uzakl�k fonksiyonlar�n�n özelliklerinin genelle³tirilmesi ya da
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dönü³ümlerdeki büzülme ³art�n�n de§i³tirilmesiyle elde edilmi³tir.

1962 y�l�nda Edelstein taraf�ndan büzülme dönü³ümdeki q say�s� 1 al�narak tam

metrik uzay üstünde her x, y ∈ X için d(f (x) , f (y)) < d(x, y) biçiminde büzülebilir

dönü³üm tan�m� verilmi³tir [5]. Rakotch ayn� y�l monoton azalan ve [0, 1) aral�§�nda

de§er alan fonksiyonlar yard�m�yla sabit noktan�n varl�§�n� ve tekli§ini ispatlam�³t�r.

Ayr�ca bu teoremin, Banach büzülme ilkesinin bir genellemesi oldu§unu vermi³tir [6].

1969 y�l�nda Boyd ve Wong taraf�ndan d metri§inin de§er kümesinin kapan�³�nda

tan�ml� ve yar�-sürekli Ψ fonksiyonu ile Ψ-büzülme tan�m� verilerek bu büzülmenin

Rakotch teoreminin bir genellemesi oldu§u gösterilmi³tir [7]. Meir ve Keeler 1969

y�l�nda büzülme ³art�n� de§i³tirip çok daha genel bir s�n�fa genelle³tirerek

MK-büzülme dönü³ümünü tan�mlam�³ ve Banach büzülme ilkesi ile Edelstein

teoreminin bir genelle³tirilmesi oldu§unu ifade etmi³lerdir [8]. Kannan, 1968 y�l�nda

Banach büzülme ilkesinden ba§�ms�z olarak q ∈ [0, 1/2) olmak üzere

d(f (x) , f (y)) ≤ q [d(x, f (x)), d(y, f (y))]

ko³ulunu sa§layan f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit noktas� oldu§unu

göstermi³tir. Her büzülme dönü³ümü tan�m�ndan dolay� sürekli iken Kannan sabit

nokta teoremindeki dönü³ümün sürekli olmak zorunda olmad�§� gösterilmi³tir [9].

Chatterjee, 1972 y�l�nda Kannan sabit nokta teoremini de§i³tirerek f fonksiyonunun

d(f (x) , f (y)) ≤ q [d(x, f (y)), d(y, f (x))]

ko³ulunu sa§lad�§� teoremini ispatlam�³t�r [10]. Zam�rescu, ayn� y�l Banach, Kannan

ve Chatterjee teoremlerini birle³tirerek sabit nokta için daha genel bir teorem vermi³tir

[12]. �iri¢ 1971 y�l�nda bilinen büzülme ³art�n�; λ ∈ [0, 1) iken her x, y ∈ X için negatif

olmayan ve

sup
x,y∈X

{q (x, y) + r (x, y) + s (x, y) + 2t (x, y)} = λ < 1

ko³ulunu sa§layan q (x, y) , r (x, y) , s (x, y) , t (x, y) say�lar� ile genelleyerek

genelle³tirilmi³ büzülme kavram�n� ve daha genel olan sabit nokta teoremini
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vermi³tir [14]. Ayr�ca Reich, 1971 y�l�nda Banach ve Kannan sabit nokta

teoremlerinin genellemesi olan teoreminde f fonksiyonu

d (f (x) , f (y)) ≤ a d (x, f (x)) + b d (y, f (y)) + c d (x, y)

ko³ulunu sa§larsa, bu fonksiyonun bir tek sabit noktas� oldu§unu göstermi³tir [15].

Burada a, b, c negatif olmayan say�lar ve a + b + c < 1'dir. Bu teoremde a = b = 0

al�n�rsa Banach sabit nokta teoremi, a = b ve c = 0 al�n�rsa Kannan sabit nokta teoremi

elde edilir. Hardy ve Rogers 1973 y�l�nda Reich'in sonuçlar�ndan baz�lar�n� kullanarak

sabit nokta için daha genel olan teoremlerini ispatlam�³lard�r [16]. Bu teoremde negatif

olmayan a, b, c, e, h say�lar�n�n toplam� 1'den küçüktür ve f fonksiyonu

d (f (x) , f (y)) ≤ a d (x, f (x)) + b d (y, f (y)) + c d (x, f (y))

+e d (y, f (x)) + h d (x, y)

ko³ulunu sa§lar. Burada c = e = 0 al�n�rsa Reich teoremi elde edilir. 1974 y�l�nda �iri¢,

genelle³tirilmi³ büzülmedeki uzakl�klar�n lineer kombinasyonlar�n�, maksimumlar�yla

de§i³tirerek sözde büzülme olarak adland�r�lan daha genel yeni bir büzülme s�n�f� ve

sabit nokta teoremi vermi³tir [17]. Sabit nokta çal�³malar� ile ilgili daha detayl� bilgi

için [18]'e bak�labilir.

Bu tez çal�³mas�n�n ikinci bölümünde sonraki bölümlere yard�mc� olmas� aç�s�ndan 1928

y�l�nda F. Riesz taraf�ndan tan�mlanan ve çok say�da uygulama alan� bulunan, Riesz

uzaylar�n�n temel tan�m ve teoremlerine yer verilmi³tir [19]. Ayr�ca tez çal�³mas�n�n

as�l konusu olan vektör metrik dönü³ümü ve vektör metrik uzaylar ile ilgili kavramlar

incelenmi³tir [20]. Reel de§erli klasik metrik dönü³ümünün genelle³tirilmesi olan vektör

metrik dönü³ümleri, Riesz uzay�nda de§er al�rlar ve reel say�lar�n al�³�lm�³ s�ralamas�

yerine bu Riesz uzay�nda tan�mlanan s�ralamay� kullan�rlar.

Üçüncü bölüm Banach sabit nokta teoreminin birkaç farkl� ispat�n�n verilmesiyle

ba³lay�p �iri¢'in sözde büzülme dönü³ümlerine kadar olan metrik uzaylardaki sabit

nokta teorinin k�sa bir tarihçesini içermektedir [18].
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Dördüncü bölümde, Banach sabit nokta teoreminin vektör metrik uzaylardaki [20]

ispat�ndan yola ç�karak E-tam vektör metrik uzaylarda Kannan, Chatterjee, Reich,

Hardy-Rogers sabit nokta teoremleri ve ispatlar� ayr�ca �iri¢'in sözdebüzülme

dönü³ümü için verilen sabit nokta teoremi ve ispat� vektör metrik uzaylarda

gösterilmi³tir. E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay olmak

üzere T : X → X bir dönü³üm ve x ∈ X oldu§unda teoremler ve ispatlar� vektör

metrik uzaya uyarlan�rken, öncelikle teoremin hipotezinde verilen ko³uluna uygun

olarak T dönü³ümü için (T nx) dizisinin E-Cauchy oldu§u ve daha sonra uzay�n

E-taml�§� kullan�larak (T nx) dizisinin E-yak�nsad�§� bir z ∈ X eleman�n�n varl�§�

belirtilip bu E-yak�nsanan de§erin dönü³ümün sabit noktas� oldu§u ve son olarak da

bu sabit noktan�n bir tek oldu§u gösterilmi³tir.



5

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

2.1. Riesz Uzaylar�

Bu bölüm Riesz uzaylar� hakk�nda baz� temel tan�mlar� ve teoremleri içermektedir.

Riesz uzaylar� hakk�nda ayr�nt�l� bilgi için [19]'a bak�labilir.

2.1.1. Tan�m

E bo³ olmayan bir küme olmak üzere E üzerinde tan�ml� ≤ ba§�nt�s�

i) her a ∈ E için a ≤ a

ii) her a, b ∈ E için a ≤ b ve b ≤ a ise a = b

iii) her a, b, c ∈ E için a ≤ b ve b ≤ c ise a ≤ c

ko³ullar�n� sa§l�yorsa≤ ba§�nt�s�na E üzerinde (k�smî) s�ralama ba§�nt�s� ve E kümesine

de s�ral� küme denir. Her a, b ∈ E için a ≤ b veya b ≤ a oluyorsa ≤ ba§�nt�s�na tam

s�ralama ba§�nt�s� denir.

Örnek

Reel say�lar al�³�lm�³ s�ralama ba§�nt�s� ile tam s�ral� kümedir. R2 üzerinde, herhangi

a, b ∈ R2 için a = (a1, a2) ve b = (b1, b2) olmak üzere

a ≤k b⇔ a1 ≤ b1 ve a2 ≤ b2

biçiminde tan�mlanan koordinat s�ralamas� bir k�smî s�ralama ba§�nt�s�;

a ≤s b⇔ a1 < b1 veya (a1 = b1 ve a2 ≤ b2)

biçiminde tan�mlanan sözlüksel s�ralama bir tam s�ralama ba§�nt�s�d�r.
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2.1.2. Tan�m

i) E bir reel vektör uzay� ve ≤ ba§�nt�s� E üzerinde bir s�ralama ba§�nt�s� olsun. Her

a, b, c ∈ E ve her λ ∈ R+ için a ≤ b iken a+ c ≤ b+ c ve λa ≤ λb oluyorsa E kümesine

s�ral� vektör uzay� denir.

ii) (E,≤) s�ral� bir küme olmak üzere her a, b ∈ E için sup{a, b} = a ∨ b ∈ E veya

inf{a, b} = a ∧ b ∈ E ise E kümesine bir latis denir.

iii) S�ral� bir E = (E,≤) kümesi hem s�ral� vektör uzay� hem de latis ise Riesz uzay�

veya vektör latis olarak adland�r�l�r.

Örnek

a) R al�³�lm�³ s�ralama ile bir Riesz uzay�d�r.

b) R2 sözlüksel s�ralama ve koordinat s�ralmas� ile birer Riesz uzay�d�r.

c) X bo³ olmayan bir küme olmak üzere FX = {f |f : X → R} fonksiyonlar kümesi her

f, g ∈ FX ve her a ∈ X için

f ≤ g ⇔ f (a) ≤ g (a)

biçiminde tan�mlanan s�ralama ba§�nt�s� ile Riesz uzay�d�r.

2.1.3. Teorem

E Riesz uzay� ve a, b, c ∈ E olsun. Bu durumda

1) a ∨ b = − [(−a) ∧ (−b)] ve a ∧ b = − [(−a) ∨ (−b)]

2) a+ b = (a ∧ b) + (a ∨ b)

3) a+ (b ∨ c) = (a+ b) ∨ (a+ c) ve a+ (b ∧ c) = (a+ b) ∧ (a+ c)

4) Her α ≥ 0 için α (a ∨ b) = (αa) ∨ (αb) ve α (a ∧ b) = (αa) ∧ (αb)
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e³itlikleri sa§lan�r.

2.1.4. Tan�m

E bir Riesz uzay� ve (an) E içinde bir dizi olmak üzere a1 ≤ a2 ≤ · · · ise (an) dizisine

artan dizi denir ve an ↑ ile gösterilir, (an) dizisi artan ve sup{an : n ∈ N} = a ise an ↑ a

ile gösterilir. Benzer biçimde · · · ≤ a2 ≤ a1 ise (an) dizisine azalan dizi denir ve an ↓

ile gösterilir, (an) dizisi azalan ve inf{an : n ∈ N} = a ise an ↓ a ile gösterilir.

2.1.5. Tan�m

i) E s�ral� vektör uzay� ve 0, E'nin s�f�r vektörü olmak üzere a ∈ E için 0 ≤ a oluyorsa

a eleman�na pozitif eleman denir ve E kümesinin pozitif k�sm� E+ = {a ∈ E : 0 ≤ a}

biçiminde gösterilir.

ii) E Riesz uzay� ve a ∈ E olmak üzere a∨ 0 eleman�na a'n�n pozitif k�sm� denir ve a+

ile; (−a) ∨ 0 eleman�na a'n�n negatif k�sm� denir ve a− ile; a ∨ (−a) eleman�na a'n�n

modülü denir ve |a| ile gösterilir.

2.1.6. Tan�m

E Riesz uzay� olmak üzere her a ∈ E+ ve her n ∈ N+ için 1
n
a ↓ 0 oluyorsa E,

Ar³imedyan Riesz uzay� olarak adland�r�l�r.

Örnek

a) R2 koordinat s�ralamas� ile Ar³imedyan Riesz uzay�d�r. Bunu görmek için

a = (a1, a2) , b = (b1, b2) olmak üzere (0, 0) ≤k (a1, a2) ≤k (b1, b2) olacak biçimde

a, b ∈ R2 seçilsin. Buradan her n ∈ N+ için (0, 0) ≤k (a1, a2) ≤k infn∈N
1
n

(b1, b2) olur.

0 ≤ a1 ≤ infn∈N
1
n
b1 ve 0 ≤ a2 ≤ infn∈N

1
n
b2 e³itsizliklerinden ve R Ar³imedyan Riesz

uzay� oldu§undan infn∈N
1
n

(b1, b2) = (0, 0) olur ve a = (0, 0) bulunur.

b) R2 sözlüksel s�ralama ile Ar³imedyan Riesz uzay� de§ildir. Olsayd� a = (0, 1) ∈ R2
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olmak üzere her n ∈ N+ için (0, 0) ≤s (0, 1) ≤s
(
1
n
, 1
n

)
olurdu ve infn∈N

1
n
x = (0, 0)

olmas� bu durum ile çeli³irdi.

2.1.7. Tan�m

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (bn) E içinde bir dizi ve b ∈ E olmak üzere her n ∈ N için

e§er |bn − b| ↓ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi varsa (bn) dizisi b

noktas�na s�ra (order) yak�nsak veya o-yak�nsak denir ve bn
o→ b ile gösterilir. Ayr�ca

her n, p ∈ N için e§er |bn − bn+p| ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde bir (an) dizisi

varsa (bn) dizisine order Cauchy veya o-Cauchy dizisi denir. E§er E Riesz uzay�nda her

o-Cauchy dizisi o-yak�nsak ise E, o-tam Riesz uzay� olarak adland�r�l�r.

2.1.8. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay� (an) ⊂ E bir dizi ve a, b ∈ E olmak üzere a³a§�daki

önermeler gerçeklenir.

1) an
o→ a ve an

o→ b ise a = b

2) an ↓ a (veya an ↑ a) ise an
o→ a

3) an ↑ (veya an ↓) ve an
o→ a ise an ↑ a (veya an ↓ a)

4) Her α, β ∈ R ve (an) ⊂ E için an
o→ a ve bn

o→ b olmak üzere

i) αan + βbn
o→ αa+ βb

ii) an ∨ bn
o→ a ∨ b ve an ∧ bn

o→ a ∧ b

iii) (an)+
o→ a+, (an)−

o→ a− ve |an|
o→ |a|.
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2.2. Vektör Metrik Uzaylar

Bu bölümde reel de§erli olan klasik metrik dönü³ümü yerine Riesz uzay� de§erli

vektör metrik dönü³ümünü inceleyece§iz. Reel say�lardaki al�³�lm�³ s�ralama yerine

vektör metrik dönü³ümünün tan�ml� oldu§u Riesz uzay�n�n s�ralama ba§�nt�s�n�

kullanaca§�z. Bu bölüm [20] ve [21] çal�³malar� esas al�narak olu³turulmu³tur.

2.2.1. Tan�m

X bo³ olmayan bir küme, E bir Riesz uzay� ve d : X × X → E bir dönü³üm olmak

üzere d dönü³ümü

vm1) Her a, b ∈ X için d (a, b) = 0⇐⇒ a = b

vm2) Her a, b, c ∈ X için d (a, b) ≤ d (a, c) + d (b, c)

ko³ullar�n� sa§l�yorsa vektör metrik veya E-metrik, (X, d,E) üçlüsü de vektör metrik

uzay olarak adland�r�l�r.

Vektör metrik uzay için negatif olmama ve simetri özelli§i vm1) ve vm2) yard�m�yla

görülebilir.

2.2.2. Teorem

E vektör metrik uzay olmak üzere her a, b, c, d ∈ E için a³a§�daki özellikler sa§lan�r.

1) 0 ≤ d (a, b) ;

2) d (a, b) = d (b, a) ;

3) |d (a, c)− d (b, c)| ≤ d (a, b) ;

4) |d (a, c)− d (b, d)| ≤ d (a, b) + d (c, d) .

Örnek

a) E bir Riesz uzay� olmak üzere d (a, b) = |a− b| biçiminde tan�mlanan d : E×E → E
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dönü³ümü bir vektör metriktir.

b) R2, sözlüksel s�ralama ≤s ve koordinat s�ralamas� ≤k ile Riesz uzay� olmak üzere

her a, b ∈ R2 ve herhangi α, β pozitif reel say�lar� için

d ((a1, a2) , (b1, b2)) = (α |a1 − b1| , β |a2 − b2|)

biçiminde tan�mlanan d : R2 × R2 → R2 dönü³ümü vektör metriktir.

c) Herhangi 0 ≤ α, β say�lar� için α + β > 0 iken

d (a, b) = (α |a− b| , β |a− b|)

biçiminde tan�mlanan d : R×R→ R2 dönü³ümü vektör metriktir.

2.2.3. Tan�m

(X, d,E) bir vektör metrik uzay olmak üzere (xn) X içinde bir dizi ve x ∈ X olsun.

i) Her n ∈ N için d (xn, x) ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi varsa

(xn) dizisi x eleman�na vektörel yak�nsak veya E-yak�nsak denir ve xn
d,E→ x biçiminde

gösterilir.

ii) Her n, p ∈ N için d (xn, xn+p) ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi

varsa (xn) dizisine E-Cauchy denir.

iii) X vektör metrik uzay�ndaki her E-Cauchy dizisi X içinde E-yak�nsak ise (X, d,E)

üçlüsüne E-tam vektör metrik uzay denir.

2.2.4. Teorem

(X, d,E) vektör metrik uzay, (xn) X içinde bir dizi ve x ∈ X olmak üzere xn
d,E→ x ise

a³a§�daki önermeler sa§lan�r.
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1) Dizinin yak�nsad�§� x eleman� tektir.

2) (xn) dizisinin her alt dizisi de x eleman�na yak�nsar.

3) (yn) X içinde bir dizi ve yn
d,E→ y ise d (xn, yn)

o→ d (x, y)

�spat

xn
d,E→ x ise her n ∈ N için d (xn, x) ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi

vard�r.

1) Limitin tek oldu§unu göstermek için dizinin yak�nsad�§� ba³ka bir de§er oldu§unu

kabul edelim. y ∈ X ve x 6= y olmak üzere xn
d,E→ y olsun. Buradan her n ∈ N için

d (xn, y) ≤ bn ve bn ↓ 0 olacak biçimde E içinde (bn) dizisi vard�r. Her n ∈ N için

vm2) özelli§inden d (x, y) ≤ d (x, xn) + d (y, xn) ≤ (an + bn) ve (an + bn) ↓ 0 olup vm1)

özelli§inden x = y olarak bulunur.

2) Her k ∈ N olmak üzere (xn) dizisinin herhangi bir alt dizisi olan (xnk
) dizisi için

d (xnk
, x) ≤ ank

ve ank
↓ 0 sa§lan�r. Bu ise xnk

d,E→ x olmas�d�r.

3) yn
d,E→ y ise her n ∈ N için d (yn, y) ≤ bn ve bn ↓ 0 olacak biçimde E içinde (bn)

dizisi vard�r. Burada |d (xn, yn)− d (x, y)| ≤ d (xn, x) + d (yn, y) ≤ (an + bn) yaz�l�r ve

(an + bn) ↓ 0 oldu§undan d (xn, yn)
o→ d (x, y) elde edilir.

2.2.5. Tan�m

(X, d,E) vektör metrik uzay olmak üzere A, X ′in bo³tan farkl� bir alt kümesi olsun.

Bu durumda her x, y ∈ X için d (x, y) ≤ a olacak biçimde a ∈ E eleman� varsa A

kümesine E-s�n�rl� denir.

2.2.6. Teorem

(X, d,E) vektör metrik uzay olsun. Bu durumda
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1) Her E-yak�nsak dizi E-Cauchy dizisidir.

2) Her E-Cauchy dizisi E-s�n�rl�d�r.

3) Herhangi bir x ∈ X olmak üzere (xn) X içinde bir E-Cauchy dizisi, (xnk
) de bu

dizinin bir alt dizisi olsun. xnk

d,E→ x ise xn
d,E→ x olur.

4) (xn) ve (yn) E-Cauchy dizileri ise (d (xn, yn)) bir o-Cauchy dizisidir.

�spat

1) Herhangi bir x ∈ X için (xn) X içinde x eleman�na E-yak�nsak bir dizi olsun.

Buradan her n ∈ N için d (xn, x) ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi

vard�r. Her n, p ∈ N için vm2) özelli§inden d (xn, xn+p) ≤ d (xn, x)+d (xn+p, x) ≤ 2an ↓

0 yaz�l�r ve bu ise (xn) dizisinin E-Cauchy dizisi olmas�d�r.

2) X içinde (xn) bir E-Cauchy dizisi ise her n, p ∈ N için d (xn, xn+p) ≤ an ve (an) ↓ 0

olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r. Her n ∈ N için (an) dizisi azalan bir dizi

oldu§undan d (xn, xn+p) ≤ a1 olacak biçimde a1 ∈ E+ vard�r ve (xn) dizisi E-s�n�rl�

bulunur.

3) X içinde bir (xn) E-Cauchy dizisinin xnk

d,E→ x olacak biçimde bir alt dizisi (xnk
)

olmak üzere her n ∈ N için ve n ≤ nk iken nk = n + p olsun. Buradan her n, p ∈

N için d (xn, xn+p) ≤ an ve (an) ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r. Bu

durumda d (xnk
, x) = d (xn+p, x) ≤ bn ve bn ↓ 0 olacak biçimde E içinde (bn) dizisi

vard�r. Dolay�s�yla d (xn, x) ≤ d (xn, xn+p) + d (xn+p, x) ≤ (an + bn) ve (an + bn) ↓ 0

oldu§undan xn
d,E→ x bulunur.

4) (xn) bir E-Cauchy dizisi oldu§undan her n, p ∈ N için d (xn, xn+p) ≤ an ve (an) ↓ 0

olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r. Benzer biçimde (yn) bir E-Cauchy dizisi

oldu§undan her n, p ∈ N için d (yn, yn+p) ≤ bn ve (bn) ↓ 0 olacak biçimde E içinde (bn)
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dizisi vard�r. Her n, p ∈ N için

|d (xn, yn)− d (xn+p, yn+p)| ≤ d (xn, xn+p) + d (yn, yn+p) ≤ (an + bn)

ve (an + bn) ↓ 0 bulunur. Bu ise (d (xn, yn)) dizisinin o-Cauchy dizisi olmas�d�r.

Aç�kça görülebilece§i gibi vektör metrik dönü³ümün tan�ml� oldu§u E Riesz uzay� yerine

R al�n��rsa vektör metrik ve metrik dönü³ümleri ayn� olur. Dolay�s�yla E-yak�nsama

ile yak�nsakl�k kavram�; E-Cauchy dizisi ve Cauchy dizisi kavram� ayn� olur. Benzer

biçimde X, Riesz uzay� olarak ve vektör metrik dönü³ümü de X üzerinde mutlak de§er

vektör metrik al�n�rsa E-yak�nsakl�k ve o-yak�nsakl�k ayn� olur.

2.2.7. Tan�m

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) vektör metrik uzaylar ve x ∈ X olsun. f : X → Y bir fonksiyon

olmak üzere

i) Herhangi bir y ∈ X ve her b ∈ F+ için d (x, y) < a iken ρ (f (x) , f (y)) < b olacak

biçimde a ∈ E varsa f fonksiyonuna x noktas�nda topolojik sürekli denir. Her x ∈ X

noktas�nda f fonksiyonu topolojik sürekli ise X üzerinde topolojik süreklidir denir.

ii) X içindeki bir (xn) dizisi için xn
d,E→ x iken f (xn)

ρ,F→ f (x) oluyorsa f fonksiyonuna

x noktas�nda vektörel sürekli veya (E,F )-sürekli denir. Her x ∈ X noktas�nda f

fonksiyonu vektörel sürekli ise X üzerinde vektörel süreklidir denir.

2.2.8. Teorem

(X, d,E) ve (Y, ρ, F ) iki vektör metrik uzay ve f : X → Y bir fonksiyon olmak üzere

F Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§unda f topolojik sürekli ise vektörel süreklidir.

�spat

Herhangi bir x ∈ X eleman�naX içinde E-yak�nsak bir (xn) dizisi var olsun. Dolay�s�yla
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her n ∈ N için d (xn, x) ≤ an ve (an) ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r.

Herhangi bir b ∈ F+ için f fonksiyonunun x noktas�nda topolojik süreklilik tan�m�ndan

y ∈ X ve d (x, y) < a iken ρ (f (x) , f (y)) < b olacak biçimde a ∈ E vard�r. Burada

her n ∈ N ve 1
n
b ∈ F+ için bn = bn ((1/n) b;xn) biçiminde seçilirse d (xn, x) < bn iken

ρ (f (xn) , f (x)) < 1
n
b olacak biçimde E içinde (bn) dizisi vard�r. E Riesz uzay�nda her

n ∈ N için cn = an ∨ bn olacak biçimde E içinde (cn) dizisi vard�r ve her n ∈ N için

d (xn, x) ≤ an < cn oldu§undan ρ (f (xn) , f (x)) < 1
n
b sa§lan�r. F Ar³imedyan Riesz

uzay� oldu§undan
(
1
n
b
)
↓ 0 bulunur ve f fonksiyonu x noktas�nda vektörel sürekli olur.

Bu nokta key� olarak seçildi§inden f fonksiyonu X üzerinde vektörel süreklidir.
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3. SAB�T NOKTA TEOR�

Bu bölüm, Banach büzülme ilkesi ve birkaç farkl� ispat�n�n verilmesiyle ba³lay�p

�iri¢'in sözdebüzülme dönü³ümlerine kadar olan sabit nokta teorinin k�sa bir

tarihçesini sunarak bu teorinin önemli sonuçlar�ndan baz�lar�n� içermektedir.

3.1. Banach Büzülme �lkesi

Burada genellikle Banach büzülme ilkesi olarak bilinen, ünlü Banach sabit nokta

teoremi incelenmi³tir.

3.1.1. Tan�m

(X, d) bir metrik uzay, f : X → X bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ q d (x, y)

olacak biçimde q ∈ [0, 1) say�s� varsa f fonksiyonu büzülme dönü³ümü veya q-büzülme

olarak adland�r�l�r.

Büzülme ko³ulunu sa§layan her fonksiyon süreklidir. Ancak sürekli olan her

fonksiyonun sabit noktas� olmayabilir.

Örnek

X = (0,∞) ve f : X → X olmak üzere her x ∈ X için f (x) =
x

2
biçiminde tan�mlanan

sürekli fonksiyonun sabit noktas� yoktur.

Stefan Banach taraf�ndan 1922 y�l�nda yay�mlanan makale, metrik uzaylarda sabit

nokta teorisinin ba³lang�c�d�r. Bu makalede verilen Banach büzülme ilkesi, tam

metrik uzay üstündeki herhangi bir büzülme dönü³ümünün sabit noktas�n�n varl�§�n�

ve tek oldu§unu ispatlar [1].
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3.1.2. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X bir büzülme dönü³ümü ise f fonksiyonunun X

içinde bir tek z sabit noktas� vard�r.

�spat

Herhangi bir x0 ∈ X alal�m. Her n ∈ N için xn = f (xn−1) biçimde (xn) dizisini

tan�mlayal�m. �lk önce (xn) dizisinin Cauchy dizisi oldu§unu gösterelim. Her n ∈ N için

d (xn, xn+1) = d (f (xn−1) , f (xn))

≤ q d (xn−1, xn)

≤ q2 d (xn−2, xn−1)

≤ · · ·

≤ qn d (x0, x1)

yaz�l�r ve n,m ∈ N için n < m iken

d (xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1) ≤
m−1∑
k=n

qn d (x0, x1) ≤
qn

1− q
d(x0, x1) (3.1)

sa§lan�r. 0 ≤ q < 1 oldu§undan limn,m→∞ d (xn, xm) = 0 olur ve böylece (xn) bir

Cauchy dizisi bulunur. X tam metrik uzay oldu§undan limn→∞ xn = z olacak biçimde

z ∈ X vard�r. �imdi f (z) = z oldu§unu gösterelim. Her n ∈ N için

0 ≤ d (xn, f (z)) = d (f (xn−1) , f (z)) ≤ q d (xn−1, z)

oldu§undan ve metrik dönü³ümünün süreklili§inden limn→∞ d (xn, f (z)) = 0 olur.

Metrik uzaylarda yak�nsak dizinin bir tek limiti oldu§undan f (z) = z olur. Son

olarak sabit noktan�n bir tek oldu§unu gösterelim. f (y) = y ve y 6= z olsun. Bu

durumda d (z, y) = d (f (z) , f (y)) ≤ q d (z, y) olup (1− q) d (z, y) ≤ 0 ve 0 ≤ q < 1

oldu§undan d (z, y) = 0 burada z = y bulunur.
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3.1.3. Sonuç

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X fonksiyonu bir büzülme dönü³ümü ve sabit

noktas� z ∈ X olsun.

1) Her x ∈ X için (fn (x)) dizisi yak�nsakt�r ve z noktas�na yak�nsar;

2) d (x, z) ≤ 1

1− q
d (x, f (x)) ;

3) d (fn (x) , z) ≤ qn

1− q
d (x, f (x)) ;

4) d (fn+1 (x) , z) ≤ q d (x, f (x)) ;

5) d (fn+1 (x) , z) ≤ q

1− q
d (fn (x) , fn+1 (x)) .

�spat

Sadece (2) ve (3) ispat�n� verece§iz, di§erleri basit olarak yap�labilir.

2)

d (x, z) = lim
n→∞

d (x, fn (x)) ≤ lim
n→∞

n−1∑
k=0

d
(
fk (x) , fk+1 (x)

)
=

∞∑
k=0

d
(
fk (x) , fk+1 (x)

)
≤

∞∑
k=0

qk d (x, f (x))

=
1

1− q
d (x, f (x))

biçiminde elde edilir.

3) f(z) = z oldu§undan fn(z) = z olur ve ispat�n ilk k�sm� kullan�larak

d(fn(x), z) = d(fn(x), fn (z)) ≤ qn d (x, z) ≤ qn

1− q
d (x, f (x))

bulunur.
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3.1.4. Sonuç

Banach sabit nokta teoreminin ispat� için çe³itli yakla³�mlar vard�r. Bu teoremin

yukar�daki ispat� büzülme dönü³ümü için sabit noktan�n nas�l bulunaca§�n�n bir

yöntemini verir. Bu yöntem, Picard iterasyon yöntemi veya sabit nokta iterasyonu

olarak da bilinir. �terasyon dizisinin tan�m�na ba§l� olan bu yöntemde herhangi bir

x0 ∈ X al�p n ∈ N için xn = f (xn−1) tan�mlan�r. �spat, limn→∞ xn = z ∈ X limitinin

varl�§�n� garantiler ve bu durumda f (z) = z olur. Ayr�ca (3.1) e³itsizli§inde m → ∞

iken

d (xn, z) ≤
qn

1− q
d (x0, x1)

olur ve bu n. iterasyon (xn) taraf�ndan z çözümüne yakla³�rken yap�lan hata için bir

tahmindir.

Teorem 3.1.2 için birkaç farkl� ispat yöntemi verelim.

�spat (Joseph ve Kwack [2])

c = inf {d (x, f (x)) : x ∈ X} olsun. c > 0 iken
c

q
> c olur ve x ∈ X için büzülme

dönü³ümü tan�m�nda y yerine f (x) yaz�l�rsa

d (f (x) , f (f (x))) ≤ q d (x, f (x)) < c

bulunur. Burada f bir büzülme oldu§undan c = 0 olmal�d�r. n → ∞ iken

d (xn, f (xn))→ 0 olacak biçimde X içinde (xn) dizisi ve üçgen e³itsizli§inden

d (xn, xm) ≤ d (xn, f (xn)) + d (f (xn) , f (xm)) + d (f (xm) , xm)

yaz�l�r ve f fonksiyonunun büzülme tan�m�ndan

(1− q) d (xn, xm) ≤ d (xn, f (xn)) + d (f (xm) , xm)
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elde edilir. Böylece (xn) bir Cauchy dizisidir ve limn→∞ xn = z olacak biçimde z ∈ X

vard�r. limn→∞ d (xn, f (xn)) = 0 yani limn→∞ f (xn) = z olur. Yine büzülme

tan�m�ndan d (f (xn) , f (z)) ≤ qd (xn, z) olup metrik dönü³ümünün süreklili§inden

limn→∞ f (xn) = f (z) bulunur. f fonksiyonunun büzülme ko³ulundan sabit noktan�n

tekli§i gösterilir.

�spat (Palais [3])

Herhangi x1, x2 ∈ X için üçgen e³itsizli§inden

d (x1, x2) ≤ d (x1, f (x1)) + d (f (x1) , f (x2)) + d (f (x2) , x2)

yaz�l�r. Büzülme dönü³ümü tan�m�ndan

d (x1, x2) ≤ d (x1, f (x1)) + d (f (x2) , x2) + q d (x1, x2)

bulunur ve düzenlenirse

(1− q) d (x1, x2) ≤ d (x1, f (x1)) + d (f (x2) , x2)

elde edilir. Yani her x1, x2 ∈ X için

d (x1, x2) ≤
1

1− q
[d (x1, f (x1)) + d (f (x2) , x2)] (3.2)

sa§lan�r. Burada x1, x2 noktalar� f fonksiyonunun sabit noktalar� ise (3.2)

e³itsizli§inden x1 = x2 bulunur yani, büzülme dönü³ümünün en fazla bir sabit noktas�

vard�r. Herhangi x ∈ X ve n,m ∈ N için (3.2) e³itsizli§inde s�ras�yla x1 yerine fn (x)

ve x2 yerine fm (x) yazarsak

d (fn (x) , fm (x)) ≤ 1

1− q
[d (fn (x) , f (fn (x))) + d (fm (x) , f (fm (x)))]

≤ qn + qm

1− q
d (x, f (x))
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elde edilir ve 0 ≤ q < 1 oldu§undan limn→∞ q
n = 0 olur. Buradan m,n → ∞ iken

d (fn (x) , fm (x)) = 0 bulunur yani (fn (x)) dizisi bir Cauchy dizisidir. X tam metrik

uzay oldu§undan limn→∞ f
n (x) = z olacak biçimde z ∈ X vard�r ve f fonksiyonunun

süreklili§inden f (z) = f (limn→∞ f
n (x)) = limn→∞ f (fn (x)) = z elde edilir. Ayr�ca

yukar�daki e³itsizlikte m→∞ iken

d (fn (x) , z) ≤ qn

1− q
d (x, f (x))

sa§lan�r.

�spat (Boyd ve Wong [7])

Herhangi bir x ∈ X için ϕ (x) = d (x, f (x)) olarak tan�mlans�n. f büzülme dönü³ümü

oldu§undan ϕ : X → X süreklidir ve n→∞ iken ϕ (fn (x))→ 0 olur. Her x ∈ X için

Cm =

{
x ∈ X : ϕ (x) ≤ 1

m

}

al�n�rsa yukar�daki ko³ullardan her m = 1, 2, · · · için Cm kümesinin, X'in bo³ olmayan

ve kapal� alt kümesi oldu§u ç�kar. Cm kümesinin çap�n� belirlemek için, her x, y ∈ Cm
olmak üzere

d (x, y) ≤ d (x, f (x)) + d (f (x) , f (y)) + d (f (y) , y)

≤ 2

m
+ q d (x, y)

yaz�l�r ve buradan

d (Cm) ≤ 2

m (1− q)

bulunur. Her Cm kümesi X kümesinin bo³ olmayan , kapal� bir alt kümesi

oldu§undan C1 ⊃ C2 ⊃ C3 ⊃ · · · ve m → ∞ iken d (Cm) → 0 olur. Cantor kesi³im

teoreminden
⋂
mCm = {ξ} elde edilir. Her bir m için f (Cm) ⊂ Cm oldu§undan

f ({ξ}) = f (
⋂
mCm) ⊂

⋂
m f (Cm) ⊂

⋂
mCm = {ξ} sa§lan�r ve f fonksiyonunun sabit
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noktas� ξ olur. Sabit noktan�n tek oldu§u aç�kt�r. Her x, y ∈ X ve n→∞ iken

d (fn (x) , ξ) = d (fn (x) , fn (ξ)) ≤ qn d (x, ξ)→ 0

oldu§undan

d (x, ξ) ≤ d (x, f (x)) + d (f (x) , f (ξ)) ≤ d (x, f (x)) + q d (x, ξ)

olup buradan

d (x, ξ) ≤ 1

1− q
d (x, f (x))

elde edilir. Kümenin çap� için bulunanlar birle³tirilirse

d (fn (x) , ξ) ≤ qn

1− q
d (x, f (x))

bulunur.

3.1.5. Sonuç

(X, d) bir tam metrik uzay, S ⊆ X kapal� bir alt küme ve f : X → X bir büzülme

dönü³ümü olsun. Herhangi x0 ∈ S noktas� için n ∈ N iken xn = f (xn−1) biçiminde

tan�mlanan iterasyon dizisi, f fonksiyonunun sabit noktas�na yak�nsar.

A³a§�daki örnek S kapal� olmazsa Sonuç 3.1.5'in gerçeklenmedi§ini gösterir.

Örnek

R üstündeki al�³�lm�³ metrik d olsun. Her x, y ∈ R için d (x, y) = |x− y| ve S =

B0 (1) = {x ∈ R : |x| < 1} aç�k yuvar olmak üzere, f : S → S olsun. Her x ∈ S

için f (x) =
x+ 1

2
fonksiyonu bir büzülme dönü³ümüdür ancak f fonksiyonunun S

yuvar�nda sabit noktas� yoktur.
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Banach sabit nokta teoreminin çe³itli uygulama alanlar� vard�r.

Örnek

X Banach uzay�, A,B ∈ B (X) olmak üzere A tersinir bir operatör ve

‖B − A‖ ‖A−1‖−1 < 1 ise Banach sabit nokta teoreminden B operatörü tersinirdir.

�spat

Bu örne§i ispatlarken herhangi bir y ∈ X için Bx = y denkleminin tek bir x ∈ X

çözümü oldu§unu göstermek yeterlidir. Herhangi bir y ∈ X verilsin ve x0 ∈ X için

Bx0 = y ise

y = Bx0 = (B − A)x0 + Ax0 ve A
−1y = A−1 (B − A)x0 + x0

bulunur. Burada z = A−1y ve C = A−1 (B − A) al�n�rsa x0 = z−Cx0 olur. Gösterilmesi

gereken her x ∈ X için f (x) = z−Cx biçiminde tan�mlanan f : X → X dönü³ümünün

bir büzülme ve sabit noktas�n�n da xo oldu§udur. A³a§�daki e³itsizlik her x ∈ X için

sa§lan�r.

‖f (x)− f (y)‖ = ‖C (x− y)‖ ≤
∥∥A−1∥∥ ‖B − A‖ ‖x− y‖ .

‖A−1‖ ‖B − A‖ < 1 oldu§undan f bir büzülmedir ve f fonksiyonunun tek sabit noktas�

x0 olur. (fn (x)) iterasyon dizisinin birkaç farkl� eleman�na dayanarak

z − Cx, z − C (z − Cx) = z − Cx+ C2x, z − Cx+ C2x+ C3x, · · ·

yaz�labir. ‖C‖ < 1 oldu§undan dolay� bu dizinin z −Cx+C2x+C3x+ · · · eleman�na

yak�nsak oldu§u gösterilebilir. Ayr�ca A = I ve ‖C‖ < 1 ise I − C + C2 − C3 + · · ·

eleman�n�n I + C'nin tersi oldu§u elde edilir.

A³a§�daki sonuç fn fonksiyonunu bir büzülme dönü³ümü oldu§unda f fonksiyonu ile

ili³kisini gösterir.
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3.1.6. Sonuç (Bryant [22])

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Herhangi n ≥ 1 için fn

fonksiyonu bir büzülme dönü³ümü ise f fonksiyonunun X içinde bir tek sabit noktas�

vard�r.

�spat

Banach sabit nokta teoreminden fn (z) = z olacak biçimde bir tek z ∈ X vard�r ve

fn (f (z)) = f (fn (z)) = f (z) oldu§undan f (z) = z olur buradan f fonksiyonunun

her sabit noktas� ayn� zamanda fn dönü³ümünün bir sabit noktas�d�r. Dolay�s�yla f

fonksiyonunun bir tek sabit noktas� z olur.

Sonuç 3.1.6'de verilen fonksiyonun sürekli olmas� gerekmez.

Örnek (Bryant [22])

f : [0, 2]→ [0, 2] olmak üzere f fonksiyonu

f (x) =

 1 , x ∈ [0, 1)

2 , x ∈ [1, 2]

biçiminde tan�mlans�n. Herhangi x ∈ [0, 2] için f 2 (x) = 2 ve f 2 : [0, 2] → [0, 2] bir

büzülme dönü³ümüdür ancak f fonksiyonu sürekli de§ildir.

Banach büzülme ilkesi, herhangi bir x ∈ X noktas� için bir iterasyon dizisine ba§l�

oldu§undan a³a§�daki teorem sadece aç�k yuvar üstünde ilgili fonksiyonu

tan�mlamam�za olanak sa§lar.

3.1.7. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve x0 ∈ X ve r > 0 için Br (x0) X kümesinde aç�k yuvar ve



24

f : X → X bir büzülme olsun. Yani q ∈ [0, 1) ve her x, y ∈ Br (x0) için

d (f (x) , f (y)) ≤ q d (x, y) (3.3)

ve

d (f (x0) , x0) < (1− q) r (3.4)

oluyorsa f fonksiyonunun Br (x0) içinde bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat

(3.4) e³itsizli§ini sa§layacak biçimde r0 ∈ [0, r) seçilsin. Br0 (x0) kümesinin kapan�³�

B̄r0 (x0) olmak üzere f : B̄r0 (x0)→ B̄r0 (x0) oldu§unu göstermek için her x ∈ B̄r0 (x0)

iken

d (f (x) , x0) ≤ d (f (x) , f (x0)) + d (f (x0) , x0)

≤ q d (x, x0) + (1− q) r0

bulunur. Böylece f fonksiyonunun bir z ∈ B̄r0 (x0) sabit noktas� vard�r. (3.3)

e³itsizli§inden f fonksiyonunun Br (x0) kümesindeki tek sabit noktas�n�n z oldu§u

gösterilebilir.

3.2. Edelstein Sonuçlar�

1962 y�l�nda Edelstein, büzülme dönü³ümü ko³ulundaki q sabitini 1 alarak

tan�mlad�§� büzülebilir dönü³ümlerin sabit noktalar�n� inceledi§i bir makale

yay�mlad� [5]. Bu çal�³mas�ndan baz� teoremler a³a§�da verilmi³tir.

Tam metrik uzay üstündeki f : X → X fonksiyonu, 0 ≤ λ < 1 olmak üzere her

x, y ∈ X ve x 6= y için

d (f (x) , f (y)) < λd (x, y)
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ko³ulunu sa§lad�§�nda Banach büzülme ilkesi, f fonksiyonunun sabit noktas�n�n

varl�§�n� ve tekli§ini garantiler.

Özel olarak λ = 1 al�n�rsa, bu ko³ul büzülebilir dönü³ümü verir; yani her x, y ∈ X ve

x 6= y için

d (f (x) , f (y)) < d (x, y) (3.5)

oluyor ise f fonksiyonuna büzülebilir dönü³üm denir.

3.2.1. Teorem (Edelstein [5])

X metrik uzay ve f : X → X fonksiyonu büzülebilir bir dönü³üm olsun. Herhangi

bir x ∈ X için fn(x) iterasyon dizisinin yak�nsak bir fnk(x) alt dizisi varsa, u =

limk→∞ f
nk (x) ∈ X eleman� f fonksiyonunun bir tek sabit noktas�d�r. Ayr�ca u =

limn→∞ f
n (x) sa§lan�r.

3.2.2. Teorem (Edelstein [5])

(X, d) kompakt metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için x 6= y

iken

d (f (x) , f (y)) < d (x, y)

sa§lan�rsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

3.3. Rakotch Sonuçlar�

1962 y�l�nda H. Hanani ve Rakotch büzülebilir dönü³ümler için tan�mlad�klar�

fonksiyonlar ailesi yard�m�yla, sabit nokta teori çal�³malar�n�n ve baz� sonuçlar�n�n yer

ald�§� bir makale yay�mlam�³lard�r [6].
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3.3.1. Tan�m

(X, d) metrik uzay olsun. A³a§�daki

i) α (x, y) = α (d (x, y)), yani α sadece x ve y aras�ndaki uzakl�§a ba§l�;

ii) x 6= y iken 0 ≤ α (d (x, y)) < 1;

iii) α (d), d dönü³ümünün monoton azalan bir fonksiyonu

³artlar�n� sa§layan tüm α (x, y) fonksiyonlar�n�n ailesini F1 ile gösterelim.

3.3.2. Teorem

(X, d) metrik uzay f : X → X fonksiyonu büzülebilir dönü³üm olmak üzere M ⊂ X

ve x0 ∈ X olsun. Her x ∈ X\M için

d (x, x0)− d (f (x) , f (x0)) ≥ 2d (x0, f (x0))

sa§lan�r ve f (M) görüntü kümesi X kümesinin kompakt bir alt kümesi olursa f

fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

3.3.3. Teorem

(X, d) tam metrik uzay f : X → X büzülebilir bir dönü³üm olmak üzere M ⊂ X ve

x0 ∈ X olsun. Her x ∈ X\M için

d (x, x0)− d (f (x) , f (x0)) ≥ 2d (x0, f (x0))

ve her x ∈ X için ve α (x, y) = α (d (x, y)) ∈ F1 iken

d (f (x) , f (y)) ≤ α (x, y) d (x, y)

oluyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.
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Özel olarak M = X ise a³a§�daki sonuç elde edilir.

3.3.4. Sonuç

(X, d) tam metrik uzay, her x, y ∈ X için ve α (x, y) ∈ F1 iken

d (f (x) , f (y)) ≤ α (x, y) d (x, y)

oluyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

3.3.5. Sonuç

Teorem 3.3.3 ve Sonuç 3.3.4, Banach sabit nokta teoreminin genelle³tirilmesidir.

3.4. Boyd ve Wong'un Nonlineer Büzülmesi

Boyd ve Wong 1969 y�l�nda a³a§�da tan�mlanan tipteki dönü³ümlerin sabit noktalar�n�

inceledikleri bir makale yay�mlad�lar [7]. Burada bu çal�³malar�ndaki baz� teorem ve

örneklere yer verilmi³tir.

3.4.1. Tan�m

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X bir olmak üzere her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ Ψ (d (x, y)) (3.6)

(Ψ, d dönü³ümünün görüntü kümesinin kapan�³�nda tan�ml� bir fonksiyon.) ko³ulunu

sa§layan f fonksiyonununa Ψ-büzülme dönü³ümü denir.

d dönü³ümünün görüntü kümesini P ile, P kümesinin kapan�³�n� da P̄ ile gösterelim.

Buradan P = {d (x, y) : x, y ∈ X} yaz�l�r.

Rakotch, [6]'de α azalan bir fonksiyon ve her t > 0 için α (t) < 1 iken Ψ (t) = α (t) t
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ise, (3.6) e³itsizli§ini sa§layan f fonksiyonunun bir tek u sabit noktas�n�n oldu§unu

ispatlam�³t�r. α artan bir fonksiyon ve her t ≥ 0 için α (t) < 1 iken Ψ (t) = α (t) t

ise Banach teoreminin sonucunun sa§land�§� görülebilir. Boyd ve Wong, Ψ fonksiyonun

yar�-sürekli ve her t ≥ 0 için Ψ (t) < t oldu§unu göstermenin yeterli oldu§unu ispatlay�p

ayr�ca metrik uzay konveks ise son ko³ul ç�kar�labilece§ini göstermi³tir.

(Üst yar�-süreklilik: E ⊂ R ve ϕ : X → E bir fonksiyon olmak üzere t0 ∈ X, tn → t+0

iken lim supn→∞ ϕ (tn) ≤ ϕ (tn) ise ϕ fonksiyonu t0 noktas�nda sa§dan üst yar� süreklidir

denir.)

3.4.2. Teorem

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X fonksiyonu Ψ-büzülme olsun. Ψ : P̄ → [0,∞)

fonksiyonu P̄ üzerinde sa§dan üst yar� süreklidir ve her t ∈ P̄\ {0} için Ψ (t) < t

ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� x0 vard�r ve her x ∈ X için n → ∞ iken

fn (x)→ x0 olur.

Teorem 3.4.2'de Ψ fonksiyonu sürekli olmazsa teorem genelde sa§lanmaz.

Örnek

X =
{
xn = n

√
2 + 2n; n = 0,±1,±2, · · ·

}
ve her x, y ∈ X için d (x, y) = |x− y|

verilsin. X ⊂ R kapal� alt kümesi tamd�r. Herhangi bir p ∈ P ve p 6= 0 iken p =

d(xn, xm) olacak biçimde tek türlü belirli (xn, xm) ikilisi vard�r. Öyle j, k,m, n tam

say�lar� için j > k ve m > n iken

d(xj, xk) = d(xm, xn)

olsun. Buradan

−(m− n− j + k)
√

2 = 2j − 2k − 2m + 2n (3.7)

elde edilir. (3.7) e³itsizli§inde sa§ taraf rasyonel veya s�f�r, sol taraf da irrasyonel veya
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s�f�r oldu§undan e³itli§in sa§lanmas� için iki taraf�n da s�f�r olmas� gerekir. Burada

m− n = j − k = s için

2n+s − 2n = 2k+s − 2k

bulunur ve bu durum sadece n = k olmas� ile mümkündür. Burada f(xn) = xn−1

olacak biçimde f fonksiyonunu ve P üstünde Ψ fonksiyonunu p = |xn − xm| ise Ψ(p) =

|xn−1 − xm−1| biçiminde tan�mlayal�m. Herhangi bir p ∈ P̄\P için Ψ(p) = 0 alal�m.

Her t ∈ P̄\ {0} için Ψ (t) < t ve

d(f(x), f(y)) = Ψ(d(x, y))

elde ederiz. Ancak f fonksiyonunun sabit noktas� yoktur.

Teorem 3.4.2'da Ψ fonksiyonu P̄ kümesi yerine P üstünde tan�mlansayd� P̄ kümesine

geni³letilemezdi. Yukar�daki örnekte
√

2 ∈ P̄\P eleman� için bu durum görülebilir.

Teorem 3.4.2'daki her t ∈ P̄\ {0} için Ψ (t) < t yerine bir t0 ∈ X için Ψ (t0) = t0

getirilirse teorem sa§lanmaz.

Örnek

X = (−∞,−1] ∪ [1,∞) ve her x, y ∈ X için d (x, y) = |x− y| olsun. Ayr�ca

f1 (x) =


1

2
(x+ 1) , x ≥ 1

1

2
(x− 1) , x ≤ −1

ve f2 (x) = −f1 (x)

fonksiyonlar�n� alal�m. Ψ fonksiyonunu

Ψ (t) =


1

2
t , t < 2

1

2
t+ 1 , t ≥ 2
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olacak biçimde tan�mlayal�m. Burada f1 ve f2 fonksiyonlar� (3.6) e³itsizli§ini sa§lar.

Tan�mlanan Ψ fonksiyonu Teorem 3.4.2'i sa§lamas�na ra§men Ψ (2) = 2 olur. Burada

f1 fonksiyonun −1 ve 1 olmak üzere iki sabit noktas� vard�r ve f2 fonksiyonunun ise

sabit noktas� yoktur.

Teorem 3.4.2 Rakotch Teoreminin genelle³tirilmesidir.

Örnek

X = [0, 1] ∪ {2, 3, 4, · · · } kümesi

d (x, y) =


|x− y| , x, y ∈ [0, 1] ise

x+ y , en az biri x, y /∈ [0, 1] ise

metri§i ile tam metrik uzay olmak üzere. f : X → X fonksiyonu

f (x) =


x− 1

2
x2 , x ∈ [0, 1]

x− 1 , x = 2, 3, · · ·

olacak biçimde tan�mlans�n. Burada x− y = t > 0 için x, y ∈ [0, 1] ise

d (f (x) , f (y)) = f (x) + f (y) < x− 1 + y = d (x, y)− 1

elde edilir ve ayr�ca Ψ fonksiyonunu

Ψ (t) =


t− 1

2
t2 , 0 ≤ t ≤ 1

t− 1 , 1 < t <∞

olacak biçimde tan�mlayal�m. Bu Ψ fonksiyonu [0,∞) kümesinde sa§dan üst yar�

süreklidir. Her t > 0 için Ψ (t) < t olur ve (3.6) e³itsizli§ini sa§lar.

lim
n→∞

d (f (n) , 0)

d (n, 0)
= 1
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oldu§undan her t > 0 için α (t) < 1 olup azalan olacak biçimde Sonuç 3.3.4'� sa§layan

bir α fonksiyonu yoktur. Ayr�ca

lim
n→∞

d (f (x) , 0)

d (x, 0)
= 1

oldu§undan her t > 0 için α (t) < 1 olup artan olacak biçimde Sonuç 3.3.4'� sa§layan

bir α fonksiyonu yoktur.

3.5. Meir-Keeler Teoremi

Meir ve Keeler 1969 y�l�nda ispatlad�klar� teoremle, Banach sabit nokta teoremindeki

büzülme ³art�n� daha genel bir s�n�fa ta³�m�³lard�r [8]. Burada bu çal�³madan baz�

sonuçlara yer verilmi³tir.

3.5.1. Tan�m

(X, d) metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Her ε > 0 için,

ε ≤ d (x, y) < ε+ δ iken, d (f (x) , f (y)) < ε (3.8)

olacak biçimde en az bir δ > 0 say�s� varsa f fonksiyonuna zay�f düzgün kesin büzülme

veya Meir-Keeler büzülme (MK büzülme) denir.

3.5.2. Teorem (Meir-Keeler [8])

(X, d) tam metrik uzay olmak üzere f : X → X fonksiyonu MK büzülme ise f

fonksiyonunun bir tek z sabit noktas� vard�r. Ayr�ca her x ∈ X için limn→∞ f
n (x) = z

olur.
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�spat

Bir f fonksiyonu MK-büzülme tan�m�ndan dolay� x 6= y iken

d (f (x) , f (y)) < d (x, y) (3.9)

e³itsizli§ini sa§lad�§�ndan büzülebilir bir dönü³ümdür. Buradan f fonksiyonunun

sürekli oldu§u görülür. Her bir x ∈ X için (fn (x)) dizisi Cauchy dizisi olursa f

fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r ve X kümesinin tam metrik uzay olmas�,

her Cauchy dizisinin limitinin varl�§�n� garantiledi§inden limn→∞ f
n (x) = z olacak

biçimde z ∈ X var olur. Ayr�ca f fonksiyonunun süreklili§inden

f (z) = f
(

lim
n→∞

fn (x)
)

= lim
n→∞

fn+1 (x) = z

olup z noktas� f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� olur. Teoremin ispat�, her bir x ∈ X

için (fn (x)) = (xn) iterasyon dizisinin Cauchy dizisi oldu§u gösterilirse tamamlan�r.

Herhangi bir x ∈ X ve n = 1, 2, · · · için cn = d (xn, xn+1) olsun. (3.9) e³itsizli§inden

(cn) azalan bir dizidir. Burada limn→∞ cn = ε > 0 olsayd� cm < ε+ δ seçildi§inde cm+1

için (3.8) e³itsizli§i sa§lanmazd�. Bu yüzden limn→∞ cn = 0 olmal�d�r. Cauchy dizisi

olmayan bir (xn) dizisi var olsun. Buradan 2ε > 0 olmak üzere her bir m0 ∈ N ve

n,m ∈ N için n,m > m0 iken d (xn, xm) > 2ε yaz�l�r. (3.8) e³itsizli§inden δ > 0 vard�r

ve

ε ≤ d (x, y) < ε+ δ iken d (f (x) , f (y)) < ε (3.10)

bulunur. Burada δ′ = min {δ, ε} seçilip δ ile yer de§i³tirirse e³itsizlik sa§lan�r. Key�

m0 ∈ N için cm0 <
δ′

3
ve m,n > m0 olsun. m < n ve d (xm, xn) > 2ε olmak üzere

j ∈ {m,m+ 1, · · · , n} vard�r ve

ε+
2δ′

3
< d (xm, xj) < ε+ δ′ (3.11)

yaz�l�r. (3.11) e³itsili§ini göstermek için d (xn−1, xn) < ε
3

e³itsizli§ini kullanarak
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d (xm, xn) > 2ε ve d (xm, xn) ≤ d (xm, xn−1) + d (xn−1, xn) oldu§undan

ε+
2δ′

3
< d (xm, xn−1) (3.12)

bulunur. k, {m,m+ 1, · · · , n} kümesindeki en küçük do§al say� olmak üzere m < k ≤

n − 1 yaz�l�r ve ε + 2δ′

3
< d (xm, xk) sa§lan�r. d (xm, xk) < ε + δ′ oldu§unu göstermek

için tersinin do§ru oldu§unu kabul edelim. Yani

ε+ δ′ ≤ d (xm, xk) ≤ d (xm, xk−1) + d (xk−1, xk) < d (xm, xk−1) +
2δ′

3

olsun. Buradan

ε+
2δ′

3
< d (xm, xk−1)

bulunur. Bu çeli³ki k say�s�n�n minimal seçilme ko³ulundan kaynaklanmaktad�r. Bu

yüzden (3.11) e³itsizli§i sa§lanmak zorundad�r. �imdi,

d (xm, xk) ≤ d (xm, xm+1) + d (xm+1, xk+1) + d (xk+1, xk)

e³itsizli§i, (3.10) ve (3.11) e³itsizlikleri;

d (xm, xj) ≤ cm + ε+ ck <
δ′

3
+ ε+

δ′

3

e³itsizli§ini sa§lar. Bu ise (3.11) e³itsizli§i ile çeli³ir. Bu çeli³ki (xn) dizisinin Cauchy

dizisi olmamas� kabulünden kaynakland�§� için (xn) Cauchy dizisidir.

Teorem 3.5.2 (Meir-Keeler), Teorem 3.1.2 (Banach büzülme ilkesi) ve Teorem 3.2.2'in

(Edelstein) genelle³tirilmesidir.

Teorem 3.1.2 ispat� için,
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Key� ε > 0 verilsin ve δ =
(

1
q−1

)
ε olsun. d (x, y) < ε+ δ ve x 6= y iken

d (f (x) , f (y)) < q d (x, y) < q ε+ q δ = ε

olur. Bu yüzden f fonksiyonu (3.8) e³itsizli§ini sa§lar ve teoremin ispat�, Teorem 3.5.2'in

ispat�nda oldu§u gibi devam eder.

Teorem 3.2.2 ispat� için,

Verilen f fonksiyonun (3.8) e³itsizli§ini sa§lamad�§�n� kabul edelim. Herhangi ε > 0 ve

X içindeki (xn) ve (yn) dizileri için

d (xn, yn) < ε+
1

n
ve d (f (xn) , f (yn)) ≥ ε

olur. X kompakt metrik uzay oldu§undan (xn) ve (yn) dizilerinin s�ras�yla x0 ∈ X

ve y0 ∈ X noktalar�na yak�nsayan (xnk
) ve (ynk

) alt dizileri vard�r. f fonksiyonunun

süreklili§inden ve kabulden

d (x0, y0) ≤ ε ≤ d (f (x0) , f (y0)) < d (x0, y0)

yaz�l�r. Bu çeli³ki f fonksiyonu (3.8) e³itsizli§ini sa§lamas�n kabulünden

kaynakland�§�ndan f fonksiyonu (3.8) e³itsizli§ini sa§lar. �spat�n devam�, Teorem

3.5.2'in ispat�nda oldu§u gibi devam eder.

Ancak Teorem 3.5.2 (Meir-Keeler), Rakotch ve Boyd-Wong teoremlerinin

genelle³tirmesi de§ildir. Rakotch ve Boyd-Wong di§er ³artlar aras�ndan a³a§�daki

e³itsizliklerin sa§lanmas�n� kabul eder. d (f (x) , f (y)) ≤ Ψ (d (x, y)) ve her t 6= 0 için

Ψ (t) < t

A³a§�daki örnek, Meir-Keeler teoremi sa§lansa bile yukar�daki e³itsizli§in

sa§lanmayabilece§ini gösterir.
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Örnek

X = [0, 1] ∪ {3, 4, 6, 7, · · · , 3n, 3n+ 1, · · · } kümesi Öklid metri§i ile verilsin.

f (x) =



x

2
, 0 ≤ x ≤ 1

0 , x = 3n

1− 1

n+ 2
, x = 3n+ 1

biçiminde tan�mlanan f fonksiyonu MK büzülmedir. Ancak her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ Ψ (d (x, y))

iken Ψ (1) = 1 olup sa§lanmas� gereken e³itsizlik ile çeli³ir.

3.6. Kannan, Chatterjee ve Zam�rescu Teoremleri

Kannan'�n 1968 y�l�nda Banach sabit nokta teoreminden ba§�ms�z olarak verdi§i sabit

nokta teoremi ve baz� sonuçlar� a³a§�da incelenmi³tir [9].

3.6.1. Teorem (Kannan [9])

(X, d) tam metrik uzay, f : X → X bir fonksiyon ve 0 ≤ q <
1

2
olsun. Her x, y ∈ X

için

d (f (x) , f (y)) ≤ q [d (x, f (x)) + d (y, f (y))] (3.13)

sa§lan�yorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r yani f (z) = z olacak biçimde

bir tek z ∈ X vard�r.

�spat (Joseph ve Kwack [2])

c = inf {d (x, f (x)) : x ∈ X} olsun. Buradan c ≥ 0 olaca§� görülür. Ancak c > 0 olsa
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c (1−q)
q

> c olur ve

d (x, f (x)) <
c (1− q)

q

olacak biçimde x ∈ X var olur. Hipotezde y yerine f (x) al�n�p yukar�da bulunan

e³itsizlik ile birle³tirilirse

d
(
f (x) , f 2 (x)

)
≤ q

[
d (x, f (x)) + d

(
f (x) , f 2 (x)

)]
≤ q

1− q
d (x, f (x))

≤ q

1− q
c (1− q)

q

= c

bulunur. Bu ise c'nin tan�m� ile çeli³ir. Dolay�s�yla c = 0 bulunur ve

limn→∞ d (xn, f (xn)) = 0 olacak biçimde X içinde bir (xn) dizisi vard�r. Üçgen

e³itsizli§i ve f fonksiyonunun tan�m�ndan

d (xm, xn) ≤ d (xm, f (xm)) + d (f (xm) , f (xn)) + d (xn, f (xn))

≤ d (xm, f (xm)) + q [d (xm, f (xm)) + d (xn, f (xn))] + d (xn, f (xn))

= (1 + q) [d (xm, f (xm)) + d (xn, f (xn))]

elde edilir ve n,m → ∞ iken (xn) bir Cauchy dizisi bulunur. X tam metrik uzay

oldu§undan limn→∞ xn = z olacak biçimde z ∈ X vard�r dolay�s�yla limn→∞ f (xn) = z

olur. f(z) = z oldu§unu gösterirken

d (z, f (z)) ≤ d (z, f (xn)) + d (f (xn) , f (z))

≤ d (z, f (xn)) + q [d (xn, f (xn)) + d (z, f (z))]

yaz�l�r ve n→∞ iken

d (z, f (z)) ≤ q d (z, f (z))
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bulunur ve q < 1 oldu§undan d (z, f (z)) = 0 yani z = f (z) elde edilir. Sabit noktan�n

tek oldu§unu göstermek için, f fonksiyonunun ba³ka bir sabit noktas� y ∈ X olsun.

d (z, y) = d (f (z) , f (y)) ≤ q [d (z, f (z)) + d (y, f (y))] = 0

olup z = y bulunur.

3.6.2. Sonuç

Banach büzülme ilkesi ve Kannan sabit nokta teoremi birbirinden ba§�ms�zd�r.

Banach büzülme ilkesinde f fonksiyonunun sürekli olmas� gerekirken Kannan sabit

nokta teoreminde sürekli olmayabilir.

Örnek

X = [0, 1] ve f : X → X fonksiyonu

f (x) =



x

4
, x ∈

[
0,

1

2

)
x

5
, x ∈

[
1

2
, 1

]

biçiminde tan�mlans�n. Burada f fonksiyonu x =
1

2
noktas�nda sürekli olmad�§�ndan

büzülme dönü³ümü de§ildir. Ancak q =
3

4
için Kannan sabit nokta teoremi ko³ulunu

sa§lar.

Örnek

X = [0, 1] ve x ∈ X için f (x) =
x

3
fonksiyonu büzülme dönü³ümüdür. Ancak x =

1

3
ve y = 0 al�nd�§�nda Kannan sabit nokta teoremi ³art�n� sa§lamaz.

Sonuç olarak Kannan sabit nokta teoremi, Banach sabit nokta teoreminin genellemesi

de§ildir.



38

Chatterjee 1972 y�l�nda Kannan sabit nokta teoreminin ba³ka bir biçimini ispatlam�³t�r

[10].

3.6.3. Teorem

(X, d) tam metrik uzay, f : X → X bir ve 0 ≤ q <
1

2
olsun. Her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ q [d (x, f (y)) + d (y, f (x))] (3.14)

oluyorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat (Fisher [11])

Herhangi bir x ∈ X al�ns�n. Hipotezde verilen (3.14) e³itsizli§inde s�ras�yla x yerine

fn−1 (x) ve y yerine fn (x) yaz�ld�§�nda

d
(
fn (x) , fn+1 (x)

)
≤ q

[
d
(
fn−1 (x) , fn+1 (x)

)
+ d (fn (x) , fn (x))

]
= q d

(
fn−1 (x) , fn+1 (x)

)
≤ q

[
d
(
fn−1 (x) , fn (x)

)
+ d

(
fn (x) , fn+1 (x)

)]

olur ve

d
(
fn (x) , fn+1 (x)

)
≤ q

1− q
d
(
fn−1 (x) , fn (x)

)
≤ · · · ≤

(
q

1− q

)n
d (x, f (x))

elde edilir. Herhangi r ∈ N için üçgen e³itsizli§i ve yukar�da bulunan e³itsizlikten

d
(
fn (x) , fn+r (x)

)
≤ d

(
fn (x) , fn+1 (x)

)
+ d

(
fn+1 (x) , fn+2 (x)

)
+

· · ·+ d
(
fn+r−1 (x) , fn+r (x)

)
≤

 ( q
1−q

)n
+
(

q
1−q

)n+1

+

· · ·+
(

q
1−q

)n+r−1
 d (x, f (x))

≤
(

q

1− q

)n
1

1− q
d (x, f (x))
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olup burada q
1−q < 1 oldu§undan (fn (x)) dizisi bir Cauchy dizisi bulunur. X tam

metrik uzay oldu§undan limn→∞ xn = z olacak biçimde z ∈ X vard�r. Ayr�ca f (z) = z

oldu§unu gösterirken

d (z, f (z)) ≤ d (z, fn (x)) + d (fn (x) , f (z))

≤ d (z, fn (x)) + q
[
d
(
fn−1 (x) , f (z)

)
+ d (fn (x) , z)

]

yaz�l�r ve n→∞ iken d (z, f (z)) ≤ q d (z, f (z)) elde edilir. Burada q < 1/2 oldu§undan

f (z) = z olur. Ba³ka bir sabit nokta y ∈ X olsun.

d (z, y) = d (f (z) , f (y)) ≤ q [d (z, f (y)) + d (y, f (z))] = 2q d (z, y)

yaz�l�r ve [1− 2q] d (z, y) ≤ 0 olup z = y olarak bulunur.

Zam�rescu 1972 y�l�nda Banach, Kannan ve Chatterjee'nin sonuçlar�n� birle³tirerek

sabit nokta için bir teorem vermi³tir [12].

3.6.4. Teorem (Zam�rescu [12])

(X, d) tam metrik uzay, f : X → X bir fonksiyon olsun. 0 ≤ α < 1, ve 0 ≤ β <
1

2
ve

γ <
1

2
olacak biçimde α, β, γ reel say�lar� ve her x, y ∈ X için

(z1) d (f (x) , f (y)) ≤ α d (x, y)

(z2) d (f (x) , f (y)) ≤ β [d (x, f (x)) + d (y, f (y))]

(z3) d (f (x) , f (y)) ≤ γ [d (x, f (y)) + d (y, f (x))]

ko³ullardan en az birini sa§layan f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat
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Herhangi x, y ∈ X için (z2) ko³ulu sa§lan�rsa

d (f (x) , f (y)) ≤ β [d (x, f (x)) + d (y, f (y))]

≤ β [d (x, f (x)) + d (y, x) + d (x, f (x)) + d (f (x) , f (y))]

yaz�l�r ve buradan

(1− β) d (f (x) , f (y)) ≤ 2β d (x, f (x)) + β d (x, y)

olup

d (f (x) , f (y)) ≤ 2β

1− β
d (x, f (x)) +

β

1− β
d (x, y)

elde edilir. Benzer biçimde (z3) sa§lan�rsa

d (f (x) , f (y)) ≤ γ [d (x, f (y)) + d (y, f (x))]

≤ γ [d (x, f (x)) + d (f (x) , f (y)) + d (y, x) + d (x, f (x))]

yaz�l�r ve buradan

(1− γ) d (f (x) , f (y)) ≤ 2γ d (x, f (x)) + γ d (y, x)

olup

d (f (x) , f (y)) ≤ 2γ

1− γ
d (x, f (x)) +

γ

1− γ
d (y, x)

elde edilir. Burada λ = maks
{
α, β

1−γ ,
γ

1−γ

}
seçilirse 0 ≤ λ < 1 olur ve her x, y ∈ X

için (z2) veya (z3) sa§lan�r. Dolay�s�yla

d (f (x) , f (y)) ≤ 2λ d (x, f (x)) + λ d (x, y) (3.15)
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bulunur. Benzer ad�mlarla (z2) veya (z3) sa§land�§�nda

d (f (x) , f (y)) ≤ 2λ d (x, f (y)) + λ d (x, y) (3.16)

oldu§u gösterilebilir. (3.15) ve (3.16) e³itsizliklerinden (z1) elde edilebilir. (3.15)

e³itsizli§inde f fonksiyonunun en az�ndan bir sabit noktas� vard�r. Bu sabit noktan�n

varl�§�n� göstermek için, key� x0 ∈ X ve n = 1, 2, · · · için xn = fn (x0) olacak biçimde

iterasyon dizisini alal�m. (3.15) e³itsizli§inde x yerine xn ve y yerine xn−1 yaz�l�rsa

d (xn+1, xn) = d (f (xn) , f (xn−1))

≤ 2λ d (xn, f (xn−1)) + λ d (xn, xn−1)

= 2λ d (xn, xn) + λ d (xn, xn−1)

olup

d (xn+1, xn) ≤ λ d (xn, xn−1)

elde edilir. Bu yüzden (xn) dizisi Cauchy dizisi olur ve sonuç olarak limn→∞ xn = z

olacak biçimde z ∈ X vard�r ve limn→∞ d (xn+1, xn) = 0 olur. (3.15) e³itsizli§inde üçgen

e³itsizli§i kullan�larak

d (z, f (z)) ≤ d (z, xn+1) + d (xn+1, f (z))

= d (z, xn+1) + d (f (xn) , f (z))

≤ d (z, xn+1) + λ d (z, xn) + 2λ d (xn, f (xn))

bulunur ve n→∞ iken d (z, f (z)) = 0 olur. Dolay�s�yla f (z) = z elde edilir.

3.6.5. Sonuç (Rohades [13])

Bir f fonksiyonu (3.14) e³itsizli§ini sa§l�yorsa f ∈ (Z) ; ayr�ca f fonksiyonu i = 1, 2, 3

için (zi) ko³ullar�ndan birini sa§l�yorsa f ∈ (Z; zi) yaz�l�r. Ek olarak (Z ′) ve (Z ′′)

a³a§�daki gibi tan�mlans�n.
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(Z ′) : Negatif olmayan a, b, c fonksiyonlar�

sup
x,y∈X

(a (x, y) + 2b (x, y) + 2c (x, y)) ≤ λ < 1

³art�n� sa§las�n ve her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ a (x, y) d (x, y) + b (x, y) [d (x, f (x)) + d (y, f (y))] +

c (x, y) [d (x, f (y)) + d (y, f (x))]

olsun.

(Z ′′) : 0 ≤ h < 1 olacak biçimde bir h sabiti ve her x, y ∈ X için,

d (f (x) , f (y)) ≤ hmaks


d (x, y) ,

d (x, f (x)) + d (y, f (y))

2
,

d (x, f (y)) + d (y, f (x))

2


olsun.

O halde (Z),(Z ′),(Z ′′) deki ko³ullar birbirine denktir.

�spat

(Z) ⇒ (Z ′) : f fonksiyonu x, y ∈ X için f ∈ (Z; z1) ise a (x, y) = α tan�mlan�r,

b = c = 0 al�n�r ve f fonksiyonu (Z ′) ko³ulunu sa§lar; f ∈ (Z; z2) ise b (x, y) = β

tan�mlan�r, a = c = 0 al�n�r ve f fonksiyonu (Z ′) ko³ulunu sa§lar; f ∈ (Z; z3) ise

c (x, y) = γ tan�mlan�r, a = b = 0 al�n�r ve f fonksiyonu (Z ′) ko³ulunu sa§lar.

(Z ′)⇒ (Z ′′) : f fonksiyonunu (Z ′) ko³ulunu sa§las�n ve

M (x, y) = maks
{
d (x, y) , d(x,f(x))+d(y,f(y))

2
, d(x,f(y))+d(y,f(x))

2

}



43

seçilsin. Buradan

d (f (x) , f (y)) ≤ [a (x, y) + 2b (x, y) + 2c (x, y)] M (x, y) ≤ λM (x, y)

olup f fonksiyonunu (Z ′′) ko³ulunu sa§lar.

(Z ′′) ⇒ (Z) : Her x, y ∈ X için M (x, y) = d (x, y) ise α = h olmak üzere f ∈ (Z; z1)

olur. M (x, y) = 1/2 [d (x, f (x)) + d (y, f (y))] ise β = h/2 olmak üzere f ∈ (Z; z2)

olur. M (x, y) = 1/2 [d (x, f (y)) + d (y, f (x))] ise γ = h/2 olmak üzere f ∈ (Z; z3)

olur.

3.7. �iri¢ Genelle³tirilmi³ Büzülme Dönü³ümü

1971 y�l�nda �iri¢, bilinen büzülme ³art�n� genelleyerek a³a§�da verildi§i gibi

genelle³tirilmi³ büzülme kavram�n� tan�mlayarak bu tan�mla sabit nokta teoremini

vermi³tir [14].

3.7.1. Tan�m (�iri¢ [14])

(X, d) metrik uzay, f : X → X bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için negatif olmayan

q (x, y) , r (x, y) , s (x, y) , t (x, y) say�lar�

sup
x,y∈X

(q (x, y) + r (x, y) + s (x, y) + 2t (x, y)) = λ < 1

ko³ulunu sa§las�n. Bu durumda her x, y ∈ X için,

d (f (x) , f (y)) ≤ q (x, y) d (x, y) + r (x, y) d (x, f (x)) + s (x, y) d (y, f (y))

+t (x, y) [d (x, f (y)) + d (y, f (x))]

oluyorsa f fonksiyonununa λ-genelle³tirilmi³ büzülme denir.
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Bu ko³ul 0 ≤ h < 1 olacak biçimde bir h sabiti ve her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ hmaks

{
d (x, y) , d (x, f (x)) + d (y, f (y)) ,

d (x, f (y)) + d (y, f (x))

2

}

e³itsizli§ine denktir.

A³a§�daki örnek λ-genelle³tirilmi³ büzülme dönü³ümü ile büzülme dönü³ümü

aras�ndaki ili³kiyi gösterir.

Örnek

X = [0, 2] ⊂ R ve

f (x) =


x

9
, 0 ≤ x ≤ 1

x

10
, 1 < x ≤ 2

biçiminde tan�mlanan f fonksiyonu x =
999

1000
ve y =

1001

1000
için,

d (f (x) , f (y)) =
981

90000
> 5

180

90000
= 5 d (x, y)

oldu§undan büzülme dönü³ümü de§ildir. Ancak her x, y ∈ X için q (x, y) =
1

10
,

r (x, y) = s (x, y) =
1

4
ve t (x, y) =

1

6
iken f fonksiyonu λ-genelle³tirilmi³ büzülme

dönü³ümü olur.

3.7.2. Tan�m

(X, d) tam metrik uzay, f : X → X bir fonksiyon ve x ∈ X olsun. Bir x eleman�n�n

f -orbit kümesi O (x, f)

O (x, f) = {fn (x) : n ∈ N0}

biçiminde ve f fonksiyonu verilirse al�³�lm�³ gösterim O (x) biçimindedir. Ayr�ca her
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n ∈ N için O (x, n) kümesi

O (x, n) =
{
x, f (x) , f 2 (x) , · · · , fn (x)

}
biçiminde tan�mlan�r. Herhangi bir x ∈ X için O (x, f) kümesindeki her Cauchy dizisi

X içinde yak�nsak ise X kümesine f -orbitally tam metrik uzay denir.

Her tam metrik uzay f -orbitally tamd�r ancak tersi her zaman do§ru de§ildir. Banach

sabit nokta teoreminin ispat�nda (X, d) ikilsinin tam metrik uzay olmas� yerine f -

orbitally tam olmas� yeterlidir.

3.7.3. Teorem (�iri¢ [14])

(X, d) f -orbitally tam metrik uzay ve f : X → X bir λ-genelle³tirilmi³ büzülme

dönü³ümü ise f fonksiyonunun X kümesinde bir tek z sabit noktas� vard�r ve key�

x ∈ X için (fn (x)) iterasyon dizisi z sabit noktas�na yak�nsar ayr�ca

d (fn (x) , z) ≤ λn

1− λ
d (x, f (x))

sa§lan�r.

�spat

Herhangi bir x ∈ X için x0 = x ve xn = f (xn−1) olacak biçimde (xn) dizisini

tan�mlans�n. f fonksiyonu λ- büzülme oldu§undan n ∈ N için

d (xn, xn+1) = d (f (xn−1) , f (xn)) ≤ q (xn−1, xn) d (xn−1, xn)

+r (xn−1, xn) d (xn−1, f (xn−1)) + s (xn−1, xn) d (xn, f (xn))

+t (xn−1, xn) [d (xn−1, f (xn)) + d (xn, f (xn−1))]

= q (xn−1, xn) d (xn−1, xn) + r (xn−1, xn) d (xn−1, xn)

+s (xn−1, xn) d (xn, xn+1) + t (xn−1, xn) d (xn−1, xn)
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bulunur ve ayr�ca

d (xn, xn+1) ≤ [q (xn−1, xn) + r (xn−1, xn)] d (xn−1, xn)

+s (xn−1, xn) d (xn, xn+1)

+t (xn−1, xn) [d (xn−1, xn+1) + d (xn, xn+1)]

olur ve gerekli düzenlemeler yap�l�rsa

d (xn, xn+1) ≤
q (xn−1, xn) + r (xn−1, xn) + t (xn−1, xn)

1− s (xn−1, xn)− t (xn−1, xn)
d (xn−1, xn) (3.17)

elde edilir. Burada

q (x, y) + r (x, y) + t (x, y) + λs (x, y) + λt (x, y) ≤ λ

oldu§undan her x, y ∈ X için

q (x, y) + r (x, y) + t (x, y)

1− s (x, y)− t (x, y)
≤ λ

olur ve (3.17) ile birle³tirilirse

d (xn, xn+1) ≤ λd (xn−1, xn) (3.18)

elde edilir. (3.18) e³itsizli§i özel varsay�mlar alt�nda f fonksiyonunun bir büzülme

dönü³ümü olarak ele al�nabilece§ini gösterir ve

d (xn, xn+1) ≤ λ d (xn−1, xn) ≤ · · · ≤ λn d (x, f (x))

sa§lan�r. Her m,n ∈ N için m ≥ n iken

d (xn, xm) ≤
m−1∑
k=n

d (xk, xk+1) ≤
m−1∑
k=n

λk d (x, f (x))
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oldu§u aç�kt�r. Böylece

d (xn, xn+p) ≤
λn

1− λ
d (x, f (x)) (3.19)

sa§lan�r; yani, (xn) dizisi O (x) kümesinde bir Cauchy dizisidir. Bu dizinin limiti z ∈ X

olsun. f (z) = z oldu§unu göstermek için d (f (z) , f (xn)) kullan�larak

d (f (z) , f (xn)) ≤ q (z, xn) d (z, xn) + r (z, xn) [d (z, xn+1) + d (xn+1, f (z))]

+s (z, xn) d (xn, xn+1) + t (z, xn) [d (z, xn+1) + d (f (z) , xn)]

≤ λ d (z, xn) + [r (z, xn) + t (z, xn)] d (z, xn+1)

+r (z, xn) d (f (xn) , f (z)) + s (z, xn) d (xn, xn+1)

+t (z, xn) [d (f (z) , f (xn)) + d (f (xn) , xn)]

≤ d (z, xn) + λ d (z, xn+1)

+ [r (z, xn) + t (z, xn)] d (f (z) , f (xn)) + λ d (xn, xn+1)

≤ λ [d (z, xn) + d (z, xn+1) + d (xn, xn+1)] + λ d (f (z) , f (xn))

elde edilir. Buradan

d (f (z) , f (xn)) ≤ λ

1− λ
[d (z, xn) + d (z, xn+1) + d (xn, xn+1)]

bulunur; yani, f fonksiyonunun sabit noktas� z olur. Di§er yandan, f fonksiyonun λ-

genelle³tirilmi³ büzülme tan�m�ndan z noktas�n�n tekli§i sa§lan�r ve (3.19) sayesinde

istenilen e³itsizlik kolayca gösterilebilir.

3.8. Reich ve Hardy-Rogers Teoremleri

Reich, 1971 y�l�nda Banach ve Kannan sabit nokta teoremlerinin genellemesi olan

a³a§�daki teoremini ispatlam�³t�r [15].
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3.8.1. Teorem (Reich [15])

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Negatif olmayan ve a+b+c <

1 olacak biçimde a, b, c say�lar� ve her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ a d (x, f (x)) + b d (y, f (y)) + c d (x, y) (3.20)

sa§lan�yorsa f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

Bu teoremde a = b = 0 al�n�rsa Banach sabit nokta teoremi, a = b ve c = 0 al�n�rsa

Kannan sabit nokta teoremi elde edilir.

Örnek

X = [0, 1] al�³�lm�³ metrik ile tam metrik uzay olmak üzere, 0 ≤ x < 1 için f (x) =
x

3
ve

f (1) =
1

6
biçiminde tan�mlanan f : X → X fonksiyonu sürekli olmad�§�ndan büzülme

dönü³ümü de§ildir. Ayr�ca x = 0 ve y = 1/3 için

d (f (0) , f (1/3)) =
1

2
[d (0, f (0)) + d (1/3, f (1/3))]

oldu§undan Kannan sabit nokta teoremi için gerekli ko³ulu da sa§layamaz. Ancak bu

fonksiyon a =
1

6
, b =

1

9
ve c =

1

3
için Reich teoremini sa§lar.

3.8.2. Sonuç (Reich [15])

(X, d) tam metrik uzay olmak üzere, n = 1, 2, · · · için (fn), Teorem 3.8.1'deki ³art�

sa§layan fn : X → X fonksiyonlar�n�n bir dizisi ve her bir n için zn ∈ X bu

fonksiyonlar�n sabit noktalar� olsun.Her x ∈ X için f (x) = limn→∞ f
n (x) biçiminde

tan�mlanan f : X → X dönü³ümünün bir tek z ∈ X sabit noktas� vard�r ve

z = limn→∞ zn sa§lan�r.

Hardy ve Rogers, Reich'in sonuçlar�n� kullanarak daha genel olan a³a§�daki sabit nokta

teoremini ispatlam�³lard�r [16].
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3.8.3. Teorem (Hardy-Rogers [16])

(X, d) tam metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için ve

a, b, c, e, h ≥ 0 say�lar� için

d (f (x) , f (y)) ≤ a d (x, f (x)) + b d (y, f (y)) + c d (x, f (y)) (3.21)

+e d (y, f (x)) + h d (x, y) (3.22)

sa§lans�n ve α = a+ b+ c+ e+ h olsun.

1) (X, d) tam metrik uzay ve α < 1 ise f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

2) (X, d) kompakt metrik uzay, f sürekli ise hipotezdeki e³itsizlik tüm x 6= y ve α = 1

için

d (f (x) , f (y)) < ad (x, f (x)) + b d (y, f (y)) + c d (x, f (y))

+e d (y, f (x)) + h d (x, y)

biçiminde de§i³ir ve f fonksiyonunun bir tek sabit noktas� vard�r.

Teoremin ispat�n� vermeden önce kolayl�k olmas� aç�s�ndan ispatta gerekli olan

a³a§�daki Lemmay� verelim.

3.8.4. Lemma

(3.21) e³itsizli§i sa§lans�n ve α < 1 olsun. Buradan

d
(
f (x) , f 2 (x)

)
≤ β d (x, f (x)) (3.23)

olacak biçimde β < 1 vard�r. Ayr�ca α = 1 ve (??) e³itsili§i sa§lan�rsa x 6= f (x) iken

d
(
f (x) , f 2 (x)

)
≤ β d (x, f (x)) (3.24)
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elde edilir.

�spat

Öncelikle α < 1 ve herhangi bir x ∈ X için (3.21) e³itsizli§inde y yerine f (x) yaz�l�rsa

d(f (x) , f 2 (x)) ≤ a d(x, f (x)) + b d(f (x) , f 2 (x)) + c d(x, f 2 (x))

+e d(f (x) , f (x)) + h d(x, f (x))

olur. E³itsizli§in sa§ yan� düzenlendi§inde

d(f (x) , f 2 (x)) ≤ a+ h

1− b
d(x, f (x)) +

c

1− b
d(x, f 2 (x)) (3.25)

bulunur. Ayr�ca üçgen e³itsizli§inden,

d(f 2 (x) , x)− d(f (x) , x) ≤ d(f 2 (x) , f (x))

oldu§undan bu e³itsizlik (3.25) ile birle³tirilirse

d(f 2 (x) , x)− d(f (x) , x) ≤ a+ h

1− b
d(x, f (x)) +

c

1− b
d(x, f 2 (x))

elde edilir ve gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda

d(f 2 (x) , x) ≤ 1 + a+ h− b
1− b− c

d(x, f (x)) (3.26)

olur. Bu e³itsizlik (3.25)'de yerine yaz�l�rsa

d(f 2 (x) , x) ≤ a+ h

1− b
d(x, f (x)) +

c

1− b
1 + a+ h− b

1− b− c
d(x, f (x))

=
a+ c+ h

1− b− c
d(x, f (x))

elde edilir. d metri§inin simetri özelli§ini kullan�p, a ve c s�ras�yla b ve e ile yer



51

de§i³tirilirse (yani ispat�n ba³�nda x yerine f (x) ve y yerine x yaz�l�rsa)

d(f 2 (x) , x) ≤ b+ e+ h

1− a− e
d(x, f (x))

elde edilir. Burada

β = min{a+ c+ h

1− b− c
,
b+ e+ h

1− a− e
}

seçilirse (3.23) sa§lan�r. (3.24) e³itsizli§i de benzer ad�mlarla gösterilebilir.

�spat (Hardy ve Rogers Teoremi �spat�)

1) ispat� için öncelikle ispatlanan (3.23) e³itsizli§inden her m,n ∈ N için m > n iken

d(fm (x) , fn (x)) ≤ d(fm (x) , fm−1 (x)) + d(fm−1 (x) , fm−2 (x)) +

· · ·+ d(fn+1 (x) , fn (x))

≤ βn (1 + β + · · ·+ βm−n) d(x, f (x))

≤ βn

1− β
d(x, f (x))

bulunur. Burada 0 ≤ β < 1 oldu§undan (fn (x)) dizisi Cauchy dizisi bulunur. X tam

metrik uzay oldu§undan fn (x) → z olacak biçimde z ∈ X vard�r. Buradan

limn→∞ f
n+1 (x) = f (z) yaz�l�r. �imdi bu z eleman�n�n f fonksiyonunun sabit noktas�

oldu§unu gösterelim. Üçgen e³itsizli§i ve (3.21)'den

d(z, f (z)) ≤ d(z, fn+1 (x)) + d(fn+1 (x) , f (z))

≤ a d(fn (x) , fn+1 (x)) + b d(z, f (z)) + c d(fn (x) , f (z))

+(e+ 1) d(fn+1 (x) , z) + h d(fn (x) , z)

bulunur ve buradan n→∞ iken

d(z, f (z)) ≤ (b+ c) d(z, f (z))
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elde edilir. Ayr�ca b + c < 1 oldu§undan f (z) = z bulunur. Sabit noktan�n tekli§i

(3.21)'den kolayca görülebilir.

2) ispat� için verilen ko³ullar alt�nda (3.24) e³itsizli§inde y = f (y) oldu§u

görülebildi§inden

inf {d (x, f (x)) : x ∈ X} = d (y, f (y))

olacak biçimde y ∈ X vard�r. Sabit noktan�n tekli§i ise benzer biçimde (3.21)'den

kolayca görülebilir.

3.9. �iri¢ Sözdebüzülme Dönü³ümü

1974 y�l�nda �iri¢, λ-genelle³tirilmi³ büzülmedeki uzakl�klar�n lineer kombinasyonlar�n�,

maksimumlar�yla de§i³tirerek sözdebüzülme olarak adland�rd�§� yeni bir büzülme s�n�f�

tan�mlam�³t�r [17].

3.9.1. Tan�m (�iri¢ [17])

(X, d) metrik uzay ve f : X → X bir fonksiyon olsun. Her x, y ∈ X için

d (f (x) , f (y)) ≤ λmaks

 d (x, y) , d (x, f (x)) , d (y, f (y)) ,

d (x, f (y)) , d (y, f (x))


olacak biçimde 0 ≤ λ < 1 say�s� varsa f fonksiyonuna sözdebüzülme denir.

A³a§�daki örnek sözdebüzülme dönü³ümü ile λ-genelle³tirilmi³ büzülme dönü³ümü

aras�ndaki ili³kiyi gösterir.

Örnek (Rhoades [13])

X = [0, 1] ve f : X → X fonksiyonu her 0 ≤ x < 1 için f (x) = 0 ve f (1) =
1

2
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biçiminde tan�mland�§�nda f sözdebüzülmedir, ancak

d

(
f

(
1

2

)
, f (1)

)
=

1

2
=

1

2

[
d

(
1

2
, f (1)

)
+ d

(
1, f

(
1

2

))]
d

(
1

2
, 1

)
= d

(
1

2
, f

(
1

2

))
= d (1, f (1)) =

1

2

olur. Ayr�ca her x, y ∈ X için x 6= y ve x, y 6= 1 iken d (f (x) , f (y)) = 0, x 6= 1 iken

d (f (x) , f (1)) =
1

2
≤ 3

4
d (1, f (x)) =

3

4
oldu§undan genelle³tirilmi³ büzülme de§ildir.

3.9.2. Teorem (�iri¢ [17])

(X, d) f -orbitally tam metrik uzay ve f : X → X bir sözdebüzülme ise f fonksiyonunun

X içinde bir tek z sabit noktas� vard�r ve herhangi x ∈ X için (fn (x)) iterasyon dizisi

z sabit noktas�na yak�nsar. Ayr�ca

d (fn (x) , z) ≤ λn

1− λ
d (x, f (x))

sa§lan�r.

�spat

α (x, n) = d (O (x, n)) ve α (x) = d (O (x)) alal�m. Buradan

α (f (x) , n− 1) = d
({
f (x) , f 2 (x) , · · · , fn (x)

})
≤ λα (x, n) (3.27)

elde edilir. Burada 1 ≤ j < k ≤ n için α (f (x) , n− 1) = d
(
f j (x) , fk (x)

)
ise

sözdebüzülme ³art�ndan

α (f (x) , n− 1) = d
(
f
(
f j−1 (x)

)
, f
(
fk−1 (x)

))
≤ λmaks


d
(
f j−1 (x) , fk−1 (x)

)
, d (f j−1 (x) , f j (x)) ,

d
(
fk−1 (x) , fk (x)

)
, d
(
f j−1 (x) , fk (x)

)
,

d
(
fk−1 (x) , f j (x)

)


≤ λ d ({x, f (x) , · · · , fn (x)}) = λα (x, n)
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bulunur yani, (3.27) e³itsizli§i sa§lan�r. Ayr�ca (3.27) e³itsizli§inden k ≤ n iken

α (x, n) = d
(
x, fk (x)

)
(3.28)

elde edilir. (3.27), (3.28) ve üçgen e³itsizli§inden

α (x, n) = d
(
x, fk (x)

)
≤ d (x, f (x)) + d

(
f (x) , fk (x)

)
≤ d (x, f (x)) + α (f (x) , n− 1) ≤ d (x, f (x)) + λα (x, n)

olur. Böylece

α (x, n) ≤ 1

1− λ
d (x, f (x)) (3.29)

bulunur. Ayr�ca limn→∞ α (x, n) = α (x) oldu§undan (3.29) e³itsizli§i göz önüne al�n�rsa

α (x) ≤ 1

1− λ
d (x, f (x)) (3.30)

sa§lan�r. Dolay�s�yla, x noktas�n�n f -orbitinin çap� s�n�rl�d�r. Her n için α (fn (x))

kümesinin çap�n� βn (x) ile gösterelim. (βn (x)) artmayan ve s�n�rl� dizidir, bu sebeple

lim
n→∞

βn (x) = β (x) limiti vard�r ve her n ∈ N için β (x) ≤ βn (x) sa§lan�r. (3.27)

e³itsizli§inde n→∞ iken

α (f (x)) ≤ λα (x) (3.31)

elde edilir. Buradan n ∈ N iken

βn+1 (x) = α (f (fn (x))) ≤ λα (fn (x)) = λβn (x)

ve

β (x) ≤ λβ (x)
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oldu§undan β (x) = 0, yani (fn (x)) bir Cauchy dizisi olur. Böylece z = limn→∞ f
n (x)

olacak biçimde z ∈ X vard�r. Ayr�ca, f fonksiyonu sözdebüzülme oldu§undan her n

için

d (f (z) , f (fn (x))) ≤ λmaks

 d (z, fn (x)) , d (z, f (z)) , d (fn+1 (x) , fn (x)) ,

d (z, fn+1 (x)) , d (fn (x) , f (z))


ve buradan

d (z, f (z)) ≤ λ d (z, f (z))

elde edilir λ < 1 oldu§undan f (z) = z bulunuλr. Di§er yandan, z noktas�n�n tek

oldu§u f fonksiyonunun sözdebüzülme tan�m�ndan gösterilebilir. (3.31)'dan

α (fn (x)) ≤ λnα (x) ve (3.30) e³itsizli§inden

α (fn (x)) ≤ λn

1− λ
d (x, f (x))

bulunur. Her n,m ∈ N için m ≥ n iken

d (fn (x) , fm (x)) ≤ α (fn (x)) ≤ λn

1− λ
d (x, f (x))

ve m→∞ iken

d (fn (x) , z) ≤ λn

1− λ
d (x, f (x))

sa§lan�r.

�iri¢'in sözdebüzülme dönü³ümlerini tan�mlad�§� makaleden, sözde büzülmelerin genel

olarak sürekli olmas�n�n gerekmedi§i ancak her zaman sabit noktada sürekli oldu§u

bilinmektedir.
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4. VEKTÖR METR�K UZAYLARDA BAZI SAB�T NOKTA

TEOREMLER�

Bu bölümde metrik uzaylarda bilinen baz� sabit nokta teoremlerinin vektör metrik

uzaylardaki ispatlar� verilmi³tir.

4.1. Banach Sabit Nokta Teoremi

Bu k�s�mda metrik uzaylardaki Banach sabit nokta teoreminin, vektör metrik uzaylarda

Çevik ve Altun [20] taraf�ndan verilen ispat� incelenmi³tir.

4.1.1. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay� ve (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay olsun. T : X → X

bir dönü³üm olmak üzere her x, y ∈ X için q ∈ [0, 1) iken

d (Tx, Ty) ≤ q d (x, y) (4.1)

büzülme ³art� sa§lan�yorsa T dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat

Herhangi bir x0 ∈ X ve her n ∈ N için xn = Txn−1 olacak biçimde (xn) dizisini

tan�mlayal�m. T dönü³ümünün hipotezdeki büzülme ³art�ndan ve (xn) dizisi

tan�m�ndan

d (xn, xn+1) = d (Txn−1, Txn)

≤ q d (xn−1, xn)

= q d (Txn−2, xn−1)

≤ q2 d (xn−2, xn−1)

≤ · · ·

≤ qn d (x0, x1)
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yaz�l�r. �imdi (xn) dizisinin E-Cauchy dizisi oldu§unu gösterelim. Herhangi bir p ∈ N

için üçgen e³itsizli§i ve yukar�da bulunan e³itsizlikten

d (xn, xn+p) ≤ d (xn, xn+1) + d (xn+1, xn+2) + · · ·+ d (xn+p−1, xn+p)

≤
[
qn + qn+1 + · · ·+ qn+p−1

]
d (x, x0)

≤ qn+p−1

1− q
d (x, x0)

yaz�l�r. q ∈ [0, 1) ve E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (xn) dizisi E-Cauchy dizisi

bulunur. X vektör metrik uzay� E-tam oldu§undan Txn
d,E→ z olacak biçimde z ∈

X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde E Riesz uzay�nda (an) dizisi vard�r ve

d(Txn, z) ≤ an sa§lan�r. Bu z eleman�n�n sabit nokta oldu§unu göstermek için d(z, Tz)

vektörel uzakl�§�n�n s�f�r oldu§unu göstermeliyiz. Üçgen e³itsizli§i ve T dönü³ümünün

büzülme ³art�ndan

d (z, Tz) ≤ d (z, Txn) + d (Txn, T z)

≤ d (z, xn+1) + q d (xn, z)

≤ an+1 + q an

≤ (1 + q) an

bulunur. E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan d (z, Tz) = 0 yani, Tz = z elde edilir.

Sabit noktan�n tekli§ini göstermek için T dönü³ümünün ba³ka bir sabit noktas� z′ ∈ X

olsun.

d (z, z′) = d (Tz, Tz′) ≤ q d (z, z′)⇒ [1− q] d (z, z′) ≤ 0

olup q ∈ [0, 1) oldu§undan z = z′ olarak bulunur.

Örnek

R2 üzerinde koordinat s�ralmas�n� ≤k alal�m ve E = R2 olsun.

X =
{

(x, 0) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1
}
∪
{

(0, x) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1
}



59

ve d : X ×X → E vektör metri§i

d ((x, 0) , (y, 0)) =

(
4

3
|x− y| , |x− y|

)
d ((0, x) , (0, y)) =

(
|x− y| , 2

3
|x− y|

)
d ((x, 0) , (0, y)) =

(
4

3
x+ y, x+

2

3
y

)

biçiminde ve T : X → X dönü³ümü ise T ((x, 0)) = T (x, 0) = (0, x) ve T (0, x) =
(
x
2
, 0
)

biçiminde tan�mlans�n. R2 koordinat s�ralamas� ile Ar³imedyan Riesz uzay� ve (X, d,E)

E-tam vektör metrik uzayd�r. T dönü³ümü q = 3
4
için (4.1) e³itsizli§ini sa§lar ve Teorem

4.1.1'den X içinde bir tek sabit noktas� vard�r. Ancak T dönü³ümü X üzerinde reel

de§erli metrikte büzülme dönü³ümü olmad�§�ndan bu örne§i Teorem 3.1.2 (Banach

sabit nokta teoremi) için uygulayamay�z.

(4.1) e³itsizli§ini sa§layan T dönü³ümü, tan�m�ndan dolay� topolojik süreklidir ve E

Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan dolay�s�yla vektörel süreklidir.

4.2. Kannan Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Kannan taraf�ndan verilen sabit nokta teoreminin, vektör metrik

uzaylardaki ispat� ve örnekleri verilmi³tir.

4.2.1. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay� (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay ve olsun. T : X → X

bir dönü³üm olmak üzere her x, y ∈ X için

d (Tx, Ty) ≤ q [d (x, Tx) + d (y, Ty)] (4.2)

olacak biçimde q ∈
[
0, 1

2

)
say�s� varsa T dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas�

vard�r.

�spat
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Herhangi bir x ∈ X ve n ∈ N için 0 ≤ q < 1
2
olmak üzere (T nx) dizisini ele alal�m. T

dönü³ümünün hipotezdeki büzülme ³art� kullan�larak

d
(
T nx, T n+1x

)
≤ q

[
d(T n−1x, T nx) + d(T nx, T n+1x)

]
≤ q

1− q
d(T n−1x, T nx)

yaz�l�r. Benzer biçimde

d(T n−1x, T nx) ≤ q

1− q
d(T n−2x, T n−1x)

olur ve e³itsizlikler birle³tirilerek devam edilirse

d
(
T nx, T n+1x

)
≤
(

q

1− q

)n
d (x, Tx)

bulunur. �imdi (T nx) dizisinin E-Cauchy dizisi oldu§unu gösterelim. Her n, r ∈ N için

üçgen e³itsizli§i ve yukar�da bulunan e³itsizlikten

d(T nx, T n+rx) ≤ d(T nx, T n+1x) + d(T n+1x, T n+2x) + · · ·+ d(T n+r−1x, T n+rx)

≤
(

q

1− q

)n
1

1− q
d(x, Tx)

elde edilir. Burada 0 ≤ q < 1
2
oldu§undan q

1−q < 1 olur ve E Ar³imedyan oldu§undan

(T nx) dizisi E-Cauchy bulunur. X vektör metrik uzay� E-tam oldu§undan T nx
d,E→ z

olacak biçimde z ∈ X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde E Riesz uzay�nda

(an) dizisi vard�r ve d(T nx, z) ≤ an sa§lan�r. Bu z eleman�n�n sabit nokta oldu§unu

göstermek için üçgen e³itsizli§i ve T dönü³ümünün hiptezdeki özelli§inden

d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + d(T n+1x, Tz)

≤ d(z, T n+1x) + q [d(T nx, T n+1x) + d(z, Tz)]

≤ d(z, T n+1x) + q [d(T nx, z) + d(z, T n+1x) + d(z, Tz)]

≤ 1 + q

1− q
d(z, T n+1x) +

q

1− q
d(T nx, z)

≤ 1 + q

1− q
an+1 +

q

1− q
an

≤ 1 + 2q

1− q
an
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olur ve E Riesz uzay�n�n Ar³imedyanl�§�ndan d(Tz, z) = 0 yani Tz = z bulunur. Sabit

noktan�n tekli§ini göstermek için T dönü³ümün ba³ka bir sabit noktas� z′ ∈ X olsun.

Bu durumda

d(z, z′) = d(Tz, Tz′) ≤ q [d(z, Tz) + d(z′, T z′)] = 0

oldu§undan z = z′ bulunur.

Örnek

Örnek 4.1'de q = 9
20
∈
[
0, 1

2

)
al�nd�§�nda T dönü³ümü (4.2) e³itsizli§ini sa§lar.

a) Her (x1, 0) , (x2, 0) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 olsun.

d (T (x1, 0) , T (x2, 0)) = d ((0, x1) , (0, x2))

=

(
|x1 − x2| ,

2

3
|x1 − x2|

)
d ((x1, 0) , T (x1, 0)) = d ((x1, 0) , (0, x1))

=

(
4

3
x1 + x1, x1 +

2

3
x1

)
=

(
7

3
x1,

5

3
x1

)
d ((x2, 0) , T (x2, 0)) = d ((x2, 0) , (0, x2))

=

(
4

3
x2 + x2, x2 +

2

3
x2

)
=

(
7

3
x2,

5

3
x2

)

olur ve bulunan de§erler (4.2) e³itsizli§inin sa§ yan�nda yerine yaz�l�rsa

9

20

 d ((x1, 0) , T (x1, 0))

+d ((x2, 0) , T (x2, 0))

 =
9

20

(
7

3
(x1 + x2) ,

5

3
(x1 + x2)

)

=

(
21

20
(x1 + x2) ,

3

4
(x1 + x2)

)

elde edilir. ≤k tan�m�ndan ve ayr�ca üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa 0 ≤ x1, x2 ≤ 1

oldu§undan

|x1 − x2| ≤ x1 + x2 ≤
21

20
(x1 + x2)
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ve

2

3
|x1 − x2| ≤

2

3
(x1 + x2) ≤

3

4
(x1 + x2)

olup islenilen sa§lan�r.

b) Her (0, x1) , (0, x2) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 olsun.

d (T (0, x1) , T (0, x2)) = d
((x1

2
, 0
)
,
(x2

2
, 0
))

=

(
4

3

∣∣∣x1
2
− x2

2

∣∣∣ , ∣∣∣x1
2
− x2

2

∣∣∣)
d ((0, x1) , T (0, x1)) = d

((x1
2
, 0
)
, (0, x1)

)
=

(
4

3

x1
2

+ x1,
x1
2

+
2

3
x1

)
=

(
5

3
x1,

7

3
x1

)
d ((0, x2) , T (0, x2)) =

(
5

3
x2,

7

3
x2

)

elde edilir ve bulunan de§erler (4.2) e³itsizli§inin sa§ yan�nda yerine yaz�l�rsa

9

20

 d ((0, x1) , T (0, x1))

+d ((0, x2) , T (0, x2))

 =
9

20

(
5

3
(x1 + x2) ,

7

3
(x1 + x2)

)

=

(
3

4
(x1 + x2) ,

21

20
(x1 + x2)

)

olur. ≤k tan�m�ndan ve ayr�ca üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 oldu§undan

2

3
|x1 − x2| ≤

2

3
(x1 + x2) ≤

3

4
(x1 + x2)

ve

1

2
|x1 − x2| ≤

1

2
(x1 + x2) ≤

21

20
(x1 + x2)

olup istenilen sa§lan�r.
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c) Her (x1, 0) , (0, x2) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 olsun.

d (T (x1, 0) , T (0, x2)) = d
(

(0, x1) ,
(x2

2
, 0
))

=

(
x1 +

2

3
x2,

2

3
x1 +

x2
2

)

ve

d ((x1, 0) , T (x1, 0)) =

(
7

3
x1,

5

3
x1

)
d ((0, x2) , T (0, x2)) =

(
5

3
x2,

7

3
x2

)

elde edilir. Bulunan de§erler (4.2) e³itsizli§inin sa§ yan�nda yerine yaz�l�rsa

9

20

 d ((x1, 0) , T (x1, 0))

+d ((0, x2) , T (0, x2))

 =

(
21

20
x1 +

3

4
x2,

3

4
x1 +

21

20
x2

)

bulunur. ≤k tan�m�ndan

x1 +
2

3
x2 ≤

21

20
x1 +

3

4
x2

ve

2

3
x1 +

x2
2
≤ 3

4
x1 +

21

20
x2

istenilen sa§lan�r. R2 koordinat s�ralamas� ile Ar³imedyan Riesz uzay� ve (X, d,E)

E-tam vektör metrik uzay oldu§undan T dönü³ümünün Teorem 4.2.1'den X içinde

bir tek sabit noktas� vard�r. Ancak T dönü³ümü X üzerindeki reel de§erli metrikte

tan�mlanmad�§�ndan Kannan sabit nokta teoremi, Teorem 3.6.1 için uygulanamaz.

Örnek

Koordinat s�ralamas� ile R2 al�ns�n. E = R2 olmak üzere d : R×R→ R2 vektör metrik
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dönü³ümü her x, y ∈ R için

d (x, y) =

(
2

3
|x− y| , 3

4
|x− y|

)

biçiminde ve T : R→ R dönü³ümü de her x ∈ R için Tx = x
4
biçiminde tan�mlans�n.

Burada q = 1
3
olmak üzere T dönü³ümü her x, y ∈ X için (4.2) e³itsizli§ini sa§lar.

d (Tx, Ty) = d
(x

4
,
y

4

)
=

(
2

3

∣∣∣x
4
− y

4

∣∣∣ , 3

4

∣∣∣x
4
− y

4

∣∣∣)
=

(
1

6
|x− y| , 3

16
|x− y|

)
d (x, Tx) = d

(
x,
x

4

)
=

(
2

3

∣∣∣x− x

4

∣∣∣ , 3

4

∣∣∣x− x

4

∣∣∣)
=

(
1

2
|x| , 9

16
|x|
)

d (y, Ty) = d
(
y,
y

4

)
=

(
2

3

∣∣∣y − y

4

∣∣∣ , 3

4

∣∣∣y − y

4

∣∣∣)
=

(
1

2
|y| , 9

16
|y|
)

olur ve ayr�ca

1

3
[d (x, Tx) + d (y, Ty)] =

(
1

6
(|x|+ |y|) , 3

16
(|x|+ |y|)

)

bulunur. Koordinat s�ralamas� tan�m�ndan

1

6
|x− y| ≤ 1

6
(|x|+ |y|)

ve

3

16
|x− y| ≤ 3

16
(|x|+ |y|)

sa§lan�r. (R, d,R2) E-tam vektör metrik uzay oldu§undan Teorem 4.2.1'den T

dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas� vard�r.

Vektör metrik uzaylarda Teorem 4.1.1, Teorem 4.2.1'nun genellemesi de§ildir.
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Örnek

Örnek 4.2'de X = [0, 1] olmak üzere d vektör metri§i d : [0, 1] × [0, 1] → R2 ve

T : [0, 1]→ [0, 1] dönü³ümü de a³a§�daki biçimde tan�mlans�n.

Tx =



x

4
, x ∈

[
0,

1

2

)
x

5
, x ∈

[
1

2
, 1

]

(X, d,R2) E-tam vektör metrik uzayd�r. T dönü³ümü x = 1
2
noktas�nda sürekli de§ildir.

Bu yüzden Teorem 4.1.1'deki büzülme ³art� sa§lanamaz. Ancak T dönü³ümü q = 4
9
için

(4.2) e³itsizli§i sa§lar.

d (Tx, Ty) =



(
1
6
|x− y| , 3

16
|x− y|

)
, x, y ∈

[
0,

1

2

)
(

1
30
|5x− 4y| , 3

80
|5x− 4y|

)
, x ∈

[
0,

1

2

)
, y ∈

[
1

2
, 1

]
(

1
30
|4x− 5y| , 3

80
|4x− 5y|

)
, x ∈

[
1

2
, 1

]
, y ∈

[
0,

1

2

)
(

2
15
|x− y| , 3

20
|x− y|

)
, x, y ∈

[
1

2
, 1

]

d (x, Tx) =



(
1
2
x, 9

16
x
)

, x ∈
[
0,

1

2

)
(

8
15
x, 3

5
x
)

, x ∈
[

1

2
, 1

]

ve

d (y, Ty) =



(
1
2
y, 9

16
y
)

, y ∈
[
0,

1

2

)
(

8
15
y, 3

5
y
)

, y ∈
[

1

2
, 1

]
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bulunur. Buradan

d (x, Tx) + d (y, Ty) =



(
1
2

(x+ y) , 9
8

(x+ y)
)

, x, y ∈
[
0,

1

2

)
(
15x+16y

30
, 45x+48y

80

)
, x ∈

[
0,

1

2

)
, y ∈

[
1

2
, 1

]
(
16x+15y

30
, 48x+45y

80

)
, x ∈

[
1

2
, 1

]
, y ∈

[
0,

1

2

)
(
16
15

(x+ y) , 6
5

(x+ y)
)

, x, y ∈
[

1

2
, 1

]

elde edilir. Bulunan de§erler (4.2) e³itsizli§inde yerlerine yaz�l�rsa ve ≤k tan�m�ndan

1
6
|x− y| ≤ 4

9
1
2

(x+ y)

3
16
|x− y| ≤ 4

9
9
8

(x+ y)
, x, y ∈

[
0,

1

2

)

1
30
|5x− 4y| ≤ 4

9
15x+16y

30

3
80
|5x− 4y| ≤ 4

9
45x+48y

80

, x ∈
[
0,

1

2

)
, y ∈

[
1

2
, 1

]

ve

1
30
|4x− 5y| ≤ 4

9
16x+15y

30

3
80
|4x− 5y| ≤ 4

9
48x+45y

80

, x ∈
[

1

2
, 1

]
, y ∈

[
0,

1

2

)

2
15
|x− y| ≤ 4

9
16
15

(x+ y)

3
20
|x− y| ≤ 4

9
6
5

(x+ y)
, x, y ∈

[
1

2
, 1

]

Bu örnekte oldu§u gibi (4.2) e³itsizli§ini sa§layan dönü³ümün sürekli olmas� gerekmez.
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4.3. Chatterjee Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Kannan sabit nokta teoreminden yola ç�karak Chatterjee taraf�ndan

verilen sabit nokta teoreminin vektör metrik uzaylardaki ispat� ve örnekleri a³a§�da

verilmi³tir.

4.3.1. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay ve T : X → X bir

dönü³üm olmak üzere her x, y ∈ X için

d (Tx, Ty) ≤ q [d (x, Ty) + d (y, Tx)] (4.3)

olacak biçimde q ∈
[
0, 1

2

)
say�s� varsa T dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas�

vard�r.

�spat

Herhangi bir x ∈ X için (T nx) dizisini ele alal�m. (4.3) e³itsizli§inde x yerine T n−1x

ve y yerine T nx yaz�l�p 0 ≤ q < 1
2
iken ayr�ca üçgen e³itsizli§i ve T dönü³ümünün

hipotezdeki tan�m� kullan�l�rsa

d(T nx, T n+1x) ≤ q [d(T n−1x, T n+1x) + d(T nx, T nx)]

= q d(T n−1x, T n+1x)

≤ q [d(T n−1x, T nx) + d(T nx, T n+1x)]

≤ q

1− q
d(T n−1x, T nx)

≤
(

q

1− q

)2

d(T n−2x, T n−1x)

≤ · · ·

≤
(

q

1− q

)n
d(x, Tx)

elde edilir. Bu (T nx) dizisinin E-Cauchy dizisi oldu§unu gösterirken her n, r ∈ N için
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üçgen e³itsizli§i ile birlikte yukar�da buldu§umuz e³itsizli§i kullan�rsak

d(T nx, T n+rx) ≤ d(T nx, T n+1x) + d(T n+1x, T n+2x) + · · ·+ d(T n+r−1x, T n+rx)

≤

[(
q

1− q

)n
+

(
q

1− q

)n+1

+ · · ·+
(

q

1− q

)n+r−1]
d(x, Tx)

≤
(

q

1− q

)n
q

1− q
d(x, Tx)

bulunur. Burada 0 ≤ q < 1
2
oldu§undan 0 ≤ q

1− q
< 1 olmas� ve E Riesz uzay�n�n

Ar³imedyan olmas�ndan (T nx) dizisi E-Cauchy olur. X vektör metrik uzay� E-tam

oldu§undan T nx
d,E→ z olacak biçimde z ∈ X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde

E Riezs uzay�nda (an) dizisi vard�r ve d(T nx, z) ≤ an sa§lan�r. Bu z eleman�n�n sabit

nokta oldu§unu gösterelim. Üçgen e³itsizli§i ve T dönü³ümünün hipotezdeki ³art�ndan

d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + d(T n+1x, Tz)

≤ d(z, T n+1x) + q [d(T nx, Tz) + d(z, T n+1x)]

≤ d(z, T n+1x) + q [d(T nx, z)

+d(Tz, z) + d(z, T n+1x)]

≤
(

1 + q

1− q

)
d(z, T n+1x) +

(
q

1− q

)
d(T nx, z)

≤
(

1 + q

1− q

)
an+1 +

(
q

1− q

)
an

≤
(

1 + 2q

1− q

)
an

olur ve buradan d(Tz, z) = 0 yani Tz = z bulunur. Sabit noktan�n tekli§ini göstermek

için T dönü³ümün ba³ka bir sabit noktas� z′ ∈ X olsun. Bu durumda

d(z, z′) = d(Tz, Tz′) ≤ q [d(z, Tz′) + d(z′, T z)] = 2q d(z, z′)

olur 0 ≤ q <
1

2
oldu§undan z = z′ bulunur.

Örnek
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Örnek 4.2'de q = 1
3
al�nd�§�nda T dönü³ümü her x, y ∈ X için (4.3) e³itsizli§ini sa§lar.

d (Tx, Ty) = d
(x

4
,
y

4

)
=

(
1

6
|x− y| , 3

16
|x− y|

)
d (x, Ty) = d

(
x,
y

4

)
=

(
2

3

∣∣∣x− y

4

∣∣∣ , 3

4

∣∣∣x− y

4

∣∣∣)
d (y, Ty) = d

(
y,
x

4

)
=

(
2

3

∣∣∣y − x

4

∣∣∣ , 3

4

∣∣∣y − x

4

∣∣∣)

olur ve ayr�ca

1

3
[d (x, Ty) + d (y, Tx)] =

(
2

9

(∣∣∣x− y

4

∣∣∣+
∣∣∣y − x

4

∣∣∣) , 1

4

(∣∣∣x− y

4

∣∣∣+
∣∣∣y − x

4

∣∣∣))

bulunur. Ters üçgen e³itsizli§inden

∣∣∣x− y

4
+ y − x

4

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− y

4

∣∣∣+
∣∣∣y − x

4

∣∣∣⇒ 3

4
|x+ y| ≤

∣∣∣x− y

4

∣∣∣+
∣∣∣y − x

4

∣∣∣
yaz�l�r. Bu de§erler (4.3) e³itsizli§inde yerlerine yaz�l�rsa ve ≤k tan�m�ndan 1

6
|x− y| ≤

2
9
3
4
|x+ y| = 1

6
|x+ y| ve 3

16
|x− y| ≤ 1

4
3
4
|x+ y| olup istenilen sa§lan�r (R, d,R2) E-

tam vektör metrik uzay oldu§undan Teorem 4.3.1'den T dönü³ümünün X içinde bir

tek sabit noktas� vard�r.

4.4. Reich Sabit Nokta Teoremi

Bu k�s�mda metrik uzaylarda Reich taraf�ndan verilen sabit nokta teoreminin vektör

metrik uzaylardaki ispat� yap�lm�³ ve bu teoremin Teorem 4.1.1 ile Teorem 4.2.1 ili³kisi

incelenmi³tir.

4.4.1. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E tam vektör metrik uzay ve T : X → X bir

dönü³üm olmak üzere a + b + c < 1 olacak biçimde negatif olmayan a, b, c say�lar� ve

her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ a d(x, Tx) + b d(y, Ty) + c d(x, y) (4.4)
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³art� sa§lan�yorsa T dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas� vard�r.

(Burada a = b = 0 için Teorem 4.1.1; a = b ve c = 0 için Teorem 4.2.1 elde edilir.)

�spat

Herhangi bir x ∈ X için 1 < n iken hipotezde verilen T dönü³ümü ³art�nda x yerine

T nx ve y yerine T n−1x yaz�l�rsa

d(TT nx, TT n−1x) ≤ a d(T nx, TT nx) + b d(T n−1x, TT n−1x)

+c d(T nx, T n−1x)

olur. Burada 0 ≤ b + c < 1− a oldu§undan 0 ≤ b+ c

1− a
= p < 1 olur ve e³itsizli§in sa§

taraf� düzenlenirse

d(T n+1x, T nx) ≤ p d(T nx, T n−1x)

bulunur. Benzer biçimde devam edildi§inde

d(T n+1x, T nx) ≤ pn d(x, Tx)

olur. Her n, r ∈ N için üçgen e³itsizli§i ve yukar�da bulunan e³itsizlikten

d(T nx, T n+rx) ≤ d(T nx, T n+1x) + d(T n+1x, T n+2x) + · · ·+ d(T n+r−1x, T n+rx)

= pn
[
1 + p+ · · ·+ pr−1

]
d(x, Tx)

≤ pn

1− p
d(x, Tx)

yaz�l�r. Burada 0 ≤ p < 1 ve E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (T nx) dizisi E-

Cauchy bulunur.X E-tam vektör metrik uzay oldu§undan T nx
d,E→ z olacak biçimde z ∈

X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r ve d(T nx, z) ≤ an

sa§lan�r. Bu z eleman�n�n sabit nokta oldu§unu göstermek için üçgen e³itsizli§i ve T
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dönü³ümünün hipotezdeki ³art�ndan

d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + d(T n+1x, Tz)

≤ d(z, T n+1x) + a d(T nx, T n+1x) + b d(z, Tz) + c d(T nx, z)

≤ d(z, T n+1x) + a
[
d(T nx, z) + d(z, T n+1x)

]
+ b d(z, Tz) + c d(T nx, z)

≤ (a+ c) d(T nx, z) + (a+ 1) d(z, T n+1x) + b d(z, Tz)

≤ a+ c

1− b
d(T nx, z) +

a+ 1

1− b
d(z, T n+1x)

≤ a+ c

1− b
an +

a+ 1

1− b
an+1

≤ (
2a+ c+ 1

1− b
) an

olur ve böylece d(Tz, z) = 0, yani Tz = z bulunur. T dönü³ümün ba³ka bir sabit

noktas�n� z′ ∈ X alarak sabit noktan�n tekli§ini gösterelim.

d(z, z′) = d(Tz, Tz′) ≤ ad(z, Tz) + bd(z′, T z′) + cd(z, z′) = cd(z, z′)

yazd�§�m�zda 0 ≤ c < 1 oldu§undan z = z′ bulunur.

Örnek

Örnek 4.1'de a = b = 9
20

ve c = 1
20

al�nd�§�nda (a+ b+ c < 1) T dönü³ümü (4.4.1)

e³itsizli§ini sa§lar.

a) Her (x1, 0) , (x2, 0) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 olsun.

d (T (x1, 0) , T (x2, 0)) = d ((0, x1) , (0, x2)) =

(
|x1 − x2| ,

2

3
|x1 − x2|

)
d ((x1, 0) , (x2, 0)) =

(
4

3
|x1 − x2| , |x1 − x2|

)
d ((x1, 0) , T (x1, 0)) = d ((x1, 0) , (0, x1)) =

(
7

3
x1,

5

3
x1

)
d ((x2, 0) , T (x2, 0)) = d ((x2, 0) , (0, x2)) =

(
7

3
x2,

5

3
x2

)
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olur ve ayr�ca

1

20
d ((x1, 0) , (x2, 0)) =

(
4

60
|x1 − x2| ,

1

20
|x1 − x2|

)
9

20

 d ((x1, 0) , T (x1, 0))

+d ((x2, 0) , T (x2, 0))

 =
9

20

(
7

3
(x1 + x2) ,

5

3
(x1 + x2)

)

=

(
21

20
(x1 + x2) ,

3

4
(x1 + x2)

)

bulunur. Bu de§erler (4.4.1) e³itsizli§inde yerine yaz�l�p ≤k tan�m�ndan ve ayr�ca üçgen

e³itsizli§i uygulan�rsa 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 oldu§undan

|x1 − x2| ≤ x1 + x2 ≤
21

20
(x1 + x2) +

4

60
|x1 − x2|

ve

2

3
|x1 − x2| ≤

2

3
(x1 + x2) ≤

3

4
(x1 + x2) +

1

20
|x1 − x2|

olup istenilen sa§lan�r.

b) Her (0, x1) , (0, x2) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 < 0 olsun.

d (T (0, x1) , T (0, x2)) = d
((x1

2
, 0
)
,
(x2

2
, 0
))

=

(
4

3

∣∣∣x1
2
− x2

2

∣∣∣ , ∣∣∣x1
2
− x2

2

∣∣∣)
d ((0, x1) , (0, x2)) =

(
|x1 − x2| ,

2

3
|x1 − x2|

)
d ((0, x1) , T (0, x1)) = d

(
(0, x1) ,

(x1
2
, 0
))

= d
((x1

2
, 0
)
, (0, x1)

)
=

(
4

3

x1
2

+ x1,
x1
2

+
2

3
x1

)
=

(
5

3
x1,

7

3
x1

)
d ((0, x2) , T (0, x2)) = d

(
(0, x2) ,

(x2
2
, 0
))

=

(
5

3
x2,

7

3
x2

)

olur.
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Ayr�ca

1

20
d ((0, x1) , (0, x2)) =

(
1

20
|x1 − x2| ,

1

30
|x1 − x2|

)
9

20

 d ((0, x1) , T (0, x1))

+d ((0, x2) , T (0, x2))

 =
9

20

(
5

3
(x1 + x2) ,

7

3
(x1 + x2)

)

=

(
3

4
(x1 + x2) ,

21

20
(x1 + x2)

)

bulunur ≤k tan�m�ndan ve ayr�ca üçgen e³itsizli§i uygulan�rsa 0 ≤ x1, x2 ≤ 1

oldu§undan 2
3
|x1 − x2| ≤ 2

3
(x1 + x2) ≤ 3

4
(x1 + x2) + 1

20
|x1 − x2| ve

1
2
|x1 − x2| ≤ 1

2
(x1 + x2) ≤ 21

20
(x1 + x2) + 1

30
|x1 − x2| olup istenilen sa§lan�r.

c) Her (x1, 0) , (0, x2) ∈ R2 ve 0 ≤ x1, x2 ≤ 1 olsun.

d (T (x1, 0) , T (0, x2)) = d
(

(0, x1) ,
(x2

2
, 0
))

= d
((x2

2
, 0
)
, (0, x1)

)
=

(
x1 +

2

3
x2,

2

3
x1 +

x2
2

)
d ((x1, 0) , (0, x2)) =

(
4

3
x1 + x2, x1 +

2

3
x2

)
d ((x1, 0) , T (x1, 0)) =

(
7

3
x1,

5

3
x1

)
d ((0, x2) , T (0, x2)) =

(
5

3
x2,

7

3
x2

)

olur ve ayr�ca

1

20
d ((x1, 0) , (0, x2)) =

(
1

15
x1 +

1

20
x2,

1

20
x1 +

1

30
x2

)
9

20

 d ((x1, 0) , T (x1, 0))

+d ((0, x2) , T (0, x2))

 =
9

20

(
7

3
x1 +

5

3
x2,

5

3
x1 +

7

3
x2

)

=

(
21

20
x1 +

3

4
x2,

3

4
x1 +

21

20
x2

)

bulunur. Bu de§erler (4.4.1) e³itsizli§inde yerlerine yaz�l�rsa ≤k tan�m�ndan x1 + 2
3
x2 ≤

21
20
x1+

3
4
x2+

1
15
x1+

1
20
x2 = 67

60
x1+

16
20
x2 ve 2

3
x1+

x2
2
≤ 3

4
x1+

21
20
x2+

1
20
x1+

1
30
x2 = 16

20
x1+

65
60
x2
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olup istenilen sa§lan�r. R2 koordinat s�ralamas� ile Ar³imedyan Riesz uzay� ve (X, d,E)

E-tam vektör metrik uzay oldu§undan T dönü³ümünün Teorem 4.4.1'den X içinde bir

tek sabit noktas� vard�r.

Teorem 4.4.1; Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1'in genellemesidir.

Örnek

Koordinat s�ralamas� ile R2 al�ns�n. X = [0, 1] ve (X, d,R2) vektör metrik uzay olmak

üzere d : R × R → R2 dönü³ümü her x, y ∈ X için d (x, y) =
(
2
3
|x− y| , 1

3
|x− y|

)
biçiminde ve T : X → X dönü³ümü de 0 ≤ x < 1 için Tx = 1

3
ve T (1) = 1

6
biçiminde

tan�mlans�n. T dönü³ümü X üzerinde sürekli olmad�§�ndan Teorem 4.1.1 ³art�n�

sa§layamaz. Ayr�ca x = 0 ve y = 1
3
için

d

(
T (0) , T

(
1

3

))
= d

(
0,

1

9

)
=

(
2

27
,

1

27

)

ve

d (0, T (0)) + d

(
1

3
, T

(
1

3

))
= d (0, T (0)) + d

(
1

3
, T

(
1

3

))
=

(
4

27
,

2

27

)

olup

d

(
T (0) , T

(
1

3

))
=

1

2

[
d (0, T (0)) + d

(
1

3
, T

(
1

3

))]

bulundu§undan Teorem 4.2.1 ³art�n� sa§layamaz. Ancak a = 1
6
, b = 1

9
ve c = 1

3
için

a) Her x, y ∈ [0, 1) olmak üzere

d (Tx, Ty) = d
(x

3
,
y

3

)
=

(
2

9
|x− y| , 1

9
|x− y|

)

ve denklemde gerekli olan di§er e³itlikler bulunursa
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1

6
d (x, Tx) =

1

6
d
(
x,
x

3

)
=

1

6

(
4

9
x,

2

9
x

)
=

(
2

27
x,

1

27
x

)
1

9
d (y, Ty) =

1

9
d
(
y,
y

3

)
=

1

9

(
4

9
y,

2

9
y

)
=

(
4

81
y,

2

81
y

)
1

3
d (x, y) =

(
2

9
|x− y| , 1

9
|x− y|

)

olup

d (Tx, Ty) ≤k
1

6
d (x, Tx) +

1

9
d (y, Ty) +

1

3
d (x, y)

yaz�l�r ve dolay�s�yla (4.4) e³itsizli§i sa§lan�r.

b) x = y = 1 oldu§unda d (T (1) , T (1)) = d
(
1
6
, 1
6

)
= (0, 0) oldu§undan (4.4) e³itsizli§i

sa§lan�r.

c) x = 1 ve 0 ≤ y < 1 olmak üzere

d (T (1) , T y) = d

(
1

6
,
y

3

)
=

(
2

18
|1− y| , 1

18
|1− y|

)
1

6
d (1, T (1)) =

1

6
d

(
1,

1

6

)
=

(
10

108
,

5

108

)
1

9
d (y, Ty) =

(
4

81
y,

2

81
y

)
1

3
d (1, y) =

(
2

9
|1− y| , 1

9
|1− y|

)

olup (4.4) e³itsizli§i sa§lan�r.

4.5. �iri¢ Sözdebüzülme Dönü³ümü

Metrik uzaylarda �iri¢ taraf�ndan tan�mlanan sözdebüzülme dönü³ümü ve bu

dönü³üme ba§l� sabit nokta teoremi vektör metrik uzaylarda incelenmi³tir.

4.5.1. Tan�m
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E Riesz uzay�, (X, d,E) vektör metrik uzay ve T : X → X bir dönü³üm olsun. Her

x, y ∈ X için

u (x, y) ∈ {d(x, y), d(Tx, x), d(Tx, y), d(Ty, y), d(Ty, x)}

olmak üzere

d(Tx, Ty) ≤ λu(x, y)

olacak biçimde λ ∈ (0, 1) say�s� varsa T dönü³ümüne sözdebüzülme dönü³ümü denir.

A³a§�daki teoremin ispat�, [23] çal�³mas�ndaki ispat yöntemi temel al�narak yap�lm�³t�r.

4.5.2. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay ve λ ∈ (0, 1
2
) iken

T : X → X sözdebüzülme dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas� vard�r ve

herhangi bir x ∈ X için (T nx) iterasyon dizisi bu sabit noktaya E-yak�nsar.

�spat

Herhangi bir x ∈ X için (T nx) iterasyon dizisinin E-Cauchy dizisi oldu§unu göstermek

için ilk olarak 2 ≤ n iken

d(T nx, T n−1x) ≤ λ

1− λ
d(T n−1x, T n−2x) (4.5)

e³itsizli§inin sa§land�§�n� gösterelim. Burada T dönü³ümünün sözdebüzülme

tan�m�ndan

d(T nx, T n−1x) = d(TT n−1x, TT n−2x) ≤ λun(x)
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elde edilir ve

un(x) ∈

 d(T n−1x, T n−2x), d(T nx, T n−1x), d(T nx, T n−2x),

d(T n−1x, T n−2x), d(T n−1x, T n−1x)


=

{
0, d(T n−1x, T n−2x), d(T nx, T n−1x), d(T nx, T n−2x)

}

olmak üzere un(x)'in alabilece§i de§erler için

1) d(T nx, T n−1x) ≤ λ 0 = 0 olur.

2) d(T nx, T n−1x) ≤ λ d(T n−1x, T n−2x) olur.

3) d(T nx, T n−1x) ≤ λ d(T nx, T n−1x) buradan (1 − λ) d(T nx, T n−1x) ≤ 0 ve

0 < λ < 1/2 oldu§undan d(T nx, T n−1x) = 0 bulunur.

4) d(T nx, T n−1x) ≤ λ d(T nx, T n−2x) ≤ λ d(T nx, T n−1x) + λ d(T n−1x, T n−2x)

oldu§undan d(T nx, T n−1x) ≤ λ

1− λ
d(T n−1x, T n−2x) bulunur. Burada 0 < λ <

1

2
⇒

−1

2
< −λ < 0⇒ 1

2
< 1− λ < 1⇒ 1 <

1

1− λ
< 2⇒ 0 < 1− 1

1− λ
=

λ

1− λ
< 1 olup

λ

1− λ
∈ (0, 1) bulunur.

Olas� tüm durumlar incelendi§inde (4.5) e³itsizli§i sa§lan�r. Ayr�ca λ <
λ

1− λ
oldu§undan

d(T nx, T n−1x) ≤ maks

{
λ,

λ

1− λ

}
d(T n−1x, T n−2x)

=
1

1− λ
d(T n−1x, T n−2x)

olur ve β = 1
1−λ al�n�p benzer biçimde devam edilirse

d(T nx, T n−1x) ≤ β d(T n−1x, T n−2x)

≤ β2 d(T n−2x, T n−3x)

· · ·

≤ βn−1 d(Tx, x)
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elde edilir. Her n, r ∈ N için üçgen e³itsizli§i ve yukar�da bulunan e³itsizlikten

d(T n+rx, T nx) ≤ d(T n+rx, T n+r−1x) + d(T n+r−1x, T n+r−2x) + · · ·+ d(T n+1x, T nx)

≤ (βn+r−1 + βn+r−2 + · · ·+ βn) d(Tx, x)

= βn(βr−1 + βr−2 + · · ·+ 1) d(Tx, x) ≤ βn

1− β
d(Tx, x)

bulunur. Burada 0 ≤ β < 1 ve E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (T nx) dizisi

E-Cauchy dizisi olur. X vektör metrik uzay� E-tam oldu§undan T nx
d,E→ z olacak

biçimde z ∈ X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisi vard�r ve

d(T nx, z) ≤ an sa§lan�r. �imdi z noktas�n�n T dönü³ümünün sabit noktas� oldu§unu

gösterelim. Üçgen e³itsizli§inden ve T dönü³ümünün hipotezdeki ko³ulundan

d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + d(T n+1x, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β un(x, z)

olur. Buradaki un(x, z) için

un(x, z) ∈
{
d(T nx, z), d(T nx, T n+1x), d(z, Tz), d(T nx, Tz), d(z, T n+1x)

}

yazabiliriz. Bir önceki gösterime benzer biçimde un(x, z)'nin alabilece§i durumlar

s�ras�yla incelenirse

1. d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β d(T nx, z)

≤ an+1 + β an ≤ (1 + β) an

2. d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β d(T nx, T n+1x)

≤ d(z, T n+1x) + β d(T nx, z) + β d(T n+1x, z)

≤ an+1 + β an + β an+1 ≤ (1 + 2β) an

3. d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β d(z, Tz)

⇒ (1− β) d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x)

⇒ d(z, Tz) ≤ 1

1− β
d(z, T n+1x) ≤ 1

1− β
an+1 ≤

1

1− β
an
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ve

4. d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β d(T nx, Tz)

≤ d(z, T n+1x) + β d(T nx, z) + β d(z, Tz)

≤ 1

1− β
d(z, T n+1x) +

β

1− β
d(T nx, z)

≤ 1

1− β
an+1 +

β

1− β
an ≤

1 + β

1− β
an

5. d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + β d(z, T n+1x) = (1 + β) d(z, T n+1x)

≤ (1 + β) an+1 ≤ (1 + β) an

bulunur. Olas� tüm durumlar incelendi§inde E Riesz uzay�n�n Ar³imedyanl�§�ndan

d(z, Tz) = 0, yani Tz = z bulunur. Sabit noktan�n tekli§ini göstermek için T

dönü³ümün ba³ka bir sabit noktas� z′ ∈ X olsun.

d(z, z′) = d(Tz, Tz′) ≤ β u(z, z′)

olur. Burada u(z, z′) için

u(z, z′) ∈ {d(z, z′), d(Tz, z), d(Tz, z′), d(Tz′, z′), d(Tz′, z)}

= {0, d(z, z′)}

yazabiliriz ve u(z, z′)'nin olas� durumlar� incelendi§inde

1. d(z, z′) ≤ β 0 = 0 yani z = z′ bulunur.

2. d(z, z′) ≤ β d(z, z′) olup 1− β < 1 oldu§undan z = z′ bulunur.

Vektör metrik uzaylarda tan�mlanan sözdebüzülme dönü³ümlerinin vektörel sürekli

olmas� gerekmez ancak dönü³ümün sabit noktas�nda vektörel süreklidirler.
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4.5.3. Teorem

E-tam vektör metrik uzay üstündeki her sözdebüzülme dönü³ümü sabit noktas�nda

vektörel süreklidir.

�spat

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay ve T : X → X

sözdebüzülme olmak üzere z ∈ X noktas� T dönü³ümünün sabit noktas� olsun.

Teorem (4.5.2)'den herhangi bir x ∈ X için (T nx) iterasyon dizisi z noktas�na

E-yak�nsakt�r. Bu da d(T nx, z) ≤ an ve an ↓ 0 olacak biçimde E içinde (an) dizisinin

var olmas�d�r. Burada T dönü³ümünün x noktas�nda vektörel sürekli oldu§unu; yani

T nx
d,E→ z iken TT nx

d,E→ Tz = z oldu§unu gösterelim.

un(x, z) ∈ {d(T nx, z), d(T nx, TT nx), d(T nx, Tz), d(TT nx, z), d(Tz, z)}

= {0, d(T nx, z), d(T nx, TT nx), d(TT nx, z)}

olmak üzere T dönü³ümünün sözdebüzülme tan�m�ndan λ ∈ (0, 1) iken

d(TT nx, Tz) ≤ λun(x, z)

bulunur. un(x, z) alabilece§i de§erlere göre

1) d(TT nx, Tz) ≤ λ0 = 0 olup TT nx = Tz = z olur.

2) d(TT nx, Tz) ≤ λd(T nx, z) ≤ λan ↓ 0 olur.

3) d(TT nx, Tz) ≤ λd(T nx, TT nx) ≤ λ [d(T nx, z) + d(z, TT nx)] ≤ λ [an + an+1] ≤

2λan ↓ 0 bulunur.

4) d(TT nx, Tz) ≤ λd(TT nx, z) = λd(TT nx, Tz) olup buradan

(1− λ)d(TT nx, Tz) ≤ 0 ve 1− λ > 0 oldu§undan TT nx = Tz = z bulunur.

Olas� tüm durumlar incelendi§inde TT nx
d,E→ z elde edilir.
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4.6. Hardy-Rogers Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarda Hardy-Rogers taraf�ndan verilen sabit nokta teoremi, vektör metrik

uzaylarda Çevik ve Altun taraf�ndan ispats�z olarak verilmi³tir [20]. Bu teoremin vektör

metirk uzaylarda ispat� a³a§�da verilmi³tir.

4.6.1. Teorem

E Ar³imedyan Riesz uzay�, (X, d,E) E-tam vektör metrik uzay ve T : X → X bir

dönü³üm olmak üzere a+ b+ c+ e+ f < 1 olacak biçimde negatif olmayan a, b, c, e, h

say�lar� ve her x, y ∈ X için

d(Tx, Ty) ≤ a d(x, Tx) + b d(y, Ty) + c d(x, Ty) + e d(y, Tx) + h d(x, y)

³art� sa§lan�yorsa bu T dönü³ümünün X içinde bir tek sabit noktas� vard�r.

�spat

Herhangi bir x ∈ X için T dönü³ümünün hipotezde verilen ³art�nda y yerine Tx

yaz�l�rsa

d(Tx, T 2x) ≤ a d(x, Tx) + b d(Tx, T 2x) + c d(x, T 2x)

+e d(Tx, Tx) + h d(x, Tx)

olur. E³itsizli§in sa§ yan� düzenlendi§inde

d(Tx, T 2x) ≤ a+ h

1− b
d(x, Tx) +

c

1− b
d(x, T 2x) (4.6)

bulunur. Ayr�ca üçgen e³itsizli§inden,

d(T 2x, x) ≤ d(T 2x, Tx) + d(Tx, x)
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yaz�l�r ve böylece

d(T 2x, x)− d(Tx, x) ≤ d(T 2x, Tx)

olur. Bu son e³itsizlik (4.6) e³itsizli§i ile birle³tirilirse

d(T 2x, x)− d(Tx, x) ≤ a+ h

1− b
d(x, Tx) +

c

1− b
d(x, T 2x)

elde edilir ve dolay�s�yla

(
1− c

1− b

)
d(T 2x, x) ≤

(
a+ h

1− b
+ 1

)
d(x, Tx)

bulunur. Gerekli düzenlemeler yap�ld�§�nda

d(T 2x, x) ≤ 1 + a+ h− b
1− b− c

d(x, Tx)

olur. Bu e³itsizlik (4.6)'de yerine yaz�l�p gerekli i³lemler yap�ld�§�nda

d(T 2x, x) ≤ a+ h

1− b
d(x, Tx) +

c

1− b
1 + a+ h− b

1− b− c
d(x, Tx)

=
a+ c+ h

1− b− c
d(x, Tx)

elde edilir. d vektör metri§inin simetri özelli§ini kullan�p, a ve c s�ras�yla b ve e ile yer

de§i³tirilirse (yani ispat�n ba³�nda x yerine Tx ve y yerine x al�n�rsa)

d(T 2x, x) ≤ ad(Tx, T 2x) + bd(x, Tx) + cd(Tx, Tx)

+ed(x, T 2x) + hd(x, Tx)

≤ b+ h

1− a
d(x, Tx) +

e

1− a
d(x, T 2x)

bulunur. Benzer biçimde devam edilirse

d(T 2x, x) ≤ b+ e+ h

1− a− e
d(x, Tx)
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elde edilir. Burada

β = min{a+ c+ h

1− b− c
,
b+ e+ h

1− a− e
}

seçilirse

d(T 2x, x) ≤ β d(x, Tx)

sa§lan�r. (T nx) dizisi için n, r ∈ N iken üçgen e³itsizli§i ile son buldu§umuz e³itsizli§i

kullan�rsak

d(T n+rx, T nx) ≤ d(T n+rx, T n+r−1x) + d(T n+r−1x, T n+r−2x) +

· · ·+ d(T n+1x, T nx)

≤ βn+r−1 d(x, Tx) + βn+r−2 d(x, Tx) + · · ·+ βn d(x, Tx)

≤ βn (βr−1 + βr−2 + · · ·+ 1) d(x, Tx)

≤ βn

1− β
d(x, Tx)

bulunur. Burada 0 ≤ β < 1 ve E Ar³imedyan Riesz uzay� oldu§undan (T nx) dizisi

E-Cauchy dizisi bulunur. X vektör metrik uzay� E-tam oldu§undan T nx
d,E→ z olacak

biçimde z ∈ X vard�r. Dolay�s�yla an ↓ 0 olacak biçimde E Riesz uzay�nda (an) dizisi

vard�r ve d(T nx, z) ≤ an sa§lan�r. �imdi bu z eleman�n�n T dönü³ümünün sabit noktas�

oldu§unu gösterelim. Üçgen e³itsizli§i ve T dönü³ümünün hipotezdeki ³art�ndan

d(z, Tz) ≤ d(z, T n+1x) + d(T n+1x, Tz)

≤ d(z, T n+1x) + ad(T nx, T n+1x) + bd(z, Tz)

+cd(T nx, Tz) + ed(T n+1x, z) + hd(T nx, z)

≤ ad(T nx, z) + ad(T n+1x, z) + bd(z, Tz) + cd(T nx, z)

+cd(z, Tz) + (e+ 1)d(T n+1x, z) + hd(T nx, z)

ve düzenlenirse
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d(z, Tz) ≤ (a+ c)d(T nx, z) + (a+ 1 + e)d(T n+1x, z) + (b+ c)d(z, Tz)

≤ a+ c+ h

1− b− c
d(T nx, z) +

a+ e+ 1

1− b− c
d(T n+1x, z)

≤ a+ h+ c

1− b− c
an +

a+ e+ 1

1− b− c
an+1

≤ 2a+ e+ c+ h+ 1

1− b− c
an

bulunur ve buradan d(z, Tz) = 0, yani Tz = z bulunur. Sabit noktan�n tekli§ini

göstermek için T dönü³ümünün ba³ka bir sabit noktas� z′ ∈ X olsun. Bu durumda

d(z, z′) = d(Tz, Tz′) ≤ ad(z, Tz) + bd(z′, T z′)

+cd(z, Tz′) + ed(z′, T z) + hd(z, z′)

= (c+ e+ h)d(z, z′)

olur ve c+ e+ h < 1 oldu§undan z = z′ bulunur.

Bu teorem vektör metrik uzaylarda verilen di§er teoremlerin bir genellemesidir. a =

b = c = e = 0 al�nd�§�nda Teorem 4.1.1'i; a = b ve c = e = h = 0 al�nd�§�nda Teorem

4.2.1'i; c = e ve a = b = h = 0 al�nd�§�nda Teorem 4.3.1'i ve Teorem 4.5.2'de u (x, y)'nin

alabilece§i de§erler incelenip di§erleri 0 olarak al�nd�§�nda Teorem 4.5.2'i sa§lar.



85

5. SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu tezde sabit nokta teorisinin metrik uzaylarda yap�lan çal�³malar�na yer verilerek

tarihsel geli³iminin bir k�sm� sunulmu³tur. Çal�³man�n as�l konusu olan; Riesz

uzay�nda de§er alan vektör metrik dönü³ümü yard�m�yla kurulan vektör metrik

uzaylar tan�t�lm�³, sabit nokta teorisinde verilen reel de§erli klasik metrikteki temel

tan�m ve teoremler bu uzaylarda ifade edilmi³tir. Ba³ka bir deyi³le, metrik

uzaylardaki Banach, Kannan, Chatterjee, Reich ve Hardy-Rogers sabit nokta

teoremlerinin; �iri¢'in sözdebüzülme dönü³ümü tan�m�n�n ve sabit nokta teoreminin

ispatlar� genelle³tirilerek vektör metrik uzaylarda elde edilmi³tir. Metrik uzaylarda

bilinen di§er sabit nokta teoremlerinin vektör metrik uzaylardaki ispatlar� ve hangi

ko³ullar alt�nda sa§lan�p sa§lanmad�klar� benzer biçimde incelenebilir.
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