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OZET

D = {z: |z| < 1} birim dairesinde analitik fonksiyonlar icin klasik S, C, P ve

5@ simflar1 mevcuttur. Bu ¢alismada yukaridaki siniflarin benzeri olan siniflar

. x? y?
E,=4z=x+1iy: >+ ><Lr>1

(1+32) (1-3)

eliptik bolgesinde S(E,), C(E,), P(E,) ve S®(E,) smflar1 olarak tanimlanmustir.

Bu simiflara ait fonksiyonlarin Faber katsayilarinin bazi lineer kombinasyonlari igin

keskin esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yalinkat Fonksiyonlar, Faber Polinomu, Faber Serisi,

Faber Katsayilari.



SUMMARY

There are classical classes S, C, P and S® of functions analytic in the unit
disk D = {z: |z] < 1}. In this study, the classes S(E,), C(E,), P(E,) and S@)(E,)
that are similar to the classes above are defined in the elliptical domain
2 2

Erz{z=x+iy: 4+ y12<1,r>1}.

(1+2) (1)

We have obtained sharp inequalities for certain linear combinations of Faber

coefficients of functions belonging to these classes.

Keywords: Univalent Functions, Faber Polynomial, Faber Series, Faber

Coefficients.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZIiNI

Simgeler ve Aciklamalar

Kisaltmalar
C Karmasik dizlem
D . Birim daire
A Birim dairenin dis1
S Normalize yalinkat fonksiyonlar
5@ . Tek yalinkat fonksiyonlar
S* . Yildizil fonksiyonlar
Konveks fonksiyonlar
Pozitif reel kisimli fonksiyonlar
A’daki yalinkat fonksiyonlar
X' . X’daki sifirlanmayan fonksiyonlar
2 :  X’daki by = 0 olan fonksiyonlar
) : Tam tasvir

k(2) . Koebe fonksiyonu



1. GIRIS

Yalinkat fonksiyonlar ilk olarak 20. yiizyilin baslarinda Koebe tarafindan
arastiritlmistir. Bu alanda yaptig1 caligmalarla 6nemli sonuglara ulagsmis ve basta
donemin matematikgileri olmak tizere pek c¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmistir.
1916 yilinda Bieberbach tarafindan ileri siiriilen katsayr esitsizligi uzun yillar
ispatlanamamis ve bu alanin 6nemli bir problemi olarak kalmistir. Bieberbach
Tahmini, S sinifindaki fonksiyonlarin Taylor seri agilimindaki a, katsayilari igin
|a,| < n saglandigi tahminiydi [1]. Bu 6nemli problem, 1984 yilinda Louis de
Branges’in yaptigi ispatla ¢oziime kavusmustur [3].

Biz burada dairesel olmayan bolgelerde analitik olan fonksiyonlarin katsay1
problemlerini inceleyecegiz. Basit baglantili bolgelerde analitik olan fonksiyonlarin
seriye acilmast mumkindlr. Faber Serisi denilen bu seri, 1903 yilinda Faber
tarafindan gelistirilmistir [8]. Basit baglantili bir E bolgesinde analitik olan bir f

fonksiyonunun

OEDWNAS (1.1)
n=0

seklindeki Faber serisi E ’nin kompakt alt kiimelerinde diizgiin olarak f(z)
fonksiyonuna yakinsar. Burada {F,(2)}n-o Ve {A,}5=osirasiyla E bolgesinin Faber
polinomlar1 ve Faber katsayilar1 olarak adlandirilir. E bolgesinin Faber polinomlari
E’nin dig bolgesinin birim dairenin dis bdlgesine tasvir fonksiyonu cinsinden
tanimlanir. Ayrica birim dairedeki S sinifina ait fonksiyonlarla ¢aligmak icin ise
E’nin i¢ bolgesinin birim dairenin i¢ bolgesine tasvir fonksiyonu gerekecektir. Hem

dis ve hem de i¢ tasvir fonksiyonu ile ayni anda ¢alismak olduk¢a zor olacagindan

E,={z=x+iy: + <1,r>1 (1.2)
S NPT IS




eliptik bolgesini ele alacagiz. Bu tezdeki amacimiz E,. bdlgesindeki bazi fonksiyon
smiflar1 i¢in Faber Kkatsayilarmin cesitli lineer kombinasyonlarina ait keskin

esitsizlikler elde etmektir.

1.1. Temel Tanim ve Teoremler

Simdi baz1 temel tanim ve teoremleri verelim [2]:

Tamm 1.1: D < C bolgesinde tek degerli f fonksiyonu birebir ise, yani aym degeri

iki kez almworsa f, D de yalinkat fonksiyondur, denir.

Tanmim 1.2: f fonksiyonu z, € D 'nin en az bir komsulugunda yalinkat ise f, z,

noktasinda yerel olarak yalinkattir denir.

Tamim 1.3:zy noktasinda analitik bir f fonksiyonunun bu noktada yerel olarak
yalinkat olmast i¢in gerek ve yeter sart f'(zy) # 0 olmasidir. Bu takdirde f
fonksiyonuna z, noktasinda konformdur denir. D bolgesinin her noktasinda konform

olan tasvire de D boélgesinde konformdur denir.

f . D bolgesinde yalinkat ise D bolgesinin her noktasinda yerel olarak
yalinkattir. Tersi dogru degildir. Oregin, D = C\{0} ve z € D igin f(z) = z2 olsun.
f, D’de analitik ve her z, € D igin f'(zy) = 2z, # 0. f, D’nin her noktasinda yerel
olarak yalinkattir ancak f, D’de yalinkat degildir. Clnkl her z € D igin f(z) =
f(—z) saglanir.

Teorem 1.4 (Riemann Tasvir Teoremi): Q < C (Q # C) basit baglantili bir bolge ve
zy € Qolsun. Bu bolgeyi D birim dairesi zerine birebir ve konform olarak tasvir

eden ve f(zy,) =0, f'(z9) > 0 sartlarim saglayan tek bir f fonksiyonu vardur.

Riemann Tasvir Teoremi sayesinde yalinkatlikla alakali problemler {izerinde
calisirken herhangi bir basit baglantili bolge yerine D birim dairesini kullanmak

miimkiin olmustur.



Tamm 1.5: D = {z: |z| < 1} birim dairesinde analitik ve yalinkat olan ve f(0) = 0,

f'(0) = 1 normalizasyon kosularint saglayan fonksiyonlar sinifi S ile gosterilir.

S sinifindaki fonksiyonlar normalizasyon kosullarini sagladigindan

f(2)=z+az2+azz3..=z+ 2 a,z" , zeD (1.3)

n=2

Taylor agilimina sahiptir.

Eger elimizde D birim dairesinde analitik ve yalinkat olan fakat yukaridaki

9(2)-g(0)
g

seklinde tamimlanan fonksiyon icin f € S diyebiliriz. Boylece yapilan bu

normalizasyon kosullarin1 saglamayan bir g fonksiyonu varsa f(z) =

normalizasyon islemi sinifin genelligini sinirlamaz.

S’1 koruyan bazi temel doniistimler sunlardir [2]:

i) feSveg(z)=f(2) iseg € S’tir.
i6
i) feSveg(z)= % ise g € S’tir. Bu doniisiime donme doniistimii
adi verilir.

i) fes veg(z) =12

s
(g f@
A-lal?).f'(@)

, 0<r<1iseg e S’tir.

iv) feSveg(z)= , (lal < 1) ise

g € S ’tir. Bu doniisiime daire otomorfizmi ad1 verilir.

v) f €S vey, f’in deger kiimesinde analitik ve yalinkat olsun.
(¥ : f(D) - C analitik ve yalinkat) 1(0) = 0 ve ¥'(0) = 1 kosullar1 saglansin. O
halde g = yof € S’tir.

vi) feS vef(z)# w (weC\f(D))olsun. Budurumda g(z) = —wwf;fz))

ise g € S’tir.

vii) feSveg(z) =.f(z?) ise g € S’tir. Bu doniisiime f fonksiyonunun
karekok doniisiimii denir.



Tanim 1.6:

k(z)=ﬁ—z+22 +3z23+- = Z zeD (1.4)

n=2

fonksiyonu Koebe fonksiyonu olarak adlandiriiir.

S smifindan olan bir fonksiyon icin |a,| <n, n =23, , esitsizliginin
saglandigin1 soylemistik. Esitlik durumu ise k(z) ile belirtilen Koebe fonksiyonu ve

onun tim 6 agili dénmeleri olan

ko(z) =e ‘ek(elgz) = (1.5)

- Zele)z

fonksiyonlar icin saglanir.

Tanim 1.7: S sinifindaki tek fonksiyonlari iceren S’in alt sinifidir.

Bu simiftan olan her fonksiyon, S deki bir fonksiyona karekdk doniistimii

uygulanarak elde edilir. Yani, # € S@ ise h(z) = /f(z2) olacak sekilde bir f € S

bulunur. Bu smiftan olan fonksiyonlar,

f(z) =z+asz® +agz® ... z Ayni12°™tY, z€ED (1.6)

n=1

Taylor agilimina sahiptir.
Koebe fonksiyonuna karekok doniisiimii uygulanarak elde edilen tek fonksiyon

o(z) ile gosterilirse,

5 z2 z
O(Z) = k(Zz = (1_22)2 = 1_22

=z+z3+2%... (1.7)



o0
=Zzzn+1, z € D.

n=0

Tamim 1.8: Kompleks diizlemde bir bolge i¢inde alinan sabit bir nokta ile bu bélge
icindeki herhangi bir nokta dogrusal olarak birlestirildiginde olusan dogru pargasi
bu bolge icinde kalryorsa bu bolgeye, alinan sabit noktaya gére yildizildr denir.
Birim daireyi yildizil bir bolge tizerine konform olarak tasvir eden fonksiyona yildizil

fonksiyon denir. Yildizil fonksiyonlart iceren S’in alt sunifi S* ile gosterilir.

Tanim 1.9: Her noktasina gore yildizil olan bélgeye konveks bolge denir. Bir konveks
fonksiyon, birim daireyi konveks bir bolge lzerine konform olarak tasvir eder
fonksiyon olarak tamimlanir. Konveks fonksiyonlari iceren S 'in alt smfi C ile

gosterilir.

CcS*"cS  oldugu aciktir. Koebe fonksiyonu yildizil fonksiyondur fakat

konveks fonksiyon degildir. Ciinkii Koebe fonksiyonu, birim daireyi negatif reel
eksenin —% ’ten sonsuza kadar olan kismi diginda tiim diizleme tasvir eder. Gergekten

de, bunu

k(z) = —2— = l(ﬂ)z _1 (1.8)

(1-2)2  4\1-z 4

seklinde yazarak gorebiliriz.
C smifindaki tiim fonksiyonlar i¢in |a,| < 1 oldugunu Loewner ispatlamigtir

[9]. Ayrica Loewner bu esitsizlikteki esitligin ancak ve ancak

c(z) =— (1.9)

Z
1-z
ve bu fonksiyonun tum donmeleri i¢in saglandigini gostermistir.

Tamim 1.10: D bolgesinde analitik £(0) = 1 ve Re{f (z)} > 0 kosullarini saglayan

fonksiyonlarin sinifidir.



Bu siniftan olan fonksiyonlar

f2) =1+ 2 b, 2" (1.10)

seri agilimina sahiptir. Katsayilar i¢in |b,| < 2 oldugu Caratheodory tarafindan
ispatlanmis ve Caratheodory Lemmasi adin1 almistir [4]. Ayrica Caratheodory bu

esitsizlikte esitligin ancak ve ancak

1+z

r(z) =— (1.11)

1-z
fonksiyonu ve bu fonksiyonun tim donmeleri i¢in saglandigin1 géstermistir.

Tamim 1.11: S swnifi ile yakindan alakali bu sinifin fonksiyonlar

b, b, -
g(z):Z+b0+?+Z—2...=z+anZ” (1.12)

n=0

agilimina sahiptir ve A = {z: |z| > 1} bolgesinde sonsuzda 1 rezidi ile basit kutbu

olmasi disinda yalinkat ve analitiktir.

g € X olan her bir fonksiyon A’y1 bir E kompakt baglantili kiimesinin
timleyenine tasvir eder. 0 € E oldugunda A bélgesinde her z i¢in g(z) # 0 saglayan
g € X fonksiyonlarm sinifi X' ile gosterilir. Sabit terim b, sayis1 uygun bir sekilde

ayarlanarak g € X olan her fonksiyon X' sinifina ait olacaktir.

-1
feS iging(z) = {f G)} =z—a,+ (a2 - a3)§+ .-+ fonksiyonu %’

smifina aittir. Bu doniistim ters dontisiimii olarak adlandirilir ve S ile ¥’ simiflar
arasinda birebir bir iliski kurar.
X' smifi karekok doniisimii altinda korunur. Gergekten,g € X' i¢in G(z) =
1
Jg(z2) =z(1+byz 2 +byz7*+ )2 oldugundan G € X’ saglanir. Bu iglemin

her g € X olan fonksiyona uygulanamayacagini, yalnizca g € X' olan fonksiyona



uygulanabilecegini gdzlemlemek onemlidir. Ciinkii karekokiin g(z2) = 0 oldugu
yerde dallanma noktasi olacaktir.

by = 0 olan tim g € X fonksiyonlardan olusan siif X, ile gosterilir. Bu
uygun oteleme ile saglanabilir. Ancak verilen g € X fonksiyonunu ayni1 anda hem X,
hem de 2’ siifina ait bir fonksiyona doniistiirmek her zaman mimkin olmaz.

Eger X smifindaki fonksiyonlar A ’y1 iki boyutlu Lebesgue Ol¢limii sifir olan
bir E kiimesinin tiimleyenine tasvir ediyorsa bu fonksiyonlarn smifim ¥ olarak

ayirmak faydali olacaktir. g € ¥ olan fonksiyonlar tam tasvirler olarak adlandirilir.
9(2) =z+b0+2bnz‘“, Iz > 1 (1.13)
n=1

fonksiyonunun yalinkatligi, b, Laurent katsayilarinin biyiikliigii Uzerine guclu bir

kisitlama koyar. Bunu agagidaki Alan Teoremi ile gérmek miimkiindiir.

Teorem 1.12 (Alan Teoremi): Eger g € X ise

o0

Z n|b,|? <1 (1.14)

n=1

dir. Esitlik durumu ancak ve ancak g € 5 oldugunda saglanir.

Sonug 1.13: Eger g € Xise |by| < 1’dir. Esitlik durumu ancak ve ancak g 'nin
b

formuna sahip olmasiyla miimkiindiir. Bu dontisiim A "nin uzunlugu 4 olan bir dogru

par¢asinin tiimleyeni tizerine bir konform tasviridir.

Asagida verecegimiz teoremler Alan Teoremi gibi Yalinkat Fonksiyonlar

Teorisinde 6nemli yeri olan teoremlerdir.



Teorem 1.14 (Koebe Ceyrek Teoremi): S swnifina ait her fonksiyonun deger kiimesi

{a): lw| < i} dairesini icerir.

Teorem 1.15: Her bir f € S igin

Zf”(z)_ 2r? < 4r ’ =7 <1
f'z) 1—-r?)"1—1r?
esitsizIligi saglanir.
Teorem 1.16 (Distorsiyon Teoremi): Her bir f € S igin
L @l d=r<1
(1+7r)3 (1-7)3
esitsizligi saglanir.
Teorem 1.17 (BuyuUme Teoremi): Her bir f € Sigin
Izl =r<1

r < < r
m_|f(z)|_m.

esitsizligi saglantr.

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Simdi bazi durumlarda daha kullanigh olacak olan Distorsiyon ve Biiylime

Teoremlerinin birlesimiyle olusan asagidaki teoremi verelim. Hem bu teoremde hem

de Distorsiyon ve Biiyiime Teoreminde esitlik durumu Koebe fonksiyonu ve onun

uygun bir donmesinde saglanir.
Teorem 1.18: Her bir f € Sigin

1—r

'(2)
< Zi
1+r

f(2)

1+r

esitsizIligi saglanir.

< , Izl =r<1 (1.19)
1—r



2. FABER POLINOMLARI VE FABER SERILERI

2.1. Faber Polinomlari

2 smifim X ={g(z) =z+ Yh_obpz " : g fonksiyonu |z| > 1 bdlgesinde

g()

analitik ve yalinkat} olarak tanimlamistik. g € X icin ==— fonksiyonu z = oo’un

civarinda analitik ve z = co’daki degeri 1 °dir. O halde £ fonkSIyonu Z = oo’un

g(z)-t
zZ

civarinda sifirdan farklidir ve boylece log( ) fonksiyonunun o civarinda

analitik bir dali tanmimlanabilir. Bu dali log (g( D= ) fonksiyonunun z = «’da 0

degerini alan dali olarak segelim. Bu fonksiyon z = o ’da analitik oldugundan oo

civarinda

log(g(z)_t> Z ~E (7™ 2.1)

seklinde Laurent serisine agilabilir. Burada — % katsayist sonraki adimlarda uygunluk

i¢in alinmustir.

Bu esitligin her iki tarafinin z’ye gore tiirevini alirsak

g'(ng_(Z(jg e Zl Fu(0)z7™ 2.2)
veya
TFOROR Z (@77 (23)
elde edilir. Buradan
gz(‘z)(z) Z Fp(t)z™™ (2.4)



elde edilir, burada F,(t) = 1.

Elde ettigimiz ;fz—)(z_)t fonksiyonuna Uretici fonksiyon denir. Bu esitlikten
29@) =[g@ — 1| ) Fm<t>z-m] (25)
m=0
yazilabilir.
gz)=z+ z b,z™" (2.6)
n=0

ifadesini yerine yazarsak

0]

zZ— Z nb,z " =

n=0

z+ Z b,z™™ — t]
n=0

> Fm(t)z—m] 2.7)
m=0

elde edilir. Bu esitlikte z’in kuvvetlerinin katsayilarinin esit olmasindan F,,(t)

fonksiyonlari
FO (t) = 11
Fi(t) =t — by,

(2.8)
Fy(t) = t? — 2bot + (by” — 2by),

F3(t) = t3 - 3b0t2 + (3b02 - 3b1)t + (b03 + 3b1b0 - 3b2), A

seklinde formile edebiliriz [2]. Her m = 0,1,2, ... icin F,(t) fonksiyonu, m.

dereceden bir monik polinom oldugu gortiliir.

Tamm 2.1: {F,,(t)};=1 polinomlarina g(z) fonksiyonunun Faber polinomlar: denir

[7]1.

10



Not: Q c C orijini igeren, basit baglantili, sinirl ve kapasitesi 1 olan bir bolge olsun.
Riemann Tasvir Teoremine gore A = {z:|z| > 1} bolgesini C\Q bolgesine tasvir
eden bir ve yalmz bir g € X fonksiyonu vardir. Bu yiizden g(z) fonksiyonunun

Faber polinomlarina ayni1 zamanda €’nin Faber polinomlar1 da denir.

Ornek 1: g(z) =z + a, |z| = 1 ¢cemberinin disini merkezi a ve yaricapt 1 olan

cemberin disina tasvir eder.

zg9(2) (Z) n
o z E.()z (2.9)

oldugundan iiretici fonksiyonu kullanilarak

z B 1 _1+(t—a>+<t—a)2+
Z+a—t_1_(t—a)_ 7 vA
zZ

(2.10)

S5 = Yemar

n=0 n=0

elde edilir. Dolayisiyla {z:|z —a| < 1} dairesinin (veya g(z) =z+a

fonksiyonunun) Faber polinom/ar:
E®)=0Ct-—a™ n=01.2,.. (2.11)

olarak elde edilir.

Omek 2: g(z) =z+ 4—12 fonksiyonu A bolgesini {z =x+iy: —22 + 22 = 1}

elipsinin disina tasvir eder.

Gercekten, g(e'?) = e’ + ie“'e = %cosH + i%sinH , 8 €[0,2m) olur.

5 3 . . . .
x=-cosf, y=:sinf ve cos? 0 +sin?0 =1 oldugundan birim ¢emberin

11



gorintusl yukaridaki elips olur. g(c0) = oo oldugundan g(z) birim ¢emberin digin

elipsin digina tasvir eder.

29'(2) N .
m = ;Fn(t)z (212)

oldugundan tireteci fonksiyonu kullanilarak

zg'(z) _Z(l_é)_ 4z% — 1 _q 4tz — 2
g(z)—t_Z_t+4_12 472 — 4tz +1 =~ 4z2—4tz+1
(2.13)
-
=1+ -
ZZ—tZ+Z

Burada paydayr carpanlarina aywmak igin z* — tz +i = ( denkleminin

koklerine z, ve z, dersek z, = = ;2_1 ve z,=5 ;2_1 oldugunu elde ederiz.
Dolayisiyla son ifadeden
tz -2 tz, — > tz, — >
1+ 2 -1+ 2 __4 2
(z —2)(z — z3) (22 —z1)(z—22) (21— 2)(z — 71)

t2 —tVt2 —1-1 t>+tvt2—-1-1
+ 2 + 2
—Vt? —1(z — z,) Vt? —1(z — z,)

=1

VizZ -1+t Vt2—-1-t

=1+ 2(z — zy) B 2(z — zy)

Z1 Zy

Z_Z1 Z_Z2

(2.14)
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- ; E ()7

elde edilir. Dolayisiyla g(z) = z + i fonksiyonunun

X

2 2
<veya E = {Z =x+iy: ——+-—55< 1} eliptik bélgesinin) Faber polinomlart

G G

Fo(t) =1
(2.15)

E(t)=z"+2z,"=2T" [(t +t2 — 1)n + (t —+/t? — 1)n], n=20,12,..

olarak bulunur ve bu polinomlarin n. dereceden monik Chebyshev polinomlart

oldugu goriiliir.

Ornek 3: r > 1icinh(z) =z + %fonksiyonu A= {z:|z| > 1} bolgesini

E =dz=x+iv: + <1r>1 (2.16)
U ey ey

eliptik bolgesinin digina tasvir eder.
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1
r2

Gercekten, g(eie) = et +rize_"9 = (1 +rl2) cosf +i (1 — )sinH , B €

[0,27) olur. x = (1 + riz) cosf, y = (1 — i) sinf ve cos?0+sin?6=1

r2
oldugundan birim ¢emberin goriintiisii E, elipsi olur. g(o) = oo oldugundan g(z)
birim cemberin disini E, elipsinin disina tasvir eder. Aslinda bu fonksiyon Ornek 2

‘de r=2 oOzel  halini  verdigimiz  fonksiyonun genel halidir.

1 .. 1 2 .7,
g(z)=z+ py olmak Uzere h(z) = z + = =79 (%Z) yazilabilir. Dolayisiyla

h(z) fonksiyonunun Faber polinomlar: P,(t) ,n = 0,1,2, ... ise

, 2r (rZ
(@) _2779'(F)
MOt Ze(F) -

=L L (2.17)
9(7)-7

NGl

n=0

Z0(3)
r

Yani E, bélgesinin Faber polinomlar: B,(t) = 2™r"F, (%t),n =0,12,..,

burada E, (t) Ornek 2 deki g(z) = z + é fonksiyonunun Faber polinomlaridir.

Tamm 2.2: g € X fonksiyonunun {y,,,}, m = 1,2, ... n = 1,2, ... Grunsky katsayilar

9I@D=9( _ o

log=—— mn=1 Ymn 27Tt |z|,1tl > 1, seklinde  tamimlamr  [T7].

Tamimdan Yy, = Ypm oldugu aciktir.

Teorem 2.3: g € X fonksiyonunun Faber polinomlari {F,,},m = 0,1,2, ... olsun.
i)
m-1
E,(t) =t™ + Z B, ™tn (2.18)
n=0

burada oo civarinda

14



m-—1
g O =t ) B (2.19)

dir. Ve
m-—1
E, () = t™ + Z By, ™ 4 B (0) (2.20)
n=0 n
burada ise
[g@)] " =z"+ by Mz (2.21)
dir.
i)
Fu(g(@) =" =m ) Vel [0]> 1 (222)
n=1
Yani oo civarinda
E,(g() =7"+0(1) (2.23)

dir.

Ispat: Oncelikle teoremin b) kismini ispatlayarak baslayalim.

i) {’yisabit tutup, |z|'yi yeterince blyik secersek

1 9(z) —g() 1 9(2) —g() . 9(2) —g() loe|
og —Z_C = log —2(1—() = log —z 0og _§

z

z
(2.24)
=- ZléFm(g(z))z‘m + mi%@m - 2 2
oldugundan
% m(9(D) =%C"‘—2Ym€‘” (2.25)
elde edilir.
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i) t'yisabitler ve |z| i yeterince blylk secersek

n=1
o0 o0 tn o0
= Z —E,(0)z7™ + Z — |z + z b,,Wz=m
m=1 n=1 n m=n+1
(2.26)
= z —F,(0)z7™ + z— z7" + z z — p,Mzm
m=1 n=1 n n=1m=n+1
o 0 i © m-—1 t”
= Z —E,(0)z7™ + Z — z M+ — b, Mzm
m=1 m=1 m=1 n=1 g
0 © 1
-m L™ t (m) -m
= Z—Fm(O)Z + E + E b, z
m=1 m=1 n=1
Boylece
m-1
m @
E.(t) = E, (0) + Z D, th 4™ (2.27)
=
dr ve ikinci ifade elde edilir.
Ozel olarak, E,, bir polinomdur. Ispatin b) kismindan o civarinda
Fn(g()) =7"+0(1) (2.28)
oldugu ispatlanmistir. Bundan dolayi, « civarinda
En(®) = [g7 @OI™ + o(D) (2.29)
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dir ve buradan ilk gosterilim elde edilir. m

2.2. Faber Serileri

z — zy| < r,r > 0 dairesinde tanimli analitik bir fonksiyon
F&) =) an(z—2)" (2.30)

n=0

seklinde Taylor serisine agilabilir. Bu seride katsayilar

_ ™)

n!

., n=012,.. (2.31)

n

formald ile verilir. Bu seri dairede mutlak ve dairenin her kompakt alt kiimesinde
diizgiin yakinsaktir.

Serinin yakinsaklik yarigapi p ise

1
1 ™ (29)\"
= limsup <f ( O)> , p=r (2.32)

p N0 n!

dir.
Faber serileri, r yarigapli daire durumunda ifade edilen Taylor serilerinin
basit baglantili bolgeler durumuna genellestirilmesidir. Faber serisinin 6zellikleri,

Taylor serisinin 6zellikleri ile benzerdir.

Teorem 2.4: g € X ve {F,}n—o g’nin Faber polinomlar: olsun. ¢ fonksiyonunun
R > 1icin, yg = g(|z| = R) 'nin i¢inde analitik oldugunu varsayalim.
i) O halde yg 'nin icinde ¢ fonksiyonu

TOREEDWIAG (233)
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acilimina sahiptir.

i)  Bu a¢ilimdaki katsayilar

p(g9(2))
2m f|Z| =p znt1 dz (234)

1
. - . 1 1,
ile verilir, burada 1 < p < R ve limsup|c,|r < = dur.

n-—-oo

iii)  Bu serinin y, ‘nin icindeki kompakt alt kiimeler iizerinde

vakinsaklig diizgtindiir.

V)  Ayrica, bu gosterilim tektir,
1
V)  Tersine olarak, eger {c,}, lim|c,|n < % kosulunu saglayan bir dizi
n—-oo

ise,
Co+ z e Fy(t) (2.35)
=1
ifadesi v, 'nin icinde bir analitik fonksiyon belirtir [7].

Ispat: 1 < p < Rolsun. O halde t, y, = g({z: |z| = p}) egrisinin icinde ise, Cauchy

Integral Formiiliinden

o) = 2”(0 = [ oo S
ZI =p

Z E.(t) 2~ 1] (2.36)

- zi fw(g(Z))

Tl
lz|=p

= o+ ) cala(0),
n=1

1 - .

burada ¢, = — ,_ ¢(9(2))z™" " dz,n = 0,1,2,~, olarak elde edilir.
t, v, nun i¢ bolgesinin kompakt bir alt kiimesinde ve |z| = p kompakt alt
kimesinde Faber polinomlarmmin iireteci fonksiyonunun serisi diizgiin yakinsak
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oldugundan integrasyon ve toplamin yer degistirmesi saglanir. Elde edilen son seri

(co + Xn=1CnFn(t)) v, 'nun iginin kompakt bir alt kiimesinde diizgiin yakinsaktur.

1

n
. (maxle(e@)l)" 4
limsup|c,|n < limsup = (2.37)

n—oo n—o P P

p — R~ icin limite gecilirse 1), ii) ve iii) elde edilir.
IV) Egercy+ Ym—qCnFp(t) =do+ X—1d,F,(t) ise, 1 < p <R ve her

m > 0 icin

1 0
0= ﬁ f [(CO —do) + Zl(cn - dn)Fn(g(Z))] z7m ldz

lz|=p

- %| lj [(Co —do) + Z(Cn —dy)(z" + 0(1))] z ™14z (2.38)
Z|=p n=1

—Cm_dm

elde edilir. Buradan ¢ fonksiyonunun seri gosteriminin tekligi elde edilir.
1
V) Eger limsup|cy,|r < % ise c(z) = )51 cpz™ serisi |z| < R igin
n—>00

yakinsaktir. 1 < p < R kosulunu saglayan her bir p igin

(2.39)

1 J c(2)g'(2)
dz

27 glz)—t
lzl=p

fonksiyonu y, = g(|z| = p) egrisinin iginde olan t ’ler igin analitiktir. c(z)

fonksiyonunun serisi |z| = p iizerinde diizgiin yakinsak oldugundan

o0

L[S

|z|= n=0 |z|=p

1 o0
-+ Z Fm(t)z_m_ll dz
=

- Z ¢ E. (£) (2.40)
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-1
— n-—1 n-m-—1
= E Cn— z" Mz + E cn2 f E E,(t)z ]

n=0 lzl=p n= lzl=p
Burada,
1 dz 1’m = —
2 f = lome 1 (2.41)
|z|=p

oldugu icin

L (@@ X
2mi f gz)—t dz =co + zlann(t) (2.42)
p n=

|z|=

elde edilir. Dolayisiyla bu seri y, iginde analitik bir fonksiyona yakinsar. p — R igin

limite gegilerek ispat tamamlanir. B
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3. BASIT BAGLANTILI VE SINIRLI BiR BOLGE
ICINDEKI YALINKAT FONKSIYONLAR

Q c C orijini i¢eren basit baglantili, sinirli bir bolge ve dQ ile gbsterilen Q’nin
siirt analitik bir egri olsun. ¢(z), Q’y1 birim daireye doniistiren ve ¢(0) =0,
¢@'(0) > 0 kosullarin1 saglayan analitik ve yalinkat fonksiyon olsun. Simdi birim

dairede tanimli bazi1 klasik siniflarin benzerlerini Q’da tanimlayalim [10].

Tamm 3.1: F(0) = 0 ve F'(0) = 1 kosullarint saglayan ve Q bolgesinde analitik ve
valinkat olan F (z) fonksiyonlarinin sinifi S(Q) ile tanimlayalim.

Tamm 3.2: z € Q icin P(0) = ﬁ ve Re{P(z)} > 0 kosullarimi saglayan ve Q

bolgesinde analitik olan P(z) fonksiyonlarimin smifini P(Q) ile gosterecegiz.
(P(0) = 1 yerine P(0) = ﬁ kosulu uygunluk icin alinmistir.)

Tamim 3.3: Eger F(z) € S(Q) i¢in F(Q) kimesi C 'de konveks bir bolge ise F
fonksiyonuna konvekstir denir. Q bélgesindeki konveks fonksiyonlarin sinifint C (L)

ile gOsterecegiz.

Tanim 3.4: Varsayalim ki Q, reel eksene gore simetrik olsun. Eger F(z) yalnizca z €
Q reel degerleri icin reel oluyorsa F(z) € S(Q) fonksiyonu tipik reel fonksiyon
olarak adlandwrilir. Q bolgesindeki tipik reel fonksiyonlarin simifi T(Q) ile

gosterilecektir.

Tamm 3.5: Eger Q orjine gore simetrikse F(z) € S(Q) tek fonksiyonlarin sinifini

belirtirken S@ (Q) gosterilimini kullanacagiz.

Basit baglantili, smurli, orijini iceren ve kapasitesi 1 olan bir Q bolgesi igin
Riemann Tasvir Teoremine gore A = {z:|z| > 1} bolgesini C\Q bdlgesine tasvir
eden bir ve yalniz bir g € X' fonksiyonu oldugunu belirtmistik. O halde yukarida
tanimlanan siniflardaki F(z) fonksiyonlar1 Q’nin kompakt alt kiimelerinde dizgun

yakinsak olan
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F2)= ) AnFy(2) (3.1)
n=0

seklinde Faber seri a¢ilimina sahiptir.
Q bolgesi reel eksene ve orijine gore simetrik olsun. F(z) fonksiyonu yukarida

tanimlanan siniflardan birine aitse

fp(2)

Fa)==00

(3.2)

olacak sekilde birim dairede tanimli karsi gelen simiftan bir ve yalmiz f(z)

fonksiyonu vardir. Bu nedenle F(z)’in Faber serisi i¢in

F@) =) A(DR(), fE€S (3:3)
n=0

notasyonunu kullanacagiz. Burada A, = A,(f), n =0,1,2, ... Faber katsayilarinin
f € S fonksiyonuna bagli oldugunu goriiriiz.

Burada {A,(f)}n=o Faber katsayilarmin mutlak degerleri i¢in st sinirlar
arastiracagiz. Dolayisiyla Q bolgesi icin aynt anda hem i¢ hem de dis tasvir
fonksiyonlaria ihtiyacimiz olacaktir. Bu da oldukca karmasik ve zor oldugundan

dzel olarak Ornek 3’teki

eliptik bolgesine odaklanacagiz. Asagidaki teorem gerekli i¢ doniistimii verir [5,6].

Teorem 3.6: ¢(z) = \kosn (%sin_l (%)%4) fonksiyonu birebir, ¢(0) =0 ve

9'(0) = "% jouitarm saglavan ve E,(r > 1) eliptik bolgesini D birim dairesi

tizerine tasvir eden dontistimdiir.
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3.1. Bir Eliptik Bolge I¢indeki Yalinkat Fonksiyonlar

Basit baglantili ve smirli Q bolgesi i¢in verdigimiz tanimlari, Gnemini

vurgulamak amaciyla E, bolgesi i¢in tekrar hatirlatalim.

S(E,): F(0) =0 ve F'(0) = 1 normalizasyon kosullarini saglayan ve E, (r > 1)

eliptik bolgesi Uzerinde yalinkat ve analitik fonksiyonlar sinifi olarak tanimlariz.
S(E,)’ nin iki alt siifi C(E,) ve S%(E,) *dir:
C(E,) = {F(z) € S(E,): F(E,) konveks}

S@(E,) = {F(z) € S(E,): F(z) tek fonksiyon}

1 T

0@ Kk
eliptik bolgesi icindeki analitik fonksiyonlarin simifini P(E,.) ile gosterecegiz.

Ayrica, F(0) =

ve Re{F(z)} > 0 kosullarim saglayan E, (r > 1)

Eger F(z) yukarida tanimlanan siniflardan birine dahilse ve f(z), D birim
dairesinde tanimli uygun smiftan ise F(z) fonksiyonunun (3.3) seklinde Faber
acilimina sahip oldugunu biliyoruz.

S, C, Pve S@® simflarindaki f fonksiyonlarmm katsayr problemleri icin

sirastyla

zZ

k@) = (3:5)
z
c(z) = T (3.6)
1
p(z) =7 i - (3.7)
z
o(z) = T, (3.8)
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fonksiyonlarinin ekstrem fonksiyonlar oldugunu belirtmistik. S(E,), C(E,), P(E,)
ve S?(E,) simflarindaki fonksiyonlar icin de (3.2) gosterilimi dikkate alindiginda,
baz1 katsay1 problemleri i¢in bu fonksiyonlarin ekstrem fonksiyonlar oldugunu
gorecegiz.

Birim daire i¢in bu fonksiyonlarin tiim donmeleri de ekstrem fonksiyondur.
Elips durumunda S(E,), C(E,) ve P(E,) smiflar1 i¢in sirasiyla k(z) ve —k(—z),
c(z) ve —c(—2z), ve p(z) ve —p(—z) olmak Uzere iki tane ekstrem fonksiyon oldugu
gosterilecektir. Bu durumu elipsin invaryant donmelerinin yalnizca 0 ve m agili
donmeler olmasindan kaynaklandigi yorumunu yapabiliriz. S2(E,) smifindaki
ekstrem fonksiyon o(z) fonksiyonu tek fonksiyon oldugundan —o(—z) = o(z) olur.
Dolayisiyla S?(E,.) sinifina ait bir tane ekstrem fonksiyon mevcuttur.

Yukarida verilen siniflardaki fonksiyonlarin Faber katsayilarinin ¢esitli lineer
kombinasyonlar1 i¢cin keskin sinirlari ilerleyen bolimde teoremler iginde elde
edecegiz. Bu teoremler tezin ana sonuglarini olusturacaktir. Simdi adi gegen
siiflardaki fonksiyonlarin Faber katsayilarimin kontur integrali yerine daha basit

olarak belirli integral seklindeki gosterilimini elde edecegiz.

Lemma 3.7: F(z) fonksiyonu, E,.(r > 1) elipsinde analitik ve (3.1) ile verilen Faber

seri a¢ilimina sahipse {Ay}n—o Faber katsayilari

r® (™ /2cos@
A, = —J F( )cos nodeo , n=20,12,.. (3.9
T J, r
ile elde edilir.
Ispat: (3.1) 'den
F(Zcos@)_ OOAP(ZCOSQ) 310
—) =) AR (— (3.10)
n=0

yazabiliriz. Burada {P,(x)}:—,, Ornek 3'de E, eliptik bolgesine ait Faber

polinomlaridir. Dolayisiyla
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2cosf I
Pn< - )=2r E,(cosB)

ve {F,(x)}5=o n. dereceden monik Chebyshev polinomlar: oldugundan
E,(cos0) = 21" cosnd

esitlikleri saglanir. Bu esitlikleri (3.10) 'da yerine yazarsak

2cos6
( ) ZA 2r " cosné

elde edilir. Bu ifade de cos m8 ile carpilarak 0 ’dan m’ye integre edilirse

T (2cosf - ("
j F ( . ) cosmfdl = Z Ap2r™m j cosm@ cosnf db
0 - 0

yazariz. Burada m # n igin

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

I = fon cosm@ cosnf do = fon% [cos((m —n)@) + cos((m +n)H)]do =0,

m=n #0igin] = g ve m = n = 0 oldugundan sonug ispatlanmig olur. m

Sonuc 3.8: S(E,), C(E,), P(E,) ve SP(E,) simflar: icindeki fonksiyonlar eger (3.3)

ile verilen Faber agilimina sahipse, o halde {A,(f) Y=o Faber katsayilari

An(f) =

2 coS
( )) cosnfdo , n=2012,..

formli ile elde edilir.

Ispat: (3.2) 'den F(z) = UCIC)) oldugundan, Lemma 3.7 'de yerine yazarsak

®'(0)

(3.15)
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o (0 (22229))

A —rnan(Zcosg) 6d6 = rnf 6d6 (3.16
n=_ ) " cosn == ) 2(0) cosn (3.16)

TK\/_

elde edilir. Ayrica ¢'(0) = oldugundan

A () = f ( 2 cos 6)) cosnfdé , n=20,12,.. (3.17)

K\/_
elde edilir. m
Sonuc 3.9: Eger F(2z) € SP(E,) ise, o halde 4,,(f) =0, n=0,1,2,... ‘dir.

Ispat: (3.15) 'den

2n—1 T
A (f) = j f <<p (2 Cis 9)) cos2n6df  (3.18)
0

K ko
elde edilir.
) r2n-1 fgf< (2 cos@)) ) 9d9+fnf< (2 cosH)) 2n0de| (3.19)
() = cos 2n cos2n .
2 K\/E o P\ 3 T

yazarsak ve ikinci integralde m — 8 = t degisken doniistimii uygulanirsa

r2n-t 2 cos 0 —2cos 6 p
AZn(f) f lf( > f ((,0 (f))l cos 2nfdo (3.20)

elde edilir. Burada f((p(( ))) F(z) € SD(E,) oldugundan hem f ve hem de ¢

fonksiyonu tek oldugundan A,,(f) = 0 sonucuna ulasiriz. m
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Sonuc 3.10: S(E), C(E), P(E) ve S@(E,) siniflart i¢indeki fonksivonlar eger (3.3)
ile verilen Faber agilimina sahipse, o halde {A,,(f)}7-o Faber katsayilart

2™n!r

(2n)! K\/—

A (f) = f P f((p(x))] Ix 20059 sin?" 9 do, n=012.. (3.21)

formali ile elde edilir.

Ispat: (3.15)’den

A, (f) = j ( 2 cos 6)) cosnfdé , n=2012,.. (3.22)

oldugunu biliyoruz. F,(x) n. dereceden monik Chebyshev polinom oldugu i¢in
E,(cos8) = 21"" cosnf (3.23)
oldugundan
cosnf = 2" 1E, (cos 9) (3.24)

elde ederek yukaridaki ifadede yerine yazarsak

2 cosf
A, (f) = < )) 2m1F (cos0)df  (3.25)
. f=cos™1x .. e e
elde ederiz. x = cos 8 (dH— ~dx > degisken doniistimii uygulanirsa
T J1-x2
3 n 1 n-1 —dx
An(f) = f ) p = 20

elde edilir.
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E,(x)  (=pr2t
Vi—xz 13...2n—1)dx"

[(1 —x2)" ‘] (3.27)

oldugundan

_rn—lzn—l (_1)n21—n 1 2x dn n—%
An(f) = Kk 13..@n—D _1f<‘p(7)>ﬁ[(1_x2) ]dx (3.28)

yazilr. Bu ifadedekKi integrale n defa kismi integrasyon uygulanirsa

[ o) g1 =2 a

(3.29)
1

o (o)

elde edilir. Yerine yazilarak

An(f) = ,:3_,;01.3.?_(12):1—1)f axn < ))[(1 Z)n“]dx (3:30)

elde edilir. Bu ifadede x = cos 0 degisken doniisiimii uygulanirsa

n—1

K\ko13 - (;n — 1)J0dd:nf<‘»0 (2x)> |x=cos 6 [(sm )" ]( sin 6)do

n(f)_

rn 1
\/_13 (Zn_l)f dx” < ))lx c05951n2n9d9

(3.31)

ot 1 nl2" (4" 2x -
_K\/k_ol.S...(Zn—l)n!Z"JO dx”f q)(r) lx=cos¢ SIn"" 0 d6

rini2n (7T 4"
f dx™ f((p(x)) |x=2 C?«SB sin?™ @ do

B (2n)! K \[kq Jo

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
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4. ANA SONUCLAR

Bu bolimde tezdeki amacimiz olan Faber katsayilarinin gesitli lineer

kombinasyonlarina ait keskin esitsizlikler elde ederek bu esitsizlikleri ispatlayacagiz.

Teorem 4.1: k(z), c(z), p(z) Ve o(z) fonksiyonlar: sirasiyla (3.5), (3.6), (3.7) ve

(3.8) ile belirtilen fonksiyonlar olmak tizere

134, () + r245()I < 34,(k) +r7%45(k) , fES (4.1)
134, (f) + 7245()| < 34,(c) +17%45(c) , fe€C (4.2)
134:(f) +172A5()| < 3A:(p) +77?43(p) , fEP (43)
134:(f) + 77245(f)| < 34,(0) +r7%45(0) , f€eSP (4.4)

esitsizlikleri saglamr. Egsitlik durumu ancak ve ancak (4.1) esitsizligi icin f(z) =
k(z) veya f(z) = —k(—2z) olmasi ile; (4.2) esitsizligi icin f(z) = c(z) veya
f(z) = —c(—z) olmasi ile; (4.3) esitsizligi icin f(z) =p(z) veya f(z) =
—p(—2)olmasi ile; (4.4) esitsizligi icin ise f(z) = 0(z) olmast ile miimkiindiir.

Ispat: f € S olsun. (4.1) esitsizligini elde etmek icin

M, (f) = fﬂf <(p (2 Cis 9)) cos® 0 do (4.5)

0

integralini ele alirsak

Y

2

My, (f) = j%f <qo (2 C:S 9)) cos® 0.do + Jnf <g0 (2 Cis 9)) cos30d  (4.6)

0

yazarak ikinci integralde t = m — 0 degisken doniisiimii uygulanarak ve @(z)

fonksiyonunun da tek olmasindan dolay:
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=’ [f( 2C°56)>—af<—w(zcise))]am39d9 47)

elde edilir. f € S oldugundan ve f(z)=2z+ Ym_yanz™ seklinde Taylor seri

agilimina sahip olmasindan

% 2cos6 - 2cos0
M,(f) = Z.f <p( " ) + z Ay @2MHL (T) cos30do (4.8)
0

m=1

yazariz. 6 € [O, g] icin cos®6 = 0 ve p?™*t1 (2 Cise) > 0 oldugundan,

% 2cos 0 A 2cos6 3
M, (f)] <2 @ Iazm+1|<P — ) |cos 0de  (4.9)
0

ederiz. Bieberbach Tahmini ' nden

M, ()] <2 Jf 1) (2 cos 9) z (2m + 1)@p?mt! (2 C:S 0)] cos30d6

(4.10)
= Mn(k(z)) = Mn(—k(—z))
elde edilir.
3 1
cos30 = ZCOSQ + 7 cos 30 (4.11)

oldugu i¢in M, (f) integralinde yerine yazarsak

T 2cosf
flo ( ) cos36d0
0 r

Ma ) = |
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_ fonf <(p (2 — 9)) G cos 6 + %cos 6)de (412)

= KT\/k_O (3A1(f) + T_ZAs(f))

seklinde bir katsayr kombinasyonu elde ederiz. |My,(f)| < M, (k) oldugunu elde

ettigimiz igin

134, (f) + r7243(F)| < 34, (k(2)) + r7243(k(2))
(4.13)
= 34, (—k(=2)) + 77 243(=k(-2))

yazarak (4.1) i ispatlamis oluruz.

f € C olsun. (4.8) integralini ele alirsak 6 € [O,g] icin cos0 >0 ve

p2mtl (@) > 0 oldugundan

T
2

r

2cosf - oma1 2cosb 3
M, ()] < 2f <p( ) + Z lasme1le (T) cos30d6  (4.14)
0 m=1

esitsizligi elde edilir. C sinifindaki tiim fonksiyonlar i¢in |a,| < 1 oldugundan

T
2

0

z p2m+1 (2 Cis 0)] cos30d0 = M, (c(2)) = My (—c(—2))(4.15)

m=0

NG|

0

elde edilir. Boylece (4.2) esitsizligi (4.1) esitsizliginin ispatina benzer sekilde
tamamlanmus olur.
f € P olsun. f € P fonksiyonu f(z) =1+ X7—1 b,z seklinde Taylor seri

acilimina sahiptir. (4.7) integralini ele alarak bu agilimi (4.7) integralinde yerine

M, (f) = ff [f <<p (2 C:S H)) —f <—<p (2 C:S 9))] cos30do

yazarsak
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(4.16)

Y o0

2 2 cos @
=2 f [Z bypii?ttt (T)] cos36do
0

n=0

elde ederiz. 6 € [0, g] icin cos®6 = 0 ve @?"*! (g) > 0 oldugundan

Tr o
z 2cos 6

RG] [Z|b2n+1l<p2"+1 (T)] cos6ds  (417)
0 =0

elde edilir. Caratheodory Lemmast’ndan |b,,| < 2 oldugundan

s [e'o)
2 2 7]

M, (f)] <2 fz [2 Z p?ntl (%)] cos36de
0 n=0

= n(p(z)) = Mn(_p(_z))

(4.18)

elde edilerek (4.3) esitsizligi (4.1) e benzer olarak ispatlanmis olur.
f € S@ olsun. Bu siniftan olan fonksiyonlar tek fonksiyon oldugu icin (4.7)

integralinden

M, (f) = 2 j : f <<p (2 Cis 9)) cos30d0 (4.19)
0

2cosf

elde edilir. 6 € [0, g] icin cos36 > 0 ve go( ) > 0 oldugundan

% 2cos @
M, (] < zf f <(,0( - )) cos30dh (4.20)
0
elde edilir. Distorsiyon Teoremine gore
If(2)| < 2l fes® (4.21)
T 1—|z[?”
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esitsizligi dogru oldugu icin

% |(p (2 cos 9)|
|Mn ()] < 2f L > cos®0d6 (4.22)

1o

2cos 6

vazilabilir. 0 € [O, g] icin cos30 > 0 ve (p( ) > 0 oldugundan

% (2 cgs 9)

IAGIES]|

(o)

5 cos*0d6 = M, (o) (4.23)

sonucuna varwiz. Dolayisiyla (4.4) esitsizliginin saglandigi yukaridakilere benzer

sekilde gosterilmis olur. W

Teorem 4.2: k(z),c(z) ve p(z) fonksiyonlar: swrasiyla (3.5), (3.6) ve (3.7) ile

belirtilen fonksiyonlar olmak tzere

1 1 1 1
Ao(f) £ Er‘Z”AZn(f) + ET_4nA4n(f) < Ap(k) = Er‘Z"AZn(k) + Er_4”A4n(k)

(4.24)
JES

1 1 1 1
Ao(f) £ Er_znAZn(f) T ET_4nA4n(f) < Ap(c) £ Er_znAZn(C) T Er_4“A4n(c)

(4.25)
fec

1 1 1 1
Ao(f) £ E’"—ZnAZn(f) t ET_4nA4n(f) <A,(p) t ET_ZnAzn(P) + Er_4"A4n(p)

(4.26)
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feP

esitsizlikleri saglanir. Esitlik durumu ancak ve ancak (4.24) esitsizligi igin f(z) =
k(z) veya f(z) = —k(—2z) olmast ile; (4.25) esitsizligi i¢in f(z) = c(z) veya f(z) =
—c(—z) olmas: ile; (4.26) esitsizligi i¢cin f(z) = p(z) veya f(z) = —p(—2z) olmasi

ile mimkudnddar.

Ispat: f € S olsun. (4.24) esitsizligini elde etmek icin

I,(f) = fnf <g0 (2 C:S 6)) (1 £ cos 3n6 cosnd) db (4.27)

0

integralini ele alalim. Yukaridaki teoremde oldugu gibi integrali iKi integralin
toplami olarak yazarak, ikinci integralde t=m— 60 degisken doniisiimii

uygulayarak ve ¢(z) fonksiyonunun da tek olmasini kullanarak

I(f) = jf [f <§0 (2 = 9)) +f (—(p (2 C:S 9))] (1 £ cos 3n6 cosnB)de (4.28)

r

elde ederiz. f € S oldugundan ve f(z) =2z + Y=y amz™ seklinde Taylor seri

acilimina sahip olmasindan

T 00

hp=2 7[2 g™ (2227

m=1

(1 £ cos 3n6 cosnb)db (4.29)

2cos @

yazariz. 0 € [O, g] icin 1 + cos 3n6 cosnf > 0 ve @™ ( ) > 0 oldugundan,

(1 £ cos3nbcosnf)dd  (4.30)

1L < ZJO%[Z.O: |y | 2™ (2 C:se>

elde ederiz. Bieberbach Tahmini’nden
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(1 + cos 3n6 cosnb)do

1A (f)|<2f [Z 2 2cose)

= In(k(z)) = —In(—k(—z))

(4.31)

bulunur. 1+ cos3nfcosnf =1+ %(cos 2n0 + cos4nb)  esitligini  I,(f)

integralinde yerine yazarsak

r = 2¢0s0\\ (1 4 L cos 2n8 4nd) | do
n(f)—fo f<<p( " ))( _E(COS né + cos 4n ))

(4.32)

= T (A 37 1) £ 37401

seklinde bir katsayr kombinasyonu elde ederiz. |I,(f)| < I,,(k) oldugunu elde

ettigimiz igin

1 1
Ao(1) £ 57 M Aan() £ 57 Aun(f)|

1 1
< Ay(k(2) + Er-m,axzn(k(z)) + Er‘4"A4n(k(z)) (4.33)
~ [Ao( k(=) 57 (ki (-2)) 57 A (K (=)

yazarak (4.24) i ispatlamis oluruz.

€C olsun. (4.29) inteoralini ele alirsak 6 €0, icin 1+
8 2

cos 3n6 cosnf = 0 ve p*™ (2 C:S 9) > 0 oldugundan

(1 £+ cos3n6f cosnbd)dd (4.34)

npI=s2| _[Z @zl (Z0)

esitsizligi elde edilir. C sinifindaki tiim fonksiyonlar icin |a,| < 1 oldugundan
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(1 + cos 3n6 cosnb)do

% on

= In(c(z)) = —In(—c(—z))

|uvnszf

(4.35)

elde edilir. Boylece (4.25) ispatlanmis olur.
f € P olsun. f € P fonksiyonu f(z) =1+ X5;—1 b,z" seklinde Taylor seri
acilimina sahiptir. (4.28) integralini ele alarak bu a¢ilimi (4.28) integralinde yerine

yazarsak

I,(f) = f% [f ((p (2 C:S 6)) +f (—(p (2 Cis 0))] (1 + cos 3n6 cosnb)db
0

(4.36)
o

elde ederiz. 6 € [ ] icin 1 4 cos 3n8 cosnd > 0 ve @2 (

(1 + cos 3n6 cosnb)do

Y (o)

2cos 6

) = 0 oldugundan

|L,(f)] < 2[ (1 £ cos3nfcosnf)dd (4.37)

14 Z|b2n| ( (2 cos 0>>

elde edilir. Caratheodory Lemmast 'ndan |b,| < 2 oldugundan

23 (o)

= In(p(z)) = _In(_p(_z))

(1 + cos 3n6 cosnb)do

|avnszf

(4.38)

elde edilerek (4.26) esitsizligi ispatlanmis olur. m
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Teorem 4.3: k(z),c(z),p(z) ve o(z) fonksiyonlar: sirasyla (3.5), (3.6), (3.7 ve

(3.8) ile belirtilen fonksiyonlar olmak tizere

1 1 1 1
A () £ ZT_4n+4A4n—3(f) t ZT_4n+2A4n—1(f) t+ ZT_4nA4n+1(f) t+ Zr'4"_2A4n+3(f)

1 1 1
<A;(k) ZT_4n+4A4n—3(k) + ZT_4n+2A4n—1(k) + ZT_4nA4n+1(k) (4.39)
1
+ Zr_4”_2A4n+3(k) ) fes

1 1 1 1
A () £ ZT_4n+4A4n—3(f) t+ ZT_4n+2A4n—1(f) T Zr'4"A4n+1(f) T Zr_4”_2A4n+3(f)

1 1 1
<At ZT_4n+4A4n—3(C) T ZT_4n+2A4n—1(C) t+ ZT_4nA4n+1(C) (4.40)
2 pmin-2y EC
- 47' 4n+3(c) ) f

1 1 1 1
A (f) £ Zr_4"+4A4n_3(f) S Zr_4”+2A4n_1(f) + Zr_4"A4n+1(f) + Zr_4”_2A4n+3(f)

1 1 1
<A+ 2 7”_4n+4A4n—3 ) £ 2 7”_4n+2A4n—1 )+ 2 7"_4nA4n+1 () (4.41)
o2y EP
T2 r an+3(P), f

1 1 1 1
A (f) £ Zr_4"+4A4n_3(f) + Zr_4”+2A4n_1(f) + Zr'4"A4n+1(f) + Zr_4”_2A4n+3(f)

1 1 1
< A;(0) * ZT_4n+4A4n—3(0) t+ Zr_4n+2A4n—1(0) T Zr'4”A4n+1(o) (4.42)
1 - 2
iZT 72 Agns3(0), fEe s

esitsizlikleri saglanir. Esitlik durumu ancak ve ancak (4.39) esitsizligi icin f(z) = k(z)
veya f(z) = —k(—z) olmasi ile; (4.40) esitsizligi icin f(z) = c(z) veya f(z) =
—c(—2) olmas ile; (4.41) esitsizligi icin f(z) = p(z) veya f(z) = —p(—z) olmasi ile;
(4.42) esitsizligi icin f(z) = 0(z) olmast ile miimkiindiir.

Ispat: f € S olsun. (4.39) esitsizligini elde etmek igin
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n = |

T 2cosf
fle ( " ) cos 6 (1 + cos 4n6 cos 20) d6 (4.43)
0

integralini ele alalim. Yukaridaki teoremlerde oldugu gibi

z 2cos@ 2cos0
L,(f) = fo [f <go( )) - f <—g0( - ))] cos 6 (1 + cos4nb cos260)d6 (4.44)

r

yazilabilir. f € S oldugundan ve f(z)=z+ Y pm—ramz™ seklinde Taylor seri

agtlimina sahip olmasindan

TL' 00

2z 2cos0
L,(f) =2 ]2 [Z Ay ?™t1 (T)] cos 0 (1 + cos 4nf cos20)d6  (4.45)
0

m=0

yazariz. 0 € [O,g] icin cos@(1l+cos4nbcos20)=>0 ve ¢ (2 Cosg) >0

oldugundan,

T o0
LHl<2|’ 2m+1 (2080 0 (1 + cos4nd cos20)d0 (446
L, ()] < lazm+1l@ - cos 6 (1 £ cos 4nf cos 26) (4.46)
0

m=0

elde ederiz. Bieberbach Tahmini’nden,

2cos0

|L,(f)| <2 fi [Z (2m + 1)p?m+1 ( )‘ cos 8 (1 + cos 4nb cos 20)d6
0 m=0

(4.47)
= In(k(z)) = In(—k(—z))

elde ederiz.

1 1
cos 0 (1 £+ cos4nb cos26) = cos b + Zcos(4n —-3)6 + Zcos(4n -1)6 +
(4.48)
icos(4n +1)6 + icos(4n +3)0

38



oldugu i¢in L, (f) integralinde yerine yazarsak

L) = |

0

T 2cosf
f <p( " ) cos 6 (1 £ cos 4n6 cos 20) d6

do (4.49)

1 1
fnf ((p (2 cos 6)) cosf + Zcos(4n —-3)6 + Zcos(4n -1)6
0

1 1
r izcos(4n+ 1)6 i—Zcos(4n+ 3)6

A (f) £ l T A s (f) £ l7‘_4%-'-214411—1(f)
. K\/k_o 4 4

FA

£ 1 () £ 3 ()
4 4n+1 4n+3

seklinde bir katsayr kombinasyonu elde ederiz. |I,(f)| < I,,(k) oldugunu elde

ettigimiz igin

1 1 1 !
t antdg, () + Zr_4n+2A4n-1(f) + Zr_4nA4n+1(f) + Zr_4n_2A4n+3(f)|

1 1 1
= A1(k(Z)) + ZT_4n+4A4n—3(k(Z)) + ZT_4n+2A4n—1(k(Z)) + Zr'4"A4n+1(k(z))

1

2T A s (k(2) (4.50)

4

+

= A;(—k(-2)) £ 1r“““"‘AMl 3(—k(=2)) £ 11“‘““’2A4n_1(—k(—z))
1

£ 2T A (~K(-2) £ 372 k(=)

yazarak (4.38) i ispatlamis oluruz.

2cosfO

f € C olsun. (4.44) integralini ele alirsak 6 € [O, g] icin (p( ) > 0ve

cos 0 (1  cos 4nf cos 20) = 0 oldugundan

La(DI < 2 ff[i|a2m+1|<p2m+1(@)]cose( L p)d0 (45D
m=0

cos 4n6 cos 20

esitsizligi elde edilir. C sinifindaki tiim fonksiyonlar icin |a,| < 1 oldugundan
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r
2
0

INGIEH|

o]

2cosf
z @2+ (T)] cos 0 (1 + cos 4né cos 20)d6o

m=0

(4.52)
= Ln(c(2)) = Lp(—c(=2))

elde edilir. Boylece (4.39) ispatlanmus olur.
f € P olsun. f € P fonksiyonu f(z) =1+ Y51 bpz™ seklinde Taylor seri
acitlimina sahiptir. (4.44) integralini ele alarak bu a¢ilimi (4.44) integralinde yerine

yazarsak

T

L,(f) = fi [f ((p (2 -0 9)) —f <—<p (2 C:S 0))] cos 6 (1 + cos4n6 cos 260)do

0 r

(4.53)

T

2
f
0

elde ederiz. 6 € [0, g] icin cos 6 (1+ cos4nb cos26) >0 ve ¢ (2 c:s 9) >0

2cos0

1+ b2n+1<.02n+1(

n=0

)] cos 0 (1 £+ cos4n6 cos 260)do

oldugundan

Y 00

2 2cosf 1+
< 2n+1< > e .
IL,()] < ZL 1+ Z|b2n+1|§0 - ]COS@ (COS 416 cos 29) do (4.54)

n=0

elde edilir. Caratheodory Lemmasi 'ndan |b,| < 2 oldugundan

T
2

L) <2 j
0

o0

2cos @
1+ 2 Z pntl ( - )] cos 6 (1 + cos 4né cos 26)d6o

n=0

(4.55)
= Ln(p(z)) = Ln(_p(_z))

elde edilerek (4.41) esitsizligi ispatlanmis olur.
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f € S@ olsun. Bu sumftan olan fonksiyonlar tek fonksiyon oldugu icin (4.44)

integralinden

7 2cos @
L,(f) = 2[ f (p( " ) cos 6 (1 + cos 4né cos 20)d6 (4.56)
0
elde edilir. 6 € [O,g] icin cos 6 (1+cos4nb cos26) >0 ve ¢ (ZC(r)sg) >0
oldugundan
Y
2 2cos @
L, (f)] < Zf f <p( " ) cos 0 (1 + cos 4nf cos 260)d6 (4.57)
0

elde edilir. Distorsiyon Teoremine gore

|z

e € §@ (4.58)

If ()l <

esitsizligi dogru oldugu icin

n 2cosf
IRGIEELN )

" 1-lo(25)

5 c0s 8 (1 & cos 4né cos 20)d6

(4.59)
= Lyp(0)

sonucuna varwriz. Dolayisiyla (4.42) esitsizliginin saglandigini gostermis oluruz. m

Not: Trigonometrik o6zdeslikler kullanilarak bu sekilde ¢ok daha fazla katsayi
esitsizlikleri elde edilebilir [11].

41



[1]

[2]
[3]

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

KAYNAKLAR

Bieberbach L., (1916), “Uber die Koeffizienten derjenigen Potenzreihen,
welche eine schlichte Abbildung des Einheitskreises
vermitteln”, Sitzungsberichte Preussische Akademie der Wissenschaften, 138,
940-955.

Duren P. L., (1983), “Univalent functions ”, (Vol. 259), Springer-Verlag.

De Branges L., (1985), “A proof of the Bieberbach conjecture”, Acta
Mathematica, 154(1-2), 137-152.

Carathéodory C., (1907), “Uber den Variabilititsbereich der Koeffizienten
von Potenzreihen, die gegebene Werte nicht annehmen”, Mathematische
Annalen, 64(1), 95-115.

Lawden D. F., (1989), “Elliptic functions and applications”, (Vol. 80),
Springer-Verlag.

Nehari Z., (1952), “Conformal mapping”, (Vol. 58), McGraw-Hill.

Schober G., (1975), “Univalent functions-selected topics”, (Vol. 478),
Springer-Verlag.

Faber G., (1903), “Uber polynomische entwickelungen, Mathematische
Annalen”, 57(3), 389-408.

Lowner K., (1917), “Untersuchungen tiber die Verzerrung bei konformen
Abbildungen des Einheitskreises |z|<1, die durch Funktionen mit nicht
verschwindender Ableitung geliefert werden”, Ber. der K6én. Siichsischen
Gesellschaft der Wiss, zu Leipzig, 26.

Haliloglu E., (1993), “Bounds for Faber coefficients of functions univalent in
an elipse”, Ph.D. Thesis, lowa State University.

Haliloglu E., (2007), “Bounds for certain linear combinations of the Faber

coefficients of functions analytic in an elipse”, Proceedings of the Edinburgh
Mathematical Society, 50(1), 163-171.

42



