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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZINi

(X,d) Metrik uzay

{z,} x, dizisi

B(x,r) Acgik yuvar

Blz, 7] Kapali yuvar

R Reel sayilar kiimsesi
N Dogal sayilar kiimsesi

A kiimesinin kapanisi

A° A kiimesinin igi

A A kiimesinin y1g1lma noktalarinin kiimesi

Tx 2 noktasinin 7' doniisiimii altindaki goriintiisii
™ T doniistimiiniin n. iterasyonu

Tz 2 noktasinin 7" doniisiimii altindaki n. iterasyonu
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Cesitli Metrik Uzaylarda Sabit Nokta Teoremleri Uzerine
Beyza BOZKUS

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damsman: Do¢. Dr. Cihangir ALACA

Sabit nokta teorisi giiniimiiz gelisen modern matematigin onemli konularindan bir
tanesidir. Son zamanlarda sabit nokta teoresinin cesitli genellestirmeleri ile ilgili ¢alisma-
lar yapilmistir. Bu ¢alismalardan birisi de Jleli ve Samet [13] tarafindan verilen F -metrik
uzay kavramidir.

Bu tez calismasinda, ilk olarak F -metrik uzay kavrami ve bu uzayin bazi metrik
ve topolojik 6zellikleri tamtilmistir. Daha sonra, bu uzaylarda degismeli doniisiim 6zel-
ligini saglayan dort doniisiim i¢in yeni bir ortak sabit nokta teoremi ispatlanmis ve bu
teoremin bazi sonuglar1 verilmistir. Bu ana sonuglar, Fisher’in teoremlerinin [7] ve [8], F -
metrik versiyonu olup burada ayrica Mitrovic vd. [18] makalesinde verilen Teorem 4 iin
bir genellestirmesi f -metrik uzaylarda sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit nokta, / -metrik uzay, degismeli doniisiim.

2021, 32 sayfa
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ABSTRACT
M. Sc. Thesis
On Fixed Point Theorems in Various Metric Spaces
Beyza BOZKUS
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Department of Mathematics
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Fixed point theory is one of the important topics of today’s theory developing
modern mathematics. Recently, several generalizations of the fixed point theory have been
studied. One of these studies is the concept of [ -metric space given by Jleli and Samet
[13].

In this thesis, firstly f -metric space and some metric and topological properties are
defined. Then, a new common fixed point theory for four mappings satisfying commuting
mappings in this kind of spaces is proved and its results are given. These main results are
F -metric version of Fisher’s main theorem [7] and [8]. Furthermore, a generalization of
Theorem 4 given by Mitrovic et al in [18] is introduced in f -metric spaces.

Keywords: Fixed point, f -metric space, commuting mapping.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisinin; genel topoloji, fonksiyonel analiz, lineer olmayan fonk-
siyonel analiz, matematiksel analiz, operator teorisi, diferansiyel denklemler, potansiyel
teorisi, yaklagim teorisi, kontrol sistemleri ve oyun teorisi gibi bir¢ok alanda uygulama-
lar1 ve ayrica istatistik, miithendislik, biyoloji, matematiksel ekonomi, esneklik teorisi gibi

disiplinlerde cesitli ¢alisma ve uygulama alanlari mevcuttur.

1.1. Klasik Sabit Nokta Teorisinde Kullamish Baz1 Temel Kavramlar

Bir doniisiimiin sabit nokta kavramini asagidaki gibi verebiliriz.
X bostan farkli bir kiime olsun ve bir 7' : X — X doniisimii verilsin. T'(z) = x
esitsizligini saglayan x € X noktalar1 varsa bu noktalara 7" doniisiimiiniin sabit noktasi

denir. 7" doniistimiiniin sabit noktalarinin 7" altinda degismedigine dikkat edelim.
e X = R olmak iizere T'r = 3z doniisiimii i¢in z = 0 noktasi bir sabit noktadir.

e X = R olmak iizere T'x = =+ 3 6teleme doniisiimiiniin X te hicbir sabit noktasi

yoktur.

e X = [—1,1] olmak iizere Tx = z*® doniisiimii icinx = -1,z = 0ver = 1

noktalar1 sabit noktalardir.

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi caligmalar1 daha ¢ok merkeze tam metrik
uzaylar alinarak yapilmistir. Buradaki amaclardan birisi de Banach sabit nokta teoreminin

farkli uzaylarda cesitli genellestirmelerini verebilmektir.

(X, d) bir metrik uzay ve 7' : X — X bir doniigiim olsun. Her z, y € X i¢in
d(T'z,Ty) < kd(z,y)

esitsizligini saglayan £ > 0 sabiti varsa " ye bir Lipschitz doniisiimii (Lipschitz mapping)
adi1 verilir. Bu esitsizligi saglayna k sayilarinin en kiigiigiine ise 7' nin Lipschitz sabiti
(Lipschitz constant) denir ve genellikle L ile gosterilir. L < 1ise I’ ye biiziilme doniistimii
(contraction mapping), L < 1 ise T' ye genislemeyen doniisiim (non-expansive mapping)

denir. Burada = # y olacak sekilde her z, y € X icin

d(Tz, Ty) < d(zx,y)



esitsizligi saglaniyorsa 7' ye biiziilebilir doniisiim (contractive mapping) denir. Tiim bu

doniisiimler arasindaki iligkiyi asagidaki diyagramla verebiliriz.

Biiziilme doniisiimii = Biiziilebilir doniisim = Genislemeyen
doniisim == Lipschitz kosulunun saglanmasi
Teorem 1.1.1. [1] (X, d) tam metrik uzay ve 7' : X — X bir biiziilme doniigiimii olsun.
Buna gore 7" nin X te bir tek sabit noktasi vardir. Ayrica, her x € X icin {T"x} dizisi
bu sabit noktaya yakinsar. Bu sekilde ifade edilen teoreme Banach biiziilme doniisiim

prensibi (veya Banach sabit nokta teoremi) denir.

Bu teorem, sabit noktanin varlifiyla birlikte tek oldugu ve bu noktanin nasil bu-
lunabilecegi konusunda bize bilgi verir. Tam metrik uzaylarda biiziilebilir doniisiimlerin
sabit noktasi olmayabilir. Edelstein [6], X kompakt iken biiziilebilir doniisiimlerin sabit
noktasinin varligini ve her z € X igin {7"x} dizinin bu sabit noktaya yakinsadigini gos-

termistir.

Banach sabit nokta teoremi, genislemeyen doniisiimler icin gecerli olmayabilir.

Ayrica bu durum igin iterasyon dizileri de yakinsak olmayabilir. Ornek olarak,
T:-R—=R, Tr=z+a (a#0)

oteleme doniisiimii, R deki standart metrige gore genislemeyen doniisiim olup hicbir sabit

noktasi yoktur. Bu doniisiim ile olusturulan iterasyon dizisi yakinsak degildir.

Her biiziilme doniisiimii diizgiin siireklidir. Boylece biiziilme doniisiimiiniin sii-
rekli bir doniisiim oldugu agiktir. O zaman 7' siirekli degilse kesinlikle biiziilme donii-
siimii de olamaz.

Teorem 1.1.2. [1] (X, d) tam metrik uzayinda, her n € N ve n > 2 i¢in 7™ bir biiziilme

doniisiimii ise 7' nin bir sabit noktas1 vardir ve bu sabit nokta tektir.

Bu teoreme gore 7' biiziilme doniisiimii degilse bile 7™ nin biiziilme doniistimii
olmasi, 7" nin sabit noktasinin varligini1 garanti etmektedir. Asagida bu durumu aciklayan

bir ornek verilmistir.



Ornek 1.1.3. 7' : [0,2] — [0, 2] doniisiimii

T — 0, z€]|0,1]
1, ze(1,2

seklinde tanimlansin. 7" nin x = 1 noktasinda siirekli olmadig1 agiktir. O halde T bir
biiziilme doniisiimii olamaz. Ancak T, [0,2] de bir biiziilme doniisiimiidiir ve 0, 7" nin

tek bir sabit noktasidir.

Bir¢ok arastirmaci tarafindan Banach sabit nokta teoremi genellestirilmis ve farkli
uzaylarda karsilig1 arastirilmistir. Ornegin, Kannan [15] te yaptig1 ¢alismada biiziilme do-
niigimii yerine, o € [0, 3) i¢in

d(fz. fy) < a(d(e, fz) + d(y. fy)
esitsizligi kullanilmigtir. 1972 yilinda, Chatterjea [3] te ispatlanan teoremde, o € [0, 1)
icin

d(fz, fy) < a(d(w, fy) + d(y, f2))

esitsizligi kullamilmistir. Her biiziilme doniisiimii siirekli olmasina ragmen Kannan veya

Chatterjea doniisiimleri siirekli olmayabilir. « € [0,1) ve

m(z, ) = maz{d(z, ), d(z, f2), d(y. fy), 5ld(z fo) + dly, f2)])

olmak iizere d(fx, fy) < am(z,y) genellestirilmis biiziilme esitsizligi ve baz1 sartlara
sahip ¢ fonksiyonu kullanilarak d(fz, fy) < @(d(z,y)) ve d(fx, fy) < o(m(z,y))

esitsizligi ile birlikte ¢esitli sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

(X, d) tam metrik uzaylarinda self-doniisiimler icin Banach sabit nokta teoremi-
nin en dnemli genellestirmelerini asagidakilerle verebiliriz. Son yillarda bu doniigiimlerin

farkli uzaylarda karsiliklar arastirilmistir.

1. Reich [20] (X, d) tam metrik uzay1 izerinde tanimh 7" : X — X doniisiimii

a, 8,7 >0vea+ [+ v < 1olmak iizere

d(Tz, Ty) < ad(z,y) + fd(x, Tz) + vd(y, Ty).

2. Hardy-Rogers [12] (X, d) bir tam metrik uzay ve T': X — X, herz,y € X

icina, b, c,e, f >0vea+ b+ c+ e+ f < 1olmak iizere

d(Tz,Ty) < ad(z, Tx) + bd(y, Ty) + cd(z, Ty) + ed(y, Tx) + fd(z,y).



3. Ciric [4] (X, d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — X, 0 < k < 1 olmak iizere

L d(z, Ty) + d(y, Tx)]}.

d(Tz, Ty) < kmaz{d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty), 5[

4. Suzuki [21] (X, d) bir tam metrik uzay ve 7' : X — X bir doniisiim olsun.
Artmayan 6 : [0,1) — (3, 1] fonksiyonu

, O§r<‘/§2—1

1—r 5—1 1
0r) =4 5, B <r<

1 1

Tro 7§ST<1

seklinde tanimlansin. Her z, y € X i¢in
O(r)d(z,Tz) < d(z,y) = d(Tz,Ty) < rd(x,y)

olacak sekilde r € [0, 1) varsa T bir tek z € X sabit noktasina sahiptir ve her x € X i¢in

{T™z} dizisi z € X noktasina yakinsaktir.

2018 yilinda M. Jleli ve B. Samet [13] klasik metrik uzay kavraminin bir genel-
lestirmesi olarak / -metrik uzay kavramini tanitmis, bu uzaylarin bazi metrik ve topolojik
ozelliklerini ispatlamig ve bu uzaylarda Banach sabit nokta teoereminin ispatini vermistir.
Bu tez calismasinda, ilgili temel makaleden faydalanarak f -metrik uzaylar hem metrik
hem de topolojik olarak tanitilmig, B. Fisher’in sabit nokta teoreminin bu uzaylar i¢in

karsilig1 verilmis ve bazi sabit nokta sonuclarina ulagilmasgtir.



2. METERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda kullanilacak olan f -metrik uzaylarla il-

gili baz1 6nemli tanim, teorem ve 6zelliklere yer verilecektir.

2.1. f -Metrik Uzaylarda Temel Kavramlar

Son yillarda metrik uzay kavramu ile ilgili birgok genellestirme ortaya ¢ikmustir.
Czerwik [5], b-metrik kavramini tanitmigtir. Khamsi ve Hussain [16], bu fikri yeniden dii-
zenleyerek relaxed,, metrik olarak isimlendirmislerdir ve s- relaxed,, kavramini tanitmisg-
lardir. Herhangi bir s-relaxed, metriginin bir b-metrigi oldugunu gostermislerdir. Ama
tersinin dogru olmadigini ispatlamiglardir (bkz. 6rnegin [4]). Giahler [10], 2-metrik kavra-
mint ortaya koymustur. Bu X' x X x X doniisiimii ile tanimlanan bir kiimedir. Bununla
birlikte, farkli yazarlar s-relaxed, ve 2-metrik uzay kavramlari arasinda higbir iligkinin ol-
madigini kanitlamiglardir (bkz. 6rnegin [11]). Mustafa ve Sims [19] tarafindan genellesti-
rilmig metrik uzay kavrami, G-metrik uzay ad1 altinda verilmistir. Branciari [2] tarafindan
ticgen esitsizligi, dort noktadan olusturularak daha genel bir metrik kavrami verilmistir.
Matthews [17] tarafindan ise kismi metrik kavrami verilmistir. Son zamanlarda Jleli ve
Samet [13] tarafindan, iicgen esitsizligi yerine dort noktadan olusan (i4i) sart1 verilmistir

ve lim sup kosulunu JS-metrik kavrami ile degistirmislerdir.

Yukaridakiler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in Ciric ve Shahzad’in [4] kitabi incele-

nebilir. Simdi F -metrik uzayin temel kavramlarini ve 6zelliklerini verelim.

2.2. [ -Metrik Uzayin Genellestirilmesi

F, asagidaki kosullart saglayan f : (0, +00) — R fonksiyon kiimesi olsun.
(Fy) f azalmayan, yani 0 < s < t = f(s) < f(t).
(F3) Her t,, C (0, 400) dizisi i¢in

lim ¢, =0<= lim f(t,) = —o0.

n—-—+oo n—-—+o0o

Yukarida verilmis olan f fonksiyon kavrami kullanilarak metrik uzay kavraminin

[ -metrik uzaylara genellestirilmesi asagidaki gibi verilmistir.



Tanmim 2.2.1. [13] X bostan farkli bir kiime ve D : X x X — [0, +00) bir doniisiim
olsun. Kabul edelim ki (f, o) € F' x [0, 400) var dyle ki

(D1) (z,y) € X x X, D(z,y) =0 <= x=y.

(D2) Her (z,y) € X x X i¢in D(z,y) = D(y, ).

(D3) Her (z,y) € X x X,her N € N, N > 2 ve (u;,uy) = (x,y) olmak iizere
(

u;)Y, € X igin

D(x,y) > 0= f(D(a.y)) < f(§D<ui,ui+l>) o

ozellikleri saglansin. Boylece D fonksiyonuna X iizerinde bir f -metrik ve (X, D) ikili-
sine de f -metrik uzay denir. X iizerinde herhangi bir metrigin, X {iizerinde bir / -metrik
oldugu ifade edilmistir. Gergekten de d, X iizerinde bir metrik olup (D1) ve (D2) yi sag-
lar. Diger yandan ti¢cgen esitsizligiden, her (z,y) € X x X i¢cin N € N, N > 2 olmak

tizere (u;)Y, C X ve (uy,uy) = (x,y) olsun.

N-1
d(z,y) < Zd(uiaui—i-l)
i=1

d(xz,y) >0=In <d(x, y)) <In (Nz_:ld(u,-, ui+1))

elde ederiz. Boylece d, f(t) = Int, t > 0 ve « = 0 olup (D3) saglanir. Fakat, X iizerinde
her / -metrik, X iizerinde bir metrik olmak zorunda degildir. Asagida f -metrik uzay olup
metrik uzay olmayan durum i¢in aksine bir 6rnek verelim.

Ornek 2.2.2. [13] X =Nve D : X x X — [0, +00) doniisiimii, her (z,y) € X x X

icin agagidaki esitsizlikle tanimlanmig olsun.

x — (Q? - y>27 (l’,y) € [073] X [073}
Diey) {|o:—y|, (e.y) € 0.3] % 0.3

D dontigiimiiniin (D1) ve (D2) yi sagladigi kolayca gosterilebilir. Ancak D tiggen esit-

sizligini saglamaz. Ciinkii,
d(1,3)=4>1+1=4d(1,2) +d(2,3).
Boylece D doniisiimii X iizerinde bir metrik olmaz. Ayrica, belirli bir (z,y) € X x X

igin D(x,y) > Oolur. N € N, N > 2 olmak iizere (u;)Y, C X ve (uj,un) = (z,v)

olsun.

I = {Z = 1727"-7N —1: (uiaui+1> € [07 3] X [073]}



ve
J={1,2,...N—1}\I
alalim. Bu nedenle,

N-1
Z D(uj, uiv1) = Z D(ui, uiy1) + Z D(uj, uji1)
i=1

iel jeJ

= (uin —w)* + > Jujpr — ).
i€l j€J
Burada iki farkli durum vardir. Simdi bu durumlari inceleyelim.

1. Durum: (z,y) ¢ [0, 3] x [0, 3] olsun. Bu durumda,
D(z,y) = |z —y|

N-1
< Z i1 — il

i=1
= Z |[Uiv1 — wi| + Z |1 — ugl-

i€l jeJ
Diger yandan,

uirr — wil < (wip1 —w)?, €1

Buradan

D<:U7 Z/) S Z(uiJrl - ui)2 + Z ‘Uj+1 — Uj‘

i€l jeJ
N-1
= E D(Uiauz’—i-l)-
i=1
elde ederiz.

2. Durum: (z,y) € [0, 3] x [0, 3] olsun. Bu durumda
D(w,y) = |z —y|*

< 3lz —y|

<3( Y fuss =l + Y fujin — )
iel jeJ

< 3<Z |wipr — uil® + Z w1 — UJ‘)
iel jed

N-1
=3 Z D(U,, Ui+1>.
=1



Yukaridaki durumlar birlestirildiginde her (z,y) € X x X, N € N, N > 2 ve

(u1,un) = (x,y) olmak iizere her (u;)X; C X igin
N—1
D(ZE,y) >0= D(l‘,y) < 32 D(uivui-i-l)
i=1

sonucunu elde ederiz.
N-1
D(z,y) >0=1In (D(x, y)) <In ( Z D(Ui,uz‘_i_l)) +1In3.
i=1

Buradan D nin, f(t) = Int,t > 0 ve @ = In3 almmasiyla (D3) ozelligini sagladig
gosterilmis olur. Boylece D, X {izerinde bir F -metriktir.

Ornek 2.2.3. [13] (s-relaxed, metrik sinifi)

X tizerinde d : X x X — [0, +00) doniisiimii bir s-relaxed,, metrik olsun. (bkz. [9])
Yani, d doniisiimii, (D1) ve (D2) 6zelliklerini saglar.

(S)YK >1,her (z,y) € X x Xicin N € N, N > 2 ve (u1,uy) = (z,y) olmak iizere

her (u;)¥, C X var 6yle ki

N—
ilf y S E u17u7,+1

Boylece d, f(t) = Int,t > 0vea = InK ahnmas1yla (D3)’u saglar. Sonug olarak X
tizerindeki herhangi bir s-relaxed,, metrigi, X iizerinde bir / -metriktir.

Asagidaki ornek, f -metrik simfinin s-relaxed, metriklerinden daha genig bir simif oldu-
gunu gostermektedir.

Ornek 2.2.4. [13] X = Nve D : X x X — [0, +00) taniml bir déniigiim olsun. Her
(z,y) € X x X i¢in

_Jexp(lx —yl), x#y
Dia,y) = {o, z=y (2.1)

esitligi ile tanimlansin. D doniigiimiiniin (D1) ve (D2) yi sagladigi kolayca goriilebilir.
[k 6nce D nin s-relaxed, de bir metrik olmadigim ispatlayalim. D nin Ornek 2.2.3 iin
(S) kosulunu ve K > 1 sagladigini kabul edelim. Bu nedenle,
D(2n,0) < K(D(Zn, n) + D(n, 0)), n € N*.
Yani,
exp(n) < 2K, neN".
lim,,_, 4 i¢in bir celigki elde ederiz. Bu nedenle, D doniisiimii bir s-relaxed,, metrigi

degildir. Simdi, D doniisiimiiniin / -metrik sinifina ait oldugunu kanitlayalim.



olsun. f € F oldugu kolayca goriilebilir. (D3)’ti saglatmak i¢in (x,y) € X x X olmak
izere D(x,y) > O olsun. Her N € N, N > 2 ve (uy, uy) = (x,y) olmak iizere

(u;)NY, C X var dyle ki

1+ f(gD(ui,Ui+1)) - f(D(%Z/))

1 1
Zi:l:N—l,ui—l-l;éui exp(Juip1 —wil) — exp(lz —yl)
1
>1—-1+
exp(|z — yl)
>0

Boylece,
N-1
f(D(m,y)> < f(Z D(uiaui—l—l)) + 1.
i=1
D doniigiimii (D3) ten f(t) = =5, t > 0 ve o = 1 oldugu kamtlanir. Béylece, D do-
niigiimii bir F -metriktir. [10] da kamtlanmistir (ayrica bkz. [4]). Herhangi bir K > 1

icin s-relaxed,, metrik uzayinin, b-metrik olmadig1 kanmitlamustir. / -metrik uzaylar i¢in

bir benzerini ispatlayacagiz.

d: X x X — [0,+00) doniigiimii igin (D1), (D2) ve (S)" saglamir ve K > 1

var Oyle ki
dw,y) < K(d(z,2) +d(zy)),  (2.9,2) € X x X x X,

Boylece d nin X iizerinde bir b-metrigi ve (S) = (S5) oldugu gozlemlenir. Bu du-
rumda herhangi bir s—relaxed,, metrik bir b-metriktir. Ancak bunun tersi genelde dogru

degildir.

2.3. [ -Metriklerin Karakterizasyonu

Bu kisimda, ilk 6nce F -metrik uzaylar ile ilgili sinirlilik kavrami verilecek ve daha
sonra f -metriklerin diger bilinen baz1 metriklerle iligkisi incelenecektir.
Tamim 2.3.1. [13] X bostan farkl bir kilme ve D : X x X — [0, 4+00) doniisiimii (D1)

ve (D2) ozelliklerini saglasin. Eger, X tizerinde bir d metrigi,

(5,9) € X x X, Dlw,y) > 0= f(d(z,9)) < f(D(.m)) < f(d(.9)) +a (D)



olmak iizere varsa (X, D) ikilisine (f, ) € F' x [0, +00) a gbre f -metrik sinirlidir denir.
Simdi f -metrik uzaylarda sinirliklik ile ilgili asagidaki sonucu verelim.

Teorem 2.3.2. [13] X bostan farkli bir kiime ve D : X x X — [0, +00) doniigiimii
(D1) ve (D2) ozelliklerini saglasin. f sagdan siirekli ve (f,a) € F x [0,400) olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) (X, D) yukaridaki sekilde tanimlanmus (f, «) It X iizerinde bir f -metriktir.
(i) (X, D), (f,«) ya gore F -metridi simirhdur.

Ispat: (i) = (i1) : (X, D), (f, ) ya gore X iizerinde bir / -metrik olsun.

d: X x X — [0,400) doniigiimii, her (z,y) € X x X i¢in
N-1
d(e.y) = mf{Y_ D(wi uir) : N €N, N 22, (u)ly € X, (w,un) = (x.)}
i=1

esitligi ile tanimlansin. d nin X iizerinde bir metrik oldugunu ispatlayalim. Her x € X

icin D(x, x) = 0 oldugundan d nin tanimindan
dz,z) =0, (xe€X)

elde ederiz. Simdi (z,y) € X x X i¢in z # y olsun. Kabul edilim ki, d(z,y) = 0vee > 0
olsun. d nin tanimina gére N € N, N > 2 ve (u1,uy) = (x,y) olmak iizere (u;)Y, C X

vardir dyle ki

N-1
5 D(u;,uiqq) < €.
=1

(Fy) den

N-1
(Z D uz>uz+1 ) S f(g) (32)
i=1
elde ederiz. Diger yandan, (D3) den

N-1
f( ) f(ZD Us, Uig 1 ) . (3.3)
i=1
(3.2) ve (3.3) ti kullanarak

f(D(x,y)) < fle)+a,e>0

elde ederiz. (F5) yi kullanarak

lim (f(e) +Oz> = —00

e—0t
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olmasindan dolay1 bir ¢eligki elde ederiz. Bu ¢eligskiden dolay1 d(x,y) > 0 olur. d nin
tanimi1 ve (D2) den (z,y) € X x X i¢in d(z,y) = d(y,x) oldugu kolayca goriilebilir.
Ucgen esitsizliginin saglandigin gostermek icin z, 3, z € X ve p > 0 alalim.

D nin tanimina gore & = Uy, Ug, ..., Uy = Y V€ Y = Uy, Up11, ---, Uy, = 2 Oyle ki

n—1

ZD(Uiuui—H) <d(z,y)+p
i=1

ve
m—1

Z D(us ui1) < d(y,z) +p
i=1
elde ederiz. Yukaridaki esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda,

m—1

d(z,2) <Y D(u,uip1) < d(w,y) +d(y,2) +2p, p>0

i=1

elde ederiz. p — 07 i¢in limit aldigimizda
d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2)

elde ederiz. d nin X iizerinde bir metrik oldugu sonucuna varilir. Simdi, d nin (3.1) esitsiz-

ligini sagladigini gosterelim. (z,y) € X x X dyle ki D(z,y) > 0 olsun. d nin tamimindan
d(z,y) < D(z,y)
oldugu agiktir ve () den
f(d@.y) < f(D@y) (634

elde ederiz. € > 0 olsun. d nin tanimina gore N € N, N > 2 ve (uy,uy) = (x,y) olmak

tizere (u;)Y, C X var dyle ki

=

—1
D(Ui,ui+1) < d(ﬂf,y) +é
1

(2

elde ederiz. (F}) den

N-1
F( D Dl uis)) < F(d(a,y) +¢)
i=1
elde ederiz. (D3) ve yukaridaki esitsizlikleri kullanarak

f(D(:v,y)) < f(d(m,y) +5> ta, £>0

elde ederiz. ¢ — 07 igin limiti alinir ve f in sagdan siirekliligini kullanirsak

F(Dy) < F(dap) +a  (35)

11



elde ederiz. (3.4) ve (3.5) den

f(a@.) < (D) < (dle,y) +a
elde ederiz. Boylece (3.1) saglanir ve (X, D), (f, «) ya gore F -metrik sinirli olur.
(77) = (7) : Kabul edelim ki (X, D), (f, «) ya gore F -metrik sinirli olsun. Yani, X iize-
rinde (3.1) esitsizligini saglayan klasik d metrigi vardir. Boylece D nin (D3) i sagladigini
gostermek yeterlidir. (z,y) € X x X var 6yle ki D(z,y) > Oolsun. N € N, N > 2 ve
(u1,un) = (z,y) olmak iizere (u;)Y, C X alalim. d, X iizerinde bir metrik olup liggen

esitsizligini saglar ve
N-1
Z D(u;, i) (3.6)
i=1

elde ederiz. Diger yandan, (F}) den
(u,v) € X x X, D(u,v) >0= f(d(u,v)) < f(D(u,v))
olmasindan dolay1
d(u,v) < D(u,v), (u,v) € X xX (3.7)

elde ederiz. (3.6) ve (3.7) den

N-1
d(z,y) < E D(ui, uigq)
=1

elde ederiz ve (F7) kullanilmasiyla
N-1

f(d(957y)> +a< f( Z D(ui7ui+1)) o
i=1
elde ederiz. Yukaridaki esitsizlik kullanilarak ve

1(DG,w) < f(dp) +a

den dolay1

f(D(x y)) < f(Z D ul,uzﬂ)) +a

=1

elde ederiz. Boylece, (D3) saglanir ve D, X iizerinde bir F -metrik olur. [ |
Uyan 2.3.3. [13] Teorem 2.3.2 ispatinda f in sag siireklilik sarti yalmzca (i) = (i)
durumunu ispatlamak igin kullanilmistir. Ancak, herhangi bir f € F igin (i7) = (i)
durumunun ispatinda f in sag siirelilik sart1 gerekli degildir.

Onerme 2.3.4. [13] Herhangi bir b-metrik uzay, f -metrik uzay olmak zorunda degildir.

12



Ispat: X =[0,1]ved: X x X — [0, +-00) doniigiimii
d(z,y) = (x —y)*, (r,y) € X x X
esitligi ile tanimlanmig olsun. d doniisiimiiniin X' = 2 sabitli X {izerinde bir b-metrik

oldugu kolay bir sekilde gosterilebilir. (bkz. [4]) Kabul edelim ki d doniistimii
(f,a) € F x [0, 4+00) olacak sekilde (D3) it saglasin. n € N* ve

, 1=0,2,...,n

7
U; — —
n

olsun. (D3) den
f(d(o, 1)) < f<d(0, wy) + d(ug, ) + oo + d(up_y, 1)) ta, neN.
Yani,
JS () +a neN

elde edilir. Diger yandan (F3) yi kullandigimizda

lim f(%) +a=-0

n—>-+00
olmasindan dolayi bir celigki elde edilir. Bu celigkiden dolay1 d dontigiimii bir b-metrik

olmasina ragmen (D3) saglamadig1 i¢in f -metrik olmaz. |

2.4. [ -Metrik Topoloji Uzerine

Bu kisimda, F -metrik uzaylar iizerinde tanimlanmig dogal topolojinin bazi temel
ozellikleri verilecektir.
Tamm 2.4.1. [13] (X, D) bir F -metrik uzay olsun. X in bir A alt kiimesinin F -acik
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her = € A igin r > 0 sayist var 6yle ki B(x,r) C A

olmasidir ve burada
B(xz,r)={ye€ X : D(z,y) <r}

esitligi ile gosterilir. X in C alt kiimesi F -kapali olabilmesi i¢cin X \C' kiimesinin f -a¢ik
olmasi gerekir. X in tiim f -acik alt kiimelerinin ailesini 7, ile gosterecegiz.

Onerme 2.4.2. [13] (X, D) bir / -metrik uzay olsun. 7, , X iizerinde bir topolojidir.
Onerme 2.4.3. [13] (X, D) bir f -metrik uzay olsun. X in bostan farkli bir A alt kiimesi
icin asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) A, F -kapalidir.

(ii) Herhangi bir {x,,} C A dizisi igin,

13



lim D(zp,z)=0,z€ X =z € A.

n—-+o0o

Ispat: (i) = (i7) Kabul edelim ki A, f -kapali {x,,}, A da bir dizi ve z € X icin

lim D(zp,z)=0 (4.1)

n—-+00
esitligi saglansin. Yine kabul edelim ki € X'\ A olsun. A, F -kapali oldugundan, X\ A,
F -agiktir. Bu nedenle, B(x,r) C X\ A yani B(z,7)N A = @ olacak sekilde r > 0 vardir.
(4.1) den N € N vardir dyle ki

D(z,,z) <r, n>N
yani

x, € B(z,r), n>N
elde ederiz. Bu nedenle, xy € B(x,r) N A olmasi bir ¢eligkiye yol agar. Bu nedenle,
x € A olup bu ise ispat1 tamamlar.
(1) = (1) Tersine, (7i) nin saglandigini varsayalim. z € X'\ A olsun. > 0 olacak sekilde
bazit B(x,r) C X\A oldugunun ispatlanmasi gerekir. Her bir » > 0 i¢in z, € B(z,7)NA
oldugu varsayilarak celigki elde ederiz. Bu herhangi bir N € N* i¢in z,, € B(z,2) N A
oldugunu gosterir.

{z,} C A, HEIEOOD(;B,L, z) = 0.
(17) den x € A olup x € X\A ile celisir. Bu nedenle A, F -kapalidir ve bu ise ispati
tamamlar. [

Onerme 2.4.4. [13] (X, D) bir / -metrik uzay, a € X ve r > 0 olsun. X in bir alt kiimesi
olarak B(a,r) asagidaki esitlikle verilsin.
B(a,7) ={x € X : D(a,z) <r}.
Her {z,} C X dizisi i¢in
: _ < T '
ngrfooD(xn,x) 0, z€ X = D(z,y) < nl_lgloo sup D(z,,y), yeX (4.2)
ifadesi saglanir ve B(a, ), F -kapalidir.
Ispat: {z,} C B(a,r) dizisi € X icin

lim D(z,,z)=0

n—-4o00
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esitligini saglasin. x € B(a, ) oldugu Onerme 2.4.3 ten aciktir. B(a, ) tanimina gore
D(zp,a)<r, mneN
oldugunu biliyoruz. sup lim_, |, ve (4.2) den

D(z,a) < lim sup D(z,,a) <.

n—400
Boylece x € B(a,r) elde ederiz. Bu nedenle B(a,r), F -kapalidir. [ |
Uyari 2.4.5. [13] Onerme 2.4.4, B(a, r) nin f -kapali olmasi yalnizca yeterlilik kogulunu
saglar. B(a,r), F -kapali olmasinin gerekli ve yeterli bir durum olup olmadig: ilging bir
problem olarak durmaktadir.
Tamm 2.4.6. [13] (X, D) bir f -metrik uzay ve A, X iizerinde bostan farkli bir alt kiime
olsun. 7; topolojisine goére A nin kapamsgi A ile gosterilir. Yani, A, kiimesini kapsayan
X in [ -kapali alt kiimelerinin arakesitine A nin kapamis1 denir. Tanimdan aciktir ki A
kiimesi A y1 kapsayan en kiigiik F -kapali kiimesidir.
Onerme 2.4.7. [13] (X, D) bir f -metrik uzay olmak iizere X in bostan farkli bir A alt
kiimesi i¢in

r€Ar>0= Blr,r)NA#3

ifadesi saglanir.

Ispat: (f,a) € F x [0, +00) olacak sekilde (D3) saglanur.
A={zxeX:Vr>0,a€A:D(x,a) <r}

ile tanimlanmig olsun. (D1) den A C A’ oldugu goriilebilir. Simdi, A’ niin, F -kapali
oldugunu gosterelim. {x, }, A’ iizerinde bir dizi olsun dyle ki
lim D(x,,z)=0, z€X (4.3)
n——+oo
esitligi saglansin. r > 0 olsun ve d, > 0 var 6yle ki (F») yi kullanarak
0<t<o,= pult)<p(r)—a (4.4)
elde ederiz. Diger yandan, N € N ve (4.3) ten
5,
D(zp,x) < 30 M > N.
xy € A’ oldugundan a € A var dyle ki

Or
D ) o
(Tn, ) < 3
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ifadesini elde ederiz. D(z,a) > 0 olsun ve (D3) ten

20,
3

f(D(:U,a)) < f(D(:c,:cN) —i—D(afN,a)) +a< f( ) +a.

Fakat (4.4) ten 2= < 4, oldugundan

) < flr) —a

elde ederiz. Boylece, D(z,a) < r olup (F;) den

f(Dlw,a)) < £).

Bu nedenle, her durumda
D(z,a) <r

sahibiz ve bu da bize x € A’ sonucunu verir. Onerme 2.4.3 e gore A y1 iceren A’, [ -
kapalidir. Boylece A C A’ dur. [ |
Tamm 2.4.8. [13] (X, D) bir F -metrik uzay ve {z,}, X te bir dizi olsun. 7, topolojisine
gore {x,}, x e yakinsak ise x € X i¢in {x,}, F -yakinsak oldugu sdylenebilir, yani X
in x iceren her Az, f -acik alt kiimesi her n > N i¢in N € N var oyle ki z,, € Az tir.
Boylece, {x,} nin limiti  olur.
Onerme 2.4.9. [13] (X, D) bir f -metrik uzay, + € X ve {z,}, X te bir dizi olsun.
Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(1) {xn}, * € X noktasina F -yakinsaktir.
(47) limy, 100 D(xp, ) = 0.

Onerme 2.4.10. [13] (X, D) bir f -metrik uzay ve {x, }, X te bir dizi olsun. Boylece,

(x,y) € X x X, lim D(x,,z)= lim D(z,,y)=0=>z=y

n—-+o0o n—-+o0o

dir.

Ispat: (2,9) € X x X verilsin dyle ki

lim D(x,,z)= lim D(xz,,y)=0.

n—-+00 n—-+00
Kabul edelim ki = # y olsun. Yani, (D1) den D(x,y) > 0 dir. (f,«) € F x [0, +00) var
oyle ki, her n igin (D3) ten
(D) < (Dlw,wa) + Diway)) +a

elde ederiz. Diger yandan (D2) ve (F3) yi kullanarak

lim f(D(x,xn) + D(zp, y)) +a= lim f(D(xn,x) + D(:L'n,y)> +a=—-00

n—-+oo n—-+o0o
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sonucunu elde ederiz ki bu bir ¢eligkidir. Bu ¢eliskiden dolay1 x = y dir. |
Tamm 2.4.11. [13] (X, D) bir f -metrik uzay ve {z, }, X te bir dizi olsun.
() {x,} dizisi
mylll_rgoo D(zp,xp) =0
esitligini saghyorsa bu diziye f -Cauchy dizisi denir.
(ii) X teki her F -Cauchy dizisi X in belirli bir elemanina F -yakinsak ise (X, D),
[ -tamdir denir.
Ornek 2.4.12. [13] X = N olmak iizere D : X x X — [0, +0c0) doniisiimii (2.1) gibi
tanimlansin. Ornek 2.2.4 te f(¢) = =%, t > 0 ve a = 1 olmak iizere (X, D) nin f -metrik
uzay oldugu gosterilmistir. Simdi, (X, D) nin f -tam oldugunu ispatlayacagiz.

{z,} C X bir F -Cauchy dizisi olsun. Boylece, tanimdan

lim D(x,,x,) =0

n,m—-+oo

elde ederiz. N € N var dyle ki
1
D(xy, zy) < 3 M > N.

Kabul edelim ki n, m > N igin z,, # x,, olsun. D nin tanimi ve yukaridaki esitsizlikler

kullanilarak

1 < D(xp,xm) = exp(|z, — xm|) <

N | —

sonucu elde ederiz ki bu bir celiskidir. O zaman
T, =2xn, n > N.

Boylece

lim D(z,,zn)=0
n—-+00
dir. Yani {z,,} dizisi x,y noktasina F -yakinsaktir. Sonug olarak (X, D), f -tamdir.
Onerme 2.4.13. [13] (X, D) bir f -metrik uzay olsun. {z,,} C X, F -yakinsak ise

[ -Cauchy’dir.
Ispat: (f,a) € F x [0,+00) dyle ki (D3) saglansin. z € X icin
lim D(z,,z)=0 (4.5)
n—-+00

ve € > 0 bir sabit olsun. (F3) den 6 > 0 vardir dyle ki

0<t<d= f(t) < f(e) — (4.6)
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saglanir. Diger yandan, (4.5) ten N € N var dyle ki

D(xp,x) + D(xpm,x) <d n,m>N (4.7)

elde ederiz. Burada iki farkli durum vardir. Simdi bu durumlar1 inceleyelim.

1. Durum z,, = z,, olsun. Bu durumda (D1) den
D(zp,x,) =0<e¢

sonucunu elde ederiz.

2. Durum z,, # x,, olsun. Bu durumda (4.7) den
0 < D(zp,x) + D(m,x) < 0.
Boylece, (4.6) dan
f(D(xn,x) + D(zpm, I)) < f(e) — «
sonucunu elde ederiz. (D3) kullanilarak
f<D(xn, xm)) < f(D(xn,x) + D(zp, x)) +a < f(e)
elde ederiz. (F}) den
D(zy, xy) <€

dir. Sonug olarak,

elde ederiz. Boylece

lim D(z,,2m) =0

n,m—-400

dir. Yani, {z,} dizisi f -Cauchy’dir.

Tamim 2.4.14. [13] X bostan farkli bir kiime, (X, D) bir F -metrik uzay ve A, X in bir

alt kiimesi olsun. A, X iizerindeki 7, topolojisine gore kompaktsa, A, F -kompaktir.

Onerme 2.4.15. [13] X bostan farkli bir kiime, (X, D) bir f -metrik uzay ve A, X in bir

alt kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) A, F -kompakttir.

(ii) Herhangi bir {x,} C A dizisii¢in x € A ve {z,, }, {x,} nin bir alt dizisi olmak iizere

lim D(zy,,,z) =0.

k—+o0

Ispat: (i) = (ii) Kabul edelim ki A, f -kompakt olsun. A nin bostan farkli / -kapali alt

kiimelerinin herhangi bir azalan dizisi, bog olmayan bir kesisime sahiptir. {x, }, A da bir
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dizi ve her n € N igin

Cn=A{xm:m>n}
olsun. Her n € Nigin C,,,; C C,, ve {C_n}neN, A nin bostan farkli F -kapal1 alt kiimele-
rinin azalan bir dizisidir. Bu nedenle, x in bazilari ﬂneNC_” aittir. Daha sonra, € > 0 bir
sabit olsun. z € Cy ve Onerme 2.4.7 den ny > 0 ve x,,, € A var dyle ki D(z,,,7) < e.
Boylece herhangi k£ € Ni¢in n,, > k ve z,,, € A var Oyle ki

D(z,,,z) < . Bu nedenle,
kETOOD(x"’“’ z)=0

elde ederiz. Diger yandan, A, f -kompakt oldugu i¢in f -kapal ve z € A dur.
(i4) = (i) Tersinin saglandig1 kabul edelim. (f,«) € F X [0,+00) olmak iizere (D3)

saglanir. 11k olarak,

Vr>0,3(z:)ic12.m CA:AC | Blzir)  (48)

-----

ifadesi saglansin. Celiski yontemini kullaranak, kabul ediyoruz ki » > 0 ve

(%i)i=12,..n C A sonlu sayida eleman i¢in
A¢ U B(z;,r)
elde ederiz. x; € A keyfi bir eleman olsun. Boylece
AL B(xy,r)
olur. Yine, z5 € A gibi keyfi bir eleman alalim.
D(zy,29) > 1
elde ederiz. Bu iki ifadeden
A B(xy,r)U B(z2,7)
sonucunu elde ederiz. x3 € A bagka bir keyfi eleman olsun. Boylece
D(zj,x3) >r, i=1,2.
Bu igleme tiimevarim yontemiyle devam edilirse, {x,, } C A dizisini
D(zy,xy) > 1, n,me N

olacak sekilde olusturabiliriz. Bu durumda, {x,} nin herhangi bir f -Cauchy alt dizisin-
den, (yani (4.7) den) F -yakinsak bir alt dizisi elde etmek miimkiin degildir. Boylece (i)
den bir celigki elde ederiz, bu da (4.8) i kanitlar. {A4;};cr, X in F -acgik alt kiimesinin keyfi
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bir eleman1 olsun, dyle ki

AclJA (19

iel
Kabul edelim ki

dro>0:Vere A,Jiel: B(x,ry) C A (4.10)

olsun. Herhangi bir » > 0 var oldugunu kabul ederek celigski yontemiyle ispatlayacagiz.
Her i € I igin 2, € A olacak sekilde B(z,,r) ¢ A; dir. Her n € N* ve i € I igin
B(xy, 3) € A; olacak sekilde x,, € A vardir. (i4) ve {x,,} den bir {x,, } dizisi elde edilir,

oyle ki z € Aigin
kgrme(xn ,x) =0. (4.11)

Diger yandan, (4.9) a gore j € I olacak sekilde + € A; vardir. A;, X in f -acik alt
kiimesidir ve o > 0 dir 6yle ki B(z,79) C A,. Boylece, herhangi bir n, € N* ve

z € B(xy,, 2 o) igin
D(z,z) >0 = f(D(x,z)) < f(D(x,mnk) + D(xp,, z)> +a
< f(D(x, Tp, ) + ink) +a
elde ederiz. K € N* var oyle ki (4.11) ve (F%) den
f(D(a:,:cnk)+nik) < f(ro) — v, k>K
ve
D(z,2) > 0= f(D(a:, z)) < f(ro)

sonuglarini elde ederiz. Bu nedenle, () den

D(x,z) <rg

dir. Boylece
1
B(z,,,—) C A, ng € N*
ng
olup
1 *
B(xnk,—> C B(x,ro), ne € N
N,
sonucunu elde ederiz. Her i € [ igin B(z,, 5 ) € A; dir, 8yle ki bu bir ¢eligkidir. Boylece

=1,...,
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elde ederiz. Fakat (4.10) dan herhangi birp = 1, ..., n, i(p) € I igin B(x,,r¢) C A;y) var
oyle ki

Ac | A
Boylece A, F -kompakttir. |
Tamim 2.4.16. [13] X bostan farkli bir kiime (X, D) bir F -metrik uzay ve A, X in bir alt
kiimesi olsun. Herhangi bir x,, C A dizisi i¢in z € A, {x,, }, {x,} nin bir alt dizisidir,
oyle ki

kgrfooD(x"’” z)=0
oluyorsa A alt kiimesine dizisel F -kompakttir denir.
Tamim 2.4.17. [13] (X, D) bir f -metrik uzay, A, X in bostan farkl: bir alt kiimesi olsun.

Boylece

Vr > 0, El(xi)izl

.....

ifadesi saglaniyor ise A alt kiimesine F -tamamen sinirlidir denir.
Onerme 2.4.18. [13] (X, D) bir / -metrik uzay ve A, X in bostan farkl bir alt kiimesi

olsun.

(i) A nin f -kompakt olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart A nin dizisel F -kompakt olmasi-
dir.

(i) Eger A, F -kompakt ise A, F -tamamen sinirhdir.

2.5. F -Metrik Uzaylarda Banach Biiziilme Doniisiimii
Bu kisimda, Banach biiziilme doniisiim prensibinin / -metrik uzaylardaki karsili-
gindan bahsedilecektir.
Teorem 2.5.1. [13] (X, D) bir F -metrik uzay ve g : X — X bir doniigiim olsun.
Asagidaki kosullarin saglandigini kabul edelim.
(i) (X, D) bir tam f - metrik uzay olsun.
(ii) k€ (0,1) oyle ki

D(g(2),9(y)) < kD(x,y). (2,y) € X x X.

Buna gore, g doniisiimii z* € X gibi bir tek sabit noktaya sahiptir. Ayrica, herhangi

bir g € X ve z,, C X icin

Tpi1 = g(z,),n €N (5.1)
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ile tamimlanan dizi =* noktasina f -yakinsaktir.

Ispat: Ilk 6nce, g doniisiimiiniin en fazla bir sabit noktaya sahip oldugunu kanitlayalim.
(u,v) € X x X ve u # v olmak iizere ¢ nin iki sabit noktasi olsun, yani
D(u,v) >0, g(u) =u,g(v) =v
dir. (47) den
D(u,v) = D(g(u), g(v)) < kD(u,v) < D(u, v)
elde ederiz ki bu ise bir ¢eligkidir.
(f,a) € F x[0,+00) dyle ki (D3) saglansin ve € > 0 bir sabit olsun. (F3) den 6 > 0 var
oyle ki
0<t<d= f(t) < f(e) — a. (5.2)
zo € X keyfi bir eleman olsun. {z,,} C X dizisi (5.1) deki gibi tanimlanmis olsun.

Genelligi bozmadan D(xg,x;) > 0 olarak alabiliriz. Aksi taktirde x(, g doniistimiiniin bir

sabit noktasi olacaktir. (i) den
D(zy, Tny1) < E"D(x0,71), n€N
ve

m—1
kn
ZD(%,%H) < 1 kD(fE07I1)7 m>mn

elde ederiz. Boylce
lim
n——+oo | —

kD(IO, ZEl) = 07

bazi1 N € N var oyle ki

1—k

sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla (5.2) ve (F7) den

0< D(xg,x1) < 0, n>N (5.3)

f(rifD($i,$i+1)> < f(lk_nkD(xo,xl)> < fle)—a, m>n>N. (5.4)

(D3) ve (5.4) kullanilarak
m—1

D(zp, zp) >0,m>n>N— f(D(a:n,wm)> < f(ZD(a:i,xiH)) +a < f(e)

=n

elde edilir ve (F}) den

D(zy,xy) <e, m>n>N.
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Bu {z,} nin F -Cauchy oldugunu kanitlar. (X, D), F -tam oldugundan z* € X var oyle

ki {z,}, 2* noktasina F -yakinsaktir, yani

lim D(x,,z")=0. (5.5)

n—-+00
Boylece x* nin, g nin bir sabit noktast oldugu ispatlanir. Kabul edelim ki

D (g(x*)7 :E*> > 0 olsun. Buradan ¢elisgki elde ederiz. (D3) ten
7(Ploe).x)) < £(Dlgla"). () + Dlglan).a) + . meN,
(7) ve (Fy) den
f(D (g(z*), x*)) < f(/{?D(l‘*,ZEn) + D(xn+1,x*)> +a, neN
sonucunu elde ederiz. Diger yandan, (F5) ve (5.5) ten

lim f(k:D(:z:*, zn) + D(Tpi1, a:*)) +a = —o0.

n—>+00
Bu nedenle D(g(z*),z*) = 0 yani g(z*) = z* elde edilir. Sonug olarak, z* € X olup ¢
nin bir tek sabit noktas1 vardir. |
Sonug 2.5.2. [13] (X, D) bir F -metrik uzay ve (f,«) € F x [0, 4+00) olsun dyle ki (D3)
saglansin. zo € X ve r > 0 olmak iizere g : B(xg,r) — X bir doniisiim olsun. Kabul

edelim ki asagidakiler saglansin.

(i) (4.2) saglansin.
(ii) (X, D) bir tam f -metrik uzay olsun.
(iii) k € (0,1) var dyle ki

D(9(x).9(y)) < kD). (w.y) € Blao,r) x Blao,r)
(iv) 0 < e < r var dyle ki
f(ke + D(xo, g(xo))> < f(e) —a.

Boylece g bir sabit noktaya sahiptir.

Ispat: 0 < ¢ < r olsun &yle ki (iv) saglansin. Tlk 6nce,

g(B(a;O,s)) C Blzo,e)  (5.6)
oldugunu ispatlayalim. x € B(zg, ) olsun. Yani,

D(zg,z) <e.
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Kabul edelim ki D<g(x), x0> olsun. (D3) ten

f(Dlg(@),20)) < F(Dlg(a). glwo)) + Diglwo). 30) ) +a
elde ederiz. (F}), (iii) ve (iv) kullanarak
f(Dlg(@).20)) < £ (kD (. 20) + Diglwo). x0) ) +
< f (k= + Diglao),20)) +0
< f(e)

sonucunu elde ederiz. (F}) den D(g(z),x¢) < e dur ve g(x) € B(xg,e) sonucunu ve-
rir. Boylece, (5.6) ifadesini ispatladik. Ayrica, g : B(xg,e) — B(x, <) doniisimii iyi
tamimlidir ve Banach biiziilme sartin1 saglar. Diger yandan, Onerme 2.4.4 den (4.2) ka-
bul edildiginden B(xg, €) nin F -kapali oldugu bilinmektedir. Boylece, (i) den F -tamdir.

Sonug olarak, aranan ifade Teorem 2.5.1 den elde edilir. |
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3. ARASTIRMA BULGULARI

Bu kisimda, Brain Fisher’in sabit nokta teoremlerinin f -metrik uzaylar i¢in kar-
silig1 verilmis ve bazi orijinal sabit nokta sonuglarina ulasilmistir.
Onerme 3.0.1. [14] (X, D) bir metrik uzay ve K, L: X — X bir doniisiim olsun. /&
nin degismeli bir L doniisiimil var ise /K sabit bir noktaya sahiptir.
(Yani, L(K(z)) = K(L(z)),z € X)
Not 3.0.2. Onerme 3.0.1 de Jungck’1n klasik metrik uzaylardaki degismeli doniisiim kav-
ramint verdik. Asagida vermis oldugumuz tanimin ispatinda bu kavramdan yararlanarak

[ -metrik uzaylarda degismeli doniisiim kavramini uyguladik.

3.1. Fisher Sabit Nokta Teoremlerinin / -Metrik Versiyonlari

Teorem 3.1.1. (X, D) bir tam F -metrik uzay ve K, L, M, N : X — X self-doniisiimler
ve K ile L, N ile M de aralarinda degismeli bir doniisiim olsun. Her z, y € X icin
0 <\ <1 6yleki
D(Kz,Ny) < AD(Lx, My). (3.1)
Eger, her x € X i¢in L ve M siirekli ise Kx € M(X) ve Nx € L(X) dir. Boylece K, L,

N ve M bir tek ortak sabit noktaya sahiptir.

Ispat: Keyfi bir 2y € X alalim. Boylece, Kxy € M(X) oyle ki z; € X igin
Mz, = Kxo, Noy € L(X) oyle ki zo € X igin Lzy = Nz dir.
Bu islemi genellersek, zo;11 € X i¢in Mxop1 = Ko, Ve Topio € X igin
Laogio = Naoggyq. (K =0,1,2,...)
k > 0igin
Yo = Mxop1 = Ky,
Yort1 = LXokio = Ngpyy
esitlikleri ile tanimlayalim. Simdi, {y, } nin bir f -Cauchy dizisi oldugunu gosterecegiz.
(f,a) € F x [0,400) alinmastyla (D3) saglanir. £ > 0 bir sabit olsun. (F3) den § > 0

var oyle ki

0<t<d= f(t) < f(e) — . (3.2)
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(3.1) den
D(yak, yar+1) = D(K ok, Nxggr1) < AD(Lwgg, Mo4q)
= )\D(y%—la y2k)

< N°D(yag-1, Yok—2)-

Bu islemi n kere tekrarlarsak

D(yak, Yor+1) < AD(Yor—1, Y2r)
< AN2D(Yar—2, Yor—1)

e <N D(yo,y1)

yani
m—1 A\
Z D(yi, yit1) < - AD<y07y1)7 m>n
elde ederiz. Boylece
Jim ———D(yo, 1) = 0.
N € N var oyle ki
0<1 )\D(y07y1)<57 nZN

Dolayisiyla (3.2) ve (F}) den

f(fD(yi,ym)) < 125 Do) < f) . m>n>N. (33

(D3) ve (3.3) i kulllanarak
m—1

D(nsym) > 0, (m>n > N) = f(Dlynym)) < (D Dl yin)) +a < £6)

=n

sonucunu elde ederiz, yani (F7) den
D(Yn,Ym) <&, m>n>N.

Boylece, {y,} bir F -Cauchy dizisidir. Hipotezden (X, D) nin f -tam olmasi ve u € X

alinmasiyla
lim Kzor = lim Muzogy; = lim Nzggp = lim Laggys = u.
k—+o00 k—+o00 k—+o00 k—+4o0

L siirekli, K ve L degismeli oldugundan

Lu=L( lim Kxg)= lim LKx9, = lim KLxo, =K lim Lxop = Ku
k—+o00 k—4o00 k—+o00 k—4o00
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ve M siirekli, N ve M degismeli oldugundan
Mu = M( lim Nxggyq) = lim MNxopyy

k——+o0 k—+o0

= lim NMJI2k+1

k—+o0

= N( lim Mx2k+1)

k—+o00

= Nu

D(Ku, Nu) < AD(Lu, Mu)
< AD(Ku, Nu)
= Ku = Nu.
sonucunu elde ederiz. Buldugumuz ifadeleri (3.1) de yerine yazdigimizda
D(K Loy, Nogg 1) < AD(L*o, Moy 1)

= D(Lu,u) < AD(Lu,u)

= Lu=u

= Ku=Lu=Nu=Mu=u
ifadesini elde ederiz ki bu da bize K, L, M ve N doniisiimlerinin bir ortak sabit noktaya
sahip oldugunu gosterir. Simdi, ortak sabit noktanin tekligini gosterelim. v, K, L, M ve
N nin bagka bir ortak sabit noktas1 olsun yani v # v. Yani Ku = Lu = Mu = Nu=u
ve Kv = Lv = Mv = Nv = v. O zaman D(u,v) > 0 dir. (3.1) den

D(u,v) = D(Ku, Nv)
< AD(Lu, Mv)
= AD(u,v)

sonucunu elde ederiz ki bu bir celiskidir ve K, L, M ve N doniisiimleri bir tek ortak sabit
noktaya sahiptir. |
Sonu¢ 3.1.2. Teorem 3.1.1, [8] in ana teoreminin bir / -metrik versiyonudur. Ayrica, [7]
nin ana sonucunun bir genellestirilmesidir.
Sonug 3.1.3. Ana sonucumuz, [18] deki Teorem 4 iin bir genellemesidir ve dikkat edil-
melidir ki (3.1) den K siireklidir. Ayrica, [18] deki Teorem 4 ii elde etmek i¢in Teorem
3.1.1den K = N ve L = M = I (I birim doniisiim) almak yeterlidir.
Teorem 3.1.4. (X, D) bir f -metrik uzay olsun ve K : X — X doniisiimiiniin agagidaki

kosullar1 sagladigini kabul edelim.

(i) (X, D) bir tam F -metrik uzay.
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(i) a <b,c,b+c < 1varodylekiherx,y € X igin
D(Kz,Ky) < bD(z,y) + cmax{D(z, Kx), D(y, Ky)}. (3.4)

Boylece, K nin bir tek sabit noktasi vardir.

Ispat: (f,a) € F x [0, +00) alinmasiyla (D3) saglanir. € > 0 bir sabit olsun. (F3) den
0 > 0 var oyle ki
0<t<o= f(t) < f(e) — a (3.5)
(3.4) ten
D(K"z, K""'2) < bD(K" 2, K"z) + cmax{D(K" 'z, K"z), D(K"x, K""'x)}.
Boylece
D(K"z, K""'z) < (b+¢)D(K" 'z, K"z)

veya
b

D(K"z, K"z) <
1—c¢

D(K" 'z, K"z)

elde ederiz. Kabul edelim ki
b
A=max{(b+¢),—} <1
1-c
olsun. Bu islemi n kez tekrarlarsak

D(K"z, K""'2) < AD(K" 'z, K"x) + X*D(K" %z, K" '2) + ... + \"D(z, Kx)

yani
m—1 n
ZD(K’J;,K”%) < )\D(x,Kx), m>n
elde ederiz. Boylece
lim D(z,Kx) = 0.
n—+oo | —

N € N var oyle ki

n

0
ST

D(z,Kx) <6, n> N. (3.6)

(3.5) ve (F1) den

f(gD(Kiw, Ki+1$)> < f(fAD(x,Kx)) <fe)—a, m>n>N. (3.7

(D3) ve (3.7) den

D(K"x,K™x)<e, m>n>N
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sonucunu elde ederiz. Boylece { K"z} bir F -Cauchy dizisidir. (X, D), F -tam olmas1 ve

z € X alinmasiyla { K"z}, z noktasina f -yakinsaktir, yani

lim D(K"z,z)=0. (3.8)

n=4o0
Kabul edelim ki z, K nin sabit bir noktasi ve D(K z, z) > 0 olsun. (D3) ten
f(D(Kz, z)> < f(D(Kz,K”x) + D(K"z, z)> ta, neN.
(1) ve (F7) den
f(D(Kz, z)) < f()\D(z, K"z) + D(K" "z, z)) +a, neN
Diger yandan, (F3) ve (3.8) den
nETmf<AD(Z, K"z) + D(K"x, z)) +a=—-00
elde ederiz ki bu bir celigkidir. Bu nedenle,
D(Kz,z) =0
yani
Kz =z
Sonug olarak z € X in sabit noktas1 z dir. Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim.
(u,v) € X x X i¢in
D(u,v) >0, Ku=wu, Tv=wv
olsun. (ii) den
D(u,v) = D(Ku, Kv) < bD(u,v) + cmax{D(u, Ku), D(v,Tv)}
< (b+¢)D(u,v)
< D(u,v)
elde ederiz ki bu bir celigkidir. Boylece K doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. |
Sonug 3.1.5. Yukarida vermis oldugumuz Teorem 3.1.4, kaynaklar kismindaki [7] nin

ana teoreminin F -metrik versiyonudur ve ayni zamanda [7] nin ana sonucunun bir genel-

lemesidir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinin ilk kisminda metrik uzaylar hakkinda bilgi verilmis ve daha
sonra Banach sabit nokta teoreminin son yillarda farkli uzaylarda karsilig1 olarak dnemli
genellestirmelere yer verilmistir. Ikinci kisimda ise tezin konusunu olusturan Jleli ve Sa-
met [13] tarafindan verilen f -metrik uzay kavraminin temel tanim ve teoremlerinden bah-

sedilmistir.

Tez ¢aligsmasinin orijinal sonuglarinin yer aldigi tigiincii kisimda ise f -metrik uzay
kavrami kullanilarak [7] ve [8] makalelerinde B. Fisher tarafindan verilen teoremlerin F -
metrik versiyonu verilerek bu yeni tip uzaylarda ispatlanmistir. Ayrica, Microvic vd. [18]

makalesinde verilen Teorem 4 {in f -metrik uzaylarda bir genellestirilmesi verilmistir.

Bu tez calismasinda sabit nokta teorisi iizerine verilen yontem ve teknikler kulla-
nilarak literatiirde hali hazirda bulunan klasik tiim sabit nokta teoremlerinin karsiligi olup
olmadig1 f -metrik uzaylarda arastirilabilir. Ayrica, klasik metrik uzaylarda verilen tanim-
lar ve doniisiim tiplerinden faydalanarak bunlarin f -metrik uzaylarda karsiliklar: verilip

bu uzaylar i¢in yeni sabit nokta teoremleri ispatlanabilir.
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