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OZET

Bu ¢alismada P. Patel ve V. N. Mishra tarafindan calisilan Jain-Baskakov tip operatorlerle 1l-
gili baz1 yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Oncelikle Bohman-Korovkin teoremi yardimiyla
Jain-Baskakov tip operatorlerin kompakt bir kiime iizerindeki yakinsakligi daha sonra da
King ve Stancu tip yaklagim 6zellikleri , agirlikli yaklagim ozellikleri, A-istatistiksel yakla-
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ABSTRACT
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalari ile birlikte asagida sunulmus-

tur.

o(f,6)
K(f,8)
K|

d (K)
b4 (K)

Aciklamalar

[a, D] da tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar uzayi

[0,0)da tanimli sinirh fonksiyonlar uzay1

[0,00)da taniml1 siirekli fonksiyonlar uzay1

Her x € R icin | f (x)| < Myp (x) kosulunu saglayan fonksiyonlar

uzay1
B, (R) uzayindaki siirekli fonksiyonlar uzay1

{f €Cp: |)}|111>100% < 00} alt uzay1

x € R, L, lineer operatoriiniin f siirekli fonksiyonuna uygulan-

masi
f fonksiyonunun siireklilik modiilii

f fonksiyonunun Petree-K fonksiyoneli
K kiimesinin eleman sayisi

K kiimesinin yogunlugu

K kiimesinin A yogunlugu

Agirlik fonksiyonu

A—istatistiksel yakinsak diziler uzayi
Gamma fonksiyonu

Beta fonksiyonu



1. GIRIS

Yaklagim teorisinin 6nemli problemlerinden biri keyfi bir fonksiyona polinomlar yardimiyla
yaklagim elde edebilmektir. 1985 yilinda Weirstrass [a,b] da siirekli fakat tiirevli olmayan
fonksiyonlara bir polinom yardimiyla diizgiin yaklasilabilecegini gostermistir.

1912 yilinda Weierstrass’in teoremini saglayan polinom 6rnegi S. N. Bernstein tarafindan

f:00,1) >R, feC[0,1],x€[0,1) ve

paa) = (-

olmak iizere n. dereceden B,, polinomu

By (fox) = éopn,k (¥)f (k )

n

seklinde tanimlanmustir [4]. Bohman(1951) ve Korovkin(1953) Bernstein polinomlarindan
yola cikarak lineer pozitif operatorlerin siirekli fonksiyonlara diizgiin yakinsamasi ile ilgili
onemli teoremler vermistir. H. Bohman tarafindan kapali aralikta siirekli olan fonksiyonun
toplam bicimindeki 0zel tipten bir lineer pozitif operator dizisine diizgiin yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter kosullar verilmistir [4]. Bohman’in teoreminden sonra P. P. Korovkin
tarafindan daha genel olarak kapali aralikta siirekli olan bir fonksiyonun herhangi bir lineer
pozitif operatdr dizisine diizgiin yaklasmi icin gerek ve yeter kosullar verilmistir [4]. Bu

teoremler sayesinde bir¢ok lineer pozitif operatdriin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
Bernstein polinomlarinin reel eksende genellestirmelerinden biri V. A. Baskakov tarafindan

x € [0,00), f €C[0,00) icin

B, (f,x) :é("*i‘l)f(g) (1ix)k

seklinde tanimlanan operatordiir [3].

1972 yilinda G. G. Jain tarafindan 0 < < 1, n € N, x € [0,00) , f € C[0,0) ve taban



fonksiyon
o e~ (nx+vpB)
wg (v,nx) = nx (nx+vB)" — (1.1)
v!

olmak lizere

oo —(nx+vpB)
B _ 1€ T (Y
B/ = Lne(wx+B) ™ (%) (12)

seklinde taniml1 operatore Jain tip operator denir [3].

[0,00) araliginda Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlara yaklagsmak igin P. Patel ve V. N.
Mishra tarafindan

Bel0,1), xeR" ve f € Cp, (RT) igin

K,’? (f,x)=(n—1) iwﬁ (v, nx) /p,w_l (1) f(t)dt+e ™ f(0) (1.3)
v=1 0

Jain-Baskakov tip operatorler olarak isimlendirilen genellestirilmis lineer pozitif operatorler

dizisinin yaklagim ozellikleri iizerinde ¢alisilmistir [1].
Bu tez dort boliimden olusmaktadir.
Birinci boliim girig boliimiidiir.

Ikinci boliimde gerekli olan temel kavram ve teoremler tanitilmistir. Bu amagcla fonksiyon
uzaylar1 ve lineer pozitif operatorlerle ilgili tanim ve teoremler verilmis, diger boliimlerin

temelini olusturan yaklagim teorisinin 6nemli teoremleri ifade edilmistir.

Uciincii boliimde Jain tip operatdriin genellesmesi olan Jain-Baskakov tip operatorlerin temel
ozellikleri ve yaklasim 6zellikleri incelenmis, ikinci siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim

oran1 ve Voronovskaja tip teorem elde edilmistir.

Dordiincii boliimde ise sonug ve Oneriler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde lineer pozitif operatorlerin tanimi ve ozellikleri, analitik fonksiyon, Gamma ve

Beta fonksiyon tanimlari, agirlikli uzay kavrami ve 6zellikleri verilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler
2.1.1. Tanim

X ve Y normlu iki fonksiyon uzay1 olmak iizere X den alinan herhangi bir f fonksiyonuna
Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali mevcut ise L kuralina X den Y ye tanimh

operator denir.

L(f,x) =L(f)(x) =g(x)

seklinde gosterilir [9].

2.1.2. Tanim

L : X — Y bir operator olmak iizere eger L operatorii her f1, /> € X ve her o, B € R igin
L(otf1+ B f2,x) = aL(f1,x) +BL(f2,x)

kosulunu sagliyorsa L operatoriine lineer operator denir [9].

2.1.3. Tanim

X ve Y normlu iki fonksiyon uzay1 olmak iizere L : X — Y bir operatdr olsun.
XT={feX:VieDys ic¢inf(r) >0}

ve

Y"={geY:VxeD, i¢ing(x) >0}

seklinde tamimlansin. X uzay1 iizerinde tanimlanmis olan L lineer operatorii X * kiimesindeki

her bir f fonksiyonunu pozitif fonksiyonlardan olusmus olan ¥ kiimesindeki herhangi bir



fonksiyona doniistiiriiyorsa bu L operatoriine lineer pozitif operator denir [9].

2.1.4. Lemma

X ve Y normlu iki fonksiyon uzay1 ve L : X — Y bir lineer pozitif operatér olmak iizere
f,g € X icin

f<gise L(f,x)<L(gx)

esitsizligi vardir. Bu esitsizlige L lineer operatoriiniin monotonluk 6zelligi denir [9].

2.1.5. Lemma

L : X — Y bir lineer pozitif operator olsun. Bu durumda

IL(f,x)| < L(|f],%)

esitsizligi saglanir [9].

2.1.6. Tanim

I, R de herhangi bir aralik, f € C(I) olmak tizere her § > 0 i¢in

o(f,6) = sup () = f(x)]
1—2/<8

ile tanimlanan o (f, §) ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir [9].

Siireklilik modiilii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

@) w(f,0)>0

(11) 51 §521sew(f,51)§a)(f,52)

(iiiy m € Nigin o (f,md) <mw (f,9d)

(iv) A € Ricin o (f,A8) < (A+1) o (f,5)



(v) (%irr%)a) (f,8) =0 < f, I da diizgiin siirekli
%

W) | () = F @] < 0 (f.]1 ~)
v |f )= f @) < (L +1) o (1.9)

2.2. Yaklagim Teorisinin Onemli Teoremleri
2.2.1. Teorem

f,[a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve € > 0 yeterince kiiciik bir say1 olmak iizere dyle
bir P (x) cebirsel polinomu bulunabilir ki her x € [a,b] i¢in

P(x)—f(x)| <&
esitsizligi saglanir [9].
2.2.2. Teorem

Her n € N ve [a,b] C [c,d] olmak tizere L, : Cla,b] — C|c,d] taniml (L,) lineer pozitif
operatdr dizisi ve her f € C|a,b] i¢in

1 1L, ()~ sy = 0

esitligi saglanir [9].

2.3. Analitik Fonksiyon
2.3.1. Tanim

Bir f (z) fonksiyonunun hem zp noktasinda hem de zp noktasinin bir komgulugunda bulunan
her z noktasinda tiirevi mevcutsa f fonksiyonuna zg noktasinda analitik fonksiyon denir [13].

2.3.2. Tamim



n,me N/{0} vet € [0,1] olmak iizere

oo

I'(n)= /t”_le_ldt

0

Gamma fonksiyonu ve

1
B (n,m) :/t”_l(l—t)mldt
0
Beta fonksiyonu seklinde tanimhidir [13].

2.4. Agirhikh Uzay
2.4.1. Tamim

r negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere C (r) (R),r. mertebeden tiirevleri olan ve siirekli

R {izerinde taniml tiim fonksiyonlarin uzayidir [11,12].

2.4.2. Tanim

p : R — [1,00) tamimli olmak iizere p fonksiyonu

Hp0)=1

(if) lim p (x) = +oo

(iii) [0,0) araliginda artan ve (—eo,0) aralifinda azalan

kosullarini sagliyorsa p fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir [10, 11].

2.4.3. Tanim

¢ reel eksende siirekli monoton artan bir fonksiyon olmak iizere

p) =1+ (9 (x)?)



seklinde p fonksiyonu tanimlansin.

By (R)={g:R—=R;|g(x)| <Mp(x),M;> 0,x R}
ve

Cp (R)={f€Bp(R): f siirekli}

uzaylarina agirlikli uzaylar denir.

Burada By (R) uzayinda tanimli norm

141l = supld @

xeR P (x)

seklinde gosterilir.

2.5. Genel Baskakov Operatorii
2.5.1. Tamim

x € [0,00), f € C[0,%0) ve n € N olmak iizere

s (k) x
Lo (fx) = 2(—1)"f<5)xkq’" )

par n k!
olarak tanimli operatore genel Baskakov operatorii denir [1].
Burada (), fonksiyon dizisinin elemanlar1 x € [0,c0) olmak iizere
(i) Her n € N i¢in @, [0,c) da analitiktir.
(ii) Her n € N i¢in @, (0) = 1 dir.

(ii) Her n € N igin @ (x) > 0 dir.



Ozel olarak @, operatorii @, (x) = (1+x) " olarak alimirsa

s £ e (") (5) ()

olup Klasik Baskakov operatorii 6zel olarak @, (x) = (1 —x)" olarak alimirsa

B, (f,x) = i (Z)Xk(l kg (S)

k=0

Bernstein operatorii

Ozel olarak ®,, (x) = e~ olarak alinirsa

() = Fem B (’—‘)

k=0 n

Szész operatorii elde edilir.



3.JAIN-BASKAKOV TIP OPERATORUN YAKLASIM OZELLIiKLERI

Bu boliimde Patel ve Mishra tarafindan calisilan Jain-Baskakov tip operatorlerin yaklasim

ozellikleri incelenecektir [1].

3.1. Jain Tip Operatorler
A >0icin py : Rt — [1,00], py (x) = 1 +x>* agirhik fonksiyonunu goz oniine alalim.

Burada tanimli uzay

Cp, (R+) — {f eC (R+) : sinirlt x — oo iken}

seklindedir.
3.1.1. Tamim

0<B<Il,neN,xel0,0), f€C[0,00) ve taban fonksiyonu

4 e~ (nx+vpB)
wg (v,nx) = nx (nx+vB)" > (3.1)
olmak iizere
) —(nx+vf)
B _ =18 (Y
B (f,x) ng)nx(nx—l—vﬁ) o f<n> (3.2)

seklinde tanimli operatdre Jain tip operator denir [1].

Es.3.2 de 6zel olarak B = 0 alinirsa

()

Széasz-Mirakyan operatorii elde edilir [1].

(nx)"
!

v

Bi(fx)=Y
v=1

Ileri boliimlerde gerekli olan rekiirans bagintilarim elde edelim.
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3.1.2. Lemma
0<B<l,neN,xe]|0,

) Ve

S(rnx,B) =Y. . ¢~ (mtkB) (3.3)
k=0 :
olmak iizere
S(r,nx,B) = Zﬁk (nx+kB)S(r—1,nx+kB,B)
esitligi saglanir.
Ispat
S (r,nx, B) ifadesinin agilimi yapilirsa
oo k+r—1
St B) = Y BT tuap)
) k!
oo _|_ k k+r—2
- ™ ;5 S (e k) oD
k=0 :
(o] _I_ k k+r—2
_ nxz (I’lx ]g) ( X—f-kﬁ) (nx+kpB)
k=0 :
k+r—2
; Zk (nx + kﬁ ) (nx + k) e~ (kP (3.4)

Es.3.3 deki esitlik Es.3.4 de kullanilirsa

nxS(r—

S(r,nx, )

+B°S(r,nx+2pB,B)

[o5)

k=0

esitligi elde edilir.

(r—1,nx,B)+ BS(r,nx+B,B)

nxS(r— 1?nx7ﬁ)+ﬁ [(nx+B)S(r?nx+Baﬁ)+ﬁS(r7nx+2ﬁ7B)]
(
2

nxS(r—1,nx,B)+ B (nx+B)S(r—1,nx+B,B)

Zﬁk(nx—i—kﬁ)S(r— l,nx+kB,B)
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3.1.3. Lemma

0<B<1l,neN,xec|0,o) ve

[} k+r— 1
(e, B) = Y L o
k=0 :

olmak tizere

OS(Lxp) = =5
nx B>
(1-p7 (-
2,2 2 4, 3
n_x - 3If6ﬁ4+2ﬁ_—|—ﬁ5’
(1=p) (=B (1-B)
n3x’ 6n’x*B%  11nxB*+4nxB> 6B +8B° + p*
4+ 5 6 7
(1-B)" (1-B) (1-B) (1-B)

(i) S(2,nx,B) =

(iii) S (3,nx,B) =

(iv) S(4,nx,B) =

esitlikleri saglanir.
Ispat
Es.3.3 deki S (r,nx, ) bagntisi i¢in

(1) r =1 6zel durumunda

S(1,nx,B) = i)ﬁv(nx—l—vB)S(O,nx—l—vﬁ,ﬁ)
5
v=0
1

_ =3 (3.5)

esitligi elde edilir.

(i) r =2 0zel durumunda

S(2,nx,B) = ;ﬁv(nx+vﬁ)5(l,nx+vﬁ,ﬁ) (3.6)
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Es.3.5 deki esitlik Es.3.6 de kullanilirsa

S(2,nx,B) = i)ﬁv (nx+vp) T8

esitligi elde edilir.

(iii) r = 3 6zel durumunda

S(3,nx,B) = Zﬁv (nx+vB)S(2,nx+vp,B)

Es.3.7 deki esitlik Es.3.8 de kullanilirsa

v (nx+vB) B’
S (3, nx, = nx+v
(3,nx, B) ZB +vB) R ﬁ)2+(1_ﬁ)3]

n2x2 N 3nxf3? +2[54+[33
(1-B)° (1-p* (1-p)

esitligi elde edilir.

(iv) r =4 6zel durumunda

S (4,nx,B) = Zﬁ (nx+vB)S (3,nx+vp. B)

Es.3.9 deki esitlik Es.3.10 de kullanilirsa

(nx+vB)*  3(nx+vB)B%  2B*+p°
S(4,nx, = nx+v
(o) = B o) | i+ S+ T

n3x3 6n’x’B%  11nxB*+4nxp>  6B°+8B> + B+

QB 0By (-pP 1-p)

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

3.7

(3.8)

3.9

(3.10)

(3.11)



Elde ettigimiz rekiirans bagintilar1 yardimiyla Lemma 3.1.4. ii elde edelim.

3.1.4. Lemma

0<B<I1,neN, xe€ [0,) olmak iizere

Zwﬁ (vynx) =1
v=0

esitligi saglanir.
1spat

Jensen tarafindan tanimlanan Langrange formiili

13

seklinde olup [3] burada 6zel olarak ® (z) = ™%, f(z) = P | u = ze~P* secimi yapilirsa

o 1+i% [jzvv—ll (eﬁVZ,nx.enxz>L_ (ﬁ)v

v=1 0
= 1+;% [nx(nx+vﬁ)v ! e(nerVB)z]ZiO (ﬁ)v
- 20% [ (nx+vB)! | e P

esitligi elde edilip Es.3.12 de 6zel olarak z = 1 alinirsa
=1
nx _ - v—1{ —Bv
e v;)"! [nx(nx#—vﬁ) ]e
esitligi elde edilir. Es.3.13 esitligi Es.3.1 de kullanilirsa
Y wg(vnx) =1
v=0

elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

(3.12)

(3.13)
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3.1.5. Lemma

0 < B <1 olmak iizere Es.3.2 de tanimli BE operatdrler dizisi

O BP(1,x) = 1,

(ii) B (1,x) = 5
2
i) B (2 x) = —= a
) BY(*5) = gt g
x3 3x? x(2B+1)
(IV)BE 3,)(' - + + ’
O e e e py
x* 6x°

V) BP(t* x) =

(1—p)F  n(1-p)y

2 (—36[34+72[33—36B2+8ﬁ +7> x (x(6ﬁ2+18[3+1)>
T2 6 123 7

n (1-B) (1-B)

n3

esitliklerini saglar.
1spat
0 < B <1 olmak iizere Eg.3.2 de tanimli BE operatdrler dizisi icin;

(i) f =1 0©zel durumunda
BP(1,x) = 1 (3.14)

elde edilir.

(i1) f =1t 6zel durumunda

—(nx+vB)
¢ Y (3.15)

y! n

BP(t,x) = inx (nx+vB)"!

Lemma 3.1.4. deki esitlik Es.3.15 de kullanilirsa

BP(t,x) =x.S(1,nx+B,B) (3.16)
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Es.3.5 deki esitlik Es.3.16 de kullanilirsa

BP(t,x) = (3.17)
esitligi elde edilir.

(iii) f = ¢? 6zel durumunda

oo (nx+vp) oo —(nx+vB)
B2y = v-1 e— * e = 7
BE(t7,x) = nv:z:z(nx+vﬁ) =2 +nv; (nx+vB)"™ CE (3.18)
Es.3.5 ve Es.3.7 deki esitlikler Es.3.18 de kullanilirsa
BB(2x) = . v (3.19)
Y (1-B)* n(1-B)°
esitligi elde edilir.
(v) f =13 6zel durumunda
oo —(nx+vfB) oo —(nx+vB)
B3 _ * v 1 x v—1€
Bi(£7,x) = nzv_zz nx+vp) NEEOT —|—3n2v_21(nx—i—v[)’) o
oo —(nx+vpB)
X v—1€
— —_— 2
+n2v§2(nx—|—vﬁ) TR (3.20)
Lemma 3.1.4. deki esitlik Es.3.20 de kullanilirsa
BP (. x) = % [S(3,nx+3B,B)+3S2,nx+2B,B)+S(1,nx+B,B)] (3.21)
elde edilir.
Es.3.5, Es.3.7 ve Es.3.9 deki esitlikler Es.3.21 de kullanilirsa
2x? 3 2B+1
BE(t3,x) _ %( n°x + nx4+ ﬁ+5
(=B (1-B)" (1-pB)
3 2 2 1
S S SIC R (3.22)

(1-B) n(1=B)* n2(1-B)
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esitligi elde edilir.
Ayrica

w) f= t* 6zel durumunda

oo 4
%
BE (t4,x) = Zwﬁ (v, nx) 3

> vv.v—=1)(v=2)(v—-3)
= Zwﬁ(v,nx)( pe
v=1
oviv—1)(v—=2)+7Tv(v—1
T U Ui Rl )+v> (3.23)
n
Es.3.5, Es.3.7 , Es.3.9 ve Es.3.11 deki esitlikler Es.3.23 de kullanilirsa
4 3 4 3 )
6 367 +72[° —36B3-+8B +7
Bty = 5+"—2( B +72p"—36p +8p )
(1=B)" n(1-B) (1-B)
x(6B%+ 18 +1
+2 (B B ) (3.24)
n (1-B)
esitligi elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.
3.1.6. Tamim
Bel0,1), xeR" ve f€Cp, (RT) igin
Kp (f,x)=(n—1) (v, nx /pnv 1 (0) f (1) dt+e7™ f(0) (3.25)
v=1 0

taniml1 operatore Jain-Baskakov tip operator denir [1].

Burada tanimli taban fonksiyonlar

n+v—1 v ()
pn,v(t):( . )erwﬁ (V,nx):nx(nx—}—vﬁ)v IET

seklindedir.



17

Es.3.25 de 6zel olarak B = 0 alinirsa

v

K90 = (0= 1) £ e w1 (de 7 (0)

Szasz-Baskakov tip operator elde edilir.

3.1.7. Lemma

neN, Pny (l,c) = G ¢VEYC) (t>

v!

olmak iizere ¢ > 0 i¢in ¢ fonksiyonunun iki 6zel durumu;

(D) no(t) =™
(i) Pp,1 (1) = (141)~"

icin

/pn.,v(t,c)t’dt: - .r+1 (3.26)
0

esitligi saglanir.
Ispat

Es.3.1 de 6zel olarak ¢ = 0 alinir ve Es.3.26 esitligi kullanilirsa

nvtvefnt

Puy(1,0) = —— (3.27)

elde edilir.

Es.3.27 esitligi kullanilirsa
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elde edilir.

Es.3.1 de 6zel olarak ¢ = 1 alinir ve Es.3.26 esitligi kullanilirsa

n+v-—1

) )tv (1+41)~0+) (3.28)

Pun(is1) = (

elde edilir.

Es.3.28 esitligi kullanilirsa

(v4r)! 1
vl (n—1)(n—=2)...(n—(r+1))

Py (t,0)t"dt =

o~——3

elde edilir.

3.1.8. Lemma

Es.3.26 de taniml esitlik, n € N icin

S| =

(1) /pn+c,v—1 (I,C) dt =
0

n(n—-c)

) [ pusco (1:0)edt =
0

v(v+1)
n(n—c)(n—2c)

i) [ prset (L)@ =
0

(iv) / Prien1(t,0)Pdt =
0

o)

(v) /pn+c,v1 (tac) t4dt =
0

viv+1)(v+2)
n(n—c)(n—2c)(n—3c)

viv+1)(v+2)(v+3)
n(n—c)(n—2c)(n—3c)(n—4c)

esitliklerini saglar.

1spat



Es.3.26 esitliginde n yerine n+ ¢ ve v yerine v — 1 yazilirsa

(v+r—1)! 1
(v—1)! r£l
=1

/ Prten—1(t,c)t"dt =
0 I1 (n+c—ic)

~

esitligi elde edilir.

(i) Eger Es.3.29 esitliginde r = 0 alinirsa
n

/ Prtert(t,c)%dt =
0

esitligi elde edilir.

(i1) Es.3.29 esitliginde r = 1 alinirsa

n(n—c)

/pn+c7v_1 (t,c)tdt =
0

esitligi elde edilir.

(ii1) Es.3.29 esitliginde r = 2 alinirsa

v(iv+1)
n(n—c)(n—2c)

/pn+c,v—l (t,c) rPdt =
0

esitligi elde edilir.

(iv) Es.3.29 esitliginde r = 3 alinirsa

viv+1)(v+2)
n(n—c)(n—2c)(n—3c)

/pn+c,v—l (Z‘,C) t3dt =
0

esitligi elde edilir.

19

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
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(v) Es.3.29 esitliginde r = 4 alinirsa

o)

{ Prest ()l = —vc()v (:1)2(5;(”2)—(;;(3,3 —40) (3.34)
esitligi elde edilir.
3.1.9. Lemma
Es.3.26 de tanumli esitlik ve n € N igin
@) an,vl (t)dt = ni I
(ii) an,vl (t)rdt = m
" / P ORI =~ G
v Z P O = T 1>V<f(1v—+ 21>)<Eav—+ 32>)<E:—+ 43>)<n —-5)
esitlikleri saglanur.
Ispat
Z””’V‘l (yrdr = (v(j:)lz)! =1 (n— 2)1... (n—(r 1)) (3:35)
(i) Es.3.35 esitliginde r = 0 alinirsa
an,v—l ()dt = (V(JVFEI)I!)! (ni 3
_ ! (3.36)

n—1
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esitligi elde edilir.

(i) Es.3.35 esitliginde r = 1 alinirsa

(o)

{p”‘l (t)iar = (V(t:)lz)! (n—1)(n— 2){. (n—(1+1))
- m (3.37)
elde edilir.
(iii) Es.3.35 esitliginde r = 2 alinirsa
{p’” (1) ds <v(tii)l!)!(n—l)(n—2)%..(n—(2+1))
= s 1)V(Elv_+21>)(n_ 7 (3.38)
elde edilir.
(iv) Es.3.35 esitliginde r = 3 alinirsa
7an . _ (31! 1
/ 1) -1 (n=2)..(n—(B+1))
T (- 1)v(51v—+ 21>)(£lv—+ 32))(11 —4) 5-39)
elde edilir.
(v) Es.3.35 esitlizinde r = 4 alimirsa
7 Pt (1% = 1)V(,(1v—+ 21)>(Savj 32))(E:—+ 43))(n =5) (3.40)

esitligi elde edilir.
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3.1.10. Lemma

Es.3.25 de tanimh K,[f operatorii i¢cin 0 < 8 < 1 olmak iizere

i KP(1,x) = 1
(i) KP(t,x) =

)
TR S R

B2 n(l-py

X 3x2

(n—2)(n—3) (n—4) [(1—ﬁ)3+n(1—ﬁ)4

x [ 2B+1 2 x? x
+”2<(1—B)5>+3 ((1—ﬁ)2+n(1—ﬁ)3>

=

(iv) KE (B,x) =

1 L 1 1
(1—2)(n—3)(n—4) Ll—ﬁf”’” <(1—B)2+(1—ﬁ)4)
+n3< 60 182 | & 2[3+1>
(1-B)° n(1-p)* 7 (1-pB)
6nx(2[3+1)+ 11n%x? n 11nx N 6nx ]
1-p° (1-p? @1-p> (1-5)

V) KP (i x) =

esitlikleri saglanir.
Ispat
Es.3.25 de taniml K,? operatorii i¢in

(1) f =1 alinirsa

oo o —1
B B B n+v-—2 t n
Ky (1,x) = (n—1) VZ’ (v,nx {( b1 Wdt+e < (3.41)
Es.3.36 deki esitlik Es.3.41 de kullanilirsa
= 1
KP(1,x)= (n—1) Z (v,nx) +e ™ (3.42)

(n—1)



elde edilir. Es.3.41 deki esitlik Es.3.42 de kullanilirsa
KP(1,x)=1
esitligi elde edilir.

(i1) f =t alinirsa

s

KP(t.x) = (n—1) Y wp (n,nx) [ ppyi (£)tdt +e7™.0

o~——_3

v=1

Es.3.37 deki esitlik Es.3.44 de kullanilirsa

Es.3.17 deki esitlik Es.3.45 de kullanilirsa

nx

(n—=2)(1-p)

KP(1,x) =
esitligi elde edilir.

(i) f = 2 alimirsa

K,[f(tz,x) = (n—l)iwﬁ(v,nx)

o~——38

Es.3.38 deki esitlik Es.3.47 da kullanilirsa

2

KP(? S L N— Y " BP (1
Es.3.19 deki esitlik Es.3.48 de kullanilirsa

2 2 22 2
K = — S i

V— 1 (1 —I—[)n+v

23

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)
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esitligi elde edilir.

av) f= 3 alinirsa

KPP x)=(n—1) Prv_1 () 3dt +e7™.0 (3.50)

T

wg (v, nx)

o~——38

Es.3.39 deki esitlik Es.3.50 de kullanilirsa

KPP x) = ! [iwﬁ (v, nx) (v3 +3v7 4 2v) (3.51)
v=1

(n—=2)(n—3)(n—4)

Es.3.2 deki esitlik Es.3.51 de kullanilirsa

3 2

B (3 x " B (1% x
e O e e )

B X .
P (t,%) (3.52)

n

KP(£,x) =

Es.3.22 deki esitlik Es.3.52 de kullanilirsa

n?x* (1= B)nx+3(B*—2B+2))

Klllj(tsux) - 7
(1—2) (n—3)(n—4) (1)
nx 2B+1  5—4B+2B2
+(n—2)(n—3)(n—4) <(1—ﬁ)5+ (1-B)° > (3.53)
esitligi elde edilir.

av) f= * alinirsa

l’l4
Kf(l4,x) - (n—Z)(n_?)) (n_4)(n_5)BE (t4,x)
3
n ﬁ 3x
—|—6(n—2)(n—3)(n_4)(n_5)3n (l‘ , )

2
n B zx
(=2 (n—3)(n—4) (n—5)"" (%,x)
n B .
+6(”_2) (n—=3)(n—4) (n—S)B” (1) (3.54)

+11




Es.3.17, Es.3.19, Es.3.22 ve Es.3.24 deki esitlikler Es.3.54 de

1

6n3x

25

kullanilirsa

3 (B*-2B+2)

n4x4
Ll—ﬁf*_
—25B% +28B3 +48B% — 728 + 36
(1-B)°

- (n—-2)(n—-3)(n—4)(n—5)

+r12x2 (

)

L (686 —36B5 + 10154 — 15233 + 13432 —

(1-B)

(1-B)’

esitlikleri elde edilir.

3.1.11. Lemma

B

1,n

(x). 1,

Es.3.25 de tamimhi K,? operatoriiniin momentleri

lzere

52 +14) (3.55)
(), 15, (x) ve pp, (x) olmak

oub () — x(2-2B+np)
UL = =) a—p)
ol - mR=2BB) 2 (PR (=B (1+5p)+6(1-)’)
B T ) -3 (1- ) (1—2)(n—3)(1- B’
Gii) 1 (v) = x3[ i - Sl +
& (n—2)(n—3)(n—4)(1-B)* (n—2)(n—3)(1-p)
3n B 23,2 2-2B+ B2 1
(n—2)(1-p) 1]* ? ( (1—p) ><n—2xn—3xn—4f%
nx 2B+1 S5—4B+2pB2
(n—=2)(n—3)(n—4) |\ 1-pB)° (1-p)°
n* 4n3
(1v) ﬁnx = x4[ _
Han®) (n—2)(n=3) (n—4) (n—5) (1= B)*  (1—2)(n—3) (n—4) (1—B)

6n> _ dn
(n—2)(n=3)(1—-p)* (n—2)(1-B)
| on® (B2 2B +2)

+

x3

3+

1

12n* (B> —2B +2)

(n=2)(n—=3)(n—4)(n—5)(1-B)’

n? (—25B*+28B% +48B% — 723 + 36)

T3 (B

2B+1 5—4B+2B2
4n ((lfﬁ)s )

(n=2)(n=3)(n—4)(1-p)°

(n—2)(n—=3)(n—4) ]
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esitlikleri saglanir.
Ispat

Es.3.25 de taniml K,l? operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

() up, () = KP((1—x) )
= KP(t,x)—xKP(1,x)

B 2 nx
A T (T
x(2—-2B+nP)
(n=2)(1-B)

esitligi elde edilir.

Es.3.25 de tanimh K,[f operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa
i) w5, () = KB x) — 20K (t,x) +
Es.3.46 ve Es.3.49 deki esitlikler Es.3.57 de kullanilirsa

nx (2—2B + p?)
(n=2)(n—3)(1-B)’
2 (m2B2n(1-B)(14+56) +6(1-B))
(n=2)(n=3)(1-p)°

+

esitligi elde edilir.
Git) 1P (1) = KB(%,x) — 3xKB (12, x) + 32KB (1,x) —

oldugundan

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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Es.3.46, Es.3.49 deki esitlikler E5.3.58 de kullanilirsa

W () = x3[ il _ 3
o (n=2)(n=3)(n=4)(1-B)* (n=2)(n—3)(1-p)*
PR —1]
(n—=2)(1-p)
2 3n? 228+ B2
(n=2)(n=3)(n=4) " (1-p)’
_ 3n(2-2B+B%) ]
(n=2)(n=3)(1-B)’
nx 2B+1 5-4B+2B2
+(n—2)("l—3)(n—4)[((1—[3)5jL (1-B)’ ﬂ
esitligi elde edilir.
(v) ,uﬁn (x) = KP(* x)—4xKP (3 x) + 6x°KP (1%, x) — 43 KP (1,x) + x* (3.59)

Es.3.46, Es.3.49 ve Es.3.55 deki esitlikler Es.3.59 de kullanilirsa

Nﬁ (x) = x4[ n* B 4n3
e (n=2)(n=3)(n=4)(n=5)(1-B)* (n—2)(n—3)(n—4) (1)’
N 6n> _ 4n i
(n—2)(n—=3)(1—-B)* (—-2)(1-B)

o [ 6n® (B> —2B +2) 122 (B2-2B+2)
(n=2)(n=3)(n—4)(n=5)(1-B)° (n—2)(n—3)(n—4)(1-B)"
3n? (B2 —2B+2)
(n—2)(1-B)’
2B+1 | 5-4B+2pB2

2 [n2(25ﬁ4+28ﬁ3+483272ﬁ+36) n (5 + 555 >]

(n—2)(n—3)(n—4)(1—B)° (n—2)(n—3)(n—4)

+x [n (6% —36B° + 1014 — 15283 + 13452 — 528 + 14)
(n—=2)(n=3)(n—4)(n—=5)(1-B)’

esitlikleri elde edilir.
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3.1.12. Lemma

A , R nin kompakt bir alt kiimesi , n > 3, lim 3, = 0 ve her x € A igin Kf operatorii
n—oo

limKf (f,x) = f (x)

esitigini saglar.

Ispat

Kf operatorii pozitif lineer operatordiir. Korovkin teoreminin sonug¢larindan

K (f.0) = f ()

esitliginin saglanmasi icin f(¢) = 1, ¢, t? test fonksiyonlarinin saglatilmas1 gerekir.
K,[f " (tk ,x) = x*igin

(1) kK = 0 alinirsa

KPr(1,x) =1 olup KP" (1,x) = 1dir.

(i1) k = 1 alinirsa

X 2x

Kf" (t,x) = (1—B) + (n—2)(1-B,)

olup n — o iken Kb (t,x) = x dir.

(ii1) k = 2 alinirsa

Kf” (tz,x) _ n%x? - nx(z_zﬁn‘f’ﬁnz) .
(n=2)(n=3)(1=Bx)" (n=2)(n=3)(1—Pn)
_ n?x? nx (2 2ﬁn+B)
(=200 -3 (1B n(1-2)a(1-2)(1-B)
x? x(2=2B,+B2)

- (- 0B n(1=2) (1= (1— By
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n — oo iken K2 (12,x) = 2 dir.
Bu sonuglardan

limKPr (f,x) = f(x)

n—yoo

elde edilir.

3.2. Yaklasim Ozellikleri

Bu boliimde Jain-Baskakov operatdrleri i¢in siireklilik modiilii cinsinden yaklagim orani ve
agirlikli yaklagim orani incelenecektir.

3.2.1. Tanim

Cp [0, 00) siirekli ve sinirlt biitiin fonksiyonlarin uzay1 ve bu uzay iizerindeki tanimli norm
1F1l = sup {[.f ()] - x € [0,%0)}

olmak iizere K—fonksiyoneli

Ky (f,8) =inf{[lf —gll+5|[s"[[}

seklinde tanimlidir. Burada

§>0veW?={gcCp[0,):g,g"€Cp[0,)}

olarak tanimlidir.

wa (£.V/8) = sup sup {If (r+20) =2f (x+h)+ £ (x)]}

0<h</5x€[0,00)

seklindeki ifadeye ikinci dereceden siireklilik modiilii denir.

Jain-Baskakov tip operatorler i¢in ikinci siireklilik modiilii cinsinden yaklasim derecesini

elde edelim.
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3.2.2. Teorem

f€C;10,00), n>3 veC>0icin

2
KE(fx) = f ()| <o (fuf, () +Cor (ﬁ J (uf, ) +4d, <x>>
esitsizligi saglanir.
1spat
~B
K, (f,x) :=Cg[0,00) = C[0,0)

olmak iizere

x(2—=2B+nP)
(n—=2)(1-p)

K, (fx) = K <f,x>—f(x+ )+f<x)

seklinde yardimc1 operatorii tanimlarsak bu operator lineerdir
~B

K, (t,x)=x

ve ep, ejtest fonksiyonlarini saglar.

~B
Buradan K, ((t —x),x) = 0 esitligi elde edilir.

g € W2 ve x,t € [0,0) igin taylor formiilii

8(0) = () + (1 —x)g (9 + [ (1w’ (w)du (3.60

K, (g(t),x) =g (x) K, (1,x) = ¢ (x) K, ((t —x) ,x) + K, /(t—u)g”(u)du,x (3.61)
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elde edilir. Ayrica

KEG0| < 1) Top ) [ )1l e 0

< A (3.62)

buradan

oo e S

3 1] (3.63)

~B
K, (f,x)

IN

olup esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa

~B
K, (gx) —g(x)

[ =g wdu

X

uf,n(x>+(<ff 2§5+”ﬁ ) ] 2| (3.64)

esitlikleri yerlerine yazilirsa

~p x(2— n
KB 1] < Ry (oo (v 520 ) 0 - s
~B -
< [Ky (F= 20|+ K (80— (0| +17 ()~ (3)
5o (x2=2B 4B\ £(2— 28 +np)
.0+ (450 ]”g l+o(r o))

esitligi elde edilir.
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g € W? iizerinden infimum alinirsa

KP (f,x)—f(x)) <K (f,,ugn(x)+ (x(z_zﬁ +nﬁ))z> » (f’

x(2-2B +nﬁ)D

(n—=2)(1-B) (n—=2)(1-B)
(3.65)
olup ayrica
K> (f,8) < Cor (f,V3) (3.66)

oldugundan

2
KB (£.0)— £(0)] < Can | £y, () (SE2BEDNTY gy (| 2220
(n—2)(1—B)

’ (n—=2)(1-p)

x(2—2B+nB)D

esitsizligi elde edilir.

Jain-Baskakov tip operatorler i¢in ikinci siireklilik modiilii cinsinden yakinsaklik oranini
hesaplayalim.

By, (R) = {f €C[0,00), | (x)| <Ms (1+x7)} (3.67)

kosulunu saglayan R*iizerinde tanimli biitiin fonksiyonlarinin uzay1 ve M , f fonksiyonuna

bagh bir pozitif icerik olmak iizere

Cp, (R) = { f € Bp, (R) : f siirekli ve x — oo iken f () s1n1r11}
po (x)

uzay1 seklinde tanimlidir.

Burada Kf operatorii icin istatistiksel yakinsaklik ile A-istatistiksel yakinsaklik 6zelliklerini
inceleyelim. Oncelikle bizim icin gerekli olan istatistiksel yakinsaklik tanim ve teoremlerine

yer verecegiz.

Temeli pozitif tamsayilarda dogal yogunluk kavramina dayanan istatistiksel yakinsakligin
bilinen yakinsakligin bir genellemesi oldugu sdylenebilir.
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3.2.3. Tanim

(x,,) reel terimli dizisi verilsin. Her € > 0 i¢in en az bir ng = no(€) € N bulunabilir 6yleki her

n > ng igin |x, — L| < € saglaniyor ise x = (x,) dizisi L sayisina yakinsaktir [13].

Ik defa 1951 yilinda Fast ve Stehinaus tarafindan (x,) dizisinin / € R ye yakinsaklig1 uzaklik

kavramindan yogunluk kavramina taginmugtir [11, 12].
3.2.4. Tanim

N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere K C N ve K (n) = {k € K : k < n} kiimesinin

eleman sayisi |K (n)| ile gosterilsin.

8 (K) = lim K (1)

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin dogal yogunlugu denir [11, 12].
O0(N)=1

5(n*:neN)=0

oldugu kolayca goriilebilir.

3.2.5. Tanim

x = (x,) reel(kompleks)terimli bir dizi ve L € R olmak iizere eger Ve > 0
O({k:k<nxx—L|>€})=0

ise x dizi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve st — 1i_r>n x, = L seklinde gosterilir [12].
n—oo

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan anlagilacag gibi x = (x;,) dizisi bir / sayisina istatistiksel
yakinsak ise / sayisinin herhangi bir € > 0 komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bu-
lunurken bu komsulugun disinda da diziye ait sonlu ya da sonsuz ¢oklukta terimi bulunabilir.
Bu durum istatistiksel yakinsakli§in bilinen anlamdaki yakinsakliktan daha genel oldugunu
gosterir. Tanimdan da anlagilabilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir fakat bu

durumun tersi her zaman dogru degildir.
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3.2.6. Teorem

Yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Ispat

x = (xy) dizisi bir a sayisina yakinsak bir dizi olsun.

Bu durumda her € > Oi¢in k > kg oldugunda |x; — a| < € olacak bigimde kg sayisi bulunabilir.
O halde

Hk<n:lxx—a|l>¢e}| <ko

yazilabilir. Her iki tarafin limiti alinirsa

1 k
lim=|{k<n:|w—al>¢€}| < lim—> =0
n—eon n—oo n
elde edilir. st —limx; =0
3.2.7. Teorem

x = (x,) dizisinin bir L € R sayisina istatistiksel yakinsak olmast igin gerek ve yeter sart

K ={n; ke N} C Nigin 6 (K) = lvelimx,, =L

k—yoo

olacak sekilde en az bir (x,, ) yakinsak alt dizisinin bulunmasidur [11,12].
3.2.8. Tanim:

A = (ap,) sonsuz bir matris olmak iizere (x;) dizisi i¢in

li =L iken lim (Ax), =L

Jimoxy iken kl_r)rclo( x),

ise A matrisine regiiler matris denir [11,12].
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3.2.9. Teorem

A = (ap,) matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul
(i) sup ¥ |an | = [|A]] <eo

n k=1
(i1) Her sabit k i¢in lima,, =0

n—oo

(iii) lim ) a, =1

n=re%k=1
Silwerman-Toeplitz kosullarinin saglanmasidir [11,12].

3.2.10. Tanim

A = (ay) negatif olmayan regiiler bir matris ve K C N olsun.

84 (K) = lim (Axy), = lim Y ay
. " kek

limiti mevcut ise 84 (K) sayisina K kiimesinin A—yogunlugu denir [11].
3.2.11. Teorem

A = (ay) negatif olmayan regiiler matrisi i¢in

li}gnm]?x(ank) =0

ise bu durumda A — istatistiksel yakinsaklik klasik anlamda yakinsakliktan daha kuvvetlidir
[12].

3.2.12. Tanim
x = (x¢) reel terimli dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in

K=K(e)={k:|x—L| >e}
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olmak tizere

04 (K) = lim Z an, =0
" keK ()

olacak bicimde bir L sayis1 varsa x dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir ve
stA —limx = L seklinde gosterilir [12].

3.2.13. Teorem

A = (ay, ) negatif olmayan regiiler matris olsun.(7,),cy , Cp, (R) den Cp (R) ye giden pozitif
lineer operatorlerin bir dizisi ve
_ xpW)

im P& _
|)}|lgl°op,(x) =0ve Fk (X) = 12

olmak uizere

stA—lim||Tnf—f||p :O@stA—limHTan—Fka =0
n n

esitligi vardir [12].

3.2.14. Teorem

f €Cp, (RT), A= (ap,) negatif olmayan regiiler matris, A > 0,0 < f8, < I ve stA—limf3, =0
n
olmak iizere

stA —lim ’
n

Kbf—fl| =0

P

esitligi vardir.

Ispat

Es.3.25 de taniml K,? operatorii i¢in

(1)Es.3.43 deki esitlik kullanilirsa

elde edilir.

=0
Po

KB (1,x)—1
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(i1)Es.3.46 deki esitlik kullanilirsa

elde edilir.

< 2 N nB,
po— (n=2)  (n=2)(1-p)

o (t,x) —x

(111)Es.3.49 deki esitlik kullanilirsa

2 )2 n*B; n(1+5p)
&b 2] < (=2 (n=3) (1=, | |(1—=2)(n—=3) (1= B»)
6 n(2—2B.+B?)
" (n—2>(n—3)‘+ (n—2)(n—3)(1-B,)°
elde edilir.

(1), (11) ve (ii1) sonuclarindan

stA =0 k=0,1,2.
Po

elde edilir.

3.3. King Tip Yaklasim

2003 yilinda King klasik Bernstein operatorlerinin genellestirmesini yaparak lineer pozitif
operatorii tanimladi [8]. Bu operatorler ey ve e, test fonksiyonlarini gercekler. Bu boliimde
Jain-Baskakov tip operatorler i¢in King tip yaklasimi inceleyecegiz.

3.3.1. Tanim

x€[0,00),B€10,1), f € Cp, (RT) ve (ra(x)), [0,1) de siirekli fonksiyon dizisi, 0 < r, (x) < 1

icin
(f, rn(x (n—1) Z (v,nr, (x /an 1 t)dt+e” ”r"(x)f(O) (3.68)
v=1 0

seklindeki operatore Jain-Baskakov tip operatoriin King tip genellestirmesi denir [2].
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3.3.2. Lemma

Es.3.68 de tammli K, P operatorii

OKP,r(x) = 1

i) K;P (1,7 (x) = (nf(zr)”((f)_ 5
- _ n’ ((n (x)))* | (ra () (22 +B?)
(lll)Knﬁ(Iz’rn(X)) = (n—2)(n—3) [ (I_B)z + n(l—ﬁ)3
- _ n (e () | 3((ra(®)))?
(lV)Knﬁ(t3,rn(x)) = - =) [ (1—[3)3 + n(l—B)4
(rn(x)) [ 2B+1 2 (), (ra(x)
v ((1—/3)5)” ( =B n(1-p)
Zn(rn(x))}
(1-B)
" X 1 n ((ra (%))’
(V)Knﬁ([4’rn()€)) e (n—2) (n_3)(n_4) [ (1_B)3
2 2 1 1
+3n~ ((ra (x))) <(1—ﬁ)2+(1—ﬁ)4>
Ln(ry,(x))  6n(r,(x))
(1-py>  (1-P)
esitliklerini saglar.
Ispat
Es.3.68 de tanimli K, P operatorii igin
(i) f =1 alinirsa
K*ﬁ(l rp(x)) = i (v,nry (x oopnv 1 (H)dt+e nrn(x) q
Lsti |

Es.3.1 esitligi Es.3.69 esitliginde kullanilirsa

K;ﬁ(l,rn (x))= (n—1) iwﬁ (v,nr, (x)) p

(3.69)

(3.70)



Es.3.68 esitligi Es.3.70 esitliginde kullanilirsa
K (1, (x)) = B (1,7 (x))

Es.3.17 esitligi Es.3.71 esitliginde kullanilirsa
KP (1,7 () =1

esitligi elde edilir.

(i1) f =t alinirsa
KP@t,r(x)=(n-1) iwﬁ (v,nry (x)) /p,w_l (t)tdt+e™.0
v=1

Es.3.17 esitligi Es.3.73 esitliginde kullanilirsa

n rn ()

(n=2)(1-B)

KiP (1,74 (x)) =
esitligi elde edilir.

(iii) f = > alinirsa
KPP r(x)=(n—1) Z (v,nr, (x /an V() 2dt+e7™.0
v=l 0

Es.3.68 esitligi Es.3.75 esitliginde kullanilirsa

KB (2 r, " pB(2 ; " BB .
P (0) = gy oy B (o () 4 gy g B ()
Es.3.68 esitligi Es.3.76 esitliginde kullanilirsa

KB () = —— @) () 2 22B )

(n=2)(n=3)(1-B)* (n=2)(n-3)(1-B)’

esitligi elde edilir.

39

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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(v) f=1

Es.3.68 esitligi kullanilirsa

2 ((rn (x)))* (= (1= B)n(rn (x)) +3 (B2 —2B +2))

*f3 7 (x =
KP (£, (x)) (n—2)(n—=3)(n—4)(1—B)*

2B+1  S5—4B+2pB2
+nmxm)<u_ﬁf+— 0_p) ) (3.78)
esitligi elde edilir.
W) f= * alinirsa
K*l3 (t (X)) = i (vyn (rp (x )/pnv 1 (2 )t4dt+e_”x.0 (3.79)
=4 0
Es.3.38 deki esitlik Es.3.79 da kullanilirsa
Bt (x) = !
Ko Wm) = G 3 =) (n=9)
n4(0h(x»)4%_6n3(0%(XD)3(ﬁ2-—2B-+2)
(1-B)° (1-B)
2 (5 ()2 —25B4+28/33+48[32—72B+36>
(1)) ( T
_%n(n&x»(6B6—36ﬁ5+101ﬁ4—Jf2ﬁ3+134ﬁ2—52ﬁ4—hﬂ 3.80)
(1-B)
esitlikleri elde edilir.
Simdi de
_ 2
KPP () = —— @) Q2R

(n=2)(n=3)(1-B)*  (n—2)(n—3)(1-p)’

olmak tizere

Rn) @) (=2B+B)
(1=2)(0=3)(1=p)" " (1=2)(n=3)(1 -’




buradan da

(—2+2ﬁ—ﬁ2)i\/(2—2l3+l32)2+x2(n—2)(n—3)(1—ﬁ)2

TR T ey ”

n#0

elde edilir.

neses n—2>1-p* (n—-2)

im *p rn (X = im
lim K" (¢, 7, (x)) r}—wo (2(n2)(1B)2

= X

3.3.3. Teorem

BB

Knﬁ operatdriiniin birinci ve ikinci momentleri y; ,, U, , olmak iizere
) )

b g o (2426-P) \/(2—2B+B2)2 2n-3)

W (o) = 2(;1—2)(1—;3)2+ (n—z)z(l—ﬁ)“Jr (n—2)

b () = —aey (2B \/ Q=245 | 2(1-3)
(i) py, (x) = =2x"+ (n—2)(1—B) 2 (n—z)z(l—ﬁ)4+ (n—2)
dir.

Ispat

K, P operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

D uf, @) = KP(r—x),mx)
= KB (6, (0) = XK (1,70 (x)

_ (2425 p?) +\/(2—2ﬁ+ﬁ2)2 L P (n=3)
2n-2)(1-p7 V-2’ (1-p)" " (=2

—X

(-2+28-p?) +\/((2—2B+B2>2 P (n=3)

|



42

.. B B (2+2ﬁ B?) (2— 2B+B x%(n—3)
(i) py, (x) = X2 —2x 2 2+\/ )4+ (n—2) +x?

EPENE S = ﬁ - 2ﬁ+ﬁ 2 (n—3)
T V >’%@—®

esitlikler elde edilir.
3.3.4. Teorem

A , R nin kompakt bir alt kiimesi , n > 3, lim 3, = 0 ve her x € A i¢in Es.3.81 de tanimli
n—yoo

K,:B operatori,

m KB (f.ra (x)) = £ ()

esitligini saglar.

Ispat

K:,ﬁ operatorii pozitif lineer operatordiir. Korovkin teoreminin sonug¢larindan
K (forn () = f (%)

esitliginin saglanmasi icin f(¢) = 1, ¢, t? test fonksiyonlarinin saglatilmas1 gerekir.
KP <tk,rn (x)) =%

icin

(1) K = 0 alinirsa

Es.3.72 deki esitlik kullanilirsa

KP(1,r,(x))=1 olup A%K;ﬁ (L (x) =1

dir.



(i) k = 1 alinirsa

Es.3.74 deki esitlik kullanilirsa

(-2+28-5%) , | (2-2B+B*)’

x%(n—23)

Bt (x) =
K" (t,rn (x)) 2(71—2)(1_[3)2 \/(n—2)2(1—ﬁ)4

olup

imK, P (1,r, (x)) = x

n—soo
dir.

(iii) k = 2 alinirsa

Es.3.77 deki esitlik kullanilirsa

KP (2,1, (x)) =2 olup limK,P (2,7, (x)) = »°

n—soo

dir.
(1), (i1) ve (iii) sonuglarindan

LmK,P (f,r. (x)) = £(x)

n—soo

esitligi elde edilir.

(n—2)
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Simdi de K;ﬁ (f,x) operatorii igin Voronovskaja tip asimptotik yakinsama oranimi elde ede-

lim.

3.3.5. Teorem

f fonksiyonu R iizerinde sinirli integrallenebilir, birinci ve ikinci dereceden tiirevlenebilir,

Bn € (0,1) ve n — oo iken B, — 0 olmak iizere

f'(x)
2

limn <K;ﬁ (f,x) —f(x)) =x(x+2)

n—so0
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esitligi saglanir.

Ispat

f fonksiyonu i¢in taylor formiilii

(t—x)°

L @) (- )

f) =7 @)+ =x) [ (x)+
seklindedir. Burada taniml € (¢,x) sinrli ve }ime (t,x) =0 dir.
—X

Gergekten; [c,x] araliginda

seklinde F' fonksiyonunu tanimlayalim. F fonksiyonunun birinci mertebeden tiirevi alinirsa

Fi(u) = —f (u) = f" () (x—u) + f' (u)
= —f'(w)(x—u)

seklindedir.

Ozel olarak

xX—t

G(u) = F (u) - (x_u)zF(t)

fonksiyonunu tanimlayalim.
Burada Rolle Teoremi [6, 7]. G fonksiyonu i¢in uygularsak;

G' (s) = 0 olacak sekilde s € (¢,x) vardir.

G'(s) = (x=s)|=f(s)+

F ()

(x—1)*

elde edilir.



45

Buradan da

F(t)=

Y/
=1 gy

elde edilip sonug olarak

fO)=fle)=f () (x—1) = f1(t) ——

esitli§i mevcuttur.

Burada f siirekli fonksiyon oldugundan x — 7 igin s — ¢ ve € (¢,x) — 0 dir. Taylor formiiliine

*
K,,” operatorii uygulanirsa;

KP(fx)—f(x) = f(x)K*ﬁ(t—x,x)Jr%(x)K;ﬁ (=27 x) + P (£ (0,0) (0 = )7 )

_ f”z() B (=2 2) + K8 (202 (02 )

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

K;ﬁ< (t,x) (¢ ) \/K (€2 (t,x) \/KB<(t—x)4,x>

lim nK, Pr (e 2 (t,x) \X) = €2 (x,x) =0

n—yoo

veE

lim nk, ﬁ"( (t, )(t—x)z,x) =0

n—o0

olup
11mn<1<l3n(f,) f(x)) - nmnf'z( ) kB ((t—x)z,x)

fn( ) nx2 +nx<2—2ﬁn+ﬁ,12)
> =3 o3y
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3.4. Stancu Tip Yaklasim

Bu boliimde Jain-Baskakov tip operatorlerinin Stancu tip genellestirmesinin yakinsaklik

ozelliklerini inceleyecegiz [1].
3.4.1. Tamim

B €[0,1),x€[0,00) ve f € Cp, (R) i¢in

t
K’ﬁa#(.ﬁ I’l—l Zwﬁ v, nx /an 1 <n ::__,)O/C)dt‘i‘enxf (%/) (3.81)

seklinde gosterilen operatore Jain-Baskakov tip operatorlerin Stancu tip genellestirmesi denir
3.4.2. Lemma

0<B<,0<a<yven>3veEs3.81 detanimh K,ﬁa’y (f,x) operatorii igin

Q) KDy (1x) = 1,

Gi) KD o /(1,%) =

xX“n 4 (04
(n=2)(n=3)(1=B)*  (n+7y)°
2x (n(2—2B +B*+20—4af +20p%) — 60+ 6ap)
(n=2)(n=3)(1-B)* (n+7)°

(i) KE o, (1%,x) =

esitlikleri saglanir.
Ispat
Es.3.81 de tanimli K,ﬁ a,y (f,x) operatorii igin

(1) f =1 alinirsa

K,‘?a y(Lx)=(n—1) Z (v,nx /p,wl (t)dt+e ™1 (3.82)
v=1 0
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Es.3.82 de kullanilirsa

KP o (o) =1 (3.83)
elde edilir.

(i1) f =t alinirsa

o0 o t
Kf,oc,y(t,x) = (n—1) ZWB (v, nx) /pw_l (1) ( n ) dt +e ™.
v=1 0

n+vy n+vy
+(n—1) Y wp () =10 (L) dt e 2 (3.84)
v=1 0 7 n+y n+vy

Es.3.37 esitligi Es.3.84 de kullanilirsa

n’x+ o (n—2)
(n=2)(n+7)

KP o (t,) = (3.85)

elde edilir.

(i) f = 2 alinirsa

b2 x) = (n— y vnxoo e e (2 2
KP o (2x) = ( 1);(, ){Pn,v—l(f)<(n+’y)2)dt+ <(n+ >

2nt o —nx a ’
NS

2 . o 2
pmv—l(l)((n Y)2>dt+e <(n+y)) (3.86)

s

+(n—1)) (v,nx)

—_

Vv

)

gk

+(n—1)) (v,nx)

0\8 0\8

+

1%

Es.3.38 esitligi Es.3.86 de kullanilirsa

x*n? o

(-2 (1-3)(1-BP " (nt7
+n2x (n(2—2B+B>+2a—4af +2ap?) —6a+60f)
(n—2)(n-3)(1—B)’ (n+7)°

2

KP o (Px) =

(3.87)
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3.4.3. Lemma

B B

]‘7n7a7y’ u23n7a’y Olmak

Es.3.81 de tanimlh K,[z o,y Operatoriiniin birinci ve ikinci momentleri y

lizere

B _ x(PB+(1-B)(2n+2y—ny) «
Dbinar® = =T B mrn it D)
2{nﬂl—ﬁ)—6ﬂ—ﬁﬂzf%ﬂﬁ«1—BM1+5B—2Bﬂ)
(n—2)(n—3)(1-B)* (n+7)?
+n((1—[3)}/(12—5}/)+n2(6—6[3—4y+10ﬁ}/+7/2))}
(n—2)(n—3)(1-PB) (n+7)
+x{n3 (2+2ap —2B —4aB?+ B2 +20p°)
(n—2)(n—3)(1—B)* (n+7)?
n(2a(1—B)(6—57) +n>(2a(2—5B —7+7PB)))
(n—2)(n—3)(1—B) (n+7)?

() 1y, 0y (1) = x

_|_

12ay }
(n=2)(n—3)(n+7)
o2

T2

esitlikleri saglanir.

Ispat

Es.3.81 de tanimhi K,E a,y operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullamilirsa esitlikleri elde edilir.
3.4.4. Teorem

A, R nin kompakt bir alt kiimesi , n > 3, lim 3, = 0 ve her x € A i¢in Es.3.81 de tanimli
n—o0

Kf a,y Operatoril i¢in
lim K2 (f,%) = f (x)
Pramiren) na,y )

dir.

1spat



Kf a,y Operatoril lineer pozitif operatordiir. Korovkin teoreminin sonuglarindan
Khay (f.%) = (x)

esitliginin saglanmasi icin f(¢) = 1, ¢, ¢ test fonksiyonlarinin saglatilmas: gerekir.
Kr[zj,a,y <tk,x> =

(1) k =01icin

Es.3.83 esitligi kullanilirsa

K£a7},(l,x) =1 olup K£a7y(1,x) =1

elde edilir.

(i1) k = 1 icin

Es.3.85 esitligi kullanilirsa

nx o

n (=) n(1+ D) (1=p) (47

Kr?,omf (I,X) =

olup n — oo iken K,[z a,y (t,x) = x elde edilir.
(i) k = 2 icin

Es.3.87 esitligi kullanilirsa

x2 N x(2—2ﬁn+ﬁnz)
(1-2)(1-2)(1-B,)* n(1-2)(1-2)(1-B,)°

Krﬁw (%) =

n — oo iken K,ﬁ’&# (12,x) = x? dir.
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(1), (i), ve (iii) kosullarindan
1im KRy (£,%) = f(x)
estligi elde edilir.

3.4.5. Teorem

f€Cy[0,00),C >0 ven >3 olmak iizere

Kby (1) = £ )| < 0 (£f 0y (0) + Co2 (f, \/ (

esitsizligi vardir.

Ispat

~p
Kn,ot,y (f,x) :=Cg|0,00) —= Cg[0,0)

olmak tizere

B o n*x+ao(n—2)(1-B)
Kn7a7y(f,x) —Kn,a,7<f7x) _f( (n_Z)(l —ﬁ)(l’l‘i‘}’)

seklinde tanimli yardimci operator lineerdir.

Es.3.83 deki esitlik yardimiyla

~B
K, 4 (1,x) =1 elde edilir.

n’a’,}/
Diger taraftan

B B n’x+o(n—2)(1-p)
Knayt:0) = Knay () = 55 =B g y)

elde edilir.

Es.3.85 deki esitlik Es.3.89 de kullanilirsa

(3.88)

(3.89)



~B
Kn7a7y(t,x) =x

~B
esitligi elde edilir ve K, ,, ,, yardimcei operatdrii eg, e test fonksiyonlarini saglar.

Es.3.4 deki esitlik ve K n,a,y yardimel operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

~B
K, oy ((t—x),x) = 0 esitligi elde edilir.

g € W? ve x,t € [0,00) icin taylor formiilii

51

8(0) =g @)+ (=08 W+ [ (1—w)g' (wdu (3.90
X
: . b
seklinde olup Es.3.90 deki esitlik K, operatoriine uygulanirsa
~B ~B B ’ "
Ko (80,9~ Knay (6099 = (0 Ky (1~ ), 9)+ K / (1 =)' () du.
(3.91)
esitligi elde edilir. Es.3.91 deki esitlikte lineerlik 6zelligi kullanilirsa
Nﬁ Nﬁ | Nﬁ t II
nay(g(t)a)C) g<x)Knay(1:x)—g(X)Knay((t +Knay / (t—u)g" (u)du,x
(3.92)
esitligi elde edilir. Es.3.92 deki esitligin her iki tarafinin mutlak degeri alinirsa
P p 2 8 H
Knay(@)=80)| = | (1,0, 0) +08, 00| lle (3.93)
elde edilir. Ayrica
Koy (£5)] < 11 (3.94)
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Es.3.94 deki esitsizlik yardimiyla

~

Kn,oc,y (L)) < 3£l (3.95)

elde edilir. Es.3.94 deki esitsizlik Es.3.95 de kullanilirsa

B N
Kn,oc,y (f—gx) Kn,(x,y (8,x) —g(x)

f (??—Jrz?((f Srn) )

< 3lf—gll+ -l

Kfay(fx) =) < + 17 (x)— g ()

_I_

by (Prtam=201-B)\], |
o+ (G256 ) ]”g ”
nx—i—Otn 2)(1-PB)
Q=== (350

esitsizligi elde edilir.

Es.3.96 deki esitsizlikte g € W? iizerinden infimum alinirsa

B B n?x+a(n—2)(1-p) 2
Klarf0)=f &) < K (f’“zv"(x”(<n_z><1—ﬁ><n+y>>)
+a)(f,

nzx—l—oc(n—Z)(l—[)’)D
(n=2)(1=B)(n+7)

(3.97)

elde edilir. Ayrica

K>(f,8) < Can (£,V5) (3.98)

Es.3.98 deki esitsizlik Es.3.97 de kullanilirsa

esitsizligi elde edilir.
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3.5. Jain-Baskakov Operatoriiniin ¢ Parametre Doniisiimii

Gupta tarafindan Beta temel fonksiyonlarinin agirlik fonksiyonlar1 goz oniine alinarak Szasz
Mirakyan tip operatorlerinin integral doniistimleri lizerinde ¢alismalar yapildi [1]. Dubey ve

Jain ¢ > 0 parametresi i¢in Szasz-Mirakyan operatoriiniin yaklasim 6zelliklerini inceledi [3].
3.5.1. Tanim

x€[0,00),B€[0,1), f€Cp, (RT) ve ¢ > 0igin

KP.(f.x (v,nx /pnv 1e(t) f(t)dt +e7™ f(0) (3.99)

seklinde gosterilen operatore Jain-Baskakov tip operatorlerin ¢ parametresi doniisiimii denir

Burada taban fonksiyon

T(nfc+v—1) ()"
LT (n/c) (1+4cr)/ctv!

Pny—1,.c (t) =cC

seklinde tanimldir.
3.5.2. Lemma

Es.3.99 de tanimhi K,[f ¢ operatorii icin n > 3¢ > 0 olmak lizere

(i)K,ﬁc(l,x) = 1,
(i) KP . (1,x) =

(iii) K,ﬁc(zz,x) =

esitlikleri saglanir.

Ispat

Es.3.99 esitliginde



54

(1) f =1 alinirsa

+e ™ (3.100)

Kﬁ n—c vnx
; (n—c)

Es.3.101 esitligi Es.3.100 de kullanilirsa
KP (1,x)=1 (3.101)
elde edilir.

(1) f =t alinirsa

" BB (t,x) (3.102)

K’EC(t7x) = (l’l—2C) n

Es.3.17 esitligi Es.3.102 de kullanilirsa

n X

KB .(1,x) = 3.103
1) f= ¢ alimirsa
KP (?,x) = (”; Z (v, nx /pnv Le(D)Pdt+e7™.0 (3.104)
v=1 0
Es.3.101 esitlikligi Es.3.104 de kullanilirsa
n’ - v?
KBt —
() (n—2c)(n—3c) Z,]W[S () 27
n - v
Z 3.105
* (n—2c)(n—3c) ;Wﬁ (v, nx) n ( )
Es.3.17, Es.3.19 esitlikleri Es.3.105 de kullanilirsa
2 n 2 n
KP (1% x) = BP (%) + BE (1,x) (3.106)

(n—2c)(n—3c) " (n—2c)(n—3c) "
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Es.3.101 esitlikligi Es.3.106 de kullanilirsa

2 2 X (1 _B)2+ 1)

o8 (2 _ n X ( 3.107
ne(t5,x) (n—2¢) (n—30) (1—ﬁ)2+ n(l—ﬁ)3 ( )

elde edilir.

3.5.3. Lemma

Kf ¢ operatoriiniin birinci ve ikinci momentleri ,uﬁ L, (x) ve ,uf , (x) olmak iizere

(i Iif,n () x* (n*B? +n (c+4cP —5¢f?) +6¢* — 12¢*f + 6¢%B?)

(n—2¢) (n—3c)(1—B)*
nx(2-2p +B?)
+ 3
(n—2c¢)(n—3c)(1-B)

esitlikleri saglanir.
1spat

Es.3.99 de tanimhi K,ﬁ ¢ operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

Oul, () = KP.((1—x).%)

= KP (t,x) —xKP .(1,x) (3.108)

Es.3.101, Es.3.103 esitlikleri Es.3.108 de kullanilirsa

el = G
nx—x(n—nf —2c+2cP)
(n—2c)(1-p)
x(nB+2¢(1-P))
(n—2¢)(1-PB)
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elde edilir.

@pl, (0 = KB.((1-x2x
= KP (1%, x) = 2xKP (1,%) + x* (3.109)

Es.3.103, Es.3.107 esitlikleri Es.3.109 de kullanilirsa

B () = n’x? n’x (2-2B+B?)
szn,c( ) (n—20) (n—3c)(1—ﬁ)2+n(n_2c) (n—3C)(1—ﬁ)3
2nx? 2
“—20(1-p) "

nx? —2nx? (n —3c¢) (1 — B) +x* (n—2¢) (n—3c¢)
(n—2¢) (n—3c)(1—B)*
nx(2-2p —1—[)’2)
(n—2¢)(n—3c) (1—p)°
x> (n?B%+n (c+4cP —5¢B?) +6¢* — 12¢*B + 6¢%B?)
(n—2¢)(n—3c) (1—B)*
nx(2—2p +[32)
(n—2¢)(n—3c¢)(1—B)°

sonuglart elde edilir.
3.5.4. Teorem

E , R" nin kompakt bir alt kiimesi, n > 3¢ > 0, lim 8, = 0 ve her x € E i¢in E$.3.99 de
n—soo

tanimli K,ﬁ ¢ operatortii,

Tim K7 (f,%) = f (x)
esitligini saglar.
Ispat

Korovkin teoreminin sonuglarindan

K,E”C <tk,x> =



icin f(¢) = 1, t, > test fonksiyonlarimin saglanryorsa
KP(f0) = f ()

dir.

(1) k = 0 alinip Es.3.101 deki esitlik kullanilirsa
K,E’g(l,x) =1 olup K,ﬁ"c(l,x) = 1dir.

(i1) k = 1 alinirsa

(n—2¢)(1-B)
x(n—2c+2c)
(n—2¢)(1-p)
x(n—2c) N 2¢x
(n—2¢)(1 —15’n)2 (n—2¢)(1-B)

(1-B)  (n—20(1-B)

KPr(t,x) =

olup n — oo iken K,E’Q (1,x) = x dir.

(iii) kK = 2 alinirsa

Kb (P x) = n’x? + nx (2—2B +p?) :
' (n—2c)(n—3c)(1—-P) (n—2c)(n—3c)(1—-P)
_ n’x? N nx (2 —2pB —I—ﬂz)
(=25 (B2 n(1-%)n(1-3)(1- )
B x2 x(2-2B+p%)

+
(=D 0= 0-p7 n(1=3)(1=-5)1-p)
n — oo iken KP. (#?,x) = x* dir.Bu sonuglardan
1 ﬁn —
tim KB (£.5) = £(x)

estligi elde edilir.
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3.5.5. Lemma

f€C;10,00), n>3c >0 ve C3 > 0 olmak tizere

K (F.0) — f )] < 0 (f.0f, () + G <f , \/ (uf,) "+ uf,n,c>

esitsizligi vardir.

1spat

~B

Ky o (f3%) := Cp[0,00) = Cp [0, e0)
icin

nx

(n—2¢)(1-B

B
Koo (f.x) = KB. (f.2) —f( )) ) G3.110)

seklinde taniml1 yardimci operatorii lineerdir.

Es.3.101 esitligi Es.3.110 de kullanilirsa

elde edilir.

~B nx

K, (t,x)=KP (t,x)— 3.111
n,c( x) n,c( x) ((n_2C>(1_B)>+x ( )

Es.3.103 deki esitlik Es.3.111 deki esitlikte kullanilrsa

~B
K, (t,x) = x (3.112)

elde edilir.

Dolayisiyla K, . yardime1 operatorii eg, e; test fonksiyonlarin saglar.
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~B
Es.3.112 deki esitlik ve K, . yardime1 operatoriiniin lineerlik 6zelligi kullanilirsa

~B
K, . ((t —x),x) = 0 esitligi elde edilir.

g € W? ve x,t € [0,0) icin taylor formiilii

8() = () + (=08 W+ [ (1—u)g' (w)du G.113)

seklinde olup

~p
Es.3.113 deki esitlik K, operatdriine uygulanirsa

~B ~B ~p ~p ('
Kn,c (g (t) ,)C) _Kn,c (g (X) ,)C) = g‘ (X) Kn,c ((t —)C) ,X) +Kn,c (/ (t ™ u) gH (u) du,x)

(3.114)
elde edilir.

Es.3.113 ve Es.3.114 esitsizlikleri kullanilirsa

(n—2¢)(1- )
(n—2¢)(1- )
~B ~B

18(x) — g (x) + K, (g:3) ~ K, (8.%)

K (f0)—f ()] <

Ruc(r) 41 )RR

IN

Krctr+1 )41

~

Kn7c (f_g7x)

~

Kn,c (g,x) -8 <x>

+’f<(n—26)(1—ﬁ)> AL
3f—gll+1f—ell (3.115)

e+ () | Wl

IN

+ +1f (x) —g ()]

IA

_|_

)

esitsizligi elde edilir.
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Es.3.115 deki esitsizlikte g € W? iizerinden infimum alinirsa

KE.(f0) ()| <o (f, e+

elde edilir. Ayrica

K> (£,8) < Con (£,V5)

olup

nx

(n—2¢)(

) ) ol

Es.3.117 deki esitsizlik Es.3.116 deki esitsizlikte kullanilirsa

elde edilir.

)
(3.116)

(3.117)
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4.SONUC VE ONERILER

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir. Ikinci boliimde ise
temel kavramlardan bahsedilmistir. Bu amacgla fonksiyon uzaylar1 ve lineer operatorlerle
ilgili tanim ve teoremler verilmis, yaklagim teorisinin onemli teoremleri ifade edilmistir.
Uciincii boliimde Jain operatoriin genellesmesi olan ve Patel ve Mishra tarafindan calisilan
Jain Baskakov tip operatorlerin temel 6zellikleri ve yaklasim ozellikleri incelenmis, ikinci
stireklilik modiilii yardimiyla yaklasim oran1 ve Voronovskaja tip yakinsaklik oranlari elde
edilmistir.

Jain operatoriin yeni bir genellestirilmesi olan g-Jain operator icin de benzer sonuglar elde
edilebilir.
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