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Bu tez ¢alismasinda kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde
kullanilan Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo kesirli tiirev ve
integrallerinin tanimlari, baz1 o6zellikleri ve karsilagtirmalar1 yapildi. Adi
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimlerinde kullanilan standart ve
standart olmayan Theta metotlarinin, Thetanin farkli degerleri icin, analitik
¢cozim ile karsilastirlmis grafikleri ve kararlilik bélgeleri cizdirildi. Ayrica kesirli
mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in yeni bir metot
olan ve Kkesirli lineer ¢ok adimli metotlar yardimiyla tiiretilen kesirli Theta
metodu tanitildi.

Anahtar Kelimeler: Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, Kesirli lineer
¢ok adimli metotlar, Kesirli theta metodu
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In this thesis Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov and Caputo’s, which are
used for finding the solution of the fractional differential equations, definitions,
some certain properties and comparisons were made. Standart and nonstandart
Theta methods, which are used for finding the numerical solutions of the
ordinary differential equations, compared graphics with the analytic solution
and stability regions was drawn for different values of the Theta. In addition, a
new method namely fractional Theta method, which is used for solutions of
fractional differential equations and derived with the help of fractional linear
multi-step methods was introduced.
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1. GIRiS

Kesirli tiirev ve integral kavramy, klasik tiirev ve integral kavramlarindan farkl
olarak, keyfi mertebeden tirev ve integrallerin uygulamalarini ve
arastirmalarini kapsayan ve bundan dolay klasik tiirev ve integral kavramlarina
gore daha kapsamli olan matematiksel bir kavramdir. Ayrica kesirli tiirev ve
integrallerin tek bir tanimlarn yoktur. Bu ayricalik ise kesirli tiirev ve integral
problemlerinin ¢dziimlerinin en iyi sekilde elde edilmesini saglar. Bu kesirli
tirev ve integral kavramlarindan baslicalar1 Griinwald-Letnikov, Riemann-
Liouville, Caputo ve Weyl seklinde siralanabilir. Bu tanimlarin en biiytik farklari

baslangi¢ kosullarinin fiziksel yorumlaridir.

Kesirli analiz ilk olarak, klasik tiirevin Leibnitz tarafindan ilk tanimi yapildiktan
sonra, L'Hospital'in 1695 yilinda Leibnitz’e tam say1 mertebeden tiirevin, tam
sayl olmayan mertebeli tiireve genellenip genellenemeyecegini sormasiyla
baslamistir. 1730 yilinda Euler kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinda biiytik

oneme sahip olan Gamma (Euler-Gamma) fonksiyonunu tanimlamistir. 1819

yilinda da Lacroix, bu Gamma fonksiyonunu kullanarak y = x'/2 fonksiyonunun
tiirevini hesaplayarak, kesirli tiireve ilk katki yapan matematik¢ilerden biri
olmustur. Devam eden siireg icerisinde Laplace ve Fourier’in ¢alismalarinin da
ardindan, Abel 1823 yilinda kesirli hesaplamalar ilk olarak Tautochrone

probleminin

k = f(x —t)"V2f(t) dt
0

seklindeki integral denkleminin ¢6ziimiinde kullanmistir. Abel'in bu
calismalarindan sonra kesirli analiz lizerine yogunlasan Liouville, 1832-1837
yillart arasinda yayimlanmis oldugu makalelerdeki kesirli tiirev ve integral
tanimlari, o donem matematikgileri tarafindan biiyiik ilgi ve destek gormiistiir.
Riemann ise 1847 yilinda yazmis oldugu ancak vefatindan on yil sonra 1876
yilinda yayimlanan makalesinde kesirli integral tanimi vermistir. Daha sonra ise
Riemann tarafindan verilen bu tanim, Liouville'nin tamimiyla birlestirilerek
yaygin bir sekilde kullanilmaya baslanmistir. 1967-1968 yillar1 arasinda

Griinwald ve Letnikov kesirli mertebden hesaplama icin sonlu fark yaklasimini

1



kullanarak kesirli tiirev ve integralin yaklasik hesaplamalari i¢in yeni bir bakis
acis1 gelistirmistir. 1967 yilinda da Italyan matematik¢i Caputo, Riemann-
Liouville tanimina benzeyen ve fiziksel uygulamalarda daha ¢ok tercih edilen bir
kesirli tirev tanimi yapmistir. Gelisimi giinimiizde de halen devam eden ve
daha bir¢ok matematik¢inin de iizerinde calistigi kesirli analiz kavraminin
degisik uygulama alanlari vardir. Bunlardan baslicalari 1s1 transferi, viskoelastik,
polimer fizik, sinyal isleme, elektromanyetik, elektrokimya, akustik seklinde

siralanabilir.

Teknolojinin de gelismesiyle birlikte uygulama alanlar1 giin gectikge artmaya
devam eden ve matematigin uygulamali dallarinda da biytik bir 6neme sahip
olan Kkesirli analiz ve Kkesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozlmleri
oldukca giic oldugundan bazi sayisal yaklasim yontemleri ile bu sorunun
tstesinden gelinmeye calisilmistir. Tek adimli ve ¢ok adimh sayisal yaklasim
yontemlerinin bu tip problemlere genellestirmesi olan Kesirli Euler, Kesirli
Trapezoid (yamuk), Kesirli Adams, Kesirli Runge-Kutta metotlar1 bu yontemlere
ornek olarak gosterilebilir. Bu tez calismasinda ise literatiirde c¢ok fazla
calismaya rastlanmayan ve yukarida bahsi gecen sayisal yaklasim yontemlerinin
genel bir hali olan Kesirli Theta metodu incelenmistir. Kesirli mertebeden bazi
baslangic deger problemlerinin ¢6ziimi icin Kesirli Theta metodunun
uygulamasi yapilmis ve elde edilen yaklasik ¢oziimlerin analitik ¢oziimler ile
karsilastirmali grafikleri verilmistir. Ayn1 bakis acisi, standart olmayan sonlu
fark ayriklastirmasi ve Theta metodunun birlikte kullanimindan elde edilen yeni
bir sayisal yaklasim yontemi olan standart olmayan Kesirli Theta metodu i¢in

gelistirilmistir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma yedi b6liimden olusmaktadir:

Birinci boliim giris boliimi olup, ikinci b6liimde ise konunun temelini olusturan
baz1 kaynak 6zetleri verilmistir. Ugiincii béliimde ise kesirli analiz kavraminda
onemli bir yere sahip olan bazi 6zel fonksiyonlarin tanim ve 6zellikleri tizerinde
durulmustur. Dordiincii béliimde ise, bazi kesirli tlirev ve kesirli integral
tanimlar: verilerek, besinci béliimde ise standart ve standart olmayan Theta

metoduna giris yapilmistir. Bu calismadaki orijinal boliim olan altinci boliimde



ise kesirli Theta metodu detayli olarak incelemistir. Yedinci ve son boliimde ise

sonug ve tartismalar béliimiine yer verilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Fen bilimleri, sosyal bilimler, miihendislik gibi bircok alanda karsilasilan
matematiksel problemler diferansiyel denklemler ile ifade edilir. Ciinki
genellikle giinliik hayatta karsilastigimiz bu problemlerin degisim siiregleri
vardir. Ancak bazi1 giinlik hayat problemlerinin ¢éziimiinde adi ve kismi
diferansiyel denklemlerin yetersizligi, kesirli diferansiyel denklemlerin hizl bir

sekilde gelismesine ve ugulama alanlarinin artmasina sebep olmustur.

17. ylzyilin sonlarindan itibaren Leibnitz ve L’Hospital'in karsilikh
mektuplasmalariyla gelisimine baslayan kesirli analiz tizerine yapilan ¢alismalar
oldukca fazladir. Bu tez c¢alismasinda kullanilan ve Kkesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin ntmerik ¢o6ziimleriyle ilgili yapilmis olan baz

calismalar asagida verilmistir:

Lubich, 20. yizyillin sonlarina dogru, ayriklastirilmis Kkesirli analiz ve
konvulasyon kuadratiir metodu iizerine calismalar yapmis ve bu metodun
yakinsaklig1 ve kararlilig ile ilgili teoremleri ispatlamistir(Lubich, 1986; Lubich,
1988).

Van Der Houven ve Sommeijer 1992 yilinda kesirli Runge-Kutta (RK)
metotlarini kullanarak konveksiyonel yayihim dalga esitliklerini (convection-
diffusion equations) ¢6zmiis ve yayilim miktarinin artmasi durumunda kesirli
RK4 metodunun, klasik RK4 metoduna gore daha etkili oldugunu
soylemistir(Van Der Houven vd., 1992).

1997 yilinda Diethelm ve Walz, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
niimerik ¢o6ztimlerini extrapolasyon kullanarak ¢6zmiislerdir(Diethelm vd.,
1997). 2002 yilinda Diethelm, Ford ve Freed kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin varlik ve tekliklerini, kararlilik yapilarini incelemisler ve
ongorme-diizeltme yaklasimi (predictor-corrector approach) kullanarak
niimerik ¢éziimleri tizerine ¢alismislardir. Ayrica kesirli Adams metotlar: i¢in

ayrintili hata analizi yapmislardir(Diethelm, 2002a; Diethelm vd., 2002b). 2003



yilinda Diethelm ve Ford, Bagley Torvik denkleminin niimerik ¢6ziimii hakkinda
bir makale yayinlamislardir(Diethelm vd., 2003). Ayrica 2004 yilinda Diethelm,
kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri tiizerine c¢alisarak,
Caputo kesirli tiirev ile baslangi¢-deger ve sinir-deger problemlerini ¢ozmiistiir

(Diethelm, 2010).

1999 yilinda Podlubny, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler tizerine
kapsaml bir ¢alisma yaparak ‘Fractional Differential Equations’ isimli kitabini

yayimlamistir (Podlubny, 1999).

2000 yilinda Higham stokastik (olasiliksal, tahmini) Theta metodunun
(stochastic Theta method) asimtotik kararliligi iizerine ¢alismis(Higham, 2000),
2004 yilinda da Koleden ile beraber sicramali yayilim sistemlerinin(jump
diffusion systems) yakinsaklik ve Kkararhiliklar1 hakkinda bir makale

yayimlamistir(Higham vd., 2004).

2005 yilinda Weilbeer, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin niimerik
cozimleri Uzerine bir kitap yazmistir. Bu kitapta kesirli tlirev ve integral
tanimlarin1 ayr1 ayr1 incelemis ve niimerik ¢oéziimler icin kesirli geri fark
metotlarini, Taylor agilimlarini, Adomian metodunu ve Adams metotlarini

incelemistir (Weilbeer, 2005).

2006 yilinda Kilbas, Srivastava ve Trujillo, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemlerin teori ve uygulamalar hakkinda bir kitap yayinlamislardir (Kilbas

vd., 2006).

2006 y1linda Odibat, Caputo kesirli tiirevleri ve niimerik kesirli integrasyon icin
trapezoid (yamuk) metodu kullanarak yeni bir algoritma tanimlamistir(Odibat,
2006). 2007 yilinda Shawagfeh ile beraber Caputo kesirli tiirevini iceren yeni
bir genellestirilmis Taylor formiilii yayinlamistir(Odibat vd., 2007). 2008 yilinda
da Momani ile birlikte kesirli Euler metoduna bagl olarak yeni bir algoritma
tanimlamis ve bu algoritmanin uygun ve etkili bir metot oldugunu

gostermistir(Odibat, 2008).



2008 yilinda Usero, Caputo Kkesirli tiirevi icin Taylor kuvvet serisinin
genellestirilmesi olarak bir kesirli kuvvet serisi elde etmis ve bu seriyi kesirli
diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ztimlerini bulmak i¢in kulanmistir (Usero,

2008).

2006-2009 yillarinda ise, Galeone ve Garrappa kesirli Adams-Moulton metotlari,
bazi1 acik (explicit) Adams metotlar1 ve kesirli diferansiyel denklemler icin acgik
metotlar ve bu metotlarin kararliliklar1 tizerinde c¢alismislardir(Galeone vd.,
2006; Galeone vd., 2007; Galeone vd., 2008; Galeone vd., 2009). 2010 yilinda
Garrappa, tahmin-diizeltme (predictor-corrector) algoritmasi kullanarak kesirli
diferansiyel esitliklerin lineer kararliligini (linear stability) incelemis ve farkl
metotlarin kararlilik boélgeleriyle karsilastirarak, elde ettigi sonuclar1 bir
makalesinde yayimlamistir(Garrappa, 2010). 2012 yilinda Garrappa sag tarafli
suireksiz kesirli diferansiyel denklemler icin kapali (implicit) Euler metodu
lizerinde calismistir(Garrappa, 2012). 2013 yilinda da yine Kkesirli diferansiyel
denklemler icin yamuk (trapezoidal) metotlarin teorileri hakkinda bir makale
yayimlamistir(Garrappa, 2013). 2013 yilinda, Kkesirli mertebeden bir
diferansiyel denklem sisteminin standart olmayan sonlu fark yaklasim ile

niimerik ¢o6ztimleri bulunup, kararllik analizi (Ongun vd., 2013)’te yapilmistir.

2013 yilinda Mazandarani ve Kamyad, Caputo tiirevli bulanik (fuzzy) kesirli
baslangi¢c-deger problemleri igin diizeltilmis Kkesirli Euler metodu
tanimlamislardir(Mazandarani vd., 2013). Ayrica Tong, Feng ve Hengjin,
Riemann-Liouville tipi kesirli diferansiyel denklemler icin bir niimerik metot
elde etmislerdir(Tong vd., 2013). Mohamed ve Mahmoud Caputo tipi kesirli
diferansiyel denklemlerin niimerik c¢6ziimleri icin yeni bir algoritma

tanimlamislardir(Mohamed vd., 2013).

Kesirli diferansiyel denklemler hakkinda iilkemizde de 6zellikle 2000’li
yillardan sonra bir¢ok lisansiistii ¢alisma yapilmistir. Bu ¢alismalardan bazilar:
fizik alaninda (Karadeniz, 2008; Cavus, 2006), biyofizik alaninda (Ozkara,
2013), miihendislik alaninda (Mutlu, 2010), matematik alaninda ise (Ates, 2010;



Tasbozan, 2011; Simsek, 2011; Kose, 2007; Kiris, 2007; Soytas, 2006; Arslan,
2013; Khodadadighandhar, 2014; Anapali, 2013; Karadem, 2016) olarak

verilebilir.

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin analitik ¢6ziimlerini bulmak
oldukca giictiir ve bazi durumlarda analitik ¢6ziim bulmak mimkiin
olmamaktadir. Bu nedenle boyle durumlarda analitik ¢6ziim bulmak yerine
daha hizlh ve giivenilir sonuglar veren nimerik ¢6ziim yontemleri
gelistirilmistir. Bu yontemler Adomian Ayristirma Metodu(ADM), Varyasyonel
iterasyon Metodu(VIM), Diferansiyel Doniisiim Metodu(DTM), Homotopi Analiz

Metodu(HAM) ve sonlu fark metotlari olarak siralanabilir.

Ayrica diferansiyel denklemlerin Theta metodu ile ¢éziimleri lizerine de (Stuart
vd., 1991; Barclay vd., 2000; Lubuma vd., 2003; Farago, 2013; Kama, 2009)
seklinde ¢alismalar yapilmistir.



3. BAZI OZEL FONKSIiYONLAR

Bu boliimde kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozlimlerinde ve niimerik
cozimlerinde oOnemli bir yeri olan bazi 6zel fonksiyonlar ve bu 06zel
fonksiyonlarin 6zellikleri verilecektir. Bu fonksiyonlar Gamma fonksiyonu, Beta

fonksiyonu, Mittag-Leffler fonksiyonu ve Wright fonksiyonlaridir.

3.1. Gamma Fonksiyonu ve Ozellikleri

Kesirli analizin en temel fonksiyonlarindan biri olan Gamma fonksiyonu ilk

olarak Euler tarafindan Re(z) > 0 olmak tizere

r'(z) = f e~ tt?1dt

J (3.1.1)

seklide tanimlanir ve z € C\{0, —1, —2, ... } i¢in yakinsaktir(Podlubny, 1999).
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Gamma fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

1)

2)

3)
4)

5)

I'(z) = lim

6)

7)
8)
9)

Re(z)>0 olmak {lizere Gamma fonksiyonunun tanimi olan (3.1.1)
1 1 z—-1
denklemiile I'(z) = fo (ln (?)) dt denklemi birbirlerine esittirler.

z € C\{0,—1,-2, ...} olmak tlzere Gamma fonksiyonu I'(1 + z) = zI'(2)
esitligini saglar.

n € N olmak tizere Gamma fonksiyonu I'(n) = (n — 1)! esitligini saglar.
z € C\{0,1,2, ...} olmak tlizere Gamma fonksiyonu I'(1 —z) = —zI'(—z)
esitligini saglar.

Re(z) > 0 olmak lizere Gamma fonksiyonu

nln?
nowz(z+1)(z+2) ...(z+n) (3.1.2)

limitini saglar. Bu esitlik Gamma fonksiyonunun limit gosterimi seklinde

isimlendirilir. Ayrica Gamma fonksiyonunun limit gésterimi(3.1.2)
1 ﬁ 1+ (1/n)*
z 1+ (z/n)

n=1

ile verilen Euler’in sonlu ¢carpim denklemine esittir.

z € C\{0,—1, -2, ...} olmak lizere Gamma fonksiyonu

LIS zeV? |OO| (1+ E)e‘z/n
I'(z) A n
n=

esitligi ile de tanimlanabilir. Bu esitlige Gamma fonksiyonunun
Weierstrass tanimi denir. Esitlikteki y sabitine Euler sabiti ya da Euler-

Mascheroni sabiti denir ve bu sabit yaklasik olarak

y = lim <
n—oo

seklinde verililr.

n

1
— ln(n)> ~ 0.5772156649
k=1

Gamma fonksiyonu her z € C\{0, —1, —2, ... } icin analitiktir.
Gamma fonksiyonu hi¢bir zaman sifira esit olmaz.
Tamsayidan farkli her z kompleks sayis1 icin Gamma fonksiyonunun

yansima formiili



T

rz)ra-z =

ve I'(2)I'(—z) =—

sin(nz) zsin(nz)
seklindedir.

10) n € N olmak iizere Gamma fonksiyonu

I’(E) _ (n— %)!!\/ﬁ
2 2(n-1)/2

seklinde 6zel bir forma sahiptir. Burada n!! ¢ift kath faktoriyeldir ve

n.(n—2)..5.3.1,n > 0 tek tamsay:
nl'=in.(n—2)..6.4.2,n > 0¢ift tamsayt
1 ,n=0-1

seklinde tanimlanir(Weilbeer, 2005).
3.2. Beta Fonksiyonu ve Ozellikleri

Cogu durumda Gamma fonksiyonunun degerlerinin belli kombinasyonlari
yerine Beta fonksiyonunun kullanimi daha uygundur ve Beta fonksiyonu

Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak tlizere

1

B(z,w) = ]tz‘l(l — ) 1dt (3.2.1)
0

seklinde tanimlanir(Podlubny, 1999). Beta fonksiyonunun tanimindan yola

¢ikarak

Bz+1w+1) = J t7(1 — ) dt
0

esitligi elde edilir.

Ozel bir fonksiyon olan Beta fonksiyonu ve Gamma fonksiyonun aralarindaki

baglantiy1 veren esitlik
_Ir'@rw)

e =Tarm

seklindedir. Bu esitlik Beta fonksiyonunun Laplace doniisiimiinden elde edilir ve

Beta fonksiyonunun simetri 6zelligini sagladigini gosterir. Yani

B(z,w) = B(w,z)

simetri 6zelligi Beta fonksiyonu tarafindan saglanir.

10



Beta fonksiyonunun diger bazi 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:
1) Blzzw) =B+ 1,w)+B(zw+1).
2) B(zw+1) = =B(z+ 1,w) = ——B(z,w)(Weilbeer, 2005).

3.3. Mittag-Leffler Fonksiyonu ve Ozellikleri

Mittag-Leffler fonksiyonu, kesirli analizde 6nemli bir role sahip olan tistel
fonksiyonun bir genellemesidir. Ustel fonksiyonlarin, birinci mertebeden adi
diferansiyel denklemlerin dogal ¢6ziimleri olmasi gibi, Mittag-Leffler
fonksiyonlar1 da Kkesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢oézlimleridir.
Bununla birlikte, bir diferansiyel denklemin mertebesi 1’e yaklastik¢a, Mittag-
Leffler fonksiyonu tistel ¢6ziime yakinsar. Bir ve iki parametreli Mittag-Leffler

fonksiyonlar1 @ > 0, f > 0 olmak lizere

Eq(z) = ;m (3.3.1)
Eqp(z) = kzzom (3.3.2)

seklinde tanimlanirlar(Podlubny, 1999; Kilbas vd., 2002).

Mittag-Leffler fonksiyonu, parametrelerin belli degerleri igin bilinen

fonksiyonlara indirgenir(Podlubny, 1999). Ornegin;
E.p(0) =1
- zk SPL
E = —_— — = pZ
11(2) Z T'(ak +1) Z ko °

zF )
Eyj21(2) = kzzom =e” erfc(—z)

E,(2) i zk 1 i zk+1 e?—1
1,2 7Z) = _—— ' =
LiTh+2) 24+ Dl 2

ZZk

E21(27) = kZOF(Zk T ’; 21~ cosh@)

11



£, (27) = i z2e i z?*  sinh(z)
2280 = L Tk +2) L @2k+D! . 2
k=0 k=0

""" exp(z) (exp(z2))y*erfc(-z) — — (exp(z)-1)/z
=+ = cosh(z) — - sinh(z)/z

Sekil 3.3.1. z > 0 i¢cin Mittag-Leffler fonksiyonu 6rnek grafikleri

Mittag-Leffler fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki sekilde verilebilir:

1) |z| < 1 olmak iizere Mittag-Leffler fonksiyonu

o)

f e 'tP1E, p(t92)dt = %
0
esitligini saglar.

2) |z| <1 olmak iizere E,(z%) Mittag-Leffler fonksiyonunun Laplace
donisumu

oo

f e E, (29)dt = —
« 7z — z1-¢@

0
esitligi ile verilir.
3) (3.3.1) denklemi ile verilen bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu her

z kompleks sayisi icin yakinsaktir(Weilbeer, 2005).

12



3.4. Wright Fonksiyonu ve Ozellikleri

Wright fonksiyonu ya da diger adiyla Fox-Wright fonksiyonu, Fox ve Wright
tarafindan 1935 yilinda bulunmustur. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu
Eqp(2z) ile de baglantisi bulunan Wright fonksiyonunun Agarwal ve Humbert
tarafindan Laplace doniisiimiiniinde yardimiyla bir¢ok kullanigh baglantilar
elde edilmistir. Ornegin, Kkesirli mertebeden difiizyon dalga denklemlerinde
oldugu gibi lineer kismi Kkesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde 6nemli rolii vardir. Wright fonksiyonunun en basit tanimi
W(zaB) = Z L

k=0k! I'(ak + )
seklindedir. Ayrica Wright fonksiyonu a >0 ve >0 icin z 'nin tam
fonksiyonudur(Kilbas vd., 2006; Podlubny, 1999).

Wright fonksiyonunun integral gosterimi ise, H, Hankel fonksiyonunu temsil

etmek Uzere,
W(zapB) = A f TP e™2m %y
T 2mi
Hg

seklindedir.

Ayrica Wright fonksiyonu ile Mittag-Leffler fonksiyonu arasindaki baglanti,
Mittag-Leffler fonksiyonunun da yardimiyla, Wright fonksiyonunun Laplace

dontisiimii olarak adlandirilir ve bu baglanti

had k
LWt a,B);s} =L {Z m S}
k=0

~ i 1 1
- | *ok+1
kzok.l"(ak +p) s

=5 Eyp(s™)
seklinde ifade edilir(Podlubny, 1999).
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4. KESIRLI TUREV VE KESIRLI INTEGRAL

4.1. Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev ve Kesirli integrali

y = f(x) siirekli bir fonksiyon olsun. Tiirevin limit tanimindan yola ¢ikarak,

f (x) fonksiyonunun birinci tirevi

o0 = af — = lim f(x)_i(x_h) (4.1.1)

h—>0

seklindedir. Ayni tanimi ikinci kez uygularsak

2f R S Canl))

f(x )— h_)o A
lim Lf) - fx=h) flx—=h)—fx=2h)
= h0R h h
:limf(x)—zf(x—h)+f(X—2h) 4.1.2)

h-0 h?

seklinde f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden tiirevi elde edilir. Benzer
sekilde (4.1.1) ve (4.1.2) esitlikleri kullanilarak f(x) fonksiyonunun {tgciinci

mertebeden tiirevi

. f(x)—3f(x—h)+3f(x—2h) f(x —3h)
[ = 13 (4.1.3)

seklinde elde edilir. Ayn1 sekilde devam edilerek f(x) fonksiyonunun n.
mertebeden tiirevinin genel formuli

d*f
10 == Z( o () fee—rhy

dx™ h oh” (4.1.4)

olarak tanimlanir. Burada

(n) :n(n— D(n—-2)--(n—-r+1)

T r!

seklinde tanimlanan binom katsayilaridir.

Ayrica herhangibir p tamsayisi icin (4.1.4) esitligi
) —
P = Z( o (D) fee—rmy (4.15)

seklini alir ve (4.1.5) denkleminde p < n igin

14



p
lim £ () = () = 2 (4.1.6)

P
esitligi saglanir. Cunku (5) kombinasyonlarindan sonraki biitiin binom

katsayilari sifira esittir.

O halde p. mertebeden Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

SEDPfeO = lim fP ()
nh=t-a

= Jim SR~ ()f G - )

nh=t—a

(4.1.7)

seklinde tanimlanir. Burada ““D, Griinwald-Letnikov kesirli tiirev operatorii ve

a ve t de integralin baslangi¢ ve sinir noktalaridir(Podlubny, 1999).

Ayrica bazi kaynaklarda Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi

P fG = ) (<0 () fe—rhy
r=0

olmak lizere
AP f(x)
hp
olarak da tanimlanir. Burada A geri fark operatoriidiir (Weilbeer, 2005; Kilbas

vd., 2006; Diethelm, 2010).

“aDi f (x) = lim

Simdi p’'nin negatif oldugu durumlar i¢in

[p] _pptD-t+tr—-1) (4.1.8)
r r!

olsun. O zaman (4.1.8) denkleminden

- _ —p(p—1-(-p—r+1) AP

( h )= . = (-1) [r] (4.1.9)

esitligi elde edilir. Buradan (4.1.5) esitliginde p yerine —p yazildiginda ise

n

- p
P@ =y [Pl rec-rhy (4.1.10)
r=0
esitligi elde edilir.
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(4.1.10) esitliginde eger n sabit bir say1 ise h — 0 iken fh(_p)(x) in limiti sifira
gider. Sifirdan farkl bir limit degeri elde etmek icin h = t_Ta — 0ikenn — o

seklinde distinilmelidir. O zaman fh(_p)(x) in limit degeri sonlu veya sonsuz

olur. Buradan da

lim £, (x) = %D f (%) (4.1.11)
esitligi elde edilir ki, bu esitlik Griinwald-Letnikov kesirli integralinin tanimini
verir. Yani,
n
- : p
LD fx) = %D F G = lim b z [r] f(x —1h) (4.1.12)

Burada “*I Griinwald-Letnikov kesirli integral operatériidiir(Podlubny, 1999).

Ayrica Griinwald-Letnikov kesirli integrali

p Sy _ T+
[r] =D (r) CT'(p)r(r+1)
olmak iizere

I'p+r)
oF(p)F( +1)

seklinde Gamma fonksiyonu ile de tanimlanabilir(Diethelm, 2010).

GLIP) f(x) = hP lim f(x —7h)

(4.1.7) denklemi ile tanimlanan Griinwald-Letnikov kesirli tiirevi ve (4.1.12)
denklemi ile tanimlanan Griinwald-Letnikov kesirli integralinin genel bir

acilimyi, f(x) siirekli bir fonksiyon olmak tlizere

LDPFGO) = Jim b pZ( r (¥ ") Fe—rh)

nh=t—a r=0

esitligi ile verilebilir. Burada p = m i¢in m. mertebeden Griinwald-Letnikov
kesirli tilirevinin, p = —m igin m. mertebeden Griinwald-Letnikov Kkesirli

integralinin tanimlar gortilebilir(Podlubny, 1999).

Griinwald-Letnikov kesirli integralindeki limitin varliginin ispatlanabilmesi i¢in

asagidaki teoreme ihtiya¢ duyulur:
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Teorem 4.1.1. ()=, bir dizi ve farzedelim ki
limy_, B = 1,

her k i¢in lim,,_,o, a, x = 0,

her k igin lim,, o, X1 An i = 4,

her nigin YR_|ane| < K

olsun. O zaman

n

lim an'kﬁk =A
n—-oo
k=1

dir(Podlubny, 1999).

Griinwald-Letnikov Kkesirli tiirevinin baz1 6nemli 06zelliklerine deginelim.
Oncelikle tamsayr mertebeden tiirevler ile kesirli mertebeden tiirevler

arasindaki iliski asagidaki teoremde gosterilmistir:

an v L .
Teorem 4.1.2. — tamsay mertebeden tiirevi, “2D? kesirli mertebeden tiirevi

gostersin. f"(a) =0,(k=0,1,2,..,n—1) olmak ilizere tamsayr mertebeden
tiirev ile kesirli mertebeden tiirev arasindaki iliski

d" d™f(t)

— (GDIf () = GéDf( P ) = SGD{f ()

esitligi ile gosterilir(Podlubny, 1999).
Ayrica bu teoremden yola ¢ikilarak tamsayr mertebeden ve kesirli mertebeden

tlirev operatorlerinin degismeli olduklar1 sdylenebilir.

Asagidaki teoremde ise kesirli mertebeden tiirevlerin kendi aralarindaki iligki

gosterilmistir:

Teorem 4.1.3. 0<m<p<m+1, 0<n<qg<n+1, f¥a)=0,(k=
0,1,2,...,r — 1) ve r = max(n,m) olsun. p ve q kesirli tiirevlerin mertebeleri
olmak lizere, bu tiirevlerin arasindaki iliski

DI (DL f(1) = %D (CED{f(6)) = “GDITf (1)

esitligi ile verilir(Podlubny, 1999).
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Ayrica Teorem 4.1.2 de oldugu gibi Kkesirli tiirev operatorlerinin degismeli

olduklar soylenebilir.
4.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali

Riemann-Liouville kesirli integralinin tanimi i¢in (4.1.10) denklemindeki p-ye
farkl degerler verelim ve bu degerlere karsilik gelen durumlar: inceleyelim.

Boliim 4.2 nin tamami (Podlubny, 1999)’dan faydalanilarak yazilmistir.

p = licin;
1 n
firt = EZ;f(x ~rh)

f (x) fonksiyonunun siirekli ve nh = t — a oldugunu diisiintirsek

t-a t
lim fi'00 = %D @) = | fGe-2dz = [ f@de
nhtma 0 b (4.2.1)
elde edilir.
p = 2 icin;
[i] _ 2.3.---.(i!+r— 1) — a1
olmak tizere
n
fi?(@) = h ) G+ Dhf (x = rh)
r=0
elde edilir. x + h = y yi gostermek lizere
n+1
fi? () =h ) (rh)f (= h)
r=1
olur. h - 0 iken y — x e gidecegi icin
t—a t
fim fi2) = @) = | 2f G- ndx = [ - Df@de
nh=t-a 0 @ (4.2.2)

elde edilir.
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p = 3icin;
31 34.--.B3+r—-1) (r+1(r+2)
H 7! B 2

r

olmak lizere

h n
firt @) =3 ) O+ D@+ 2R f(x = 1h)

elde edilir. x + h = y yi gostermek tizere

n+1

h
fil(x) = EZ r(r+ 1)h?f(y —rh)

ve bu esitlige denk olarak

n+1 n+1

fi2 () = Z(rh)2f<y—rh)+ Zrhf(y—rh)

esitligi yazilabilir. h — 0 iken y = x e gidecegi icin

t—a
1
CLp3f(x) = Ef z?f(x — z)dz = f(x —1)%f()dr (4.2.3)
0 a
ve
n+1
éll_n& —z rhf(y —rh) = ’flm j(x —D2f(1)dr =

elde edilir. Bu sekilde p-ye degerler vererek devam edilip (4.2.1)-(4.2.3)

denklemlerinden de yola ¢ikarak

LD Pf(x) = lim h Z Pl rec-rmy
r=0
t

~ ( : 1),f(x — P f(D)dr (4.2.4)
p—

esitligi elde edilir. Burada (4.2.4) denklemi p. mertebeden Riemann-Liouville
kesirli integralinin genel tanimidir. Yani, ®*I Riemann-Liouville kesirli integral

operatori olmak lizere, p. mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali
t

RLIP — ! f(x — )P 1f(1)dr (4.2.5)
- o
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e f (x — P f(D)dr

seklinde tanimlanir.
RLp, Riemann-Liouville Kesirli tiirev operatorii olmak iizere, p. mertebeden

Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi ise

RLDP f(x) = f(x — 7)™ Pf(r)dr (4.2.6)

seklindedir. Buradam < p < m + 1 dir.

Riemann-Liouville Kkesirli tiirev ve integralinin bazi o6nemli 06zelliklerine
deginelim. Her t > a i¢in f(x) fonksiyonunun siirekli olmasi durumunda (4.2.5)

denklemi ile tanimlanan integral
RLp;P (REDTUF(6)) = FED P (D) (4.2.7)

esitligini saglar. (4.2.7) esitliginin saglandig1 ise asagidaki sekilde gosterilebilir:

t
1
w0 (D7 0)) = s f (x — 1)1 RED P (r)dr

r(p)F(cnf (=" d’f (=P

- o f F&)de f (t -1 - P

SR f (- P
re+a))
=D " ()
Ayrica (4.2.7) denkleminde p ve g nun yeri degistirilebilir. Yani (4.2.7) denklemi
RLp; 4 (REDTPF(6)) = RhpP ( RED7UF () = REDTPTUf(E)
seklinde de yazilabilir.

Riemann-Liouville kesirli tiirevinin énemli 6zelliklerinden birisi p > 0vet > a
icin
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RLDP (RED;PF()) = F(x)
. ( et ) (4.2.8)
olmasidir. Yani ayni mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi, Riemann-
Liouville kesirli integralinin bir sol tersidir. Aslinda Riemann-Liouville kesirli
tiirevinin bu 6zelligi, f (x) siirekli bir fonksiyon ve p = g > 0 olmak lizere daha

genel bir durum olan
RLDP ( RLD)™ qf(x)) RLDP=O £ (x) (4.2.9)

esitliginin bir 6zel halidir.

Riemann-Liouville Kkesirli tirevinin bir diger o6nemli o6zelligi ise, f(x)
integrallenebilir bir fonksiyon ve k — 1 < p < k i¢in integrallenebilir olmasidir.
Yani

(t —a)?™/

t=am (4.2.10)

k
RDP (REDRF(O) = £ = ) [M4DP ()]
j=1

esitligi saglanir. Riemann-Liouville kesirli tiirevinin bu 6zelligi, 0 < k-1 < g <
k icin daha genel bir durum olan

(t —a)P™/

= am (4211)

RCLlDt—p(RLqu(x)) RLDCI PF(x) — Z RLDq Jf( )]

esitliginin bir 6zel halidir.

Ayrica Riemann-Liouville kesirli tiirevinin;
. Y e .
Tamsayr mertebeden tirevlerle iliskisi, —n tamsayl mertebeden tiirevi

gostermek lizere

n

d
RLpD RLpP RLpp+n
(Mo pc0) = 7 (S ) = Mo )
esitligi ile verilir. Burada f*(a) = 0, (k = 0,1,2,...,n — 1) dir.
Kesirli mertebeden tiirevlerle iliskisi m —1<p <mven—1 < q <n olmak

uzere
RLDq ( RLDPf(t)) RLDP ( RLqu(t)) RLDP'HIf(t)

esitligi ile verilir.
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4.3. Caputo Kesirli Tiirevi

Kesirli analizin en temel yaklasimlarindan biri olan Riemann-Liouville kesirli
tiirev ve integralleri, kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ztimiinde ve dinamik
sistem uygulamalarinda olduk¢a 6nemli bir paya sahiptir. Ancak teknolojinin
gelismesi metotlarin problemlere uygulanma seklini degistirmistir. Ornegin,
Riemann-Liouville kesirli yaklasiminin baslangi¢ kosullari, Riemann-Liouville
kesirli tiirevlerinin limit degerleri biciminde tanimlanirlar. Yani b4, b, *++, b,, ler
keyfi sabitler olmak tizere

lim "LDE=1f(¢) = b,

lim "LDE2£(£) = b

(4.3.1)

lim “GDE™"f(¢) = by,

Riemann-Liouville kesirli tirevinin baslangi¢c kosullar1 (4.3.1) denkleminde
oldugu gibidir. Ancak uygulamali problemler, fiziksel olarak yorumlanabilir
baslangi¢ kosullarinin kullanimina imkan veren Kkesirli mertebeden tiirev
tanimlarini gerektirir. Bu acidan bakildiginda, (4.3.1) denkleminde oldugu gibi
limit degerlerini iceren baslangi¢-deger problemleri Riemann-Liouville kesirli
yaklasimiyla ¢oziilebilir, fakat bu sekildeki baslangi¢ kosullarinin (4.3.1) fiziksel

olarak yorumu mevcut olmadigi i¢in pratikte kullanissizdirlar(Podlubny, 1999).

Teknolojinin gelismesiyle Riemann-Liouville kesirli yaklasiminda olusan bu

eksikligin giderilmesi i¢in M. Caputo 1967 de

t
1
CDPF(y) = f _ pynr-1p@) () g 4.3.2
WD) = p—s | = " P O ()ds (43.2)
a
seklindeki Caputo kesirli tlirevini tanimlamistir. Burada n—1<p <n

dir(Podlubny, 1999; Caputo, 2013).
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Dogal kosullar altinda, p — n iken f(x) fonksiyonunun p. mertebeden Caputo
kesirli tiirevi, f (x) fonksiyonunun n. mertebeden tamsayr mertebeli tiirevine
esittir.  Bunu gostermek icin varsayallm ki 0 <n—-1<p<n ve f(x)
fonksiyonu her T > a i¢in [a, T] kapali araliginda (n + 1) defa siirekli tireve

sahip olsun. O zaman p — n i¢in limit alinirsa

| P @)t~ a) P
cnp —
sm aDef () = lim | =03y

mf(x — T)(n p)f(n+1)(’l')d’l'

t
= 0@ + [ @ = O, 0= 12,

Buradan aciktir ki, Griinwald-Letnikov ve Riemann-Liouville Kkesirli
yaklasimlarinda oldugu gibi, Caputo kesirli yaklasiminin da tamsay1 mertebeden

tiirevlerle iliskisi vardir.

Caputo Kkesirli tiirevinin en temel avantaji, Caputo tlrevli Kkesirli diferansiyel
denklemlerin baslangi¢c kosullarinin, tamsay1 mertebeden diferansiyel

denklemlerin baslangi¢ kosullariyla ayni formda olmasidir.

Caputo kesirli yaklasimi ve Riemann-Liouville kesirli yaklasimi arasindaki
farklardan birisi sabitin tiirevidir. Caputo kesirli yaklasiminda herhangi bir
sabitin tiirevi sifirdir. Ancak Riemann-Liouville kesirli yaklasiminda sabitin

tlirevi, C herhangi bir sabit olmak tizere

Cct™®
r@-p)
seklindedir.

Rep{C =

Caputo kesirli yaklasimi ve Riemann-Liouville kesirli yaklasimi arasindaki

farklardan birisi de tamsayi ve kesirli mertebeden tiirevlerin siralanisidir. Bu iki
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kesirli yaklasim icin tamsay ve kesirli mertebeden tiirevlerin siralanisi sirasiyla

asagidaki gibidir:
DE (DI f () = ED™™ f () (4.3.3)
fLpp (REDPF(x)) = REDP*™ £ (x) (4.3.4)

Bu iki denklemde de m =0,1,2,---ven—1<p <ndir. (4.3.3) ve (4.3.4)
denklemlerindeki tiirev operatorlerinin yer degistirmesi ancak asagidaki

kosullar altinda gerceklesir:

S (SDPF(x)) = SDF (GDIf () = D7 f ()

f®OW0)=0s=nn+1,..mvem=012n—-1<p<n (4.3.5)

FLp (FEDPF(x)) = FDP (FEDE £ (x)) = REDP ™ £ (x)

f®0)=0,5s=012,...mvem=012n-1<p<n

(4.3.6)

(4.3.5) ve (4.3.6) denklemlerinden su acikc¢a farkedilebilir ki, Riemann-Liouville
kesirli yaklasiminin aksine, s =0,1,2,:--,n —1 olmast durumunda Caputo

yaklasimindaki £ (0) lar i¢in herhangi bir kisitlama yoktur(Podlubny, 1999).
4.4. Kesirli Tiirevler Arasindaki iliski

Asagidaki teoremde verilen 6nemli sonug, Griinwald-Letnikov kesirli tireviyle
Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevleri arasindaki iliski hakkinda 6ngoéri

sahibi olmamiz1 saglayacaktir:

Teorem4.4.1.p > 0,n—1<p <nvef € C"a,b] olsun. O zaman

[P@E-atr 1 -
GLP _ — )P
DI kzo rk+1-p) +F(n_p)l EEDTTITOE 4

n-—1

esitligi saglanir(Weilbeer, 2005).
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ispat 4.4.1. Oncelikle sunu belirtmeliyiz ki binom katsayilarinin bilinen bir

ozelligi olan

n n—1 n—1
= 4.4.2
(=" )+ (_y) wmen (+4.2)
esitligini p € R icin genel binom katsayilarina aktaralim. Bu 6zdeslik
(P) __ Iltk-p)
k r—p)rk+1)

0zdesligi kullanilarak ispatlanabilir.

4.1.1) denkleminin sag tarafini limitsiz bir sekilde £ (x) seklinde tanimlarsak
h

60 =5 > < (7) f— k)
k=0

2 V() ey 0t () o
k=0 k=1

)
)

1 -1
= > 0F (7T e k)
k=0
| Ml Lp—1
+ﬁk=o(_1)k ICERD
1 m(P—1
=7 ) f@
1 m—1 p—]_
+ﬁk=0(—1)k( " )(f(x—kh)—f(x—(k-i-l)h)

olur.

Af(x — kh) = f(x — kh) — f(x — (k + 1)h), (x — kh) noktasindaki birinci geri
fark formiilii ve Vf(a) = f(a+ h) — f(a), a noktasindaki birinci ileri fark
formiiliinii gostersin. Ek olarak yiiksek mertebeden geri ve ileri fark formiilleri
icin sirasiyla A¥ ve V¥ notasyonlar kullanilacak ve A°f(x) = 0 = V°f(x) olarak

kabul edilecektir. (4.4.2) 6zelligini tekrar uygularsak

0 = 0m (7N + oo (P v
+ h—trg(—nk (p . 2) A2F (x — kh)
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ve ayni metotla n defa uygularsak asagidaki esitligi elde ederiz:

n—-1
e =y ok (P v
e (4.4.3)
+ hip > o . ") anf (x — kh)
k=0

Yukaridaki esitligin sag tarafindaki ilk toplam teriminin k. terimini diistinelim

B (o e
B 1

_ (m__kl) oS- (P;’i; 1) V£ (@)

mh m-—k

b (m — k)p_k ( m )P—k (—1ym-k (p —k— 1) VEf(a)
b—a m—k m—k hk
ve h - 0(m — o) iken yukaridaki esitligin limitini alirsak

n—-1
1 p—k—1
; r _1\m-k k
tim oy Com (P )@
k=0
= b -ay» im (- (P
m-oo m-—k
( m )p‘k. V*f(a)
m—k s hk

elde edilir ve yukaridaki esitlikte verilen limitler mevcuttur. Yukaridaki limitin

) Gm = i

X lim

m—oo

varhigi icin su belirtilmelidir ki

lim (—1)m-* (p —k- 1) (m — k)P~*

m—>co m—k
_ 5 (—p+k+D(—p+k+2)-(—p+m) 1
= me (m — k)P (m — k)! TT(—p+k+1)
ve
. m p_k
T}ll—r)rolo (m — k) =1
ve sonug olarak
V¥ f(@)
i = )
e = /@
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elde edilir. Sonug olarak (4.4.3) denkleminin ilk toplaminin k. teriminin limiti

asagidaki gibi elde edilir:

n—-1
.1 mer (P —k—1 W@ —a)y Pk
%li‘loﬁkzo(_l) ’ ( m—k )ka @ = S Fk+ D (4.44)

(4.4.3) denklemindeki ilk toplamin k. terimi i¢in 6zel durum olarak kurulmus
olan tim toplamin limitini kolaylikla ifade edebiliriz. (4.4.3) denklemindeki

ikinci toplamin limitini hesaplamak i¢in:

N G VU eRr
k=0

1 S P=1\, _ni1s
= r ST ;(—1)’<r(—p +m) ( I )k (4.4.5)

A™f (x — kh)

X h(kh)"P —=

ve

be = (-0Fr(p ) (7 ")k,
Af(x—kh)  b-—a
h=
h™ m

olsun. Teorem 4.1.1 i uygulamak i¢in

A = h(kh)" 177

: — — (—_1\k _ p—n -n+1+p
lim by = by = (1) I°( p+n)( . )k

veeger n—1—p > —1ise,
m-—-n
lim Y ame= |im z h(kh)r1-P

m—oo
k=0 mh=b—-a k=0

A™f (x — kh)
hTL

~ [ G- @ar

dir. Teorem (4.1.1)'in uygulanmasindan sonra, (4.4.3) denkleminin ikinci

toplaminin limiti asagidaki gibi olur:

lim —Z( 1)k A"f(x— kh) = f( — )P (1) dr

F(p+)
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Son olarak elde edilen sonuclar birlestirilirse

n-—1
N Y@ -
Géfo(x)—kZO r'k+1-p +F(n—p)!

(x =" P (1)de

esitligi saglanir.

Teorem 4.4.2.p > 0ven —1 < p <nolsun. Riemann-Liouville kesirli tiirevi
RLDP £ (x) var ve f fonksiyonu a da (n + 1) defa tiireve sahip olsun. O zaman
hemen hemen her yerde

D f = REDL[f — To-slf; all

esitligi saglanir. Burada T,,_1[f; a], f fonksiyonunun a noktasi civarinda (n — 1).

mertebeden Taylor polinomudur ve f € C"[a, b], x, € [a, b] olmak iizere

Tolf, %] (x)—z( ApyIes

seklinde tanimlanir(Weilbeer, 2005).

ispat 4.4.2. Bu ispat Weilbeer’in kitabindan ayrintili olarak incelenebilir.
Lemma 4.4.1. p € R,,n € Nven > p olsun. O zaman Riemann-Liouville kesirli
tlirev ve integral operatorleri

DP =pni;7?

esitligini saglar(Weilbeer, 2005).

Lemma 4.4.1 ve Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimindan yola ¢ikarak

RaDELf = Tu-alf5 adl(x) = FeDERaly P If = Tooalfs all(x)

i
j o () ~ Tuslfial@)dr (446)

esitligini elde ederiz. Bu esitlige kismi integrasyon uygulanirsa
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t

ff(n (f(T) Th-alf; a](r))(x — )" P-lgr

1

- o O ~ Tl @)= ]

t
1
— (D — DT, _11f; — )P
+ s | (O = Dhcslfs Al @) (x = 0P
a
elde edilir. Burada integralin disindaki terim sifir oldugundan
FGllPIf = Toalfs al] = SI 7P RDRLS — Tomalfs al]

olur. Varsayimlarimiz altinda bu islemi n defa tekrar edersek su sonuca ulasiriz:

RLIPP[f = Tuoalfs al] = REIZ"PRLDR(f — Tooy[f; al]

= RLIFRLITPRLDE[F — T, [f; a]]
Burada T,,_[f; a] (n — 1). Dereceden bir polinom oldugu icin *2DT,_,[f; a] =
0 dir. Bu nedenle
Réltn_p[f Tn 1[](: a]] RLInRLIn pRLDpf
olur. Son esitlik (4.4.6) denklemiyle birlestirilirse
BeDENf = Tnoa[f; al] (o) = RRIPRETTPREDEf (x) = REI; PREDEf (x) = GDF f
elde edilir.

Sonu¢4.4.1.p > 0,n—1<p <nvef € C"a,b] olsun. O zaman
SGD{ f(x) = Ty [f5 al(x) + GDF f(x) = REDP f (%)
iliskisi saglanir(Weilbeer, 2005).

ispat: CLDPf(x) = T,_1[f;al(x) + SDFf(x) durumu Teorem 4.4.1 de,

Tnoilf;al(x) + SDFf(x) = RLDF f(x) durumu da  Teorem 4.4.2 de

ispatlanmistir.
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4.5. Kesirli Tiirevlerin Ozellikleri
4.5.1. Lineerlik Ozelligi

Kesirli mertebeden tiirevlerin lineerligi, tamsayr mertebeden tiirevlerin
lineerligine benzer sekilde
DP(yf(®) + ug()) = yDPf(£) + uDPg(t) (4.5.1.1)

esitligi ile ifade edilir. Burada D? herhangi bir kesirli tiirev operatoriidiir.

Simdi (4.5.1.1) lineerlik 6zelligini Griinwald-Letnikov Kkesirli tiirevi i¢in ispat

edelim: Griinwald-Letnikov kesiri tiirev tanimindan yola ¢ikarak

“GDE(yf(®) +ug®) = lim A~ PE( 1)r (yf(t—rh) + ug(t —rh))

nh t a r=0

n

=y Jim £y 0 (0) fee -y

nh=t-a r=0

+u lim hPZ( (¥ ") ate—rhy

nh t a r=0
= YSLDPF() + uDP g(t)

seklinde elde edilir. Ayrica lineerlik 6zelligi p. mertebeden Riemann-Liouville
kesirli tiirevi icin (k — 1 < p < k) asagidaki gibi ispat edilir: Riemann-Liouville

kesirli tiirev tanimindan yola ¢ikarak
t

I'k—p) Wj(t — D Py f (1) + pg (1)) dr

k
RLDP(yf(t) + ug(t)) =

14

- f (t = P Iy () dr
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+

= yREDPF () + uRiDY g(t)
elde edilir(Podlubny, 1999).
4.5.2. Kesirli Tiirevlerin Leibniz Kurali

Kesirli tiirevlerin Leibniz kuraly; f(t), [a,t] kapali araliginda siirekli ve ¢(t),
[a,t] kapali araliginda (n + 1) defa tiirevlenebilir olsun. O zaman @(t)f(t)

carpiminin kesirli tiirevi
n
p _
4P (p0f ©) = > (1) o® (@ %DF () - RE®) (45.2.1)
k=0

Ven = p + 1 olmak lizere

t

RP() = f (=07 [ 9O - )i (45.2.2)

T

seklinde tanimlanir.

Burada (4.5.2.1) denklemi sonsuz bir serinin kismi toplamlar serisi olarak
diisiiniilebilir ve RE(t) de bu serinin kalanmi verir. (4.5.2.2) denkleminde
E=1+yY(t—1)vetr =a+ u(t —a) doniistimleri yapilip, elde edilen ifadenin
n — oo i¢in limiti alinirsa

H‘E‘o RP(t) =0

elde edilir ve buradan Leibniz kurali i¢in

SLDP(p(Of (D) = Z (Z) @ () SLDP T F (1) (4.5.2.3)
k=0

esitligi elde edilir(Podlubny, 1999).
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4.5.3. Bileske Fonksiyonun Kesirli Tiirevi

Tamim 4.5.3.1. g(x), x° noktasinin komsulugunda tanimlanan ve x° noktasinda
n. mertebeye kadar tiireve sahip bir fonksiyon ve f(y), y® = g(x°) noktasinin
komsulugunda tanimlanan ve y° noktasinda n. mertebeye kadar tiireve sahip
bir fonksiyon olsun. O zaman x° noktasinda h(x) = f[g(x)] bileske

fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi
b= 5 Y [ e
e (4)! (l)

formiilii ile elde edilir. Bu formiile Faa di Bruno formiilii denir. Burada

dn 0] dk 0 d 0
hn —ﬁh(x )k :Wf(y ), gi= pACH)

ve )V, pozitif tamsayilarin kiimesi olmak tizere

n n
p(n, ) = {ul,---,w:zi €M, Y M=k Y ik= n}
i=1

i=1
dir(Constantine vd., 1996).
p(t), o(t) = F(h(t)) seklinde verilen bir bileske fonksiyon olsun. Burada h(t)
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, Faa di Bruno formiiliiniin de

yardimiyla, <p(t) fonksiyonunun p. mertebeden tiirevi

—a)P
F(l p)

+Z’:( )?LI({t _paik;; Z F(m)(h(t))zl—[ (hm(t))

esitligi ile verilir. Burada ), a4,a,,as, -, a; nin negatif olmayan tamsayi

DEF(R@®)) = 10)

degerlerinin kombinasyonlari olmak iizere

k

=1

k
r

=<

ve

dir(Podlubny, 1999).
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5.THETA METODU

5.1. Giris

Theta metoduna baslamadan 6nce, metot anlatilirken kullanilacak olan bazi

terimlerin tanimlari asagida verilmistir.

Oncelikle

dy
Dy=—-=f0), yO0) =y (5-1.1)
esitligi ile birinci mertebeden baslangi¢c-deger problemini ele alalim. Burada

f:R — R taniml bir fonksiyon ve y, € R’dir.

Tanim 5.1.1. t bagimsiz ve y(t) bagimhi degisken olmak tizere y(t) ve t'nin
degisik mertebeden ileri farkini bulunduran denklemlere fark denklemleri

denir(Oturancg vd., 2012).

Tamim 5.1.2. [0, ) araliginda t,, = nAt,n = 0,1,2,--- ve (5.1.1) denkleminin ¢,

noktasindaki y(t,) ¢oziminiin bir yaklasik ¢6ztimii y, olmak lizere

(p(At' Yo Yn+1r "'Jyn+k) =0,keN (512)

fark denkleminin uygun baslangi¢ kosullar1 altindaki ¢6zimi {Vntn=o

dir(Kama, 2009).

(5.1.2) fark denkleminin t,,;, zamanindaki y,,, yaklasimini bulmak icin

Yn+jrJ = 0,1,2, ..., k iterasyonlarinin yapilmasi gerekir. Eger k =1 alinirsa

nimerik metoda tek adimhi metot, k > 1 alinirsa ¢ok adimli veya k —adimh
metot denir. Eger (5.1.2) denklemindeki Vntk
Vnik = OAL, Vi, Vna1s - Ynek—1) = 0 seklinde ise metoda acik(explicit) form,
diger durumlarda kapali(implicit) form denir(Kama, 2009).

Tanim 5.1.3. Her t* € (0,),t* = t,, = nAt sabit noktasiicin
Jim [y =y (DIl =0 (5.1.3)
ise (5.1.2) fark denklemi yakinsaktir denir(Kama, 2009).
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Bundan sonra

DptYn = Fae(f5 Yn) (5.1.4)

gosterimi (5.1.2) fark denklemi yerine kullanilacaktir.

Tanim 5.1.4. k > 1,a; = 1ve |ag| + |Bx] > 0 olmak lizere
k k

z AVntj = Atz Bifnsrj, n=012 .. (5.1.5)
j=0

j=0
seklinde tanimli metoda Lineer ¢ok adimli(multi-step yada k-step) metot

denir(Suli, 2010; Lambert, 1991).

Lineer ¢ok adimli metotlarin birinci ve ikinci karakteristik polinomlar:

sirasiyla
K k
p(2) = z ajz’ ,0(z) = z Bz’ (5.1.6)
j=0 j=0

denklemleri ile tanimlanir.

Tanim 5.1.5. (7, AAt) kararhlik polinomunu géstermek tizere

k
n(r,AAt) = ) (a; — AALL)T! (5.1.7)
JZ(; j j

seklinde tanimlanir. Ayrica lineer ¢ok adimli metotlar, birinci ve ikinci
karakteristik polinomlar kullanilarak

n(r,h) = p(r) — ho(r),h = AAt (5.1.8)
seklinde de gosterilebilir(Kama, 2009).

Tanim 5.1.6. Eger (5.1.7) kararlilik polinomunun biitiin kokleri birim
cember icinde kaliyorsa, (5.1.5) niimerik metoduna mutlak kararli(absolute
stable ya da A-stable) denir. Aksi taktirde (5.1.5) niimerik metodu mutlak
kararli degil (absolute unstable) seklinde adlandirilir. Ayrica eger R,
bolgesindeki her AAt i¢in (5.1.5) niimerik metodu A-stable ise, kompleks
diizlemin alt kiimesi olan R4 bolgesine mutlak kararlilik bélgesi (region of A-

stability) denir(Kama, 2009; Lambert, 1991).
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Tanim 5.1.7. (5.1.2) denklemindeki birinci ve ikinci karakteristik polinomlar

p(1) =0,6(1) =p'(1) £ 0 (5.1.9)

sartlarin1 saghyorsa, (5.1.5) niimerik metoduna tutarli (consistent) denir.
Ayrica birinci karakteristik polinom olan p(z) nin koklerinin mutlak
degerleri bir ve birden kigciikse (root condition), (5.1.5) niimerik metodu

zero kararl (zero-stable) denir(Kama, 2009; Lambert, 1991).
5.2. Standart Theta Metodu

Tanim 5.2.1. 6 € [0,1] bir parametre olmak tizere tek adiml1 Theta metodu

Yn+1 — Y
= FOynaa + (1= 0)yn) (52.1)

ve iki adiml1 Theta metodu

Yn+1 — Yn

T = 0f () + (1= O)fO) (5:22)

seklinde tanimlanir.

Bu esitliklerde 8’nin baz1 6zel degerleri i¢in klasik niimerik metotlar elde
edilir. Ornegin;
0 =0 - yni1 — Yo = Atf () (5.2.3)

Explicit(acik) Euler Metodu,

1

1
0= E 2 Yn+1 = Yn = EAt[f(yrHl) + ()] (5.2.4)

Trapezoid(yamuk) Metodu,
0=1-yni1—Yn = Atf (Yns1) (5.2.5)

Implicit(kapali) Euler Metotlari elde edilir (Kama, 2009).

Not 5.2.1. Standart Theta Metodu 6 = 0 icin explicit(acik), 6 # 0 icin
implicit(kapali) bir metottur.
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Asagidaki teorem ile 8 # 0 ve 8 # 1 olmasi durumda tek adimli ve iki adiml
Theta metotlar1 arasindaki iliski verilmistir.

Teorem 5.2.1. {v,},_, dizisi (5.2.1) denklemi ile verilen tek adimli Theta
metodunu saglasin. O zaman

Yn=0—-0)v, +60v,,q (5.2.6)

esitligini saglayan {y, },-, dizisi de (5.2.2) denklemi ile verilen iki adimli Theta
metodunu saglar.

Tam tersine, {y, }y=o dizisi iki adimli Theta metodunu saglasin. O zaman

Un = Yn — AtOf (¥n) (5.2.7)

esitligini saglayan {v, },—, dizisi de tek adimli Theta metodunu saglar(Kama,
2009).

ispat 5.2.1. Tek adimh ve iki adimli Theta metotlarin1 asagidaki gibi yeniden

yazalim.
Vpe1 = Up + Atf [0V, 1 + (1 — 01, ] (5.2.8)
Vi1 = Yn + ALOf (Yny1) + AL(1 — ) f (0n) (5.2.9)

0 € [0,1] olsun. {y,}n=, dizisinin iki adimli Theta metodunu sagladigin
farzedelim. O zaman (5.2.7) ile verilen {v, },; -, dizisi

Un+1 = Yn+1 — DO (Vnv1) (5.2.10)

esitligini saglar. (5.2.9) denklemindeki terimler yeniden diizenlenip, (5.2.10)
denklemi de kullanilarak

Unt1 = Yo + AE(1 = 0)f (yn) = yu + Atf () — ALOf () (5.2.11)

esitligi elde edilir. (5.2.10) denkleminin sag tarafini (5.2.11) denkleminde yerine
yazilmasi ile

Uni1 = Up + Atf (Vn) (5.2.12)

denklemi elde edilir. Esitligin her iki tarafi (1 — 8) ile carpilip, (5.2.11) denklemi
de kullanilarak

At(1 = 60)f (Vn) = Vi1 — I (5.2.13)

esitligi elde edilir. (5.2.13) denkleminde kiiciik degisiklikler yapilarak (5.2.6)
esitligi elde edilir.

(5.2.13) denklemindekKi y,, ile v, yerdegistirilerek gorilir kin > 0 i¢in {v,}r=o

dizisi (5.2.8) denklemiyle gosterilen tek adimli Theta metodunu saglar.
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Tam tersine, eger {v, }n=, dizisi (5.2.8) tek adimli Theta metodunu saglarsa,
(5.2.6) denklemindeki {y, };=o dizisinin (5.2.9) denklemi ile verilen iki adimli
Theta metodunu sagladig1 kolaylikla gosterilebilir. Gercekten de (5.2.10)

denkleminden

Yo = 0Vnis + (1= 0)vn, = vy + 0 (Vnsq — vn) (5.2.14)
esitligi elde edilir. (5.2.8) denkleminden

Vpae1 — Vp = Atf[0v,q + (1 — 0)vy] (5.2.15)
esitligi elde edilir. (5.2.14) ve (5.2.15) denklemleri kullanilarak

Un = Yn — AtOf (¥n) (5.2.16)

esitligi elde edilir ki bu da ispati tamamlar.

f yeterince diizgiin bir fonksiyon olsun. O zaman Standart Theta Metodu ic¢in
lokal kesme hatasi (local truncation error) L,,(h),

ln(h) = y(tn) = Y(tn-1) = ROf (tn, ¥ (t)) — h(1 = O)f (tn-1, ¥ (tn-1)) (5:2.17)

seklinde tamimlanabilir. Burada y(t), (5.1.1) baslangi¢ deger probleminin
¢o6zumi ve h de adim uzunlugudur. Bu nedenle (5.1.1) baslangi¢ deger problemi,
(5.2.17) denkleminde yerine yazilip diizenlendiginde

ly(h) = y(tn) — y(ty-1) — hOy'(tn) — h(1 = 0)y'(tn-1) (5.2.18)

esitligi elde edilir. Daha sonra y(t,) = y(t,—1 + h) ve y'(t,) = y'(tn-1 + h)

seklinde diizenlenip, t = t,,_; noktasinda Taylor serisine agilirsa

1 1 6
L,(h) = (E - 9) h2y" (th_1) + (E — E) h3y"" (t,—1) + 0(h*) (5.2.19)

esitligi elde edilir ki, bu esitlik Standart Theta Metodu i¢in lokal kesme hatasini
verir(Farago, 2013).

Bir niimerik metodun tutarlilik mertebesi lokal kesme hatasina gére tanimlanir.
Ornegin [,(h) = O(hP*?) ise, 0 zaman niimerik metot p. mertebeden tutarhdir
denir. Bu su anlama geliyor ki, Explicit Euler (6 = 0) ve Implicit Euler (6 = 1)
metotlarinin tutarliik mertebeleri 1'dir, fakat Trapezoid (6 = 1/2) metodun

tutarlilik mertebesi ise 2’dir(Farago, 2013).
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Simdi Explicit Euler Metodunun (6 = 0) yakinsakligini, kararlilik sabitini ve
global hatasini (e,,) tanimlayalim(Farago, 2013).

(5.1.1) baslangic deger porbleminin 6 = 0 icin bazi Nh =t* € (0,T) sabit
noktalarindaki niimerik ¢6ziimiiniin semasini

Yn=Yn-1t hf(tn—lr yn—l)rn =12,-,N

(5.2.20)
Yo = Ug
seklinde tanimlayalim.
Teorem 5.2.2.a > 1,b > 0 ve s, sayilar1
Ispl < alspq| +b,n =12, (5.2.21)
esitsizligini saglasin. O zaman
b
|s,| < a™ (|SO| + na),n =012, (5.2.22)

tahmini dogrudur(Farago, 2013).

ispat 5.2.2. Tiimevarim metodu kullanilarak teoremin dogrulugu kolaylikla
ispatlanabilir. Ger¢ekten, n = 0 icin (5.2.22) denklemi dogrudur. Simdi (5.2.22)

denkleminin n — 1 i¢in dogru oldugu varsayimi altinda, (5.2.21) denkleminden

I5,] < a [an-l (lsol +(n-1) g)] +b

=a" (ISOI +n§)—a”‘1b+b <a" (|50| +n§) (5.2.23)

elde edilir.

vEEM € (t,_4,t,) verilen bir deger olmak iizere Explicit Euler Metodunun t = t,,

noktasindaki lokal kesme hatasi

hZ
b (h) = u(ty) = ultn-1) = hu'(tny) = —-u"" (™) (5.2.24)
seklinde yazilabilir. M, = maxpo+|u"'| olarak diizenlenirse
hZ
ln(h) < I(h) = M, — (5.2.25)

elde edilir. (5.2.20) denklemiyle tanimlanan Explicit Euler Metodunu ele alalim.

(5.2.24) denkleminden dolay1
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u(tn) = ultn_1) + hf (tn-1, u(tn-1)) + ln(h) (5.2.26)
elde edilir. t = t,, noktasindaki global hata e,, = u(t,) — y, olmasi dolayisiyla
en = en—1 + h(f (tn-1,u(tn-1)) = f(tn-1, Yn-1)) + ln(h) (5.2.27)
denklemi elde edilir. Lipschitz kosulu ve (5.2.25) denklemi kullanilarak
n=12,--,N igin

len| < lenp—1l + hLlen_1| + 1(h) = (1 + Lh)|e,_1| + L(h) (5.2.28)
elde edilir. Daha sonraa =1+ Lh,b =1(h)vex = 0icin 1 + x < e* esitsizligi

kullanilarak, Teorem 5.2.2 den hareketle

I(h .
1n+(h)L < e"legl + nl(h)] (5.2.29)

nh = t, < t* oldugundan,n = 1,2,---, N i¢in

eal < ¢ [leol +

n . h? Myt M,t*
e = plhn — oLty < elt ,nl(h) r TLMZ— __2 nh < 2 h
2 2 2
esitlikleri saglanir. e, = 0 oldugundan ve (5.2.29) denklemi de kullanilarak
len| < Ceemh (5.2.30)

elde edilir. Buradan = 1,2, -, N ve Cgpy = e “2= dir. (5.2.30) denkleminde

n = N yazilarak
|eN| < CEEMh (5231)
elde edilir ve bu Explicit Euler Metodunun Cgg,, kararlilik katsayisi ile beraber

yakinsak oldugunu ispatlar.

Simdi de Implicit Euler Metodunun (8 = 1) yakinsakligini, kararlilik sabitini ve
global hatasini tanimlayalim(Farago, 2013).

Implicit Euler Metodunun yakinsak oldugunu gostermenin klasik bir yolu, onun
zero-kararli (zero-stable) oldugunu gostermektir. Ancak Teorem 5.2.2
kullanilarak Implicit Euler Metodunun yakinsakliginin temel bir ispati
verilecektir. Bu amacla 6ncelikle Standart Theta Metodunun lokal yaklasma

hatasi icin diizgiin bir kestirim, (5.2.18) denklemi de kullanilarak

lh(h) = u(ty) —u(ty-1) — (1= 0)hu'(t,—1) — OU'(t,)
= 0(u(ty) — u(tn-1) — h'(t,)) + (1 = O)(u(ty) — u(ta-1) =  (5.2.32)
hu! (tn—1))
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seklinde elde edilir. Lagrange kalani ile Taylor polinomundan

h? h3
u(tn—l) = u(tn) - hu,(tn) + 7u”(tn) - Zum(v%)
) ; (5.2.33)
w(t) = wltnr) = Bt (g ) + 0 (g 0) = =0 (V)

esitlikleri bulunur. Buradan u’(t,) = u”(t,—1) + hu'"' (v3), v} € (tp_1,tn),i =

1,2,3 esitligi (5.2.33) esitliklerinde yerine yazilip, (5.2.32) denkleminin

yardimiyla
h? o
In(h) = = (1= 20)u" (tn-1) + = [-30u"'(v3) + 6" (vy) + (5.2.34)

(1-60)u" (v)]

elde edilir. M3 = max[o.+|u’"’| notasyonu kullanilarak

1L, (W) < 1(h) = cIh? + céh® (5.2.35)
elde edilir. Burada

|1 — 26| 1+ 360 (5.2.36)
ng = 2 2) 3? 3 6 M,
seklindedir.

Standart Theta Metodunun global hatasi e,;,n = 1,2,-:+, N ve e, = 0 olmak iizere

en = ey_1 + hO[f (tn, u(ty)) — £t )]

(5.2.37)
+h(1 = O)[f(tn-1, u(tn=1)) = f (tn-1, Yn-1)] + Ln(R)
olur. Bu esitlik Lipschitz kosuluyla beraber
len| < len_1| + 6Lhle,| + (1 —0)Lh|e,_1| + |1,,(h)] (5.2.38)
esitsizligini gerektirir. (5.2.36) denklemi kullanilarak, (5.2.38) denkleminde
_ 1+(1- H)Lh’ _ l(h) (5.2.39)
1—-06Lh 1—-06Lh
secilirse
le,| < aley_1| +b, n=12,...,N (5.2.40)
esitsizligi
1
— 5.2.41
0<h<o ( )
degerleri i¢cin saglanir. Burada
Lh
= > > 5.2.42
a 1+1—0Lh_1'b_0 ( )
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olur. Teorem 5.2.2,n = 0,1,2,:--, N ve (5.2.41) denklemini saglayan h lar igin,
(5.2.40) denklemine uygulandig1 zaman

L(h) 1
" h 1+(1—0)Lh>

b
le,| < a™ (Ieol + na) =q" <|e0| +t

(5.2.43)
n I(h)
<a tn T
elde edilir.
a™ hakkinda bir kestirim yapabilmek i¢in, (5.2.42) denklemine gore
1+ Lh _1+1 OLh
R R T (5.2.44)

seklinde yazilabilir. € > 0 herhangi bir sabit say1 olsun. O zaman her x € (0, i)

2 2
sayisl icin 1x_—x < &x esitsizligi saglanir. Bu nedenle :—x =x+ :_—x esitligi icin

X €
- < —
T = 1+ &)x, vx € (0, e s) (5.2.45)

kestirimi elde edilir. (5.2.45) denklemi, (5.2.44) denkleminin sag tarafina

uygulandig1 zaman

1
a<l +5(1 + S)HLh =1+ (1 + E)Lh,Vh € (O;ho)'ho = hO(E)

_ € (5.2.46)
(1+¢)6L
denklemi elde edilir. Buradan s > 0 i¢in 1 + s < e® kestirimi kullanilarak
a™ < el(+9t h € (0,hy) (5.2.47)
saglanir.

Teorem 5.2.3. ¢ > 0 herhangi bir sabit say1 ve h < hy olsun. O zaman 6 € (0,1]
icin Standart Theta Metodunun global hatasi

lenl < t(CIh+ CIR2)et M+t n = 1,2, .., N (5.2.48)
dir(Farago, 2013).

Sonug¢ 5.2.1. Teorem 5.2.3 iin varsayimlar1 ve notasyonlar1 dogrultusunda, ey
global hata kestirimi
le,| < t*(CSh + Ch?)el+at (5.2.49)
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saglanir(Farago, 2013).

Teorem 5.2.4. 6 € (0,1] icin Standart Theta Metodu her t* € (0,T) sabit
noktasinda yakinsaktir. Ayrica Standart Theta Metodu,

6 # 0.5 icin tek adimlidir ve kararhilik sabiti C¢t*e" dr.

0 = 0.5 i¢in iki adimhdir ve kararhlik sabiti Cgt*e“* dir(Farago, 2013).

Teorem 5.2.5. (5.1.1) baslangi¢ deger problemi i¢in Lipschitz kosulu altinda
Standart Theta Metodu, 6 € [0,1], her t* € (0,T) sabit noktasinda yakinsaktir.
Metodun kararhlik sabiti

1+ 36 Lo
6 M3t*e t ) 0= 05
cl = h (5.2.50)
|1 — 26| Lo
— Myt & 8+#05

seklinde tanimlanir(Farago, 2013).

Standart Theta Metodunun mutlak kararli (absolute stable ya da A-stable)

oldugunu gosteren teorem asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 5.2.6. Tek ve iki adimli Standart Theta Metotlar1 her AAt, ReA < 0

olmak {izere 6 € E,l] kapali araliginda kosulsuz olarak mutlak kararhdir

(unconditionally absolute stable). Ancak 8 € [0, %) araliginda ise

2ReA

BNCETHIFIE

(5.2.51)

olmak kosuluyla mutlak kararlidir (conditionally absolute stable)(Kama, 2009).
5.3. Standart Olmayan Theta Metodu

Runge-Kutta ve lineer ¢cok adimli metotlar bazi kisitlamalara sahip olmakla
birlikte, yeterince kiiciik At adim boyu kullanimi ile 6zellikle ayrik dinamik
sistemler icin kabul edilebilir yaklasim gdsterirler. Bu sebeple, bu calismanin
amaci, At'nin standart olmayan sekilde uygun sec¢imi ile Theta metodu

kullanarak bu kisitlamalarin iistesinden gelmektir. Klasik niimerik metotlar,
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ozellikle Standart Theta Metodu, At adim boyunun yeterince kiiciik olmasi
durumunda (5.1.1) baslangi¢c deger problemi icin iyi nitelikte yaklasimlar
gostermektedir. Bu bo6liimde Standart olmayan sonlu fark metodunun (Non-
standart finite difference scheme) kullanimi ve At adim boyunun se¢imindeki
serbestlik ile ayni nitelikteki yaklasimlarin korunup korunmadigina vurgu

yapilacaktir.

Standart olmayan sonlu fark yontemi ilk defa Mickens (1994) tarafindan adi
tiirevli ve kismi tirevli diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmak
icin tanimlanmistir. Ayrica Mickens yapmis oldugu ¢alismalarinda (Mickens,
1990), (Mickens, 1993), (Mickens, 1999), (Mickens, 2002), (Mickens, 2006),
standart ve standart olmayan sonlu fark metotlar1 ve bu metotlarin en iyi
sekilde sonuc¢ vermeleri icin kullanilmasi gereken denominator fonksiyonu ve
metodun tutarlilik, yakinsaklik ve kararlilik o6zelliklerini detayli bir sekilde

incelemistir. Bu yontem kisaca asagidaki gibi tanimlanabilir:

Tamim 5.3.1. Dy, y(t,) = Fae(f; ¥n) fark denklemi asagidaki sartlardan en az
birini saglarsa standart olmayan sonlu fark metodu olarak adlandirilir(Mickens,

1994; Kama, 2009):

e D,:y(t,) ayrik tiirevinde At klasik denominator yerine

¢:(0,0) = (0, )

_ 2
@(At) = At + 0((A)?) (5.3.1)

eAt

ornegin, p(At) = 1 — e, p(At) = 7

sartlarini saglayan pozitif ¢ (At) denominator fonksiyonu kullanilir.

o Fun(f;y(t,)) ifadesinde lineer olmayan ifadeler yerine lokal olmayan

(non-local) terimler
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kullanilabilir. [Ornegin, y*(tn) = Yn+1Yn Yn-1Yn Yn-1Yn+1, Y° (tn) =
yz (tn)Yn+1]

Standart olmayan sonlu fark metodu asagidaki gibi olusturulabilir:

Oncelikle

dy
== f(t,y,2) (5.3.2)

test problemimiz olsun. Burada A bir parametredir. At > 0 adim uzunlugu ve
t, =ty + nAt olmak lizere standart olmayan sonlu fark metodu iki adimda

olusturulabilir(Arslan, 2013):

1.Adim: (5.3.2) denkleminin sol tarafindaki tiirev y,, y(t,)'in bir yaklasimi

olmak tlizere

d_y~ Yn = Yn-1

dt ~ (At Q) (5.33)

seklinde ayrik olarak yazilir.

2.Adim:(5.3.2) denklemindeki lineer olmayan terimler  yerine
F(t,Vn, Vn-1,"',A) lokal olmayan ayrik gosterimlerle ifade edilirse (5.3.2)

denklemi

Yn = Yn-1

ot LG Innd) (5.3.4)

ayrik formda yazilir.

Mickens standart olmayan sonlu fark metodu icin baz kurallar tanimlamistir.

Bu kurallar su sekilde ifade edebiliriz(Arslan vd., 2011; Kama, 2009):

1) Aynk tiirevlerin mertebeleri diferansiyel denklemin mertebesi ile ayni

olmalidir.
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2)

3)

4)

5)

Ayrik tlrevlerde olan denominator fonksiyonlar, alisiimis kullanimdan
ziyade (h yerine) adim uzunluguna bagh daha komplike terimlere agilarak

elde edilir.

Lineer olmayan terimler genellikle lokal olmayan (non-lokal) gosterimlere
sahiptir.
Diferansiyel denklemin 06zel ¢6ziimleri ayni zamanda sonlu fark

modellerinin 6zel ayrik ¢éziimleri olmalidir.

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in gecgerli olan 6zel sartlar, sonlu fark

yonteminin ¢oziimleri icin de gegerli olmalidir.

Klasik ayristirmada ¢(At,A) = At olarak alinirken bu yontemde ¢ (At, 1), At

adim uzunluguna baghh denominatér fonksiyonu olarak tanimlanir ve bu

fonksiyon, At — 0 iken (5.3.1) kosulunu saglar. Diger yandan (5.3.1) kosulunu

saglayan denominator fonksiyonlarin se¢imi belli kosullar altinda keyfi olabilir.

Bu secim yapilirken dikkat edilmesi gereken konu (5.3.2) test problemi ile

(5.3.4) ayrik formda ifade edilen denklemin ¢6ziimlerinin birbirleri ile dinamik

olarak tutarlilik (dynamic consistency) gostermesidir(Arslan., 2013).

Denominator fonksiyonu bulunurken gerekli olan adimlar asagidaki gibi

siralanabilir(Arslan vd., 2011):

1)

2)

3)

4)

Sonlu fark Euler metodu kullanilarak birinci mertebeden tirevler sonlu

fark modeli olarak yazilir.
Taylor acilimi kullanarak adim boyu olan At degeri bulunur.

Bulunan bu h degeri denominator fonksiyonu olarak adlandirilir ve iistel,

trigonometrik, vb. fonksiyonlardan olusabilir.

Eger ayriklastirdigimiz denklem 1 + aAt seklinde ifade edilebiliyorsa,

eMt_q
A

denominator fonksiyonu ¢(At, 1) = , (1 # 0) seklinde secilebilir.

5) A =0oldugu durumda ise denominator fonksiyonu ¢(At) = At olarak

secilebilir.
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Diferansiyel Denklemler Standart Olmayan Sonlu Fark Semalar1
d*y 2
—+y+py3=0 Yi+1 = 2V + V- sin®(At)
at? " By = AL “+ Y+ B T AR Vi =

4sin? (7) 4sin? (7)
d%y )
~ 2 2_ = 2y + Vie sin?(At
dt2+y+ey Vie+1 )’kAt)’k 1+)’k+5 (Ag y2 =0

4sin? (7) 4sin? (7)
d?y dy Yi+1 — 2Vk + V-1
_ 7 — 1-— AN
dt? +y = %) dt 4sin? (%) Yk

sin(At) oo [ Vi — cOS(AD) Yy 1
=&\ — Ay | Y (At
2sin (7) 2sin (7)

Cizelge 5.3.1. Bazi diferansiyel denklemler i¢cin standart olmayan sonlu fark
semalari

Tanim 5.3.2. ¢, (5.3.1) kosulunu saglayan bir denominator fonksiyon ve At

adim uzunlugu olmak tlizere

Yn+1 = Yn r
o@D Of Un+1) + (1= 60)f ()

seklindeki fark denklemine standart olmayan Theta metodu denir.

(5.3.5)

Simdi standart olmayan Theta metodunun temel kararlilifindan (elementary
stability ya da E-stability) bahsedelim(Lubuma, 2003; Kama, 2009).
Oncelikle

d
Dy=—=10). ¥ = (5:3.6)

esitligi ile birinci mertebeden denklem sistemi verilsin. Buraday = y(t) =
[yt y?..y™]7:[0,00) > R™, f =[f1 f%2... fM:R™ > R ve

Yo = [Yo! Y02 - ¥o™]" € R™ dir.

Tanmim 5.3.3. Her bir y, € E ve her t € (0,0),y(t) € E,t >0 i¢in (5.3.6)
diferansiyel denkleminin E € R™ alt kiimesinde bir tek ¢6ziimi varsa (5.3.6)

denklemine bir dinamik sistem denir(Kama, 2009).

¥ € R™ sabit vektori (5.3.6) diferansiyel denkleminin f(¥) = 0 sartin1 saglayan

herhangi bir sabit noktasi olsun. (5.3.6) diferansiyel denkleminin biitiin sabit
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noktalar1 hiperbolik oldugundan dolay1 herhangi bir A € ¢(J) igin Re(1) # 0 dur.
Burada a(J),

Afi(F
]=IUT®)=<JQ£Q§ (5.3.7)
1<i,jsn

seklindeki J jakobyen matrisinin spektrumudur.
] kosegen (diagonal) matris oldugundan dolay1 Q~1JQ = A = diag(Ay, =+, A,)

esitligini saglayacak sekilde Q = [q; g, *** ¢,] singliler olmayan (non-singiiler)

matrisi elde edilir.

¥, (5.3.6) diferansiyel denkleminin sabit noktasi oldugundan dolay1
de

@ = Jg, e(ty) = & (5.3.8)
lineerlestirilmis sisteminin
g(t) — e](t_to)go — [ell(t_to)ql e)LZ(t_tO)qZ e e)‘n(t_to)qn ]Q_IEO (539)

¢ozimi, (5.3.6) diferansiyel denkleminin y ¢oziimtiyle iliskilendirilebilir.

Tanim 5.3.4. j, (5.3.6) diferansiyel denkleminin bir sabit noktas1 olmak tizere,
eger

l(;mt_)oo e(t) =0 yada 1€ o(])igin Re(1) < (5.3.10)
ise lineer kararh (linerly stable) olarak adlandirilir. Aksi halde ¥y sabit noktasi
lineer kararsiz (lineerly unstable) olarak adlandirilir(Lubuma, 2003, Kama,

2009).

Tanim 5.3.5. (5.3.6) diferansiyel denklem sisteminin her y sabit noktasinin
lineer kararhlik 6zellikleri, (5.3.5) sisteminin y sabit noktasinin lineer kararlilik
ozellikleri ile aym ise, (5.3.5) denklemi ile verilen standart olmayan Theta
metodu temel kararlidir (elementary stable ya da E-stable) denir(Lubuma,

2003; Kama, 2009).

Not 5.3.1. Standart Theta metodu 6 = % haricinde temel kararl degildir(Roux,

2002; Lubuma, 2003).
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Simdi yeni bir temel kararl standart olmayan Theta metodu tanimlayalim:

Yi+1 — Yk

@(qAt)
q

Burada, ¢:(0,0) — (0,00) fonksiyonu denominatér fonksiyondur ve her

z € (0,00) icin @(2) € (0,1) dir.

= ) ourom (5.3.12)

{yeRr:f (y)=0}

= O0fkr1 + (1 —0)f, k=012,.. (5.3.11)

kiimesinin her 4 elemani Re(41) # 0 denklemini saglar ve
q = max{|4|: 1 € E} (5.3.13)

sabit bir sayidir.

(5.3.1) denkleminden dolayi, standart olmayan Theta metodu, At = 0 icin
standart theta metoduna benzerdir. Daha net olarak, standart olmayan Theta
metodu tutarli ve zero-kararhidir. Standart Theta metodunda oldugu gibi,
standart olmayan Theta metodunun lokal kesme hatasi

A A
29 01 (1 () - 2422

T _{ 0(At), 6 +# 0.5
K7 lo(ap)?), 6 =05

seklindedir.

[y(tkﬂ) —y(t) — (1 -0 f(t))|/At

(5.3.14)

Standart olmayan Theta metodu, ¢ denominatér fonksiyonunun uygun
secimlerine gore birinci (6 # %) veya ikinci (68 = %) basamaktan olabilir. Fakat At
adim uzunlugunun farkli degerleri icin standart olmayan Theta metodunun,

standart Theta metoduna gore daha iyi sonug¢ verdigi asagidaki teoremden

anlasilmaktadir:

Teorem 5.3.1.0 € [O%) ve E € W, i¢in

o 4
W, = {,1 € C:Red <0, argre X, }U{A € C:Red > 0} (5.3.15)

3°3
ise (5.3.5) denklemi ile verilen standart olmayan Theta metodu temel

kararhdir(Lubuma, 2003; Kama, 2009).
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Im

1.5

Re

Sekil 5.3.1. W, Bolgesi

ispat 5.3.1. 1 € C olmak iizere

1+ —‘p(‘ZIAt) (1-6)2

r = (5.3.16)
1 —9(qAt) oy
q
olsun. O zaman
_ Al 201 _ o2 AL
1+ 2¢p(qAt)(1—06) q cosarglA + (p(qAt))“(1 —0)*—
|2 = 4 (5.3.17)

2
1- 2<P(CIAt)9|:}—|cos argh + ((gAt))262 %

denklemi kolayca elde edilebilir.
E € W; saglansin. Ayrica (5.3.6) diferansiyel denklem sisteminin § sabit

noktasi lineer kararli olsun. Herhangi bir 1 € o(J),Re(1) < 0 ve bu nedenle

argA € [2?”,4?”] olur. (5.3.17) esitliginden
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1+ 2¢(qAt)(1 — ) 1] |cosargl| + (@(qAt))?(1 — 9)2 1A1°

Ir|? =

1+ 2<P(th)9|q—| |cosargA| + (<p(th))292|q_2|

<1-2¢p(qAt)(1 - 0)u |cos argA| + ((p(th)) (1-60)— AI*

(5.3.18)

<1-2¢p(qAt)(1— 0)u |cosarg| + @ (qAt)(1 — 0)u

=1+ @(gAt)(1 — 9)u(1 — 2|cosargAl)

<1 (|cosargi| = 0.5)

Buradan (5.3.11) denkleminin y sabit noktasi lineer kararhdir.

Eger (5.3.6) diferansiyel denkleminin ¥ sabit noktasi lineer kararsiz ise o zaman

ReA > 0 sartini saglayan bir A € ¢(J) vardir. (5.3.17) denklemini kullanarak

2
1+ (p(qanyy2(1 — 0y2
Ir|? > T 51 (5.3.19)

/1 2
1+ (<p<th))292%

Boylece (5.3.11) denkleminin ¥ sabit noktasi lineer kararlidir. Bu nedenle,
(5.3.6) diferansiyel denkleminden, standart olmayan theta metodu (5.3.11)

temel kararhidir.

Teorem 5.3.2. He[ 1] ve E € W, i¢in

—TT T[
= {1€ C:ReA < 0}U{21 € C:ReA > 0,argA € [ } (5.3.20)

ise (5.3.5) denklemi ile verilen standart olmayan theta metodu temel

kararhdir(Lubuma, 2003; Kama, 2009).
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Im

Re

-1 -0.5 0.5 1

Sekil 5.3.2. W, Bolgesi

ispat 5.3.2. E € W, saglansin. (5.3.6) diferansiyel denklem sisteminin § sabit
noktasi lineer kararli ve herhangi bir 1 € o(J) igin Re(4) > 0 olsun. (5.3.17) ve
(5.3.18) denklemlerini kullanarak

1+ (p(qa)?(1 - 0)* 1

/1 2
1+ (<p<th))292%

Ir|* <

<1 (5.3.21)

Buradan (5.3.11) denkleminin y sabit noktasi lineer kararhdir.

Ote yandan, (5.3.6) diferansiyel denkleminin  sabit noktasi lineer kararh ise en
az bir A € o(J) icin Re(4) > 0 ve bu yiizden A € [_?n,g] diir.

(5.3.17) denkleminden

1
Ir|? > - /12
1- 2<P(th)9|q—|cos arg + (@(th))ZQZ%
S 1
1-2 141 1A
¢(qAt)0 - cosargh + ¢(qAt)0 (5.3.22)
_ 1
- 2]
1+ <P(th)97 (1 —2cosargl)
>1

Bu (5.3.11) denkleminin ¥ sabit noktasinin lineer kararl oldugunu kanitlar. Bu

nedenle standart olmayan Theta metodu (5.3.11) temel kararhdir.
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Tanim 5.3.5. 1 € g(J), Re(1) > 0 ve At > 0 igin

1+ 2089 _ g

r =

q

AP

(5.3.23)

olmak tlizere |r| < 1 ise standart olmayan Theta metodu AAt icin mutlak temel

( Absolute elemantary) kararhidir. Asagidaki Tablo 5.3.2 standart ve standart

olmayan Theta metotlarinin kararhliklari ile ilgilidir(Lubuma, 2003).

Cizelge 5.3.2. Standart ve standart olmayan Theta metotlarinin mutlak E-
kararhhig1 ve E-kararliligi

Acik Theta Metodu Kapal1 Theta Metodu
00 aeld) [ el
Kararlilik Tiirii Standart | Standart | Standart | Standart | Standart | Standart
Olmayan Olmayan Olmayan
Temel Kararlilik Hayir Evet Hayir Evet Hayir Evet
Mutlak Temel Hayir Hayir Hayir Hayir Evet Evet
Kararlilik
(her AAt igin)
Mutlak Temel Hayir Evet Hayir Evet Evet Evet
Kararlilik(her
AAt :argd €
=, =] igin)
Mutlak Temel Hayir Evet Hayir Evet Evet Evet
Kararlilik(herAAt :
ImA = 0 igin)

Asagidaki Tablo 5.3.3 standart ve standart olmayan Theta metotlarinin

tutarhlik, zero-kararlilik ve yakinsakliklari ile ilgilidir(Roux, 2002).
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Cizelge 5.3.3. Standart ve standart olmayan Theta metotlarinin tutarlilik, zero-
kararlilik ve yakinsakhk 6zellikleri

Ozellik Standart Theta Metodu | Standart Olmayan Theta
Metodu
Tutarhilik Evet Evet
Zero-Kararlilik Evet Evet
Yakinsaklik Evet Evet

Asagida farkli Theta(f) degerleri icin standart ve standart olmayan theta
metotlarinin, tstel biliyime denklemine (exponential growth equation)

uygulanilarak, karsilastirilmasi verilmistir:

Oncelikle

y'=3y, y0)=7 (5.3.24)
seklinde tistel biiylime denklemi verilsin. (5.3.24) denkleminin genel ¢6ziimii
y(t) = 7e%* (5.3.25)

seklindedir. (5.3.24) denklemi, (5.2.2) ve (5.3.5) metotlarina uygulandiginda,

standart Theta metodu semasi,
Yn+1 — Yn

AT = 30y,41 +3(1 —0)y, (5.3.26)
standart olmayan Theta metodu semas;,
Yn+1 — Yn
Jnr: Jn 1—
) 30Yn41 +3(1— Oy, (5.3.27)
seklindedir.

53




6 = 0 icin,

wit)

t

L]

— Cenel Chzim E&risi < Stadart Olmayan Chzim Egrisi < Standart Cocim Egrisi

Sekil 5.3.3. At = 0.01 i¢in standart ve standart olmayan Euler metotlarinin
karsilastirilmasi

([1] t
al 0t @ [T [T 0 [T [T

— Genel Chziim Egrisi <> Standart Olmayan Cirim Egrisi < Standart Corim Egrisi

Sekil 5.3.4. At = 0.01 icin standart ve standart olmayan trapezoid(yamuk)
metotlarinin karsilastirilmasi
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0 = 1icin,

w(t)

— CGenel Cizim Egrisi <~ Stadart Olmayan Chzim Egrisi < Standart Ciiziim Egrisi

Sekil 5.3.5. At = 0.01 icin standart ve standart olmayan Implicit(kapali) Theta
metotlarinin karsilastirilmasi

Sekil 5.3.3, Sekil 5.3.4 ve Sekil 5.3.5 ile tistel biiylime denklemine karsilik gelen
(5.3.24) baslangi¢ deger probleminin bazi 6zel theta(8 = O,%, 1) degerlerine ait
standart ve standart olmayan sayisal c¢oOzlimlerinin, genel ¢ozim ile

karsilastirmali grafikleri verilmistir. Standart olmayan Theta metodu ile sayisal

cozlimlerin, genel ¢6zlime daha yakin ¢oziimler verdigi gozlemlenebilir.

Asagidaki grafiklerde,
y' =2y (5.2.28)
lineer test problemi olmak iizere, standart ve standart olmayan Theta

metotlarinin bazi Theta degerleri i¢in (9=O,§, %,1) kararlilik bolgeleri

Maple18 programi kullanilarak cizdirilmistir. Standart olmayan explicit(Euler)
metot (6 = 0) icin denominatoér fonksiyonu

e +1

5.2.
- (5.2.29)

o4, h) =

seklinde, standart olmayan implicit metotlar (8 = %, %,1) icin denominator

fonksiyonu
1— —Ah
p(A,h) = Te (5.2.30)

seklinde secilmistir.
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Asagidaki sekillerde Theta'nin farkli degerleri icin (68 = 0,%,%, 1), standart Theta

metodunun (Sekil 5.3.6, Sekil 5.3.7, Sekil 5.3.8, Sekil 5.3.9) ve standart olmayan
Theta metodunun (Sekil 5.3.10, Sekil 5.3.11, Sekil 5.3.12, Sekil 5.3.13) kararhlik
bolgelerinin grafikleri verilmistir. Bu kararlilik bolgesi grafikleri Maple18 paket

programi kullanilarak elde edilmistir.
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ExplicitEuler

Tm(z)

Re(z)

Sekil 5.3.6. Standart explicit Euler
( =0 ) metodunun
kararlhlik bolgesi

Theta-{1/5)

Im(z)

Re(z)

Sekil 5.3.7. Standart implicit
metodun (0 =0.2) icin
kararhlik bolgesi
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Tapezaidal(Theta-(1.2))

Tm(z)

Re(z)

Sekil 5.3.8. Standart trapezoid
( 6=05 ) metodun
kararhlik bolgesi

ImplicitEuler

Im(z)

Re(z)

Sekil 5.3.9. Standart implicit Euler
( 6=1 ) metodunun
kararhlik bolgesi



Nonstandard Explicit Euler

Tm(z)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Re(z)
Sekil 5.3.10. Standart olmayan
explicit Euler (6=0)
metodunun kararhlik

bolgesi

Nonstandard Theta-(1/5)

Tm(z)

-3 -2 -1 0 1 2 3

Re(z)

Sekil 5.3.11. Standart olmayan
implicit metodun
(6 =0.2) icin kararlihk
bolgesi
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Nonstandard Tapezoidal{ Theta-(1.2))

Tm(z)

Re(z)

5.3.12. Standart olmayan
trapezoid ( 6=05 )
metodun kararlilik bolgesi

Nonstandard Implicit Euler

Im(z)

Re(z)

Sekil 5.3.13. Standart olmayan
implicit Euler (6=1)
metodunun kararhlik
bolgesi



6. KESIRLI DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCIN THETA METODU

6.1. Giris

Bu kisimda giintimiizde kullanim alanlar giin gectikge artan kesirli mertebeden
diferansiyel denklemlerin niimerik ¢o6ziimleri i¢cin Theta metodunun
kullanilmasi ele alinmistir. Bu kismin amaci, adi diferansiyel denklemleri
¢ozmek icin kullanilan klasik Theta metodundan yola c¢ikarak, Kkesirli
diferansiyel denklemleri ¢6zmek ic¢in kullanilan Kesirli lineer c¢ok adimh
metodun da yardimiyla yeni ve kararh bir metot olan kesirli Theta metodunu

elde etmektir.

Bu amagla kullanacak oldugumuz baslangi¢c deger problemi, f: [t,,T] X R - R

ve 0 < a < 1 olmak tizere

D%y () = f(t,y®),  y(to) =0 (6.1.1)

seklindeki kesirli mertebeden diferansiyel denklemdir.
6.2. Kesirli Lineer Cok Adiml1 Metotlar

[, Euler-Gamma fonksiyonu olmak iizere, « mertebeden Riemann-Liouville

integrali
I“f(x)zif(x—s)“‘lf(s)ds x = 0,Rea >0 (6.2.1)
I'(a) ) S o

seklinde olsun. I*f(x) (sabit f ve x i¢cin) analitik olarak a-ya baghdir.

Eger f, [0,x] kapali araliginda k-defa siirekli diferansiyellenebilirse, o zaman

a’nin negatif reel kismi sayesinde, analitik olarak Re(a) > —k i¢in

dk
1“f(x) = Wlﬁkf(x) (6.2.2)

seklinde devam edebilir.

Eger —k < Re(a) <Ovej=0,1,-,k —1icin f9(0) = 0ise o zaman 1. tir
Abel integral esitliginin (first kind Abel integral equation)
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flx) = F(%a)of(x —5)" % 1ly(s)ds,x =0 (6.2.3)

¢coztimii y(x) = I*f (x) seklindedir(Lubich, 1986).

a tamsay1 olmak tlizere, [* tekrarli integrasyon yada tekrarl tiirevi ifade eder:

x Xk X2

ka(x)zofof ...Off(xl)dxldxz---dxk (6.2.4)

dk
IPF(x) = FGO,I7F(0) = = F()
Bu yiizden [%’ya, a mertebeden kesirli integral diye isim verilir ve ayrica D™%

(—a mertebeden kesirli tiirev) ile de gosterilebilir(Lubich, 1986).

Ayrica (6.1.1) baslangi¢c deger problemi Volterra integral esitligi formunda
. t
y() =yo + @ f(t —5)*f(s,y(s))ds (6.2.5)
to

seklinde yazilabilir(Lubich, 1986; Garrappa, 2009).

Niimerik yaklasma i¢in /% nin iki karakteristik 6zelliginin korunmasi istenir. Bu
iki 6zellik

1. I*nin homojenligi
I“f)(x) = x* (I (tx))(1) (6.2.6)

2. 1%1nin konvulayon yapisi

19f = ! a-1 6.2.7
f—mt f (6.2.7)

seklinde verilebilir(Lubich, 1986).

0 zaman konvulasyon kuadratiir (convulation quadrature) denklemi
n S
IEFGO = h Y w i fGR) + Y w1 ), (x = nh) (6.2.8)
j=0 j=0
seklinde yazilabilir. Burada w,(n = 0) konvulasyon kuadratiir agirliklar

(convulation quadrature weights) ve w,;(n =0, j =0,---,s, s sabit) baslangi¢
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kuadratiir agirhiklar1 (starting quadrature weights), h’a bagh degillerdir. h®
carpanindan dolayi, /*’nin homojenligi
) (x) = x* Uy f (£x))(1) (6.2.9)

seklinde yazilir ve boylece konvulasyon yapisi korunmus olur.

p. mertebeden konvulasyon kuadratiirii hesaplamanin kolay bir yontemi, p.
mertebeden lineer cok adimli metodun a kuvvetini kullanmaktir ki bu yonteme
kesirli lineer ¢cok adimli metodu(factional linear multi-step method) denir

(Lubich, 1986; Galeone vd., 2009).

(6.2.1) ve (6.2.8) denklemlerinde @ = 1 oldugunu varsayalim. Eger bir lineer
cok adimh metot ((p,o)(lineer ¢ok adimli metodun sirasiyla birinci ve ikinci

karakteristik polinomlar1)) kuadratiir problemine uygulandiginda

Y@ =@, 0 =0 yani y() = [ f(s)ds (62.10)
0

olur.
(6.2.8) niimerik ¢6zliimi konvulasyon kuadratiir yontemiyle elde edilebilir.

Burada, ¢ herhangi bir degisken olmak itizere w, konvulasyon kuadratir

agirliklari
_a(1/9)
w(§) = 2(1/0) (6.2.11)

seklinde tanimlanan w(¢§) tUrete¢ fonksiyonunun (generating function)

katsayilarindan olusur (Lubich, 1986; Lubich, 1988).

Bir lineer ¢ok adimli metodun yakinsakligina, onun kararli ve tutarli olmasi
sayesinde karar verilebilir. Asagida a € C i¢in kararlihigin ve tuttarhligin
tanimlar1 verilmistir. Bu tanmimlarda w = (w,,)y , (6.2.8) denklemindeki
konvulasyon kuadratiirdiir (Lubich, 1986).

Tammm 6.2.1. Eger w, = 0(n®!) ise I* icin w konvulasyon kuadratiirii

kararhdir(Lubich, 1986).

Tanim 6.2.2. Eger h*w(e ™) =1+ 0(h?),p > 0, ise I% icin w konvulasyon
kuadrattirii p. mertebeden tutarhdir(Lubich, 1986).
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Diger tamim ve teoremlerde kullanilacagl icin asagidaki notasyonlarin

kullanilmasi uygun olacaktir(Lubich, 1986):
n
af(x) = haz Waei fGR), (x = nh) (6.2.12)
j=0

(6.2.8) denkleminin konvulasyon kismi,
Ef =Qf —I¢ (6.2.13)

notasyonu da konvulasyon kuadrattir hatasidir.

Tanim 6.2.3. Egerher § € C, f§ # 0,—1,—2, -+ icin
(EZtP~1)(1) = 0(hP) + O(hP) (6.2.14)
ise, o zaman w konvulasyon kuadratiirii p. mertebeden yakinsaktir(Lubich,

1986).

Simdi konvulasyon kuadratiir denklemindeki (6.2.8) baslangi¢ ve konvulasyon

kuadratiir agirliklarindan bahsedelim (Galeone, 2008; Garrappa, 2013).

(6.2.8) denklemindeki wy, ; baslangi¢ kuadratiir agirliklari, orijin etrafindaki tam
¢6zimin asimtotik davranisinin tanimlanmasi ile ilgilidir. Bu nedenle w,, ;
baslangi¢ kuadratiir agirliklar1 metodun kararliligina etki etmez. Ancak w,
konvulasyon kuadratiir agirliklari bu metodun ana bilesenleridir ve bu
yaklasimin Kkesirli diferansiyel denklemler icin avantaji, kesirli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan kesirli lineer ¢ok adimli metotlarin, adi
diferansiyel denklemler i¢in kullanilan lineer ¢ok adimli metotlarin

genellestirilmesi ile elde edilebilmeleridir.

Cok adimli metotlar1 (5.1.5) konvulasyon kuadratiir metodu seklinde
yazabilmek icin (6.2.11) denklemi ile verilen w(¢) tirete¢ fonksiyonu, wy,
konvulasyon kuadratiir agirliklarinin formal kuvvet serisinin (formal power

serie) katsayilari olarak

w($) = Z wré™ (6.2.15)
n=0
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seklinde ifade edilir.

Daha sonra w(¢) lrete¢ fonsiyonunun Kkesirli mertebeden diferansiyel
denklemlere uygulanabilmesi i¢in, w, konvulasyon agirliklarinin, w(§) lreteg
fonksiyonunun kesirli mertebeden formal kuvvet serisinin katsayilariyla
esitlenmesi gerekir.

a(1/9]"
p(1/8)

wp(§) = Z wné™, we(§) = l (6.2.16)

(6.2.16) denklemi (6.2.8) denklemine uygulanip, daha sonra (6.2.5) denleminde

yerine yazilirsa elde edilen yonteme kesirli lineer ¢ok adimli metot denir ve
n S
Yn = Yo+ h" Z Wn_jfj + h* Z Wn,ifj (6.2.17)
j=0 j=0

genel formiiliiyle ifade edilebilir.

Genellikle formal kuvvet serisinin katsayilari ile kesirli lineer ¢ok adimh
metodun konvulasyon kuadratiir katsayilari esitlenirken zorluklar yasanir. Bu
zorluklar1 ortadan kaldirmak icin asagidaki teoremde verilen ].C.P Miller

formiili kullanilir (Galeone, 2008; Garrappa, 2013).

Teorem 6.2.1. () =1+ Y-, a,&" formal kuvvet serisi olsun. O zaman

herhangi bir ¢ € Cigin

(P()* = 2 viDEn (6.2.18)

n=0

denklemindeki v,(la) katsayilar1 yinelemeli olarak

n

a+1)j
v =10 =y (% _ 1) v, (6.2.19)

j=1

seklinde esitlenebilir(Galeone, 2008; Garrappa, 2013).
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6.3. Kesirli Theta Metodu

Onceki béliimde (6.2.17) denklemi ile verilen kesirli lineer cok adimli metodu,
(5.1.5) denklemi ile verilen lineer ¢ok adimli metodun genellestirilmesi ile elde
edilmisti. Bu boliimde ise kesirli Theta metodu, klasik Theta metodundan yola
cikilarak elde edilecek ve bu islem 6nceki bolimde de oldugu gibi (6.2.8)

denklemi ile verilen konvulasyon kuadratiir metodu kullanilarak yapilacaktir.

Oncelikle standart Theta metodu

Yn+1 = Yn = h(1 = 0)f + hOfy 11 (6.3.1)

seklinde verilsin. Metodun birinci ve ikinci karakteristik polinomlari, (5.1.6)

denkleminde oldugu gibi

p)=¢—-10(@)=0¢—-1)+1 (6.3.2)
seklinde elde edilir.

Konvulasyon kuadratir metodunun, w, kuadratir agirliklart bulunurken

kullanilacak olan w(§) tlireteg fonksiyonu, 8 € [0,1] olmak iizere

§
seklinde elde edilir. Burada 8 = 0 igin,

w(§) = % (6.3.4)

seklinde kesirli Euler metodunun tirete¢ fonksiyonu,

1. .
9=51(;1n,

w(§) =5 |

1(1+4¢
Sl g] (6.3.5)

seklinde kesirli trapezoid metodun tirete¢ fonksiyonu,
6 = 1icin,
1

seklinde kesirli implicit Euler metodunun trete¢ fonksiyonu elde edilir.
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(6.1.1) baslangic deger problemi c¢o6ziilirken kullanilan Riemann-Liouville
kesirli integral denkleminin her iki tarafina Laplace donilisiimii uygulandiktan
sonra
Y(s) = G(s)F(s)

1 (6.3.7)
G(s)=s%= {mt“ L s}
esitligi elde edilir(Podlubny, 1999).

Daha sonra, kesirli Theta metodunu elde etmek i¢in bulunan ve (6.3.3) denklemi

ile verilen w(¢) tirete¢ fonksiyonu, (6.3.7) denklemindeki G (s) fonksiyonuna

uygulandiginda
G(WS)> <W;(f)) (h) 1-H*A-5+50)™" (6.3.8)

seklinde formal kuvvet serisine donitsir. (6.3.8) denkleminin sag tarafindaki

ifadenin katsayilari,

(g) (1- (1 —¢+¢6) = i Wng" (6:39)
n=0

esitliinde oldugu gibi, w,, konvulasyon kuadratiir katsayilarina esitlenmelidir.
Ancak (6.3.9) denkleminin sag ve sol tarafindaki ifadelerin katsayilar
esitlenirken karsilasilan bazi zorluklardan dolayi, bu islem Teorem 6.2.1 de
belirtilen ].C.P. Miller formiilii kullanilarak yapilir. Soyle ki (6.3.8) denkleminin
sag tarafindaki (1 — )% carpani

+1
m® = 1,m® = (“ 1) m@, (6.3.10)
n
seklinde, (1 — & + £6)™“ garpani da
l-a 1
( ) _ ( ) _ (=)
s [0

seklinde J.C.P. Miller formiilii her iki ¢arpana da uygulanir. Daha sonra (6.3.10)
ve (6.3.11) denklemleri ¢arpilarak

co

(B) a-ora-grgmre=) o

n=0

(6.3.12)

seklinde kesirli Theta metodunun konvulasyon kuadratiir katsayilar: elde edilir.

Burada
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@, @

k

— (=

Ch = n; n—j
]=

j=0

dir. O zaman Kkesirli Theta metodunun genel formiilii, (6.2.17) denkleminden

yola ¢ikilarak
n S
Yn =Yo +h Z Cn—jfj + % Z Cnjfj (6.3.13)
j=0 j=0
seklinde elde edilir.

Asagidaki 6rnekte kesirli lineer ¢cok adimli metot ile ¢oziilen

D°7y(t) = -2y, y(0) =1 (6.3.14)
baslangic deger probleminin, E,(x) =Z’?=°r(%i1) Mittag-Leffler fonksiyonu
olmak iizere, y(t) = E,(—2t)%7 analitik ¢oziimii ile, Kesirli Theta metodu

(6.3.13) denklemi kullanilarak elde edilen yaklasik ¢oziimiiniin 8 = 1/2 i¢in

karsilastirilmasi ve kudratiir hatasinin grafigi verilmistir:

0.9

08
0.7
0.8
v(t) 0.5
04
0.3

0.2

0.1

Sekil 6.3.1. 8 = 0.5 icin analitik ve yaklasik ¢6zliimiin karsilagtirilmasi
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1017

1074

0.2

Sekil 6.3.2. 8 = 0.5 i¢in kuadratiir hatasi

0.4

0.6
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1.2

14

1.6

1.8




7. TARTISMA VE SONUCLAR

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu tez ¢alismasinda, ge¢misi 17. yiizyilin
sonlarina dayanan ve o giinden itibaren gelismeye devam eden Kkesirli
mertebeden diferansiyel denklemler ve bunlarin yaklasik ¢oztimleri i¢in yeni bir

metot incelendi.

Yedi ana bolimden olusan bu calismanin birinci béluimi olan giris kisminda,
genel itibariyle kesirli analizin klasik analizden farki ve kesirli analizin nasil
basladigindan bahsedildi. Ayrica kesirli analizin gelisimine katkida bulunan
matematikgiler ve onlarin kesirli analiz hakkinda yaptiklar1 ¢alismalardan soz

edilidi. Buna ek olarak kesirli analizin uygulama alanlar1 soylendi.

ikinci bélimde, bu calismada kullanilan bazi kaynaklar ve bu kaynaklarin

iceriklerinden so6zedildi.

Ugiincii boliimde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde
biiyiik bir éneme sahip olan bazi temel fonksiyonlar ve bu fonksiyonlarin
ozellikleri Gamma, Beta, Mittag-Leffler ve Wright fonksiyonlari bashklar altinda

incelendi ve bu fonksiyonlarin bazi degerlerine ait grafikleri ve tablolar verildi.

Dérdiinci bolimde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde
oldukca fazla kullanilan Riemann-Liouville, Griinwald-Letnikov ve Caputo
kesirli tiirev ve kesirli integrallerinin tamimlar1 ve o6zellikleri verildi. Ayrica
kesirli tiirev ve kesirli integral tanimlarinin arasindaki farklara ve benzerliklere

deginildi. Buna ek olarak kesirli tiirevin baz1 6zelliklerinden bahsedildi.

Besinci boliimde, oncelikle lineer ¢ok adimli metotlarin, bunlarin karakteristik
polinomlarinin, tutarhliklarinin ve kararhliklarinin tanimlari yapildi. Sonra adi
diferansiyel denklemler ve denklem sistemlerinin nimerik ¢6ziimlerinin
bulunmasinda oldukg¢a sik kullanilan standart ve standart olmayan Theta
metotlar1 tanimlandi. Ayrica her iki Theta metodunun hatalari, yakinsakliklari

ve kararliliklarinin tanimlari yapildi ve teoremlerinin ispatlari verildi. Theta'nin
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[0,1] kapal araligindaki bazi alt araliklar i¢in kararlilik tirleri tablo halinde
gosterildi. Daha sonra standart ve standart olmayan Theta metotlan ile bir
ornek cozillerek elde edilen c¢oéziimlerin analitik ¢6ziim ile karsilastirmal
grafikleri verildi. Buna ek olarak hem standart hem de standart olmayan Theta

metotlarinin kararlilik bélgeleri ¢izdirildi.

Altincat boélimde, oncelikle konvulasyon kuadratir metodunun tutarlilik,
yakinsaklik ve kararlilik tanimlar: verildikten sonra lineer ¢ok adimli metodun,
konvulasyon kuadratiir metoduyla birlestirilerek kesirli ¢ok adimli metodun
nasil elde edilebilecegi gosterildi. Daha sonra kesirli Theta metodunun, klasik
Theta metodu ve konvulasyon kuadratiir metodu kullanarak, kesirli lineer ¢ok
adimli metotlara benzer sekilde, nasil elde edildigi ayrintili bir sekilde ifade
edildi. Ayrica bir 6rnek ile kesirli Theta metodu kullanilarak elde edilen
¢ozimin, analitik ¢ozlim ile karsilastirmali grafigi ve ¢oziimin hata grafigi
cizdirildi. Bitiin bu islemler ve grafiklerin c¢izimi igcin Matlab paket

programindan faydalanildi.
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