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FRAME TEORI VE AYRILABILIR OLMAYAN HiLBERT UZAYINDA BESSEL
SISTEMI
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Tez Danismani: Dog. Dr. Yusuf ZEREN

Bu tezde Hilbert uzayindaki frame’ler ve ayrilabilir olmayan Hilbert uzaylarinda Bessel
sistemi konu alinmistir. Calisma doért temel bolimden olusmaktadir.

Birinci boélimde literatiir 6zeti ve tezin amaci verilmistir. ikinci bolimde tezin
bitlninde kullanilacak olan temel kavramlar anlatiimistir.

Uglincli bolimde Hilbert uzayindaki frame’ler tanimlanmis ve bu uzay Uzerindeki
ozellikleri incelenmstir.

Bizim calismamiz olan dordiincl bolimde ise ayrilabilir olmayan Hilbert uzaylarinda
Bessel sistemi tanimlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert uzayi, frame, bessel sistemi, ayrilabilir olmayan Hilbert
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Fourier dontisimi ylz yili agkin bir stiredir analiz igin 6nemli bir ara¢ olmustur. Fakat
sinyalin frekansi hakkinda bilgi verirken yayilma ani ve siresiyle ilgili bilgileri
evrelerinde saklar. D. Gabor [1] bu problemi 1946 yilinda sinyal ayrisimina yeni bir
yaklasim getirerek ¢cozmustiir. Gabor’un yaklasimi kisa slirede bu alanda kabul gérdi ve
yayildi. Bunun sebebi bu yontemin parazitlere karsi direng¢ saglamasi, iletimde bilgi
kayiplarini 6nlemesi, nicelemede esneklik saglamasi ve bunlari yaparken sinyalin
onemli karakteristik 6zelliklerini korumasiydi. Gabor farkinda olmadan frame’in temel

ozelliklerini kesfetmisti.

1952 yilinda Duffin ve Schaeffer [2] harmonik olmayan Fourier serilerinde agir bir
problem Uzerinde galisirlarken resmi olarak ilk kez frame’leri tanimlamiglardir. 1986
yilinda ise Daubechies, Grossmann ve Meyer [3] donUim noktasi olan bir ¢alismayla
frame’lerin daha genel kullanim alanlarina yayilmalarini saglamistir. Daha sonra
glinimuze kadar frame'ler ile ilgili calismalar devam etmis Casazza [4] ve Christensen
[5] tarafindan 6nemli kaynaklar olusturulmustur. Yakin zamanda da Bilalov [6], [7], [8],
[9], [10] 6nemli calismalarda bulunmustur. Frame’ler alisiimis olarak sinyal ve goriinti
islemede, harmonik olmayan Fourier serilerinde, bilgi sikistirmada ve 6rnekleme
teorisinde kullanildi. Ginlmuzde ise uygulama alanlari giderek artarak teorik ve
uygulamali matematikte, fizikte, mihendislikte ve bilgisayar bilimlerinde yaygin olarak

kullanilir hale gelmistir.



1.2 Tezin Amaci

Tezin amaci Hilbert uzayr Uzerindeki frame’ler konusunda temel bir kaynak
olusturmaktir. Bu nedenle ilk olarak Hilbert uzayl Uzerinde tanimlanan frame’ler
anlatilmistir. Ayrica tezin bizim g¢alismamiz olan boélimiinde ise ayrilabilir olmayan

Hilbert uzaylan Gzerinde Bessel sistemi tanitiimistir.

1.3 Hipotez

Bu tezde, Hilbert uzayindaki frame’ler hakkinda temel bir kaynak olusturduktan sonra
ayrilabilir olmayan Hilbert uzayindaki frame’lere giris icin bazi temel tanimlari ve

teoremleri elde etmek amaglanmigtir.



BOLUM 2

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolimde konuyla ilgili olarak daha sonraki boliimlerde kullanilacagimiz temel tanim

ve teoremlere yer verilecektir.

2.1 Vektor Uzaylari

Tanim 2.1 F verilen bir cisim ve X bostan farkh bir kiime olsun. X Uzerinde

tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemleri sirasiyla
+IXxX > X, (X,y)>x+y

ve

SFxX 5 X, (a,x) > ax

seklinde olsunlar. Eger her x,y,z€ X ve her «, B €[ igin,
(i) x+(y+2)=(x+y)+z

(i) x+y=y+Xx

(ili) x+0=x olacak sekilde 0 € X

(iv) Her xe X igin X+ X' =0 olacak sekilde x" e X vardir.
(V) a.(Xx+Yy)=ax+a.y

(vi) (a+p)x=ax+pX



(vii) a.(B.X)=(a.f).X

(viii) 1.x=x

sartlari saglaniyorsa X kiimesine F cismi lzerinde bir vektor uzayi denir. F ‘ye X
vektor uzayinin skaler cismi denir. F' cisminin R reel sayilar cismi ya da C kompleks

sayllar cismi olup olmadigina bagh olarak X uzayina reel vektor uzayl ya da kompleks

vektor uzayi denir, [13].

Tanim 2.2 X ve Y bir ayni skaler [ cismi tGzerinde iki vektor uzayi olsun. L: X =Y

bir donlisiiml her X,y € X ve her «, f € igin,

L(ax+py) = al(x)+ SL(Y)

Ozelligini saghyorsa L ‘ye X ‘den Y ‘ye bir lineer donlsiim denir. Lineer bir donisim
ayni zamanda slrekli ise lineer donilisiim yerine lineer operator ifadesi de kullanilr,

[13].

Tanim 2.3 X kimesi F cismi lzerinde bir vektér uzayi olsun. L: X —F donlsimi

lineer ise L ‘ye lineer fonksiyonel denir, [13].

Tanim 2.4 X bostan farkl bir kiime olmak uzere,
d:XxX >R, (x,y)—>d(xY)

donlsimi her X,y,z € X igin,

(i) d(x,y)=0ve d(x,y)=0<x=y

(ii) d(x,y)=d(y.x)

(iii) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

sartlarini saghyorsa, d ‘ye X Uzerinde bir metrik denir. (X,d) ikilisine de metrik uzay

adi verilir, [13].

Tanim 2.5 X metrik uzayinda alinan bir (Xn) dizisi icin eger,

limd(x,,x)=0

n—oo



olacak sekilde bir xe X varsa (Xn) dizisine yakinsak ( ya da X noktasina yakinsar)
denir. X noktasina, (Xn) dizisinin limiti adi verilir ve Lm X, =X (ya da kisaca X, = X)
ile gosterilir, [13].

Tanim 2.6 X metrik uzayinda alinan bir dizi (Xn) olsun. Eger her & >0 sayisina karsilik

her m,n> N igin,

d(x, X,)<é&

n?“'m

olacak sekilde bir N € N sayisi bulunabiliyorsa, (xn) dizisine bir Cauchy dizisi denir,
[13].

Tanim 2.7 X bir metrik uzay olmak lizere X ‘deki her Cauchy dizisi yakinsak ise yani

X ‘de bulunan bir limit noktasina sahip ise X uzayi tamdir denir, [13].

2.2 Normlu Uzay ve Banach Uzaylan

Tanim 2.8 X , [ cismi Uzerinde bir vektér uzayi olsun. X Uzerinde her X,y e X ve
her a € F igin asagidaki ozellikleri saglayan |||| X — R fonksiyonuna X Uzerinde bir

normdur denir:

(i) [x|=0 ve |x|=0<x=0

(i) x| =ad ]

(i) |x+y|<[x|+]ly] (Usgen esitsizligi)

|| fonksiyonu ile birlikte (X[} ikilisine ise normlu uzay adh verilir, [13].

Tanim 2.9 Eger X normlu vektor uzayi sayilabilir ve yogun bir alt kiime iceririyorsa

ayrilabilirdir denir, [13].
Tanim 2.10 (X||||) bir normlu uzay olsun. Eger X uzayl normdan indirgenen

d(x,y) =||x—y| metrigiyle tam ise (X ,||||) ikilisine bir Banach uzayi adi verilir, [14].



Tanim 2.11 X ve Y birer normlu uzay ve T:X —Y lineer bir donliisim olsun. T
dontsimi X ‘deki her sinirh kiimeyi, Y ‘de sinirh bir kiimeye donistliriiyorsa T ‘ye

sinirli (ya da suirekli) operator denir.

Diger bir ifadeyle eger her x € X igin,
[TOI] < K.l (2.1)

olacak sekilde bir K > 0 sayisi bulunabiliyor ise T ‘ye sinirli operator denir, [14].

Tanim 2.12 T operatérinin normu, T|| ile tanimlanir ve (2.1) esitsizligini saglayan en

kiicik K sabitidir. Diger bir ifadeyle,
[T]|=sup{|Tx]: x « X, [x]| =1}

olur, [13].

Tanim 2.13 T: X —Y bir operator olmak tizere T, birebir ve 6rten ise tersi vardir. Bu

durumda T operatorine tersinirdir denir, [14].

Teorem 2.1 Banach uzaylari arasindaki sinirli, birebir ve orten bir operator sinirli bir

inverse (terse) sahiptir, [15].

Teorem 2.2 X bir Banach uzayi olsun, T:X — X operatéri sinirl ve || -T|<1

sartini saglar ise bu durumda T tersinirdir ve
TH=>(1-T)"
k=0

ile birlikte

1
-1 < -
NS

olur, [15].

2.3 i¢ Carpim Uzayi ve Hilbert Uzaylar

Tanim 2.14 X , [F cismi Uzerindeki bir vektor uzayi olmak Gzere,



(4 XxX >F, (%Yy)>(XY)
fonksiyonu, her x,y,ze X ve a, S €F igin,

(i) (x,x)=0, (x,x)=0<x=0

(ii) (ax+py,z)=a(x,z2)+p(y.z)

(iii) (x,y)=(y,x)
sartlarini sagliyorsa X (zerinde bir i¢ ¢carpim adini alir. (X<>) ikilisine de i¢ ¢arpim

uzayi denir.

Bir (.,.) ic carpimiyla bir X uzayi xe X olmak iizere,

X = (% %)
normuyla bir normlu uzaydir, [13].

Tanim 2.15 X bir i¢ carpim uzayi olmak Ulzere eger X,

x| =/(x,x) normuna gore
tam ise, Hilbert uzayi adini alir.
Hilbert uzaylariigin biz bu tezde H yazilimini kullanacagiz.

Herhangi bir H Hilbert uzayi, her X,y € H igin

[ y) <M1yl
Cauchy-Schwarz esitsizligini saglar, [13].

Tanim 2.16 H bir Hilbert uzayi olsun. H ‘de bir { f, } " dizisine eger

span { fk}i1 =H

Ozelligine sahipse totaldir denir, [15].

Yardimci Teorem 2.1 H Hilbert uzayi olmak Gizere H uzayindaki bir {fk}:;1 dizisi icin

asagidaki ifadeler denktir:

(i) {f.}, , totaldir.



(i) Egerher ke N igin (f, f,)=0 ise bu durumda f =0 ‘dir, [15].

Bir Hilbert uzayi Gzerindeki lineer operatérler arasinda, fonksiyonel olan U:H —C
operatorlerinden surekli lineer olanlar 6nemlidir ve Riesz Temsil Teoremi ile

karakterize edilebilirler.

Teorem 2.3 (Riesz Temsil Teoremi) U : H — C siirekli lineer bir donisiim olsun. Bu

durumda her xe H igin,
Ux=(x,y)
olacak sekilde bir tek y € H vardir, [13].

Bu sekilde bir fonksiyonele temsil veren y e H elemaninin tekligi asagidaki sonug ile
verilmistir:

Sonug 2.1 H bir Hilbert uzayi olsun. Her ze H igin X,y € H ‘nin

(x.2)=(y.2)
sagladigini kabul edelim. Bu durumda x =y ‘dir, [13].

Simdi de herhangi bir xe H elemaninin normunun, H ‘nin birim kiresi Gzerindeki

elemanlar ve x arasindaki i¢ carpima dayanarak yazilabilecegine de belirtelim:

Yardimci Teorem 2.2 H bir Hilbert uzayi olmak tzere her xe H icin,

x| =sup|(x. y)
Iyl
olur, [15].

Tanim 2.16 H ve K Hilbert uzaylari olsun ve U, H uzayindan K uzayina sinirh bir

operator olsun. U ‘nun adjoint operatorii her Xxe H ve her y € K igin,
(Ux,y)= <x,U*y>

esitligini saglayan bir tek U” : K — H operatorii seklinde tanimlanir, [13].

Yardimci Teorem 2.3 U : H — K sinirli bir operator olmak tzere asagidakiler saglanir:

() Jul=Ju ] ve Juu A =[u]" dir



(i) U értendir < Her yeK icin [U*y|>Cl|ly| olacak sekilde bir C>0 sabiti

vardir, [15].

Tanim 2.17 Bir U : H — H sinirli lineer operatérii eger UU*=U*U =1 (U*=U") ise
tiniterdir denir. U dniter ise, bu durumda her X,y e H igin, (Ux,Uy) =(x,y) saglanir.

Eger U =U™* ise U ’ya self-adjoint denir. UU*=U*U ise U ‘ya normal operator

denir.

U self-adjoint oldugunda

= sup‘(Ux, x>‘

b=
olur.
Self-adjoint operatorlerin kiimesi Gzerinde bir kismi siralama bagintisi, her x e H igin
U, <U, < (Ux, x) < (U, X)
seklinde verilir, [15].
Teorem 2.4 U, U, U, self-adjoint operatérler olsun. Eger U, <U, ve U, >0 ise
U,U, <U,U, olur, [15].
Self-adjoint operatorlerin 6nemli bir sinifini ortogonal projeksiyonlar olusturur:

Tanim 2.18 H ‘nin bir V kapal alt uzayi verilsin. H ‘nin V ({izerine ortogonal

projeksiyonu P:H — H olmak lzere
Px=X, xeV

Px=0, xeV"

seklinde tanimlanan P operatéridir, [15].

Yardimci Teorem 2.4 U : H — H sinirli bir operator olsun. Her X e H igin <UX, X> =0

oldugunu kabul edelim. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(i) H kompleks bir Hilbert uzayi ise bu durumda U =0 ‘dir.

(ii) H reel bir Hilbert uzayi ve U self-adjoint ise bu durumda U =0’dir, [15].



Tanim 2.19 Eger her X € H igin <UX, X> >0 ise U:H — H sinirh operatoriine pozitiftir

denir, [13].

2.4 L"(R),*(R),1*(N) Uzaylan

1<p<oo olmak iizere L°(R) uzaylari Banach uzaylarinin énemli bir sinifini

olusturmaktadir.

Tanim 2.20 L° (R) ={f 1R —C: f dlgiilebilir ve [ | (x)" dx < oo}

olarak tanimlanir. Burada | f|* nin integrali Lebesgue dlciisiine gore alinmaktadir.

L°(R),

j1={flror )

normu ile bir normlu uzaydir.

p =2 durumu énemlidir. Giinkii L*(R) uzay,
Lz(R):z{f : R — C: f 6lciilebilir ve Hf (x)‘2 dX<oo}

ic carpimla donatilan L°(R) uzaylarindan sadece biridir. Gergekten de L*(R),

f,ge’(R) olmak iizere,

(f.9)= [ f(x)g(x)x

ic carpimiyla bir Hilbert uzayidir.

L*(R) 'de her f,geL*(R) icin,
(firwre] | Flacor o]

10

+00

jf(x)g(x)dx

—00




Cauchy-Schwarz esitsizligi saglanir, [14].

Tanim 2.21 1?(N) uzay,
(19~ % £ T <
keN

seklinde tanimlanir. Bu uzay

({Xk},{yk}FZXky_k

keN

ic carpimiyla bir Hilbert uzayidir.

1?(N) “de her {X},_ .{¥},, isin,

2
§Z|xk|22|yk|2

kel kel

> % Vi

kel

Cauchy-Schwarz esitsizligi saglanir, [14].

2.5 Sartsiz Yakinsaklik ve Mutlak Yakinsaklik

X bir vektor uzayi olmak Gzere her f € X ‘in {fk} vektorlerinin lineer kombinasyonu

seklinde bazi ¢, € C katsayilari igin,

F=3¢f,
k=1

seklinde bir temsile sahip oldugu ve bu {fk} dizilerinin ¢esitli formlarinin oldugunu

bilmek fonksiyonel analizde goézlemledigimiz ¢ogu uzayda sonlu bir {fk} dizisiyle

yapilamamaktadir. Burada {fk};; dizisi aracihgiyla f ‘nin temsilini sonsuz bir seri

verecektir. Bu sebeple sonsuz serilerin yakinsakligi ile ilgili bazi agiklamalar yapalim:

Tanim 222 X normlu uzayinda bir {f/} dizisi alalim. Eger n—oo iken

Hf—zn:ck f,

k=1

— 0 saglaniyorsa ZCk f, serisinin f € X ‘e yakinsar denir, [11].
k=1

11



Tanimdaki bu sart saglaniyorsa f =ch f, yazilabilir. Bu tanimda {fk} dizisi belli bir
k=1

sirada olusturulmustur. Ancak burada, f=ZCk f, serisinin yakinsama &zelliginin
k=1

sadece {f,} dizisi ve {c } katsayilarina bagl olmadigini ayni zamanda siralamanin da

onemli oldugunu belirtmekte fayda vardir.

Ornegin en ¢ok bilinen Banach uzayi érneklerinde R uzayinda bir {ak} dizisi icin

Zak serisi yakinsak olabilir, fakat dogal sayilarin belli herhangi bir o permiitasyonu
k=1

icin Zaa(k) iraksak olabilmektedir. iste bu sebepten asagidaki ikinci yakinsama
k=1

cesidini vermemiz bizim icin 6nemlidir.

Tanim 223 X normlu uzayinda bir {f,}" dizisi alaim. Eger ng(k) serisi N
k=1

kiimesinin blitiin o permdutasyonlari icin yakinsak ise Z f, serisine sartsiz yakinsaktir
k=1

denir, [11].

Bu durumda serinin limiti toplama sirasina bakilmaksizin ayni kalir.

Tanim 2.24 X normlu uzayinda bir {f,}  dizisi alalim. Eger i” | <o ise i f,
=] P

serisi mutlak yakinsaktir denir, [11].

Teorem 2.5 X normlu uzayinda bir {fk}:j:1 dizisi alahm. Eger Z f, serisi mutlak
k=1

yakinsak ise sartsiz yakinsaktir, [11].

2.6 Hilbert Uzaylarinda Ortonormal Bazlar ve Bessel Diziler

Tanim 2.25 H bir Hilbert uzayi olsun. H Uzerinde {e}  dizisini géz 6niine alalim.

Eger <ek,ej>:5k'j oluyorsa {e,},, ortonormal bazdir denir, [14].
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Teorem 2.6 (Bessel Esitsizligi) {ek}:;1 dizisi H Hilbert uzayi lzerinde ortonormal bir

dizi olsun. Her x € H igin

S foxef <l

saglanir, [14].

Yardimci Teorem 2.5 {fk}:;1 dizisi H Hilbert uzayinda olmak lizere ZCk f, serisi tim
k=1

{¢},, €1?(N) aileleri igin yakinsak olsun. Bu durumda,

T:I*(N)>H

T{c s =20k
k=1

seklinde sinirh lineer operatéri tanimlanir. Bu operatoriin adjoint operatori ise

T*:H —>1*(N)

Tt ={<f’fk>}oko:1

seklinde olup

SE A <ITIIF, vf eH
k=1
saglanir, [5].

Tanim 2.26 {f,} dizisi H Hilbert uzayinda olmak iizere her f e H igin,

Y [(f 50 <Bl [

k=1
lacak sekilde bir B> 0 sabitivarsa { f,},_ dizisine Bessel dizisi denir.

Bu esitsizligi saglayan herhangi bir B sayisina da {fk}f=l icin Bessel siniri denir, [5].
Teorem 2.7 Her ayrilabilir H Hilbert uzayi ortonormal bir baza sahiptir, [5].

Tamim 2.27 {e },  ailesi H Hilbert uzay: tzerinde ortonormal bir baz olmak zere

sinirli, birebir ve 6rten U : H — H operatori tanimlanmis olsun. Bu durumda {Uek}:ll

ailesine H igin bir Riesz bazidir denir, [5].

Onerme 2.1 {f}, ={Ue}  ailesi H uzayiicin bir Riesz baz olsun. Bu durumda her

f e H icin,

13



Al =2t 8f <8l ]

olacak sekilde A, B >0 sabitleri vardir. A sabiti icin en bliylik deger B sabiti

1
112
o

icinse en kiigiik deger |lU ||2 olur, [5].

Onerme 2.2 {e,}

k=
X:Z(x,ek)ek
k=1

olur, [16].

L H uzayi icin ortonormal bir baz olmak lizere her X e H icin

Onerme 2.3 (Parseval Esitligi) {ek}:;l , H uzayi icin ortonormal bir baz olmak Uzere

her xe H igin

I =2k e
k=1

olur, [16].
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BOLUM 3

HILBERT UZAYINDA FRAME’LER

Bu bolimde Hilbert uzayindaki frame’lerin genel tanimindan ve 6zelliklerinden

bahsedilecek ve bazi frame 6rnekleri verilerek frame’lere iliskin bir teori sunulacaktir.

3.1 Hilbert Uzayinda Frame’'ler

Bir H Hilbert uzayinda bir {fk} bazinin temel &zelligi, her f e H ‘nin bazdaki f,

elemanlarinin bir sonsuz lineer kombinasyonu olarak,

=3¢ (f)f, (3.)
k=1

seklinde temsil edilmesidir. Burada ¢, ( f) katsayilari tektir. Bir frame, her f € H igin

(3.1)'deki temsile imkan saglayan H uzayindaki {fk}f=l elemanlarinin bir dizisidir.

Ancak bu temsilde bulunan ¢, ( f ) katsayilarinin tek tirli olmasi gerekmez. Boylece bir

frame baz olmayabilir.

Simdi bu béliimde kullanacagimiz temel kavramlara deginecegiz:

H = {0} ayrilabilir bir Hilbert uzayi olsun.

Tanim 3.1 Bir H Hilbert uzayindaki elemanlarin bir {fk}f=1 dizisine, her f e H igin,
AlFF<Xfce ff <l ff (32)
k=1

15



esitsizligini saglayan 0 < A< B < oo katsayilari bulunabiliyor ise bir frame denir.

Tanimdaki esitsizligi saglayan A ve B sayilari sirasiyla, alt ve st frame sinirlari olarak

adlandiriir. Her f e H igin frame esitsizligini saglayan en biyik A>0 ve en kiigik

B > 0 sayilari optimal frame sinirlari olarak adlandirilir.

Bir {fk}keN frame’i Bessel dizisi oldugundan,

T:1?(N)>H (3.3)

T{Cea =20l
k=1

sinirli ve lineer bir operator tanimlar. Bu T operatoriine sentez (pre-frame) operatori

denir. T ‘nin adjoint operatord,

T*:H - I?(N) (3.4)

Tt ={<f’fk>}oko:1

olur ve bu T * operatoru analiz operatori olarak adlandirilir.

Eger {f,}, dizisi H icin bir frame ise bu durumda frame operatérii olarak

adlandirilan S =TT * operatord,

S:H—H, St =TT*f=>(f f)f (3.5)

k=1
seklinde tanimlanir ve H (zerinde tersinir bir operatordiir.

Her f e H igin,

o0

(st, £)=Y|(f, f)f (3.6)

k=1

saglanir. Gergekten de;

(Sf,f)=<i(f,fk)fk,f>

k=1

=((f ) G +(f, f) L +(F, f) f+., )

16



= (£ £ (F, £)+(F, ) (F, £)+(f, £)(F, ) +..

ZZ‘<fvfk>‘2

k=1
olur, [5].
Tanim 3.2 H uzayi icin bir frame eger;
A =B ise tight frame,
A=B=1 ise parseval frame,

her i, j e N icin | fi”:HfiH ise uniform frame,
her k e N icin | f | =1 ise normallestirilmis frame,

uniform sartina ek olarak bir de A=B =1 sarti saglaniyor ise uniform (parseval) tight

frame,

frame’deki elemanlarin herhangi birisi kaldirildiginda frame olma durumu bozuluyorsa

exact frame,

eger frame’den en az bir tane eleman kaldirilabiliyor ve bu elemani kaldirma
isleminden sonra frame teskil eden vektorlerin kiimesi hala H i¢in frame olarak
kaliyorsa (belki farkl bir frame siniri ile) overcomplete (inexact) olarak adlandirilir,

[15].

Eger bir {fk} ailesi, H uzayi icin bir frame ise bu durumda span{ fk}:;1 =H olur. Yani
eger ke N olmak tzere, f e H bitin f, ‘lara dik ise bu durumda frame esitsizligi

olarak adlandirilan (3.2) esitsizligi f =0 oldugunu gosterir.

Sik stk H uzayinda total olmayan dizilerle ugrastigimiz olur. Total olmayan bu diziler,
H igin bir frame olusturmazlar fakat bu dizilerin elemanlarinin kapali lineer gereni igin

bir frame olustururlar:

H uzayinda bir dizi olsun. Eger {f,}" , span{f} _ icin bir frame

o0

k=1’

Tanim 3.3 {f,}

ise {fk}f=l ailesine bir frame dizisi denir, [5].
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Ornek 3.1 {ek}le , H icin bir ortonormal baz olmak tzere;
(i) {e.} ortonormalbazi A=B =1 ile bir tight frame’dir. Ayrica {e,} exact frame’dir:

{e.} ={e.,€,.€;,...} ailesi ortonormal baz oldugundan

Skt =1l

Parseval esitligini saglar ve A= B =1 frame siniri ile bir tight frame’dir. {ek} ailesinden

k = m olmak Uzere herhangi bir e, elemani gikarildigi taktirde belirli bir f € H igin

DL ,ek>‘2 =0 olup, buradan {e,} aliesinin bir frame teskil etmedigi sonucuna varilir.

k=m

(i) {ek}okozl dizisindeki her bir elemanin tekrarlanmasiyla olusan

{f}, ={e.e.6,.8,6e,e,..} ailesi A=B=2 sinirlari ile tight ve inexact bir frame

olusturur:

gw, GOF = G+ B [ F 1)

+[(f, f4>‘2+...

=[(fe ) +(Foe)f +[(Fe)f +[(Fe)f +..

=2|(f.e) +2[(f.e,) +.

o0

:22‘<f’ek>‘2

k=1

olur, {e,} ={e,,e,,e;,...} ailesi ortonormal baz oldugundan Parseval esitligini saglar.
- 2 - 2
Z‘K f, fk>‘ - ZKZ;K f ’ek>‘ =2|f ”2

saglanir dolayisiyla {f.},_ ={e.e.e,.e,,€;€;,..} ailesi A=B=2 sinirlari ile bir tight

frame’dir.
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Bu aile ayni zamanda inexact bir frame’dir:

Glnku {fk}:’;l ailesinden herhangi bir eleman kaldirildiginda dizinin frame olma

durumu bozulmayacaktir. Ornegin kaldirilan béyle bir eleman f, olsun. Yeni {fk}le
k=3

dizisi {e,,€,,€,,€;,€,,...} seklinde olacaktir.

kfl;Kf, fF = | e)f +[(fLe)f +| e )f +[(f e )f +[(f.e)f +..

k=3

“of(te)f (e 2l e ¢

olup B=2, {f},_ icin bir Gst sinirdir. Yine,

SN A = Fae) + | edf +[(F e )f +[(Fe)f +[ e+

k=1

=2[(f,e) +|(f.e) +2|(f.e) +...
>[Cf e +(f.e ) +|(f e+

- 2
=2 [(f.e)
k=1
=[f[f
olup A=1 , {fk}:;l icin bir alt sinirdir.  f; elemaninin kaldirilmasiyla yeniden

olusturulan {fk}:ll dizisi H wuzayi icin bir frame olusturdugundan, ornekte verilen

{f}. ={e.e.e,,e,,e56;,..} ailesi inexact bir frame’dir. Goriildugi gibi sadece alt
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sinir degismis ve frame olma o6zelligi kaybolmamistir. Bu sekilde davranarak, hangi

eleman kaldirilirsa kaldirilsin bu dizinin frame olma durumunun bozulmayacagi gorulir.
(ilf)  Yine sadece e elemani tekrar edilmek Uzere, A=1B=2 sinirlari ile,

{fk}:;l ={e,,e,6,,6;,...} frame’i elde edilir:
Z\( E A =[(F EOF +[F, E)F +[F, B0 +)(F, £

=[Cte)f +(F o) [ e+ Fe)

=2|(f.e) +[(f.e) +[(f.e) +..

SZKZ;Kf,ek)\Z

=2t}

ve

) GRS CRA I CRA I E RN L

=|(f.e ) +|(foe ) +[(fe) +(Fe)f

+...

“of( e+l (e

zg‘(f,ekﬂz

=[ I
olup A=1ve B=2 ‘dir.

1 1 1

(iv) {f}, :{el,%ez,%ez,ﬁeg,ﬁeyﬁey..} ailesini ele alalim. Yani {f,}

1
ailesi | e N olmak Uzere, her bir vektori | kez tekrarlayarak —=e, seklinde yazilan bir

N

dizi olsun. Bu durumda {f,} ", A=B=1 sinirlariyla tight bir frame’dir:

k=1’
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LY S CRA TN YT SN 9

(sl s ) s <250
1 1 1

1 1
=f.e)f +S[fe) + o fe) K &) +§\<f,e3>f +§\<f,e3>r o

2 2 2 2

+ +

=‘<f,e1>‘2+ I

olup A=B=1frame sinirlariile { f}, tight bir frame’dir.

Ornek 3.2 {ek}okozl ailesi H i¢in bir ortonormal baz olmak tzere;

. e
(1) {el,%,g,ez,..} ailesi H igin bir ortogonal baz olmasina ragmen frame

olusturmamaktadir clinkii B =1 (st sinirt bulunmasina ragmen bir A alt sinin

icermemektedir.

(i) {Zel,ez,e3,...} ailesi A=1 B =2 frame sinirlariile bir frame olusturur:

DI A =K ) ) K

=[(f. 28 +[(Fe, ) +(F o)+

=2(f,e) +|(f.e) +[(F.e) +..
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ve

S =K K ) 4l B K

=Kf’261>‘2 +‘< f ’e2>‘2 +‘< f ,e3>‘2 +...

=2|(f.e) +[(f.&) +[(f.e) +..

ZgKf’eU‘Z

=[ I
olup A=1ve B=2 ‘dir.

Yardimci Teorem 3.1 {fk}le, S frame operatori ve A, B sinirlari ile bir frame olsun.

Asagidaki sartlar saglanir:

0

(i) Sf=>(f f)f iletanimlanan S:H —>H operatorii, Al<S<B.l &zelligini

k=1

saglayan ve H (zerinde sinirli, self-adjoint, pozitif ve tersinir bir operatorddr.

(i) {S‘l fk}t:il, S frame operatorii ve B, A sinirlari ile bir frame’dir.

(iii) Eger A ve B, {f}

«, i¢in optimal frame sinirlari ise, B™ ve A sinirlari da

{S’l fk}j=1 icin optimaldir, [5].

ispat (i): S ‘nin sinirli oldugunu gésterelim. S frame operatérii iki sinirli operatériin

(analiz ve sentez operatérleri) bileskesi oldugundan,
S| =ITT | =[TIT | =|T[ <B

olup S sinirlidir.

S*=(TT**=TT*=S

olup, S self-adjonittir.

(3.2) esitsizliginde (3.6) esitligi kullanilirsa,
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Al <(sf, £)<B]f[f

olup A, B,||f||2 >0 oldugundan (Sf, f)>0 olur. Sonug olarak S pozitif operatérdiir.
Bu esitsizligi kullanarak,

Al <S <BI

—-Bl <-S<-Al

0<BI-S<BI-AI

B-A

0<I-B7?S< I

olup, buradan

|1 -Bs|=sup

Itl=

(1-B7s)f, f>‘

(&2 )er)

B-A
sup

(i

<sup
I [=L

I

=ﬂ=1_é<1
B B

elde edilir. Teorem 2.2 geregince, bu sonug¢ S ‘nin tersinir oldugunu gostermektedir.

(ii): S, self-adjoint oldugundan, S™* ‘de self-adjointtir. Her f e H igin,

g(f,s*mz =§Ks-lf, f)

<B|sf[

<Bls It
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olup, bu ise {S‘1 fk}:i1 dizisinin bir Bessel dizisi oldugunu gosterir. Yani {S‘l fk}::l dizisi

icin frame operatorii iyi tanimhdir. Simdi S™* frame siniri ile {S’lfk}w dizisinin bir

frame oldugunu gosterecegiz. Bunun igin,

S:H—>H

o0

Sf=TT*f=>(f, f)f

k=1

tanimini kullanacagiz:

SF,87,) 87, =T F,57 ) A, (37)
k=1 k=1

_5issf

5

{S‘lf } dizisi icin, frame operatériinin S™ oldugunu géstermektedir.

Al <S <BI

Esitsizligini S™' operatorii ile géz 6niine alirsak, Teorem 2.4 kullanilarak, her f e H
icin,

Bl <ST<A'I

ve buradan

B f|’ s(S‘lf, f)sA‘1||f||2

yazilabilir. (3.7) esitligini de g6z 6nlinde bulundurursak, her f € H igin,

B[ 1|} g<i<f,slfk>slfk, f>£Al||f||2
k

=B < 3(1.570) (57, 1) < A7 1]

rMs

=B f[f sg‘<f,8‘lfk>r < A £

24



elde edilir. Boylece {S f } B, A frame sinirlari ile bir frame’dir.

(iii): A, {f}, icin optimal alt sinir olsun ve {S’lfk}:;l icin optimal (st sinirin
C< A" oldugunu kabul edelim. {S‘lfk}:):1 frame’i igin (ii) ’yi uygulayarak
{f}= {(S Histf } dizisinin C™* > A alt sinirina sahip oldugunu buluruz. Bu ise bir

celiskidir. Boylece {S f } A optimal st sinirina sahiptir. {S‘lfk}f:1 icin optimal
alt sinirin B! oldugu da benzer sekilde gosterilir.

Teorem 3.1 Frame'ler topolojik izomorfizmalar altinda korunur.

Yani { f, }

.- H Hilbert uzayrigin bir frame ve T :H — K bir topolojik izomorfizm ise

{Tf, }k _,» K Hilbert uzay igin bir frame olusturur. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur:

k1’

(i) Eger {f.}. ,, A ve B frame sinirlarina sahip ise {Tf,} AHT&H ve B||T||2 frame

sinirlarina sahiptir.

i) Eger {f, 1 ., S frame operatériine sahip ise {Tf, TST * frame operatoriine
k=1

k=1’
sahiptir, [11].

ispat Her f eK igin

TST* f = (Z (T*f,f) sz(f,TfQTfk
k=1

k=1

oldugunu biliyoruz. Yardimci Teorem 3.1 geregince, eger
AT 1 <TST*< BT |

oldugu gosterilirse {Tfk}:;1 dizisinin hem (i) hem de (ii) 6zelliklerini saglayan bir frame
oldugu sonucuna ulasilacaktir.

Eger f e H ise bu durumda

(TST*f,f)=(S(T*f),(T*f))
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olur. Sonug olarak
Al <S<Bl

oldugundan

A(T* £ T*f)<(ST*f, T*f)<B(IT*f,T*f)

ve buradan

AT * £ <(TST*f, f)<B|T*f| (3.8)

elde edilir. Ayrica T topolojik izomorfizm oldugundan,

f f
I e s o) =1l e) )

IR

(3.8) ve (3.9) esitsizlikleri birlikte diistintlirse,

2
A”—|l|2£<TST*f, )< B[ |

ve buna denk olan
AT 1 <TST*<BIT|" 1

istenen ifadesine ulasilir. Buradan Yardimci Teorem 3.1 geregince (i) ve (ii) saglanir.

3.2 Sonlu Frame Teoriye Giris

Tanim 3.3 H" sonlu boyutlu bir Hilbert uzayi olmak tizere H" iizerinde secilen bir

{fk}i/I:l dizisine, her f e H" icin

M
Al =2t 8f <8l [

esitsizligini saglayan 0 < A< B < oo katsayilari bulunabiliyor ise bir frame denir.
Tanimdaki esitsizligi saglayan A ve B sayilari sirasiyla, alt ve Uist frame sinirlari olarak

adlandirilir. Her f e H igin frame esitsizligini saglayan en buyuk A>0 ve en kiigik

B > 0 sayilari optimal frame sinirlari olarak adlandirilir, [17].
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Tanim 3.4 H" uzayi icin bir frame eger;
A =B ise tight frame,

A=B =1 ise parseval frame,

her i, j e N icin | fi”:HfiH ise uniform frame,
her k e N igin | f | =1 ise normallestirilmis frame,

uniform sartina ek olarak bir de A=B =1 sarti saglaniyor ise uniform (parseval) tight

frame,

frame’deki elemanlarin herhangi birisi kaldirildiginda frame olma durumu bozuluyorsa

exact frame,

Eger frame’den en az bir tane eleman kaldirilabiliyor ve bu elemani kaldirma
isleminden sonra frame teskil eden vektorlerin kiimesi hala H igin frame olarak
kaliyorsa (belki farkh bir frame siniri ile) overcomplete (inexact) olarak adlandirilr,

[17].
Ornek3.3 {e )., H" icin bir ortonormal baz olmak iizere;

)] {fk} :{el,O, eZ,O,...,eN,O} ailesi, H" uzayi icin Parseval frame’dir:

2N

[CFA0F =[CE e+, 00 +[(fe)| 0+

k=1

=|(f.e,) +0+|(f,e,) +0+[(f,e,) +0+...
:Kf,e1>‘2+‘<f,e2>‘2+‘<f,es>‘2+__
=

olup verilen sistem bir Parseval frame’dir. Bu 6rnekten gorildigi Uzere frame sifir

elemanini icerebilir.
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i) { L e, L e, L L. . ieN} ailesi de H“ uzayi bir
R L L L e

Parseval frame olusturur:

N(N+1)

SR =il Il )

R Y S B Oy I (B

1 1 1 1 1
=Kf.e)f 5[ el +[fe) +§\<f,e3>f +5Kf &) +§\<f,e3>r o

2 2

=|(f.e)f +

+..

=[(foe)f [ foe) [ F ) [ foe) -

:in'esz

k=1
2
=]
olup verilen sistem yine bir Parseval frame’dir.

iii) {e.e.e,e,,6,6e,..6,€,} ailesi H" uzayi icin bir 2-tight frame olusturur:

i\(f, ol =[CF A +l(FL ) +[(F L 1)

+((f, f4>‘2+
=[CFe) [ fe)f +[(fe)f +[(fe)f .

=2|(f.e) +2[(f.e,)| +.

N

ZZZKf’ek»Z

k=1

olup 2-tight frame’dir.

iv) Benzer sekilde e elemaninin N+1 kez tekrar edilmesiyle olusturulan

{e,€,...€,8,,6,....8,} ailesi H" uzayi icin 1 ve N+1 frame sinirlari ile bir frame

olusturur.
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Ornek 3.4 Parseval frame icin gercekten ilging 6rneklerden birisi de R? icin Mercedes-

R

0 N2 N
Benz frame olarak adlandiriimis \/2 ,\/Z 2 \/Z 2 ailesidir.
3{1 3| 1|V3 1

2 2

Bu frame ayni zamanda esit agilidir.

Ornek 3.5 e, elemaninin tekrari ile elde edilen {e,,€,e,,e,,...,} ailesi, H" uzay icin

bir frame olusturur. Bu frame icin A=1 optimal alt sinir, B =2 optimal st sinirdir:

p=d

+1

(AN Y RICRS R TR TN

=~

1M

1

=[F o) [ Foe)l o)+l e+

=2[(f,e) +|(f.e) +[(F.e) +..

N+1

SR =K K
e )+t e (e <.
~2(te)f +l(r e e+
SRS
-1

olup A=1 ve B =2 ile bir frame’dir.

Simdi bu sinirlarin optimal oldugunu gosterelim:
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B’ < 2 olmak tizere 2 ‘den kiictk bir tist sinir B’ olsun. Verilen aile, H" uzayi icin bir

frame oldugundan her f € H" icin saglanmalidir.

f =e, secilirse,

=z

+1

K F, 1 >‘2 :iKel, fk>\2 :Kel,el)\2 +\<e1,e1>\2 +\<el,e2>‘2 +‘<e1,e3>‘2

=~

1M

1

=|(e,, e1>\2 +[(e,, e1>\2

:2‘<el,el>\2
_2

bulunur. Bu ise bir geliskidir. O halde optimal st sinir 2’dir. Benzer sekilde optimal alt

sinirin 1 oldugu da gosterilebilir.
Tanim 3.5 Bir { fk}zﬂz1 frame’i icin de bir Bessel dizisi oldugu igin yine benzer sekilde,

T:12(N)—>H"

M
T{c ), :kz:;‘ck f,

sinirh ve lineer bir operator tanimlar. Bu T operatoriine sentez (pre-frame) operatori

denir. T ‘nin adjoint operatord,

T H" > 1(N)

T*f :{<f1fk>}:11

olur ve bu T * operatori analiz operatéri olarak adlandirilir.

Eger {f ., dizisi H" icin bir frame ise bu durumda frame operatéri olarak
adlandirilan S =TT * operatord,

M
S:H—>H,Sf=TT*f=>(f, f)f,

k=1

seklinde tanimlanir ve H" {izerinde tersinir bir operatérdiir.
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Her f e H igin,

M 2
(Sf, )= \(f,fk>\
k=

1

saglanir, [17].

Teorem 3.2 H" uzayi icin {fn}:/':l bir frame olmak lzere S frame operatorii icin

A, 2.2 A, ozdegerler olsun. Buna gore frame icin A, degeri optimal Ust sinir, A,

degeri ise optimal alt sinirdir, [17].

ispat {en}::1 ailesi sirastyla {4}

. degerlerine karsilik gelen Ozvektorler olsun.

N
Herhangi bir xe H" degeriicin x=)_(x,¢)e yazilir ve buradan,

i=1

yani B, <4 sonucuna ulasilir.

B,, =4 oldugu ise,
ZK% fi>‘2 =(Se.e)=(4ee)=4

ile saglanir. Benzer sekilde optimal st sinirin da 4, oldugu goésterilebilir.

31



Bir sinyalin analizi tipik olarak sadece frame katsayillari dikkate alinarak
gerceklestirilebilir. Eger gorev bir sinyal iletimiyse, sinyali kendi frame katsayilarindan
yeniden yapilandirma olanagi ve bunun etkili bir sekilde yapilmasi kritik 6nem tasir.
Ortonormal bir baz oldugu zaman bu yapilandirmanin nasil oldugunu gostermistik.
Bununla birlikte fazla sisteme gore yapilandirma ¢ok daha hassastir ve dual frame adi

verilen baska bir frame’in kullanilmasini gerektirir.
Tanim 3.6 {fk}:il ailesi H" uzayi Gzerinde S frame operatérii ile birlikte bir frame
olsun. O halde {Sfl fk}:il ailesine {fk}:il frame’inin dual frame’i denir, [15].

Teorem 3.3 {fk}zﬂzl ailesi HY uzayiicin S frame operatérii ile birlikte bir frame olsun.

O halde her xe H" icin,

x=i(x, f,)S7f, =i(x,s-1fi> f,
k=1 k=1
olur, [15].

Ispat Frame operatdériiniin tanimindan,
M

Sx=TT*x=>(x, f)f,

k=1

oldugunu biliyoruz. Bu esitlik ve Xx=SS'x,x=S"'Sx oldugu goéz 6niinde

bulundurulursa,

X=SS7"x= i<8’1x, fk> f = i<x,8’lfk> f
=i P

M M
X:Slsx:Sl(ZXX, fk>fkj: (x, f,)S7f,
k=

k=1 1

olup ispat tamamlanir.

N

Ornek 3.6 {e } _, , H" uzayi icin bir ortonormal baz olsun. {fk}zﬂz1 ={e.e.e,8,..}

frame’ini ele alalim,

M
St =3 (f,f)f,
k=1
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oldugunu biliyoruz. Frame operatori tanimini kullanarak,

M
Sf, = Z(el, fk> f,
k=1

=(e, f,) f+(e, f,) f,+(e, f;) fy+(e, f,) f, +...
=(e,e)e +(e e )e +(e,e,)e, +(e,e;)e +..
=2,

ve f, =g oldugundan Sf, =2e, bulunur. islemlere devam edersek,

M

Sf, :Z<e2, fk> f,
k=1
=(e,, f,) f,+(e,, f,) f,+(e,, f;) fy + (e, f,) f, +...
=(e,.e;)e, +(e, e, )6, +(e,e,)e, +(e,,e5)e, +...
=e,
M
st, = (e, f,) 1,
k=1

=(e,, f,) f+(e,, f,) f,+ (e, f,) f,+ (e, f,) f, +...

=(ey.e)e +(ey, e )e +(e,,e,)e, +(e;,8;)e, +...
=g,

bulunur. Bu sonuglar kullanilarak,
a 1

Sf,=2¢, =S fl=§e1
a 1

Sf,=2¢, =S f, :Ee1

Sf,=e, =S 'f, =g,

Sf,=e,=S'f, =¢,
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ve

(st} ={s7f,57f, 57,

1 1
:{56115611ezye3!"'}

bulunur. Boylece her f e H" elemaninin frame yardimiyla temsili

f=

M=

(f.s7f )1,

=
Il

1

1 1
=>(fede+2(f.a)e+(f.e)e+(f e)e+..

olarak bulunur.

Onerme 3.1 {fk}l’jl:l ailesi S frame operatorii ile birlikte H" uzayinda bir frame olsun.

1 M
O halde {S g fk} ailesi H" icin bir Parseval frame olusturur, [12].

k=1

1 M
ispat {S ka} ailesinin Parseval esitligini sagladigini géstermemiz gerekmektedir.
k=1

Teorem 3.3 kullanilirsa,

1 1

E Y 1
x=S 2SS 2x=$ 22<s 2x, fk>fk

M
fk} ailesi bir Parseval frame'dir.
k=1
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BOLUM 4

AYRILABILIR OLMAYAN HiLBERT UZAYINDA BESSEL SISTEMI

Buraya kadarki ¢alismalarimiz ayrilabilir Hilbert uzaylar Gzerindeydi. Bu bélimde ise

ayrilabilir olmayan Hilbert uzaylari Gzerinde ¢alisacagiz.

4.1 Ayrilabilir Olmayan Hilbert Uzaylari
Yardimci Teorem 4.1 H bir Hilbert uzayi olmak iizere {e,} = H ortonormal bir sistem

olsun. Bu durumda her f e H icin {a el:(fe,) ;tO} kiimesi sayilabilirdir, [21].
ispat Her neN igin E, :{ael :Kf,ea>‘2—} kiimesini  tanimlayalim.
n

E={aecl:(f,e,)=0} kimesiicin, E=Uj,E, yazabiliriz.

Herhangi bir neN igin E, kimesinin sonsuz elemanh oldugunu kabul edelim.

{ek ke N} sayilabilir bir alt kiime olsun. Bessel esitsizliginden,

S Ve

elde edilir. Bu ise bir geligkidir. Boylece her ne N igin E, kiimesi sonlu elemanhdir.

Sonlu kiimelerin sayilabilir birlesimi de sayilabilir oldugundan E kiimesi sayilabilirdir.

Yardimci Teorem 4.2 Eger (H,<.,.>) Hilbert uzayi sayilabilir olmayan bir ortonormal

sistem iceriyorsa, H ayrilabilir degildir, [21].
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ispat | sayilabilir olmayan kiimelerin indeksi olmak tizere H uzayini ayrilabilir bir

Hilbert uzayi kabul edelim. {ea}ael , H Uzerinde ortonormal bir sistem olsun. Béylece
H uzayin geren bir {fn}:;l ortonormal sistemini igerir. Her neN igin
E, :{a el:(fe,) ;tO} olmak lizere Yardimci Teorem 4.1 geregince E, sayilabilir ve
boylece E =U7_ E, sayilabilirdir.

Bir a, el igin <fn,e%>:0 bulunabilir. {fn}:o:1 uzayl geren bir ortonormal sistem

oldugundan,

€. :i<e%, fn> f,=0

n=1

elde edilir ve bu sonug Hea0 H =1 durumu ile gelisir.

18
(f.0)=lim 7 [ 1()a(x)ex
seklinde tanimlanan i¢ ¢carpim ile (H<>) bir Hilbert uzayidir.

Tanim 4.1 Sayilabilir olmayan ortonormal bir sistem igceren Hilbert uzayina ayrilabilir

olmayan Hilbert uzayi denir, [21].

Ornek 4.1 Her aeR icin e, (t)=e" olacak sekilde e,:R—>R fonksiyonunu

tanimlayalim. H ayrilabilir olmayan bir Hilbert uzayi olmak lizere {ea }aeR, H (zerinde

sayilabilir olmayan bir ortonormal sistemdir:

Sayilabilir olmadigini géstermek icin iki o, @, € R elemanini ele alalim
e, =6, <=1 vieR

(-,

)
oldugu ve eger o, —a, #0 ise e (@=2) — _1 oldugu gérilir. Buradan her aeR

icin ||ea|| =1 oldugu bulunur. Ortogonallik igin ise ayrik «;,, e Rve R>0 igin,

R
J' ei(al—az)tdt

-R

1

1 _ L
2R

- _ieal (t)e,, (t)dt
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= ;‘e'( _az)R _e—i(al—az)R
2R|0£1 _a'2|

1
" Rlay, -

olup R — oo iken sifira yakinsar. Yardimci Teorem 4.2°ye gére H ayrilabilir olmayan
bir Hilbert uzayidir.

Simdi ise ayrilabilir olmayan Hilbert uzaylar lzerinde Bessel sistemini tanimlayacagiz.
Bu konuyla iliskili cahismalar [6], [7], [8], [9], [10], [18], [19], [20] incelendikten sonra |
sayllabilir olmayan kimelerin bir indeksi ve H ayrilabilir olmayan bir Hilbert uzayi

olmak Uzere:

4.1 Ayrilabilir Olmayan Hilbert Uzayinda Bessel Sistemi

Tanim 4.2 {x,} _ ailesiicin eger Vo | 0| <6, ve VxeH igin,

ael

> lxx ) <M (4.1)

<> , H uzayi Uzerinde bir i¢ carpim ve ||||: <,> olmak tzere bir M >0 sabiti
bulunabiliyorsa bir Bessel sistemidir denir.
Eger {Xa}ael ailesi H uzayi Uzerinde bir Bessel sistemi ise (4.1) esitsizligi geregince

1(x) :{a el:(x,x,) 7&0} kiimesi her x € H icin sayilabilirdir.
Teorem 4.1 Bir {x,}

> AX,

ael(2)

Lo ©H ailesive ‘v’ﬂelz(lc) icin yakinsak olan

serisini ele alalim. Bu durumda,

37



z ﬁ“axa

ael(ﬂ.)

<MAee) Ve 12(1°)

olacak sekilde bir M >0 sabiti vardir ve

TA= D X, VAel*(1°)

ael(l) arer

seklindeki T : IZ(IC)—> H operatori tanimlanir.

Teorem4.2 {x,} < H ailesive Vie IZ(IC) icin yakinsak olan

acel

D AX

a a

ael(2)

serisini ele alalim. Bu durumda {x,} _ ailesi IX={ae L:(X,X,),, ¢0}(<.,.>H , H

uzayi tzerinde bir i¢ carpim) ve Vx e H : cardl, <, icin H Uzerinde Bessel sistemidir.

Ayrica T Teorem 4.1’deki operatér olmak lizere

2
[0k [ <ITIFIXE

aely
esitsizligi saglanir.
Tanm 43 {x,} , ailesi H uzerinde bir Bessel sistemi olsun.

inf {M :(4.0) eyirsizligini saglayan sabitler} sayisina {X,} _ sisteminin Bessel normu

(B-norm) denir ve B[{xa} ] ile gosterilir.

acel

Teorem 4.3 H uzerinde bir {x,} _ ailesinialaim. {x,} _ ailesinin bir Bessel sistemi

olmasi icin gerek ve yeter sart

TA= D A%,
acl(2)
T:1%(1°)>H

seklinde tanimlanan T operatdriinin sinirli olmasidir. Bu durumda B[{Xa} ]=||T||2

acel

olur.
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Teorem 4.4 H uzayi lizerinde bir {Xa}mEI ailesi ve H Uzerinde heryerde yogun V < H

kiimesini alalim. |, :{ael (XX, ), 7&0} olmak tizere Wx eV :cardl, <8, igin,

ZKx,xa)Hng”x”Z, VX eV

acl

esitsizligini saglayan B >0 sabiti bulunabilirse {x,} _ ailesi H (zerinde bir Bessel

sistemi olusturur.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Tezin dordincil bolimiinde ayrilabilir olmayan Hilbert uzayi lizerinde Bessel sistemleri
tanitilmis ve bazi O6zellikleri incelenmistir. Tezden vyola ¢ikarak bundan sonraki
¢calismalarda ise ayrilabilir olmayan Hilbert uzayi lzerinde frame’lerin incelenmesi

amaclanmaktadir.
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