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OZET

PSEUDO-BCI CEBIRLERI UZERINE
BULUT, Sinem
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Bolumii
Tez Yoneticisi: Prof. Dr. Alev FIRAT
Agustos, 2017, 61 sayfa

Bu tezde cebirsel bir yap1 olan pseudo-BCI cebirlerinin tanim ve temel 6zellikleri,
pseudo-BCI cebirlerinde atomlar, dallar, medyaller, idealler ve p-yaribasit pseudo BCI cebirleri
incelenmistir. Birinci boliimde, tezin konusu tanitilmig, konunun calisilma amaci ve siireci
ozetlenmistir. Ikinci boliimde, Georgescu ve Iorgulescu nun 2001 yilinda yayinlanan, Dymek
in 2012 de yaymlanan, Jun, Kim ve Neggers in 2006 da yayinlanan, Hao ve Li nin 2004
yilinda yayinlanan makaleleri ve Hungerford un 1974 yilinda yayinlanan kitab1 baz alinarak
sonraki boiimlerin kolay anlagilmasi icin gerekli bazi tanim ve uyarilar verilmistir. Ayrica
BCK-cebirleri ve BCI-cebirleri arasindaki iligkiye deginilmistir. Uciincii boliimde, Jun, Kim
ve Neggers 1n 2006 yilinda yayinlanan, Dudek ve Jun un 2008 yilinda yayinlanan, Lee ve Park
mn 2009 yilinda yayinlanan ve Dymek in 2012 de yayimnlanan makaleleri baz alinarak pseudo-
BCI cebirlerinin tanimi ve temel 6zellikleri verilmistir. Pseudo-BCK cebirleri ve pseudo-BCI
cebirleri arasindaki fark incelenmistir. Dordiincii boliimde, Dymek in 2012 de yayinlanan ve
Jun, Kim ve Neggers in 2006 da yayinlanan makaleleri baz alinarak pseudo-BCI cebirlerinde
atomlar, dallar, medyaller ve p-yaribasit pseudo-BCI cebirleri olmak iizere pseudo-BClI cebirleri
dort altbaghikta detaylandirilmistir. Bu boliimde bu yapilarin birbirleriyle olan iligkilerine
deginilmistir. Ayrica "Bir pseudo-BCI cebri ne zaman bir grup yapisi gosterir?" sorusu cevap
bulmustur. Besinci boliimde, Lee ve Park in 2009 yilinda yayimlanan, Dymek in 2012 de
yayinlanan ve Jun, Kim ve Neggers 1n 2006 da yayinlanan makaleleri baz alinarak pseudo-BCI
ideali kavrami tanitilmis ve genel 6zellikleri incelenmistir. Bir pseudo-BCI altcebrin ne zaman
bir pseudo-BCl ideali olacagi iizerinde durulmustur. Altinci boliimde, bu tez calismasinda elde
edilen sonuglar ve devaminda yapilacak olan ¢alismalar bulunmaktadir.

Anahtar Kelimeler: BCK-Cebirleri, BCI-Cebirleri, Pseudo-BCK Cebirleri, Pseudo-BCI

Cebirleri.
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ABSTRACT

ON PSEUDO-BCI ALGEBRAS
BULUT, Sinem
MSc in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Alev FIRAT
August, 2017, 61 pages

In this thesis, definition and basic properties of BCI-algebras, atoms, branches, medial
and ideals of pseudo-BCI algebras and p-semisimple pseudo-BCI algebras are investigated. In
the first section, the subject of the thesis is introduced, the goal of working on this area and
the development process of the subject are summarized. In the second section, by primiraly
considering the paper of Georgescu and lorgulescu which is published in 2001 , the paper of
Dymek which is published in 2012, the paper of Jun, Kim and Neggers which is published in
2006, the paper of Hao and Li which is published in 2004 and the book of Hungerford which
is published in 1974, some definitions and remarks are given which are necessary for easy
understanding of next sections. Also, the connection between BCK-algebras and BCI-algebras
is given. In the third section, by primiraly considering the paper of Jun, Kim and Neggers
which is published in 2006, the paper of Dudek and Jun which is published in 2008, the paper
of Lee and Park which is published in 2009 and the paper of Dymek which is published in
2012, definition and some basic properties of pseudo-BCI algebras are given and the difference
between pseudo-BCK algebras and pseudo-BCI algebras is investigated. In the forth section,
by primarily considering the paper of Dymek which is published in 2012 and the paper of
Jun, Kim and Neggers which is published in 2006, four subtitles which are atoms, branches and
medials of pseudo-BCI algebras and p-semisimple pseudo-BCI algebras are investigated. In this
section, the relations of these structures with each other are mentioned. Also, the question which
is "When does a pseudo-BCI algebras turn into a group?" is answered. In the fifth section, by
primiraly considering the paper of Lee and Park which is published in 2009, the paper of Dymek
which is published in 2012 and the paper of Jun, Kim and Neggers which is published in 2006,
definition and some basic properties of pseudo-BCl ideals are introduced. It is investigated when
a pseudo-BCl subalgebra is a pseudo-BCI ideal. In the sixth section, the conclusion of this work
and the future work are given.

Key Words: BCK-Algebras, BCI-Algebras, Pseudo-BCK Algebras, Pseudo-BCI Algebras.
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1. GIRIS

1958 yilinda C. C. Chang tarafindan MV (Cok Degerli)-cebirleri kavrami caligiimistir.
Ardindan 1966 yilinda Y. Imai ve K. Iséki BCK-cebirleri ve BCI-cebirleri kavramlarini
tanimlayip bunlar iizerine bircok ¢alisma yapmistir. BCI-cebirleri, fonksiyonel programlama
dilinde kombinatorik lojik uygulamalarinda BCI-sisteminin cebirsel bir ifadesidir.
BCl-cebirleri ad1 ise kombinatorik lojikte B, C ve I kombinatérlerinden meydana gelmistir.
2001 yilinda G. Georgescu ve A. lorgulescu, BCK-cebirlerinin bir geniglemesi olan
pseudo-BCK cebirleri kavramini ortaya atmistir. Pseudo-BCI cebirleri kavrami W. A. Dudek
ve Y. B. Jun tarafindan 2008 yilinda BCI-cebirlerinin bir genislemesi olarak sunulmustur.
Ayrica G. Dymek, K. J. Lee ve C. H. Park, Y. B. Jun, H. S. Kim ve J. Neggers tarafindan da
incelenmistir. Bu ¢alismada, onlarin ¢calismalarini detaylandirarak pseudo-BCI cebirleri
tizerinde durulacaktir. Pseudo-BCI cebirlerinin temel 6zellikleri, atomlari, dallari, medyali,
p-yaribasitligi ve idealleri incelenecektir. Ayrica kategorisel anlamda bir pseudo-BCI cebri ile

bir grup yapis1 karsilastirilacaktir.



2. ONBILGILER
2.1. BCI-Cebirlerinin Tanmim ve Ozellikleri

Tanim 2.1. (Georgescu ve lorgulescu, 2001) Asagidaki aksiyomlart saglayan (2,0) tipindeki
bir (X, x,0) yapusina bir BCI-cebri denir: Her x,y, z € X igin
o ((xxy)x(zx2))*(zxy) =0,
o (zx(xxy))xy=0,
erxx =0,
exrxy=0 ve yxx=0 ise x=y
olur. Ayrica her v € X i¢in
e(xz =0
ise X e bir BCK-cebri denir.

Uyan 2.1 (Jun et al., 2006) Herhangi bir X BCI-cebri icin
rxy=0<= <y
ile tamimlhi 7 <7 bagintis1 X iizerinde kismi siralama bagintisidir.

Tamm 2.2 (Hao ve Li, 2004) X bir BCI-cebrive I, X in bostan farkli bir altkiimesi olsun. O
zaman

e0c

eHerx,yc Xicin vxyel ve yel ise xel

kosullari saglanirsa I ya X in bir BCI-ideali denir.
2.2. Kategori ve Kategorisel Denklik

Tamim 2.3.(Hungerford, 1974) A, B, C, ... ile gosterilen nesnelerin bir C sinifi ile

(i) C deki her bir A, B nesne ¢ifti icin ayrik kiimelerin hom(A, B) ile gosterilen bir
sintfi (hom(A, B) nin bir f elemamina A dan B ye bir morfizma denir ve f : A — B ile
gosterilir) ve

(ii) C nin nesnelerinin her bir (A, B, C) iicliisii icin bir

hom(B,C') x hom(A, B) — hom(A, )



fonksiyonu (f : A — B, g : B — C morfizmalart icin bu fonksiyon (g, f) — go f
seklinde yazilirve go f : A — C ye f ile g nin terkibi denir.) verildiginde eger asagidaki
ozellikler saglanrsa C ye bir kategori denir:

(I) Birlesme ozelligi: Cnin f : A— B, g: B— Cveh:C — D morfizmalar

icin
ho(gof)=(hog)of

esitligi saglanir.
(I1) Birim: C nin her bir B nesnesi ve herhangi f : A— B, g: B — C

morfizmalar icin
Ipof=1Ff ve golp=g

olacak sekilde bir Ig : B — B morfizmast vardwr. Bir C kategorisinin bir f : A — B
morfizmasina eger C de go f = I, ve f o g = I olacak sekilde bir g : B — A morfizmast
varsa buna bir denklik denir. Eger iki denkligin terkibi tamimliysa bu terkip yine bir denkliktir.
Eger f : A — B bir denklik ise A ile B ye denk nesneler denir.



3. PSEUDO-BCI CEBIRLERININ TANIM VE
OZELLIKLERI

Tamm 3.1. (Jun et al., 2006) X herhangi bir kiime, ” <7, X iizerinde bir ikili baginti” x” ve
”o”, X iizerinde ikili islemler ve ”0”, X in bir sabit eleman olmak iizere X = (X, <, x,0,0)
yapist eger asagidaki aksiyomlar: saglayor ise X e bir pseudo-BCI cebri denir: Her

x,y,z € X icin

(ag) <y, y<zr = x=y,

(as) r<y<=z*xy=0<=2z0y=0
olur. Ayrica her v € X icin

(ag) 0 <z

ise X e pseudo-BCK cebri denir.
Uyan 3.1. (Jun et al., 2006) Her z,y € X icin
TkYy=2x0Yy
kosulunu saglayan her X = (X, <, %, 0, 0) pseudo-BCI cebri bir BCI-cebridir.
Uyan 3.2. (Jun et al., 2006) Her pseudo-BCK cebri bir pseudo-BCI cebridir.

Onerme 3.1. (Dudek ve Jun, 2008) X = (X, <, *, 0,0) bir pseudo-BCI cebiri olsun. O zaman
her x,y, z € X icin asagidaki kosullar saglanir:

(b)) <0 = x=0.

(b)) <y = zxy<zxuzu,

zoy < zoux.

(b3) z<y, y<z = z<z

(b) (zxy)oz=(vo2)+y

(bs) zxy<z <= zoz<uy.



(bs) (xxy)*(2xy) <x*x2z
roy)o(zoy) <woz.
Yy

— xxz<yx*xz

Kamit. (b;) Her x € X icin x < 0 olsun. O zaman sirastyla (as), (a3) ve (az) den

Ooz=(zxx0)ox

(x
— (wx (@ow))ou

0

olur. Buradan 0 < x bulunur. Hipotezden © < 0 ve 0 < x oldugundan (a,) den x = 0 bulunur.

(b2) z,y € X igcin x < y olsun. O zaman
r+xy=0 ve xzoy=20
olur. Buradan (ay) ve hipotezden
(zxy)o(z*xzx)<z*xy=0
olur. (by) den
(zxy)o(z*xx)=
bulunur. (as) den
zxy < zxx

elde edilir.
Simdi de (ay) ve hipotezden

(zoy)x(zox)<zoy=0
olur. Boylece (by) den

(zoy)x(zox) =



bulunur. Buradan
(zoy) < (202)

elde edilir.

(b3) x,y,z € X icinx < yvey < zolsun. O zaman (by) den
Tx 2 < T*Y
olur. Hipotezden x < y oldugundan x x y = 0 bulunur. O zaman
rxz<xxy=0

elde edilir. (by) den x x z = 0 olur. Boylece x < z bulunur.

(by) x,y,z € X icin (az) den x x (v * z) < z olur. Buradan (by) ve (a1) den

(xxy)oz<(r*xy)o(r*(xoz))
< (wo2)*y
olur. Ayrica (az) den
ro(@ry) <y

olur ve buradan (bs) ve (a,) den

(xoz)xy < (xoz)*(zro(r*y))

<(zxy)oz

bulunur. Boylece
(zry)oz<(zoz)xy ve (zoz)xy<(rxy)oz
elde edilir. (ay) den
(x*xy)oz=(roz)*y

olur.

(bs) (=) Herx,y,z € Xicinx xy < zise o zaman (as) ve (by) den

0= (z*xy)oz

=(zoz)*y



olur ve (as) den
(xoz)xy=0 = zo0z<y

olur.

(<) Her x,y,z € X igcin x o z < y ise o zaman (as) ve (by) den

bulunur ve (a;) den

(xxy)oz=0 = xxy<z
olur. Boylece

zxYy <z < zoz<y

elde edilir.
(bg) Her x,y, z € X icin (a1) den (x x y) o (x * 2) < z * y yazilabilir.
(bs) den yukaridaki ifade diizenlenirse

(xxy)x(zxy) <x*xz

bulunur.
Benzer sekilde (ay) den (x o y) x (x o 2) < z oy yazilabilir.

(bs) den yukaridaki ifade diizenlenirse
(xoy)o(zoy)<zoz

bulunur.

(b7) x,y € X igcin x < y olsun. (as) den
rxy=0 ve zoy=20
olur. (bg) ve hipotezden

(xxy)*(zxy) <xxz
=0

ve



(xoy)o(zoy) <zoz

elde edilir. Buradan (by) den
(x*xy)*(zxy)=0 ve
bulunur. (as) den
(xxy) < (z%y) ve

elde edilir.
(bs) x,y € X icin (az) den

rx(xoy) <y ve
olur. Burada y = 0 alinirsa
rzx(xo0) <0 ve
elde edilir. (by) den
rxx(ro0)=0 ve
olur ve béylece (as) den
r<zxol ve

bulunur.

(zoy)o(zoy) =0

(zoy) < (z0y)

zo(z*y) <y

zo(xx0) <0
zo(xx0)=0
r<xx0

Diger taraftan swrastyla (by), (a3) ve tekrar (a3) den

(xo0)xx=(r*xx)00
=000
=0

ve

(x*0)ox=(rox)x0

=0x0

=0



bulunur. (as) den
rzo0<x ve zx0<zx
olur. Boylece (a4) den
rx0=x=1200

elde edilir.

(by) x,y € X igin (ay) de y yerine x * y alimirsa
rx(ro(eay) <oey ve zo(wx(zoy))

elde edilir.

Diger taraftan swrastyla (ay), (by) ve (a3) den

o (zxy))*y
*y) o (z+y)

(zxy)o(zx(ro(zxy)) < (z
:(1‘
=0

ve

(zoy)*x(wo(xx(xoy))) <(z*(xoy))oy
= (roy)*(zoy)

bulunur. Buradan (by) den
(xxy)o(zx(xo(xxy))=0 ve (xoy)x(zxo(xx(xoy))) =0
olur ve (as) den
vay<ax(@o(zry) ve zoy<wo(rs(woy))
elde edilir. Boylece (a4) den
rx(zo(xxy))=xxy ve zo(rx*x(rxoy))=x0y

bulunur.
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Ornek 3.1. X = {0, a,b, c} olsun. X kiimesi iizerinde " x” ve " o7 ikili islemleri asagidaki

tablolardaki gibi tamimlansin:

*0 a b ¢ ol0 a b ¢
olo o o 0 ol 0 0 0
ala 0 0 0O ala 0 0 0O
hlb b 0O 0O bilb b 0 0
ele b b O cle ¢ a 0

O zaman X = (X, <, %, 0,0) bir pseudo-BCK cebridir ve bu yiizden bir pseudo-BCI cebridir.

Ornek 3.2. X = {0,a,b,c,d} olsun. X kiimesi iizerinde” x” ve” o” ikili islemleri asagidaki

tablolardaki gibi tamimlansin:

* o0 a b ¢ d ol 0 a b c d
ol0 a 0 0 0 0|0 a 0 0 O
ala 0 a a a ala 0 a a a8
b|lb a 0 0 0 b|{b a 0 0 0
cl|lc a ¢ o 0 c|Cc a C ]
d{d a ¢ c 0 did a d b 0

O zaman her x € X icin 0 x x # 0 ve 0 o x # 0 oldugundan X = (X, <, %, 0,0) bir iz
pseudo-BCI cebridir.

Ornek 3.3. (Lee ve Park, 2009) X, = [0,00) ve” <7 X iizerinde adi siralama bagntist

7

olsun. X iizerinde ” x” ve ” o7 ikili islemleri asagidaki tablolardaki gibi tanimlansin: Her

x,y € Xy igin
0 , TSy
THY =
%arctan(ln(g)) , y<uw
0 ;, <y
roy = }
ze~ (%) oy <

olsun. O zaman X, = (X1, <, *,0,0) bir pseudo-BCK cebridir ve bu yiizden bir pseudo-BCI

cebridir.
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Ornek 3.4. (Dymek, 2012) X, = R? olsun. X, iizerindeki” <7 ikili bagintisi ve” 7 ve” o”

ikili iglemleri asagidaki gibi tamimlansin: Her (z1,v1), (2, y2) € X3 icin

(z1,91) * (22,92) = (21 — T2, (Y1 — Y2)e™*2),
(z1,91) © (T2, 42) = (1 — T2, Y1 — Y2™ 7 "2),

(z1,91) < (72,92) <= (z1,91) * (T2,92) = (0,0) = (21, y1) © (T2, Y2)

olsun. O zaman Xy = (X3, <, *,0,(0,0)) bir pseudo-BCI cebridir. Xy bir pseudo-BCK cebri
degildir. Ciinkii (0,0) £ (z,y) olacak sekilde bir (z,y) = (1,1) € X, elemam vardur.

Ornek 3.5. (Dymek, 2012) X, sirasiyla Ornek 0.3.3. ve 0.3.4. deki X, ve X, pseudo-BCI
cebirlerinin direkt carpumi olsun. O zaman X = [0, 00) x R? ve X iizerinde ” <7 ikili

bagint, 7 %7 ve” o” ikili islemler olmak iizere her (x1,y1, z1), (T2, Y2, 22) € X igin

1, Y1, <1 2y 92, %2) —
(%2 arctan(In(22)), y1 — ya, (21 — 22)e™%?) , @y <1y
( Yo )= (0,91 — Y2, 21 — 20€¥7¥2) , T < X
T1,Y1,21 T2, Y2,22) = 7tan(%) _ _ i
(z1€ 175, Y1 — Y2, 21 — Z2€ ) , To < I

seklinde tamimlanan X = (X, <, *, 0,0) bir pseudo-BCI cebridir. Fakat X bir pseudo-BCK
cebri degildir. Ciinkii (0,0,0) £ (x,y, z) olacak sekilde bir (x,y,z) = (0,1,1) € X vardur.

Onerme 3.2. (Jun et al., 2006; Dymek, 2012) X = (X, <, *, 0, 0) bir pseudo-BCI cebri olsun.
O zaman her x,y € X i¢in asagidakiler saglanir:

(i) 0% (zoy) <you

(i) Oo(zxy) <yx*ux.

(i) Ox(xxy)=(0ox)o(0xy).

(iv) Oo(zoy)=(0*xz)*(0oy).

(v) Oxx=00uw.

Kamt. (i) Herx,y € X icin (a3) ve (a;1) den
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O (zoy)=(rox)x*(rovy)
<yox

olur. Boylece (i) saglanmis olur.

(ii) Her x,y € X icin (a3) ve (a1) den

Oo(zxy)=(zxx)o(z*y)
<yxx

olur. Boylece (ii) saglanmuis olur.

(iii) Her x,y € X igin swrastyla (as), (by), (bs), (a3), (by) ve (a3) den

(Oox)o(0xy) = (((x*y)*(xxy))ox)o(0xy)
= (((zxy)ox)* (x*y))o(0xy)
= ((zoz)*y)* (z*y))o(0xy)
= ((0xy) * (z*y)) o (0xy)
= ((0xy)o(0xy))x(z*y)
=0x*(x*y)

(0x2)x(0oy) = (((xoy)o(roy))*z)*(0oy)
=(((zoy)*z)o(zoy))*(0oy)
= (((z*xz)oy)o(zoy))*(0oy)
= ((0oy)o(zoy))*(0oy)
=((0oy)*(0oy))o(zoy)
=00 (xzoy)

olur. Boylece (iv) saglanmis olur.

(v) (iv)de y = 0 alalim. O zaman

Oo(xo0)=(0xz)%(000)

olur. Simdi sirastyla (bs), (iv), (bs) ve tekrar (bs) den
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Oox=00(z00)
=(0*xx)*(000)
=(0x*z)*0

=0x*xzx
olur. Boylece O o x = 0 x x saglanmus olur.
U

Teorem 3.1. (Dudek ve Jun, 2008) X = (X, <, *, 0,0) yapisinin bir pseudo-BCI cebri olmast

icin gerek ve yeter kosul (a1), (a4), (a5) ve (bs) i saglamasidir.

Kamt. (=) X bir pseudo-BCI cebri oldugundan tammdan (ay), (as) ve (as) saglanir.
Onerme 3.1. den de (bg) saglanir:

(<) Herx,y € X icin (a1), (aq), (as) ve (bg) in saglandigr kabul edilsin. X in bir
pseudo-BCI cebri olabilmesi icin (ay), (az), (a3), (as) ve (as) kosullarini saglamast gerekir. O
zaman (a9) nin ve (ag) iin saglandigin gistermek yeterlidir.

Her x,y,z € X icin (a1) de y = 0 alimip (bg) kullanilarak

zo(x*xz)=(x*x0)o (rx*2)
<zx0

=2z
ve

xx(roz)=(ro0)*(roz)

<zo0

bulunur. Dolayistyla
rzo(xxz)<z ve xx(roz)<z

olur. Boylece (as) ispatlanmus olur.

Her x,y,z € X icin (a1) de y = 0 ve z = 0 alimip (bg) kullanilarak

(x*x0)o(z*0) < (0%0)
0
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ve

(x00)*(x00)<(000)

I
o

elde edilir. Buradan
(xx0)o(z*x0)<0 ve (xo0)x*(zo0)<0
bulunur. (bs) den
zox <0 ve zxx <0
olur ve (as) den
(xox)*0=0 ve (zxx)o0=0

bulunur. Buradan (bg) den

ve

xxx=(r*xx)ol

I
o

elde edilir. x o v = 0 ve x x x = 0 oldugundan (as) den x < x olur. Boylece (a3) saglanmug
olur.

Sonug olarak, X = (X, <, *,0,0) yapust bir pseudo-BCI cebridir.
O

Tamm 3.2. (Dudek ve Jun, 2008) X bir pseudo-BCI cebri olsun. S, X in bir altkiimesi olmak
lizere her x,y € Sicinxz xy € Svex oy € S kosullart saglaniyorsa S ye X in bir
pseudo-BClI altcebri denir.

Teorem 3.2. (Dudek ve Jun, 2008) X bir pseudo-BCI cebri olsun.

K(X) :={z € X|0 < z}
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kiimesi, X in bir pseudo-BCI altcebridir. Bu kiimeye X in BCK-kismu denilir.
Kamt. z,y € K(X) olsun. O zaman K (X) tammmindan 0 < x ve 0 < y olur. Buradan (as) den
Oxx=0 0ox=0 0xy=0 ve Ooy=0
olur. (by) den 0 < x ise
Oxy<zxy
ve
Doy<zxzoy
olur. Hipotezden
0=0xy<zxxy
ve
0=0o0y<zxzoy
bulunur. Buradan
0<zxy ve 0<zoy
elde edilir. Dolayisiyla x xy, z oy € K(X) dir. Biylece K (X), X in bir pseudo-BCI altcebridir.
O

Uyan 3.3. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCK cebri ise 0 zaman X = K (X) olduguna dikkat

edilmelidir.

Ornek 3.6. X = (X, <, %,0,0), Ornek 3.1. deki pseudo-BClI cebri olsun.
K(X) =1{0,a,b,c} = X oldugu goriiliir.

Ornek 3.7. X = (X, <, %,0,0), Ornek 3.2. deki pseudo-BCI cebri olsun. 0 x a = a # 0 ve
0o0a = a# 0oldugundan K (X) = {0,b, ¢, d} oldugu gériiliir.

Teorem 3.3. (Dudek ve Jun, 2008) X bir pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y € X icin

zo(zxy)=yo(y*xx) ve zx(xoy)=yx*(yox)
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ise o zaman X bir pseudo-BCK cebridir.
Kamt. X bir pseudo-BCI cebri ve her x,y € X icin
zo(zxy)=yo(yxx) ve xx(roy)=yx*(yoxr)

kosullart saglansin.

Oncelikle her x,y € K(X)vea,b € X \ K(X) icin
rxa ¢ K(X) ve yob¢ K(X)
oldugu kabul edilsin.
z,y € K(X)vea,be X\ K(X) igin
rzxa € K(X) ve yobe K(X)
olsaydi o zaman
zo(rxxa) € K(X) ve yx*(yob) e K(X)
olurdu. Dolayisiyla K (X) in tammindan ve (as) den
O0<zo(zrxa)<a
ve
0<yx(yob)<b

olurdu. Biylece 0 < a ve 0 < b elde edilirdi. Bu da a,b € K(X) anlanmina gelirdi. Bu ise
a,b ¢ K(X) olmast ile gelisir.
X # K(X) olsun. O zaman en az bir a € X \ K(X) vardir ve boylece hipotezde x© = 0

ve y = 0 alinirsa (bg) ve (a3) den

0x(0oa)=ax*(ao0)
=ax*xa
=0

ve

Oo(0xa)=ao(ax0)
=aoa

=0
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olur. Buradan
0<0xa ve 0<0oa

elde edilir. O halde K (X) in tammmundan 0 x a € K(X) ve 00 a € K(X) olur. Bu da a min
secilisine bir ¢eliskidir. Dolayisiyla X = K (X) olmalidir. Boylece X bir pseudo-BCK cebridir.

O
Teorem 3.4. (Dudek ve Jun, 2008) X bir pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y € X icin
(xxy)oy=xzoy ve (zoy)xy=axxy (1)
ise o zaman X bir pseudo-BCK cebridir.
Kamt. Her z,y € X icin (1) de x = y olsun. O zaman her x € X icin sirastyla (a3), (1) ve
(a3) den
Qox=(zxz)ox
=zox
=0
ve
Oxz=(rox)*zx
=Tz
=0
bulunur. Buradan her x € X icin 0 < x olur. Dolayisiyla X = K (X) olur ve boylece X bir
pseudo-BCK cebridir.
U

Teorem 3.5. (Dudek ve Jun, 2008) X bir pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y € X ic¢in
rx(yox)=x ve zo(yxx)==x (2)
ise o zaman X bir pseudo-BCK cebridir.

Kamt. Her z,y € X i¢in (2) de x = 0 alinsin. O zaman her y € X icin (2) ve (bg) den
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0=0x%(yo0)
=0x*xy
ve
0=00(yx*0)
:()oy

olur. Buradan her y € X i¢in 0 < y bulunur. Dolayistyla X = K (X) demektir. Boylece X bir
pseudo-BCK cebridir.
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4. PSEUDO-BCI CEBIRLERINDE ATOMLAR, DALLAR,
MEDYALLER VE P-YARIBASIT
PSEUDO-BCI-CEBIRLERI

4.1. Pseudo-BCI Cebirlerinin Atomlari

Tanim 4.1. (Dymek, 2012a) X = (X, <, *,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. Her x € X igin
r<a — T=a
kosulunu saglayan X in bir a elemanina X in bir atomu denir.

Uyan 4.1. (Dymek, 2012a) X in tiin atomlarmun kiimesi At(X) seklinde gosterilir.

Uyan 4.2. (Dymek, 2012a) 0 € At(X) olur. Gergekten Onerme 3.1. (by) den
r<0 = =0

bulunur. Biylece 0 € At(X) dir.

Ornek 4.1. X = (X, <, ,0,0), Ornek 3.1. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(X) = {0} oldugu goriiliir.

Ornek 4.2. X = (X, <, %,0,0), Ornek 3.2. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(X) = {0, a} oldugu goriiliir.

Ornek 4.3. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.3. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(Xy) = {0} olur.

Ornek 4.4. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.4. deki pseudo-BClI cebri olsun. O zaman
At(Xy) = {Xs} olur.

Ornek 4.5. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.5. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(X) ={(0,y,2)ly, = € R} olur.

Uyar1 4.3. (Dymek, 2012a) At(X) N K(X) = {0} olur. Gergekten a € At(X) N K(X) ise o

zaman

a € At(X) ve a€ K(X)
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olur. a € K(X) oldugundan 0 < a bulunur. a € At(X) oldugundan a = 0 elde edilir.
Ornek 4.6. Ornek 3.6. ve Ornek 4.1. den
AHX) N K (X) = {0}
olur.
Ornek 4.7. Ornek 3.7. ve Ornek 4.2. den
AH(X) N K(X) = {0}
olur.

Uyarn 4.4. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCK cebri ise 0" tek atomdur. Gergcekten X bir
pseudo-BCK cebri ise Uyari 3.3. den K (X) = X oldugundan ve Uyar1 4.2. den At(X) = {0}

olur.

Asagidaki teoremlerde bir pseudo-BCI cebrinin atomlarinin karakterizasyonu

verilecektir.

Teorem 4.1. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x € X icin

asagidakiler birbirine denktir:
(i) ac€ At(X),

(ii) x*(zoa)=a=uzxo(xx*a).
Kamt. (i)= (ii) a € At(X)vex € X olsun. Tamim 3.1. (ay) den
rx(rxoa)<a ve zo(xxa)<a
olur. Boylece Tanim 4.1. den
rx(roa)=a=xo(r*a)

elde edilir.
(ii))= (i) x,a € X icinx < aolsun. O zaman x x a = 0 olur. x = a oldugunu gostermek icin
a < x oldugunu gosterecegiz. Sirastyla (ii), Onerme 3.1. (by), Tamim 3.1. (a3), hipotez ve

Tamim 3.1. (a3) den
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axx=(ro(r*a))*z
=(r*xx)o(xx*a))
=00 (x*a)
=000
=0

oldugu goriiliir. (a5) den a < x olur. Biylece x = a elde edilir. Dolayisiyla a € At(X) olur.

g

Teorem 4.2. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x,y,z € X icin

asagidakiler birbirine denktir:
(i) ac AtX),
(ii)) zx(zoa)=a=uzxo(rx*a),
(i) ax(zoy) <yo(xxa),
(iv) (aox)x(yoz)<(zo(yxa))oux,

(v) axx =00 (x*a).

Kamt. (i)= (ii) Teorem 4.1. de kaniti verilmistir.

(ii)= (iii) Her a,x,y € X icin sirastyla (ii), Onerme 3.1. (by), ve Tamim 3.1. (ay) ile Onerme
3.1. (by) den

bulunur. Béylece a x (z oy) < yo (x *a) olur.
(iii)=(iv) Hera,z,y,z € X icin sirasiyla Onerme 3.1. (by) ve (iii) ile Onerme 3.1. (b;) den
(aox)x(yoz)=(ax(yoz))ox
<(zo(yxa))oxw
bulunur. Biylece (aox) * (yoz) < (z0(y*a))ox olur
(iv)= (v) Her a,x € X icin sirastyla Onerme 3.1 (bg), (iv) ve Onerme 3.1. (bg) den
axx = (ao0)x*(xo0)
<(0o(zxxa))o0

=00 (zx*a)
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bulunur. Diger taraftan Onerme 3.2. (ii) den
Oo(xxa)<axx
olur. Dolayistyla Tanum 3.1. (ay) den
axx =00 (xrxa)

elde edilir.
v)=() a,x € X icin v < a oldugunu kabul edelim. O zaman x * a = 0 olur. Dolayistyla

strastyla (v), hipotez ve Tanim 3.1. (a3) den

axx =00 (xrxa)
=000
=0

bulunur. Boylece a < x olur. Tamum 3.1. (ay) den a = x olur. Dolayistyla a € At(X) elde edilir.
0

Teorem 4.3. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x,y, z € X icin
asagidakiler birbirine denktir:

(i) ac At(X),

(ii) x*(roa)=a=uwxo(x*a),

(iii) ao(xxy) <yx(roa),

(iv) (axx)o(y*xz)<(zx*x(yoa))x*uw,

(v) aox=0x%(xoa).
Kamt. Teorem 4.2. ile benzer sekilde denklikler kanitlanir.

O

Asagidaki teoremlerde bir pseudo-BCI cebrinin atomlarinin bir diger karakterizasyonu

verilecektir.

Teorem 4.4. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x,y € X icin

asagidakiler birbirine denktir:

(i) a € At(X),
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(ii) v*(roa)=a=uwxo0(x*a),
(iii) axx=(yxx)o(yx*a),
(iv) aox=yo(yx*(aoux)).

Kamt. (i)= (ii) Teorem 4.1. de kaniti verilmistir.

(i))= (iii) Her a,x,y € X icin Onerme 3.1. (by) ve (ii) den

(y*xx)o(y*a)=(yo(y*a))xz

=a*xT

elde edilir.

(iii)= (iv) Her a,x,y € X icin sirastyla Onerme 3.1. (bg), (iii) ve tekrar Onerme 3.1. (bg) den

yo(yx(aox)) = (y*0)o(y*(aow))
=(aox)x0

=aox

elde edilir.

(iv)=(@) a,x € X icinx < a olsun. O zaman x * a = 0 olur. Buradan sirastyla Onerme 3.1.

(bs), (iv), Onerme 3.1. (bg), hipotez ve Onerme 3.1. (bg) den

a=ao(
=xo(zx*(aoc0))
=xo (rx*a)
=z00

=X

bulunur. Boylece Tanim 4.1. den a € At(X) olur.

Teorem 4.5. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x,y € X icin
asagidakiler birbirine denktir:

(i) ae A(X),

(ii) zx(zoa)=a=uzxo(rx*xa),

(iii) aox=(yox)*(yoa),

(iv) axxz=yx(yo(axux)).
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Kamt. Teorem 4.4. ile benzer sekilde denklikler kanitlanir.

Teorem 4.6. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a,x € X icin
asagidakiler birbirine denktir:

(i) a€ At(X),

(ii)) axx=(0xx)o(0xa),

(iii) aox = (0ox)*(0oa).

Kamt. (i)= (ii) = € X ve a € At(X) olsun. Teorem 4.4. (i)<(iii) den y € X icin
axx=(yxx)o (y*a)

elde edilir. Buradan y = 0 alimirsa kanit tamamlanmus olur. Boylece
axx=(0xx)o(0xa)

olur.
(ii)= (i) Her a,x € X icin sirastyla (ii), Onerme 3.2. (v), Onerme 3.2. (iii) ve Onerme 3.2.
(v) den

axx=(0xx)o(0xa)
—(0oz)o(0%a)
=0x(zx*a)

=00 (x*a)

bulunur. Béylece Teorem 4.2. (i)<(v) den a € At(X) elde edilir.
()= (iii) (i)=(ii) ye benzer sekilde kanitlantr.

(iii)= (i) (ii)=(i) e benzer sekilde kanitlanir.

Teorem 4.7. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her a € X icin
asagidakiler birbirine denktir:

(i) ac€ At(X),

(i) 0%x(0oca)=a=00(0x*a).

Kamt. (i)=(ii) Teorem 4.1. de a € At(X) igcin v = 0 alimirsa
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0x(0oa)=a=00(0%a)
elde edilir.

(i))=@{) a,x € X icinx < a olsun. O zaman x x a = 0 olur. Diger taraftan sirastyla (ii),

Onerme 3.1. (by), Onerme 3.2. (v), (iii) ve (v), hipotez ve son olarak Tanim 3.1. (a3) den

axx=(00(0xa))*x
=(0xz)o(0*a)
— (00a)o(0a)

0% (z*a)
Oo(xoa)
000
0

bulunur. Boylece a < x olur. Sonug olarak Tamim 3.1. (a4) den a = x elde edilir. Bu ise
a € At(X) demektir.

Uyan 4.5. (Dymek, 2012a) Her x € X icin Onerme 3.2. (v) den

0x(0oxz)=00(00x)
=00 (0x2x)
=0x*(0x*2)

olur. Dolayistyla bir onceki teoremden

At(X) = {z € X|z =0 (0 )}

vazilabilir.

Uyar1 4.6. (Dymek, 2012a) Her x € X icin Onerme 3.1. (by) ve Onerme 3.2. (v) den

Oxz=00x
— 00 (0% (00))
=0x(0x(0xx))

bulunur. Boylece her v € X icin
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Oxz =00z e At(X)

elde edilir.

4.2. Pseudo-BCI Cebirlerinin Dallar:

Tamm 4.2. (Dymek, 2012b) X = (X, <, *,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. Her a € At(X)

— ) Y

icin
V(a) ={zr € X|a <z}

kiimesine X in bir daly denir.

Uyan 4.7. (Dymek, 2012b) V(0) = K (X) olur. Gergekten a € At(X) icin a = 0 alinirsa
V(0) ={z € X|0 <z}

olur. Bu ise V (0) = K(X) demektir. V(0) a X in bir pseudo-BCK kismu denilir.

Ornek 4.8. X = (X, <, %*,0,0), Ornek 4.1. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
V(0) ={0,a,b,c} = K(X) olur.

Ornek 4.9. X = (X, <, *,0,0), Ornek 4.2. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
V(0) ={0,b,¢,d} = K(X) ve V(a) = {a} olur.

Uyari 4.8. (Dymek, 2012b) V (a) # & olur. Gergekten her a € X icin a < a olacak sekilde

daima bir a € V (a) vardur.

Uyar1 4.9. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCK cebri ise o zaman her a,b € X icina < b
oldugunda V (0) = X ve V(b) C V(a) olur. Gergekten X bir pseudo-BCK cebri ise Uyari 3.3.
den X = K(X) olur ve Uyari1 4.7. den V (0) = X olur. a,b € X icin

Via)={z € X|la<z} ve V(b)={re X|b<z}
olur. a < b oldugundan V (b) C V (a) bulunur.

Tanmim 4.3. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCI cebrive x,y € X olsun. O zaman x < y veya

y < x ise x ve y ye karsiagtirdabilirdir, denir.
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Uyan 4.10 2,y € X icin © ve y karsilastirilabilir ise o zaman V (a) tek daldwr. x ve y, X in
karsilastirilabilir iki elemani ve © < y olsun. a € At(X) icin x € V (a) ise x < y oldugundan
y € V(a) olur. X in her elemani karsilastirilabilir ise o zaman V (a) tek daldur.

V(a) ya X in karsilagtirdabilir bir altkiimesi denilir.

Tanm 4.4. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCI cebrive a € X icin U(a), V(a) mn bir
altkiimesi olsun. U (a), a < x olacak sekilde tiim x € X elemanlarini iceriyorsa ve U (a) daki
her iki eleman karsilagtirllabilir ise o zaman U (a) ya V (a) mn bir dali denir.

W, bostan farkli keyfi bir kiime ve her w € W igin her U,(a), V (a) mn bir dalt olacak
sekilde

V(a) = UUu(a)

weWw

ise o zaman V (a) ya X in dalvari karsilastirdabilir bir altkiimesi denir.

Onerme 4.1. (Dymek, 2012b) X = (X, <, ,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
a,b € At(X) igin

V(a)NV(b) =2
olur.
Kanit. a,b € At(X) ve a # b olsun. Bir z € V(a) NV (b) alinsin. O zaman
z€V(a) ve ze€V(b)

olur. Boylece a < zve b < z elde edilir.

Simdi a < z almsin. O zaman b € X icin Onerme 3.1. (by) den
bxz<bxa
bulunur. Buradan
O=bxz<bxa

olur. Dolayisiyla
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0<bxa

elde edilir. Béylece b € X icin sirastyla Onerme 3.1. (b;), Onerme 3.1. (by) ve Tamum 3.1. (a3)
den

Oocb<(bxa)ob
= (bob)*a

=0x*a
bulunur. Buradan sirastyla Onerme 3.1. (by), Onerme 3.2.(i) ve Onerme 3.1. (bg) den

0% (0%a) <0x*(00b)

<bol
=b
elde edilir. Fakat b € At(X) oldugundan
b=0x(0xa)

olur. Dolayisiyla sirastyla Onerme 3.2. (iii), Tanim 3.1. (a3), Onerme 3.2. (ii) ve Onerme 3.1.
(bs) den

b

0% (0xa)=(000)o(0xa)
=00 (0x*a)
<ax0

= a

bulunur. a € At(X) oldugundan b = a olur. Bu ise a ve b nin se¢iligine bir ¢eliskidir. Biylece
V(a) NV (b) = @ elde edilir.

Ornek 4.10 Ornek 4.9. dan V (0) = {0,b, ¢, d} ve V(a) = {a} icin

V(0)NnVia) =2

oldugu goriiliir.

Sonug 4.1. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BClI cebri olsun. O zaman
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NV(e) =2

a€At(X)

oldugu goriiliir.

Onerme 4.2. (Dymek, 2012b) X = (X, <, %,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her
bir x € X icin a < x olacak gekilde tek bir a € At(X) vardir.

Kamt. © € X alalim. Tanum 3.1. (a) den
0o (0xz) <z

olur. 0 0 (0 % x) = a olsun. Ilk olarak a € At(X) oldugu gosterilmelidir.
y < a olacak sekilde bir y € X olsun. y = a oldugunu gosterilirse a nin atom oldugunu

gosterilmig olur. Kabulden
y <00 (0x*x)
olur. Dolayisiyla Tamim 3.1. (as) den
yx (0o (0xz))=0
bulunur. Buradan

(yx (00 (0xz)))oy =00y

olur ve sirastyla Onerme 3.1. (by), Tamum 3.1. (a3) ve Onerme 3.1. (by) dan

Ooy=(yoy)* (00 (0xx))
=0x% (00 (0xx))

=0x*xx
elde edilir. Simdi sirastyla yukaridaki esitlikten, Onerme 3.2. (i) ve Onerme 3.1. (bg) den

0o (0xxz)=00(00y)
=0x(0oy)
<yol

=Y
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bulunur. Buradan a < y olur. Tamim 3.1. (a4) den y = a elde edilir. Boylece a € At(X) mn

oldugu goriiliir. Tekligi ise Onerme 4.1. nin kanitinda gosterilmigtir.

OJ

Uyari 4.11. (Dymek, 2012b) Yukaridaki énermede bir a € At(X) i¢cin X in her elemani bir

tek V (a) dalina aittir. Dolayistyla Onerme 4.1. den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman a € At(X) igin

X =JV(a)

ac€At(X)

oldugu goriiliir.

Ornek 4.11. X = (X, <, ,0,0), Ornek 4.9. daki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
X =V(0)UV(a)

oldugu goriiliir.

Ornek 4.12. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.3. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(Xy) = {0} ve her a € X, igin V(a) = [a,00) olur.

Ornek 4.13. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.4. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(Xo) = {Xa} ve her (z,y) € Xoicin V((x,y)) = {(z,y)} olur.

Ornek 4.14. (Dymek, 2012a) X, Ornek 3.4. deki pseudo-BCI cebri olsun. O zaman
At(X) ={(0,y, 2)|y, z € R}
olur. (0,a1,as),(0,b1,be) € At(X) icin
V((0,a1,a2)) NV ((0,b1,b2)) = &
olacak sekilde W nin dallari
V((0,a1,a9)) = {(z,a1,as) € X|z > 0}

seklindedir ve
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X = U V((O, ay, CLQ))

(0,a1,a2)€At(X)

olur.

Onerme 4.3. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCI cebrive z,y € X olsun. x ve y

karsilastirilabilir ise o zaman x ve y bir a € At(X) icin aym V' (a) dalindadur.

Kamt. z,y € X ve a € At(X) igcin x € V(a) alnsin. x ve y nin karsilagtirilabilir olsun. O
zaman v < y veya y < x yazilabilir.

x < yolsun. O zaman x € V (a) oldugundan a < x yazilabilir. Buradan a < y olur.
Boylece y € V (a) elde edilir.

y < x olsun. Bu da ilk duruma benzer sekilde saglanir.

Birb € At(X) iciny € V(b) ve b # a olsun. O zaman b < y olur. Buradan b < x elde
edilir. Bu da x € V (b) demektir.

x € V(a)vex € V(b) oldugundan

V(a)NV(b) # @

olur. Fakat bu durum Onerme 0.4.1. ile ¢gelisir. Dolayisiyla a,b € At(X) ve b # a igin

y & V(b) olur. Bu ise Sonug 4.2. den y € V (a) demektir. Boylece kanit tamamlanmus olur.

4.3. Pseudo-BClI Cebirlerinin Medyali

Tanmm 4.5. (Jun et al., 2006) X = (X, <,*,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. Eger her
x,y,z,u € X igin
(M1) (z*y)o(z*xu)=(xxz)o(y*u)

ozdesligi saglantyorsa X e o-medyal denir.

Onerme 4.4. (Jun et al., 2006) X = (X, <, %,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. X in
o-medyal olabilmesi icin gerek ve yeter kosul her x,y,z € X icin
(M2) zo(yxz)=(zxy)o(0xz)

ozdesliginin saglanmasidir.
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Kamt. (=) Xin o-medyal olsun. (M1) de z = 0 ve u = z alimirsa ve Onerme 3.1. (bg) den
(xxy)o(0xz)=(xx0)o(y*xz)=xzo(yx*2)

bulunur. Boylece (M2) saglanmus olur.

(<) Xin(M2) saglansin. O zaman sirasiyla Onerme 3.1. (by), (M2), Onerme 3.1. (by) ve
(M2) den

o(z*xu))*y

(xxy)o(zxu) = (z
(x*x2z)o(0xu))*xy

(xx2)*y)o (0x*u)

(
(
(
(

xxz)o (y*u)

elde edilir. Boylece X o-medyaldir.

OJ

Onerme 4.5. (Jun et al., 2006) X bir o-medyal pseudo-BCI cebri olsun. O zaman asagidaki
ozdegslikler saglanir: Her x,y € X icin

(i) zxy=00(yx*x),
(ii) 0o (0xz)=ux,
(iii) xo(rx*xy)=y

olur.

Kamt. (i) Her x,y € X icin sirastyla Onerme 3.1. (bg), Tanum 3.1. (a3), (M1) ve Tanim 3.1.
(a3) den

elde edilir. Boylece (i) saglanmus olur.

(ii) Her x € X icin sirasiyla Onerme 3.1. (bg) den ve (i) de y = 0 alimirsa

r=xx*0

=00 (0*x)
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elde edilir. Boylece (ii) saglanmus olur.

(iii) Her x,y € X icin sirastyla Onerme 3.1. (bg), (M1), Tanim 3.1. (a3) ve (ii) den

zo(rxy)=(rx0)o(rxy)

elde edilir. Boylece (iii) saglanmugs olur.

4.4. p-yaribasit Pseudo-BCI Cebirleri

Tanim 4.6. (Dymek, 2012b) X = (X, <,x*,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. Her v € X icin
0 < z oldugunda x = 0 oluyorsa X e bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri denir.

Ornek 4.15 X = (X, <, *,0,0), Ornek 4.8. daki pseudo-BCI cebri olsun. 0 < b fakat b # 0
oldugundan X p-yaribasit pseudo-BCI cebri degildir.

Ornek 4.16 X = (X, <, %,0,0), Ornek 4.9. daki pseudo-BCI cebri olsun. 0 < b fakat b # 0
oldugundan X p-yaribasit pseudo-BCI cebri degildir.

Uyan 4.12. (Dymek, 2012b) X bir (0z) p-yaribasit pseudo-BCI cebri ise o zaman
K(X) = {0} dir. Dolayistyla X bir p-yaribasit pseudo-BCK cebri ise o zaman X = {0} dir.

Asagidaki onermelerde p-yaribasit pseudo-BCI cebrinin farkli karakterizasyonlar

verilecektir.

Onerme 4.6. (Dymek, 2012b) X = (X, <, %,0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman her
x,y € X icin asagidakiler birbirine denktir:

(i) X p-yaribasittir,

@) <y — z=y,

(iii) x*(roy)=y=uxo(xxy),

(iv) 0x(0oz)=2=00(0xux),

) wx(0oy) =yo (0xx)
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Kamt. (i)= (ii) X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri ve her x,y € X icin v < y olsun. O
zaman Onerme 3.1. (b7) den
THx S Y*xx

olur. Buradan Tamum 3.1. (a3) den

0<yxzx
bulunur. X, p-yaribasit oldugundan

yxx =20

olur. Bu ise y < x demektir. Bbylece Onerme 3.1. (a4) den x = y elde edilir.

(ii)= (iii) Her z,y € X i¢in Tanum 3.1. (as) den
zx(roy) <y
olur. Dolayisvyla (ii) den
zx(roy) =y
bulunur. Benzer sekilde Tanum 3.1 (ay) den
ro(rxy) <y
olur ve (ii) den
ro(xxy)=y
elde edilir.
(iii)=(iv) Her x,y € X icin (iii) de v = 0 ve y = x alinirsa o zaman

Ox(0oz)=x=00(0xx)

elde edilir.

(iv)=-(v) Her xz,y € X icin sirastyla (iv), Onerme 3.1. (by) ve tekrar (iv) den

xx(0oy)=(00(0xx))*(0oy)
=(0x(00y))o(0x*x)
=yo (0xx)
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elde edilir.
(v)= (i) Herxz € X i¢cin 0 < x olsun. (v) de y = 0 alimirsa Onerme 3.1. (bg) ve Tamim 3.1.
(as) den

elde edilir. Boylece X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.
O

Uyan 4.13. (Dymek, 2012b) Onerme 4.6. (i) den” =" yerine” <" alimirsa bir p-yaribasit
pseudo-BCI cebri bir pseudo-BClI cebri olur.

Onerme 4.7. (Dymek, 2012b) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman asagidakiler birbirine
denktir: Her a,b,x,y,z € X icin
(i) X p-yaribasittir,
(i) rxy=00(y*uzx),
(ii’) xoy=0x(youx),
(i) xxy=(zxy)o(zx%x),
(iii’) zoy=(zoy)x*(zox),
(iv) zxy=(0xy)o (0xux),
(iv’) zoy=(0oy)x*(0oux)
v) rxa=x*xb — a=0>,
v’) roa=x0b = a=0,
i) axx=bxx = a=0b,
wi’) aocx=boxr = a=b.

olur.

Kamt. (i)=(ii) X p-yaribasit pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y € X icin Onerme 3.2. (ii) de

x yerine vy, y yerine x alinirsa

Oo(yxz) <zxy
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olur. Uyart 4.4. den
Oo(yxz)=xxy

elde edilir.
(it)=({) Her x,y € X icin (ii) de y = 0 alinirsa

zx0=00(0xx)
olur. Buradan Onerme 3.1. (bg) den
x=00(0x*x)
bulunur. Onerme 3.2. (iv) den
x=0%(0ox)

elde edilir. Dolayisiyla Onerme 4.6. (i)<>(iv) denkliginden X p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.
(i)<(ii’) Bu denklik (i)<(ii) ile benzer sekilde kanitlanir.
(i)=(iii) X p-yaribasit pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y, z € X icin Tamum 3.1. (a,) de ©

yerine z, z yerine x alinirsa

(zxy)o(z*xx)<x*y
olur. Uyart 4.4. den

(zxy)o(zxx)=xxy

elde edilir.
(iii))=(i) Her xz,y,z € X icin (iii) de y = z = 0 alimirsa ve Onerme 3.1. (bg) den

r=xx%0
= (0%0)o (0xx)
=00 (0xx)
elde edilir. Benzer sekilde
r=u1x00

— (000)%(00x)
=0%(0ox)
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elde edilir. Boylece Onerme 4.6. (i)<(iv) denkliginden X p-yaribasit pseudo-BCI cebri

bulunur.
(i) (iii’) Bu denklik (i)<(iii) ile benzer sekilde kanitlanir.

(i)=(iv) Herx,y,z € X icin (iii)de z = 0 alimirsa (i)<(iii) denkliginden
zxy=(0xy)o(0xz) <= X p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.
saglanir.
(i)<(iv’) Bu denklik (i)<(iv) ile benzer sekilde kanmitlanir.
(i)=(v) a,b,x € X icinx *a = x * bolsun. O zaman X p-yaribasit oldugundan Onerme 4.6.
(i)<(iii) denkliginden
a=xo(x*a)
olur ve hipotezden
a=zxzo(x*xa)=zo0(xxb)

elde edilir.

v)=@G) x,y € X icin x < y olsun. O zaman Tamim 3.1. (as) ve (a3) den
rxy=0=xxzx

olur. Boylece (v) den y = x elde edilir. Sonug olarak Onerme 4.6. (i)<(ii) denkliginden X
p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.
(i)<(v’) Bu denklik (i)<(v) ile benzer sekilde kanitlanir.

(i)=i) a,b,x € X icin a*xx = b x olsun. (i)<(ii) denkliginden X p-yaribasit ise o zaman
rxa =00 (ax*zx)

ve
zxb=00(bxx)

olur. Buradan Onerme 4.6. (i)<(iii) denkliginden ve yukaridaki ozdesliklerden
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elde edilir.

vi)=@() x,y € X icin x <y olsun. O zaman Tamim 3.1. (a5) ve (a3) den
rxy=0=yxy

olur. Boylece (vi) den & = y elde edilir. Sonug olarak Onerme 4.6. (i)<(ii) denkliginden X
p-yaribasit pseudo-BCI cebri olur.
(i)<(vi’) Bu denklik (i)<(vi) ile benzer sekilde kanitlanir.

O

Ornek 4.17. (Dymek, 2012b) X, X, ve X, strasiyla Ornek 3.3., Ornek 3.4. ve Ornek 3.5. deki
pseudo-BClI cebirleri olsunlar. X, ve X p-yaribasit pseudo-BCI cebri degilken X5 p-yaribasit
pseudo-BCI cebridir.

Onerme 4.8. (Dymek, 2012b) X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri ise o zaman
(i) Hery € X icin x xy = y olacak sekilde tek bir x € X vardir.
(i’) Hery € X icin x’' oy = y olacak sekilde tek bir x' € X vardur.

Kamt. (i) X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebrive y € X olsun. O zaman sirastyla Onerme
3.1. (by), Tanum 3.1. (a3) ve Onerme 4.6. (i)<(iv) denkliginden

(Yo (0xy))xy=(y*y)o(0*y)
=00 (0xy)

=Y
bulunur. Burada x = y o (0 * y) olarak alinirsa
TRy =y
olur. O zaman
zxy=(yo(0xy))xy

oldugundan Onerme 4.7. (i)<(vi) denkliginden

r=yo (0xy)
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olacak sekilde bir tek x € X vardir.
(i’) (i) ye benzer sekilde kanitlanir.

X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebrive y € X olsun. O zaman sirastyla Onerme 3.1.
(by), Tamum 3.1. (a3) ve Onerme 4.6. (i)&(iv) denkliginden

(y*x(0oy))oy=(yoy)*(0oy)
=0x(00y)

=Y
bulunur. Burada x' = y x (0 o y) olarak alimirsa

/

Troy=y
olur. O zaman
'oy=(yx(0oy))oy

oldugundan Onerme 4.7. (i)<>(vi) denkliginden

olacak gekilde bir tek ©' € X vardwr.

Uyan 4.14. (Dymek, 2012b) Tanim 4.5. de, Bir X o-medyal pseudo-BCI cebri her

x,y,z,u € X igin
(x*xy)o(zxu)=(x*2)o(y*u)
seklinde tamimlanir. Eger yukaidaki 6zdeglikte = = v = 0 alimirsa o zaman her x,y € X i¢in
TxYy=x0Yy

olur. Boylece bir o-medyal pseudo-BClI cebri bir (medyal) BCI-cebridir. Dolayistyla
p-yaribasit pseudo-BCI cebridir. Gercekten X o-medyal pseudo-BCI cebri oldugundan
Onerme 4.5. (i) den

xxy=00(y*x)
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olur. Onerme 4.7. (i) (ii) denkliginden X p-yaribasit pseudo-BCI cebri olur.

Asagidaki teoremde p-yaribasit pseudo-BCI cebirleri ile gruplarin kategorisel anlamda denk

oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.8. (Dymek, 2012b) (i) X = (X, <,x*,0,0) bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri olsun.

Her z,y € X ic¢in
r+y:=zx(0oy)=yo(0xx)
ve
—r:=0xx=00x

olacak sekilde bir (X) = (X, +, —, 0) kiimesi tammlansin. O zaman ¢(X) bir gruptur.
(i’) Tersine olarak X = (X, +, —,0) bir grup olsun. Her x,y € X igin

TxY =T —Y,
roy . =—-y+cx

r<y < xzxy=0=xo0y

seklinde tanimlanan ¢(X) = (X, <, %, 0,0) yapust bir p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.

(i) Yukarida tanimlanan ¢ ve 1) doniigiimleri birbirinin tersidir.

Kamt. (i) X = (X, <, %,0,0) p-yaribasit BCI cebri olsun.
o Onerme 4.6. (i)=(v) denkliginden” + 7 iyi tamumhidir. Gercekten her x,y,x',y € X

icin

r+y:=xx(0oy)=yo (0xx)
4y =2« (0oy) =y o(0xa')

olur. Burada © = x' ve y = 1/ ise o zaman
r+y=a"+y

olur.
o " + 7 birlesmelidir. Gercekten her x,y,z € X icin” + 7 toplamanin tanimindan ve

Onerme 3.1. (by) den



olur. Diger taraftan

T+ (y+z)=z+ (y*(002))

olur. Buradan
(x+y)+z=2+(y+2)

elde edilir. Boylece ” + 7 birlesmelidir.

o 707", etkisiz elemandir. Gergekten her x € X icin sirastyla” + 7 taminundan, Tanim

3.1. (a3) ve Onerme 3.1. (bg) den
r+0=x%(000)
=xx*0
=z

ve

0+x=x0(0x0)
=x00
=x
bulunur. Boylece ”0”, " + 7 islemine gore etkisiz (birim) elemanidir.

e Her elemanin bir tersi vardir. Gercekten her x € X icin sirasiyla” + 7 tanmimindan,

Onerme 4.6. (i)=(iv) den ve Tanim 3.1. (a3) den

x4+ (0xz)=x% (00 (0*x))
=0
(Oox)+x=20(0x(00x))

=Trox

=0
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bulunur. Buradan her v € X icin Onerme 3.2. (v) den
—rx=0xz=00zx

olur. Boylece her x € X in —x ile gosterilen bir tersi vardir.
Tiim bu ozelliklerden dolayt (X) = (X, +, —, 0) bir gruptur.
(@) X=(X,+,—,0) bir grup olsun. Her x,y € X igin

T*Y:i =T —,
roy:=—-y+uz,

r<y & zxy=0=xo0y

olacak sekilde (X) = (X, <, %, 0,0) olsun. 1(X) in bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri oldugu

gosterilecektir.
e Hipotezden Tamm 3.1. (as) saglamir. Dolayisiyla her x,y € X igin
r<y <= zxy=0=z0Yy
olur.
o Tamm 3.1. (ay) in saglanmas icin her x,y, z € X icin
(zry)o(rxz) <zxy

yani

((xxy)o(wxz)) (zy) =0

oldugunu gostermek gerekir. Gergcekten her x,y,z € X icin” x” ve” o” tammlarindan

(@xy)o(zx2))*(2xy) = ((x*ry)o(xx2)) - (2xy)
(—(@*2) + (z*y) + (y — 2)
(—(@—2)+(@—-y)—(2—y)
(z—2)+(z—y)+(y—2)
(z—y)+y—2)

=0

elde edilir. Buradan
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(zxy)o(rxz) <zxy
olur. Benzer sekilde
(xoy)x(xoz)<zoy

oldugu goriiliir. Boylece Tamim 3.1. (ay) saglanmug olur.

2

o Herx e Xicin” x” ve” o” tammlarindan
rx¥0=2—-0=z
ve

ro0=-04+zx=2x

bulunur. Béylece Onerme 3.1. (bg) saglanmis olur:

o Herz,ye Xicinx <yvey < x olsun. O zaman
rxy=x—y=~0
ve
yxrx=y—x=>0
olur. Buradan
r—y+y=0+y

elde edilir. Boylece x = y bulunur. Dolayistyla Tanim 3.1. (a4) saglanmus olur.

Teorem 3.1. den 1)(X) = (X, <, *,0,0) bir pseudo-BCI cebridir. Sonug olarak Onerme
4.6. (i) (ii) denkliginden 1 (X) bir p-yaribasit pseudo-BCI cebridir.
(ii) (i’) kosulundan i ile (X, <, x, 0,0) p-yaribasit pseudo-BCI cebri elde edilir. (i)

kosulundan ¢ yardimiyla (X, @, ©,0) grubu elde edilir. O zaman her x,y € X icin

rdy=xx(0o0y)

=z —(00y)
=z —(-y+0)

ve
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olur. Boylece (X, +,—,0) ve (X, ®, O, 0) gruplart aymdr.

Tersine olarak bir (X, <, *,0,0) p-yaribasit pseudo-BCI cebri alinsn. (i) kosulundan ¢,
(X, 4+, —,0) grubunu dogurur. Dolayistyla (i’) kosulundan i, (X, C, *, e, 0) p-yaribasit
pseudo-BCI cebrini dogurur. O zaman Onerme 4.6. (i)<>(iv) denkliginden her x,y € X icin

TkY=—Y
=z 4 (0xy)
=z x(00(0xy))

=T*xy

ve

rey—=—y+=x
=0oy)+x
=z0(0*(0oy))

:xoy

olur. Boylece” C 7 ile” <7 cakigir. Dolayisiyla (X, <,x,0,0) ve (X, C,x, o, 0) aynt
p-yaribasit pseudo-BCI cebirleridir.

Boylece ¢ ve 1 doniisiimleri birbirinin tersidir.

Sonug olarak (X, <, *,0,0) ve (X, C, %, ®,0) p-yaribasit pseudo-BCI cebirleri

kategorisel olarak denktir.
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5. PSEUDO-BCI CEBIRLERININ PSEUDO-BCI
IDEALLERI

Tanmm 5.1. (Lee ve Park, 2009) X = (X, <, %, 0,0) bir pseudo-BCI cebri ve J, X in bostan
farkli herhangi bir altkiimesi olsun. X in herhangi bir y elemanu icin x(y, J) ve o(y, J)

kiimeleri

(y, J) ={v e X|zxy e J}
ofy, J) :={r € X|zoy e J}

olmak iizere J asagidaki kosullari sagliyorsa J ye X in bir pseudo-BClI ideali denir:
1) 0eJ,
(I2) Hery € Jicinx(y,J) C Jveo(y,J) C J olur.

Ornek 5.1. (Dymek, 2012a) {0} ve X pseudo-BCI ideallerin asikar ornekleridir.

Ornek 5.2. X = (X, <, *,0,0), Ornek 3.2. deki pseudo-BCI cebri olsun. J = {0,b} C X
kiimesi X in bir pseudo-BClI idealidir:

(I1) 0 € J oldugundan (11) saglanir.

(12) 0 € Jicin

x(0,J) ={z e X|jzx0e€ J} ={0,b} C J
o(0,J)={z € X|xo0e J}={0,b} CJ

bulunur. b € J icin

x(b,J)={r e X|zxbe J} ={0,b} CJ
o(b,J)={r e X|zobe J} ={0,b} C J

bulunur. Boylece (12) saglanmus olur.
Uyan 5.1. X = (X, <, %, 0,0) bir pseudo-BCI cebri olsun. Her x,y € X icin
Txy=1x0Y

kosulu saglaniyorsa o zaman X in her pseudo-BClI ideali bir BCI-ideali olur.

Onerme 5.1. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri ve J, X in bir pseudo-BCI ideali

olsun. v € Jvey < x ise o zamany € J olur.
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Kamt. J, X in bir pseudo-BCl ideali ve x € J ve y < x olsun. O zaman
yxx =0 ve yoxr=20
olur. (11) den 0 € J oldugundan
yxxr€J ve yoreJ
olur. Buradan
y € x(x,J) ve y€o(x,J)

bulunur. Boylece (12) den y € J elde edilir.

Tanim 5.2. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri olsun. Herhangi bir a € X i¢in
la:={reX|z<a}
kiimesine X in bir baslangi¢c kismi denir.

Teorem S.1. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri olsun. Her a € X igin
la={x € X|z < a} baslangi¢c kismumin X in bir pseudo-BClI ideali olmast igin gerek ve
yeter kosul asagidaki kosullarin saglanmasiduir:

(i) Herz,y,ze€ Xicinzxy<z,y<z=—uz<z2

(ii)) Herx,y,z,€ Xicinvzoy<z,y<z=—z <2

Kamt. (=) X bir pseudo-BCI cebri ve her a € X i¢in | a, X in bir pseudo-BClI ideali olsun.

r,y,z € Xicinrxy < z,xoy < zvey < zalinsin. | a nin taminindan
rxy Elz, roylz ve yelz
olur. Buradan y €| z icin
x € *(y,) z) ve x€o(y,d 2)
olur. | z, X in bir pseudo-BCl ideali oldugundan (12) den her y €| z icin
*(y, L 2) Sz ve oy, | z) Clz

bulunur. Buradan
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r€x(y,d2)Clz ve z€o(y,lz)Clz

oldugundan x €| z olur. Boylece x < z elde edilir.
(<) Xbir pseudo-BCI cebri olsun. (i) ve (ii) nin saglansin. z € X icin | z alinsin.

0 €l z dir. Ciinkii (i) ve (ii) de x = 0 alimirsa o zaman
Oxy<z Ooy<zve y<z — 0<z

olur. Boylece 0 €] z saglanir.

Simdi hery €| zicina € x(y,| z) ve b € o(y, | 2) olsun. O zaman
axy €lz ve boyelz
bulunur. Boylece
axy<z ve boy<z

olur. y €| z oldugundan

bulunur. O zaman
a€lz ve belz
olur. Dolayistyla
Ky b 2) Lz ve ofyd2) Cle
elde edilir. Boylece her z € X i¢in | z nin X in bir pseudo-BCl ideali oldugu goriiliir.
U

Teorem 5.2. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri olsun. J, X in bir pseudo-BClI ideali
ise o zaman asagidakiler saglanir:
(i) Herx,y,z€ Xicinz,yeJ, zxy<zise z¢€J,

(ii) Hera,b,c € X icina,be J, cob<a ise ce J.

Kamt. (i) J, X in bir pseudo-ideali olsun. z,y,z € X icinx,y € J ve z xy < x alinsin. O

zaman
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(zxy)ox =0
olur. Buradan J, X in bir pseudo-BCl ideali oldugundan (11) den
(zxy)ox=0€J
oldugundan
(zxy)ox e J
olur. Uyart 5.1. ve (12) den
(zxy) €o(x,J) CJ

olur. z x y € J oldugundan Tanim 0.5.1. den z € x(y, J) bulunur. J, X in bir pseudo-BCI
ideali oldugundan (12) den

zex(y,J)CJ

olur. Dolayisiyla z € J elde edilir. Boylece (i) saglanmus olur.

(i) J, X'in bir pseudo-BCl ideali olsun. a,b,c € X icina,b € J ve cob < a alinsin. O zaman

(cob)xa=0
olur. Buradan J bir pseudo-BCl ideali oldugundan (11) den

(cob)xa=0€J

oldugundan

(cob)xaeJ
olur. Tanmim 5.1. den

(cob) € *(a,J) CJ

olur. co b € J oldugundan Tanum 5.1. den ¢ € o(b, J) bulunur. J, X in bir pseudo-BCI ideali
oldugundan (12) den

ceo(bJ)CJ

olur. Dolayisiyla c € J elde edilir. Boylece (ii) saglanmus olur.
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0

Teorem 5.3. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri ve J, X in pseudo-BCI altcebri olsun.

O zaman J nin X in bir pseudo-BClI ideali olmast icin gerek ve yeter kosul her x,y € X icin
reJ ve yeX—-J = yxrxeX—-J ve yoreX—J
kosulunun saglanmasidir.

Kamt. (=) J nin X in bir pseudo-BCl ideali ve her x,y € X icinx € Jvey € X — J olsun.
y*xx ¢ X — J olsun. O zaman

yxx e J
olur. Dolayistyla
y € x(x,J)CJ
olur. Buradan y € J bulunur. Fakat bu kabul ile celigir. Boylece
yxreX—J
bulunur. Simdi y o v ¢ X — J olsun. O zaman
yox e J
olur. Dolayistyla
y€o(x,J)CJ
elde edilir. Buradan y € J bulunur. Bu yine bir celiskidir. Dolayisiyla
yore X —J

bulunur.

(<) Herx,y € X icin
reJ ve ye X—J = yxrxreX—J ve yoxe X —J

kosulu saglansin. Bu durumda X in J pseudo-BCI altcebrinin X in bir pseudo-BCI ideali
oldugu gosterilmelidir.
J, Xin bir pseudo-BCI altcebri oldugundan 0 € J olur. Her x € J igciny € *(z, J)

olsun. O zaman
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yxx e J
olur. y ¢ J olsa kabulden
yxreX—J
olur. Bu ise y x v € J olmasina bir celigkidir. Dolayisiyla y € J olur ve buradan
x(x,J) CJ

elde edilir.

Simdi bir z € o(x, J) alinsin. O zaman
zoxeJ
olur. z ¢ J olsa kabulden
zore X —J
bulunur. Bu ise z o x € J olmasina bir ¢geliskidir. Dolayistyla z € J olur ve buradan
o(x,J) C J

elde edilir.
Boylece J, X in bir pseudo-BClI ideali olur.

Uyan 5.2. (Jun et al., 2006) Her X pseudo-BCI cebri bir
K(X) ={z € X|0 <z}
maksimal pseudo-BCK cebrini kapsar.

Onerme 5.2. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri olsun. v € K(X)vey € X — K(X)
iseozamanx xy € X — K(X)vexoy € X — K(X) olur.

Kamt. x € K(X)vey € X — K(X) olsun. z xy € K(X) ise o zaman K (X), X in bir
pseudo-BClI altcebri oldugundan

zro(zxy) e K(X)
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olur. Dolayisiyla K (X) kiimesinin tanuimindan ve Tanum 3.1. (ay) den
O<zo(zxy) <y

olur. Boylece K (X) kiimesinin tanmimindan ve 0 < y oldugundan y € K (X) olur. Bu ise
y € X — K(X) kabulii ile ¢eligir. Bu yiizden

rxy e X — K(X)

bulunur.

Simdi x oy € K(X) ise o zaman K(X), X in bir pseudo-BCI altcebri oldugundan
zx (roy) € K(X)
olur. Buradan K (X) kiimesinin tanimindan ve Tamum 3.1. (ay) den
O0<zx(zxoy) <y

olur. Biylece K (X) kiimesinin taminundan 0 < y oldugundan y € K (X) olur. Bu ise
y € X — K(X) kabulii ile celisir. Bu yiizden

zoy e X — K(X)

bulunur.

Boylece istenen gosterilmis olur.

Tammm 5.3. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. J, X in bir pseudo-BClI ideali

olmak iizere eger J, X in bir altcebri ise o zaman J ya kapalidir, denir.

Onerme 5.3. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri ve .J, X in bir pseudo-BCI ideali olsun.

J min kapali olmast icin gerek ve yeter kosul her v € Jicin 0 x v = 0o x € J y1 saglamasidir.

Kamt. (=) J, X in kapali bir pseudo-BClI ideali olsun. O zaman Onerme 3.2. (v) den her

x € X icin
Oxx=0o0x

olur. J kapali ise o zaman
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zedJ ve 0e6J — OxxeJ

olur.
(<) Simdi x,y € J alalim. J min kapalr bir pseudo-BCI cebri olmast icin x x y € J oldugu

gosterilmelidir. Onerme 3.1 (bg) da z = 0 alinirsa Onerme 3.1. (bg) den
(xxy)*x(0xy) <zx0==x
bulunur. Buradan x € J oldugu i¢in Onerme 5.1. den
(x*xy)*(0xy) e J

olur. J, X in pseudo-BCl ideali oldugundan ve 0 x y € J oldugundan

rxy e J
elde edilir. Benzer sekilde her x,y € J icin

xoyeJ
olur. Boylece J, X in bir altcebridir ve dolayistyla kapali bir pseudo-BClI idealidir.

0J

Teorem 5.4. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman X in K (X) maksimal
pseudo-BCK cebri, X in bir pseudo-BCl idealidir.

Kamt. 7,y € X alalim. v € K(X) vey € X — K(X) olsun. Tanim 3.1. (a1) ve Onerme 3.1.
(bs) den

(yxzx)oy=(yxx)o(yx0) <0x*xzx
olur. x € K (X) oldugundan
(yxz)oy<0*xx=0
olur. Benzer sekilde
(yox)xy=(yox)*(yo0) <Oox=0
elde edilir. Buradan

(yxx)oy=0
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oldugundan
yxr <y
olur ve
(yoz)sy=0
oldugundan
yoxr <y
bulunur.

Simdi y x v € K(X) olsun. O zaman
O<yxz<y

olur. Boylece 0 < y oldugundan y € K (X) bulunur. Buise y € X — K(X) kabulii ile celigir.
Bu yiizden

yxz e X — K(X)

elde edilir.

yox € K(X) olsun. O zaman
0<yozx<y
olur. Boylece 0 < y oldugundan y € K (X) bulunur. Buise y € X — K (X) kabulii ile ¢elisir.
Bu yiizden
yor e X — K(X)

elde edilir.
Boylece Teorem 5.3. den K (X), X in bir pseudo-BClI ideali olur.

Sonug 5.1. (Dymek, 2012a) X bir pseudo-BCI cebri olsun. O zaman K (X), X in kapali bir
pseudo-BClI idealidir.

Teorem 5.5. (Dymek, 2012a) X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri ve J, X in bir altkiimesi
olsun. O zaman J, X in kapalr bir pseudo-BCl ideali olmasi icin gerek ve yeter kosul J nin X

in bir altcebri olmasidir.
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Kamt. (=) X bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri ve J, X in kapali bir psurdo-BClI ideali olsun.
O zaman J, X in bir altcebridir.

(<) X'in p-yaribasit pseudo-BCI cebri oldugunu ve J nin X in bir altcebri olsun. O zaman J
min X in bir ideali oldugunu gostermek yeterlidir. x,y € X icinx xy € [ vey € I olsun.

Buradan Onerme 4.6. (i) (iii) ve Onerme 4.7. (i)&(ii) den
x=yo(yx*ux)
=yo (0o (zx*y))

olur. 0,y,x xy € J ve J, X in bir altcebri oldugundan x € J elde edilir. Dolayisiyla J, X in
bir pseudo-BClI idealidir. Boylece J, X in kapali bir pseudo-BClI idealidir.

O

Sonug 5.2. (Dymek, 2012a) Bir p-yaribasit pseudo-BCI cebrinin her altcebri bir pseudo-BCI
idealidir.

Teorem 5.6. (Jun et al., 2006) X bir pseudo-BCI cebri ve J, X in bir pseudo-BClI ideali
olsun. O zaman asagidakiler birbirine denktir:
(i) J, K(X) maksimal pseudo-BCK cebrini kapsar (K (X) C J),

(ii) Herx,y € Xicinx <yvex € Jiseozamany € J olur.

Kamt. (i))=(ii)) K(X) C Jvez,y € Xicinz <yvex € Jolsun. O zaman x x y = 0 olur

ve strastyla Tanim 3.1. (a3), hipotez, Tanum 3.1. (a3) ve Tamum 3.1. (ay) den

0=000
— 00 (zxy)

= (xxx)o(x*xy)
Sy*z

bulunur. Bu ise y x v € K(X) demektir. Dolayisiyla
yxx e K(X)CJ
olur. Buradan
y € *x(z,J)

bulunur. J, X in bir pseudo-BClI ideali oldugundan
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y € x(x,J)CJ

olur. Boylece y € J elde edilir.
(ii))=@{) Herxz,yc Xicinx <yvex € Jiseozamany € J kosulu saglansin.
x € K(X) olsun. K(X) kiimesinin taminundan 0 < x olur. J, X in bir pseudo-BClI ideali

oldugundan 0 € J dir. Ayrica 0 < x oldugundan hipotezden x € J olur. Boylece
KX)cJ

saglanmus olur.

Tamim 5.4. (Jun et al., 2006) X = (X, <,*,0,0)ve Y = (Y, <, %, 0,0) birer pseudo-BCI

cebri olsunlar. Her x,y € X icin

olacak sekilde f : X — Y doniisiimiine bir pseudo-BCI homomorfizmast denir.

Onerme 5.4. (Jun et al., 2006) [+ X — Y bir pseudo-BCI homomorfizmast ise o zaman Ox

ve Oy swrastyla X ve Y nin sabit elemanlart olmak iizere f(0x) = Oy dir.

Kamt. f : X — Y bir pseudo-BCI homomorfizmasi ve Ox ve Oy sirastyla X ve Y nin sabit

elemanlari olsun. O zaman Tamm 3.1. (a3) den

f(0x) = f(0x * Ox)

olur. f, bir pseudo-BCI homomorfizmasi oldugundan ve Y bir pseudo-BCI cebri oldugundan
Tamim 3.1. (a3) den

f(0x) = f(Ox * Ox)

olur. Boylece f(0x) = Oy bulunur.
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Ornek 5.3. Birim doniisiim ve sifir doniigiimii asikar pseudo-BCI homomorfizmasi

ornekleridir.

Ornek 54. X = (X, <, %,0,0), Ornek 3.2. deki pseudo-BCI cebri olsun.

f:X—X
0—0
a—ra
b—0
c—0

d— 0

seklinde tanuml f doniigiimii bir pseudo-BCI homomorfizmasidir.

Teorem 5.7. (Jun et al., 2006) X ve Y pseudo-BCI cebirlerive f : X — Y pseudo-BCI
homomorfizmast olsun. O zaman asagidakiler saglanir:
(i) J, Y nin bir pseudo-BClI ideali ise o zaman f~*(J), X in pseudo-BCI idealidir.
(ii) [ drten ve I, X in bir pseudo-BClI ideali ise o zaman f(I), Y nin bir pseudo-BCI
idealidir.

Kamt. (i) J ninY nin bir pseudo- BCI ideali olsun. O zaman Oy € J oldugundan ve Onerme
5.4. den Ox € f~1(J) olur.
Hery e f~YJ)icina € x(y, f~1(J)) ve b € o(y, f~1(J)) alinsin. O zaman

axy e f[~YJ)veboy e fYJ)
olur. f bir pseudo-BCI homomorfizmast oldugundan
fla)=f(y) = flaxy) € f(f71(]) =T

ve

f®)o fly)=fboy) e f(f7H(J]) =

olur. Boylece

fla) € x(f(y), ) ve [f(b) €o(f(y),])

bulunur. J, X in bir pseudo-BClI ideali oldugundan
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fla) € x(f(y),J) CJ ve f(b)€o(f(y),])CJ
bulunur ve f(y) € J olur. Dolayisiyla
ac f1(J) ve be f71(J)
olur. Buradan
(y, f7HT) S f7HT) e ofy, f7H(T) € f7H(I)

bulunur. Boylece f~1(J), X in bir pseudo-BClI ideali olur.
(ii) f orten bir doniisiim ve I, X in bir pseudo-BClI ideali olsun. O zaman Ox € I oldugundan
Oy € f(I) olur.

Hery € f(I)vea,be Y icina € x(y, f(I)) veb € oy, f(I)) olsun. O zaman

axy € f(I) ve boye f(I)
olur. Buradan
f(z.) =axy ve f(zv.)=boy

olacak sekilde x.,x, € I vardir.

y € f(I) oldugundan
flxy) =y
olacak sekilde bir x,, € I vardir. Ustelik f drten oldugundan
fz) =a ve fla)=b

olacak sekilde x,, x, € X vardir. f bir pseudo-BCI homomorfizmast oldugundan

flxaxxy) = fza) * fay) = axy € f(I)
ve

f(zpoxy) = f(xp) 0 f(zy) =boy € f(I)
oldugundan

ToxTy €1 ve xpom, €1

bulunur. 1, X in bir pseudo-BCl ideali oldugundan
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Tq € %(xy, 1) C I ve xy, € 0(xy,I)C I
elde edilir. Buradan
a= f(z,) € f(I) ve b= f(x) € f(I)

olur. Dolayistyla

*(y, (1)) € f(I) ve o(y, f(I)) € f(I)

elde edilir. Boylece f(I), Y nin bir pseudo-BClI idealidir.

O

Tamim 5.5. (Jun et al., 2006) X = (X, <,%,0,0)ve Y = (Y, <, *,0,0) pseudo-BCI cebirleri

ve [ : X — Y doniisiimii bir pseudo-BCI homomorfizmast olsun. O zaman
Ker(f) :=A{z € X|f(x) = 0y}
kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.

Teorem 5.8. (Jun et al., 2006) X ve Y pseudo-BCI cebirleri ve [ : X — Y doniisiimii bir

pseudo-BCI homomorfizmast olsun. O zaman Ker(f) kiimesi X in bir pseudo-BClI idealidir.

Kamt. X ve Y pseudo-BCI cebirlerive f : X — Y doniigiimii bir pseudo-BCI
homomorfizmasi olsun.

Ox € X icin Onerme 5.4. den Ox € Ker(f) elde edilir.

Simdi y € Ker(f) icin

*(y, Ker(f)) € Ker(f) ve o(y, Ker(f)) € Ker(f)

oldugu gostermek icin Ker(f) in X in bir pseudo-BClI ideali oldugunu gistermek yeterlidir.
x € *(y, Ker(f)) ve z € o(y, Ker(f)) olsun. O zaman

rxy € Ker(f) ve zoye Ker(f)
olur. Buradan
flexy) =0y ve f(zoy)=0y

bulunur. f bir pseudo-BCI homomorfizmast oldugundan
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flaxy)=f(x)x f(y) =0y ve f(zoy)=f(2)of(y) =0y
olur. y nin seiliginden f(y) = Oy oldugundan
f(x) %0y =0y ve f(z)00y =0y
olur. Onerme 3.1. (bs) den
f(x) =0y ve f(z)=0y
bulunur. Dolayisiyla = € Ker(f) olur. Boylece
«(y, Ker(f)) € Ker(f) ve ofy,Ker(f)) € Ker(f)

olur. Dolayisiyla Ker(f), X in bir pseudo-BClI idealidir.

Ornek 5.5. X = (X, <, %,0,0) ve f, Ornek 5.4. deki pseudo-BCI cebri ve pseudo-BCI

homomorfizmasi olsunlar. O zaman f nin ¢ekirdegi
Ker(f)={0,b,c,d}

seklindedir ve Ker(f), X in bir pseudo-BClI idealidir.
(I1) 0 € Ker(f) oldugundan (11) saglanr.
(I12) 0 € Ker(f) igin

(0, Ker(f)) ={z € X|xx0 € Ker(f)} ={0,b,¢,d} C Ker(f)
o(0, Ker(f)) ={z € X|xo0 € Ker(f)} ={0,b,¢,d} C Ker(f)

bulunur. b € Ker(f) icin

x(b, Ker(f)) ={z € X|xxbe Ker(f)} ={0,b,¢c,d} C Ker(f)
o(b, Ker(f)) ={x € X|zobe Ker(f)} ={0,b,c,d} C Ker(f)

olur. ¢ € Ker(f) icin

x(c, Ker(f)) ={zx € X|xxce Ker(f)} ={0,b,¢,d} C Ker(f)
o(c, Ker(f)) ={x € X|roce Ker(f)} ={0,b,¢c,d} C Ker(f)

bulunur. d € Ker(f) igin

x(d, Ker(f)) ={x € X|xxd € Ker(f)} ={0,b,¢,d} C Ker(f)
o(d,Ker(f)) ={z € X|xrod e Ker(f)} ={0,b,¢,d} C Ker(f)

elde edilir. Boylece (12) saglanmus olur.
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6. SONUC

Bu tez calismasinda, ilk olarak pseudo-BCI cebirlerinin yapisi, genel 6zellikleri, daha
sonra pseudo-BClI cebirlerinde atomlar, dallar, medyaller, p-yaribasitlik ve idealler incelendi.
Bunun sonucunda, bir X pseudo-BCI cebri ve X in bir altcebri olan K (X) i¢cin X = K (X)
oldugunda X in bir pseudo-BCK cebrine doniistiigii goriildii. Pseudo-BClI cebirlerinin
atomlarinin farkl karakterizasyonlari tizerinde duruldu ve X kiimesinin atomlara ait dallarin
birlesimiyle olusacagi goriildii. p-yaribasit pseudo-BCI cebirlerinin farkli karakterizasyonlari

_»

incelendi. Bunun sonucunda, bir p-yaribasit pseudo BCI- cebrinde ” ile” <7 yer
degistirirse o cebrin bir BCI-cebrine doniisecegi gosterildi. Bir X = (X, <, %, 0,0) p-yaribasit
pseudo-BCI cebrinin bir ¢ doniigiimii yardimiyla olusan ¢(X) = (X, +, —, 0) yapisinin bir
grup yapist gosterdigi belirtildi. Tersine olarak bir X = (X, 4, —, 0) grubunun bir ¢ doniisimii
yardimiyla olusan ¢ (X) = (X, <, %, 0,0) yapisinin bir p-yaribasit pseudo-BCI cebri oldugu
goriildii. Ayrica bir p-yaribasit pseudo-BCI cebrinin her altcebrinin bir pseudo-BCI cebri
oldugundan bahsedildi. Son olarak bir f pseudo-BCI homomorfizmasini tanimlanip f nin
Ker(f) ¢ekirdeginin X in bir pseudo-BCI ideali olduguna ulasildi.

BClI-cebirlerinde tiirev iizerine bir¢ok calisma yapilmistir. Bundan sonraki ¢alismalar

pseudo-BCI cebirlerinde tiirevi incelemek olacaktir.
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