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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

G
E(G)

V(G)

X
deg(V)
A(G)
5(G)
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a(G)
wW(G/S)
w(G—S)
m(G/S)
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k(G)
s¢(G)
MG)
NC(G)
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VNC(G)

VNI(G)

Baglantili graf
Bir G grafinin ayritlar kiimesi
Bir G grafinin tepeler kiimesi
Bir G grafinin tepe sayisina bagl seviyesi
Bir grafin tepesi
Bir grafin ayrit1
Kesim kiimesi
Kesim kiimesinin eleman sayist
v tepesinin derecesi
Bir G grafinin en biiyiik tepe derecesi
Bir G grafinin en kiigiik tepe derecesi
Bir G grafinin tepe biitiinliik say1s1
Bagimsizlik sayisi
Etkilenmis bilesen sayisi
Bilesen sayisi
Etkilenmis en biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi
En biiyiik boyutlu bilesenin tepe sayisi
Bir G grafindan geriye kalan izole tepe sayis1
Baglantililik sayis1
Sacilim sayisi
Ayrit baglantililik sayist
Komsu baglantililik sayis1
Komsu izole dagilim sayist
Komsu tepe baglantisi
Komsu tepe biitiinliik sayis1

n tepeli yol graf



n tepeli ¢evre graf

n tepeli tam graf

n+1 tepeli yildiz graf

n+1 tepeli tekerlek graf

2n+1 tepeli gear graf

G transformasyon grafi

P transformasyon grafi

C transformasyon grafi

P, grafindan geriye kalan alt graf

C, grafindan geriye kalan alt graf
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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

TRANSFORMASYON GRAFLARDA ORTALAMA DUSUK
BAGLANTILILIK VE KOMSU iZOLE SACILIM SAYISI

Biisra ACAN

Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal

Damisman: Yrd. Dog. Dr. Ersin ASLAN

Bir agin (iletisim, tasima, internet,vb.) merkezleri ya da baglant1 hatlar1 bazi
durumlarda zarara ugrayabilir. Bu durumlar, agda bazi sorunlar ortaya ¢ikmasina
sebep olabilir. Burada en ¢ok merak edilen soru ise; bir agda iletisim durana
kadaragin ne kadar siirede nasil dayanacagidir. Zedelenebilirlik, iletisim aginda
belli merkezlerin ya da baglantilarin zarar gérmesinden sonra, iletisim kesilene
kadar gecen siiredeki agin dayanma giicliniin hesaplanmasina zedelenebilirlik
degeri denir.

Bu agin dayanikliligini tanimlamak i¢in graf teoride ilk olarak baglantililik
degeri (connectivity) tanimlanmistir.

Bu calisgmada baz1 graflarin transformasyon hallerinin ortalama diisiik
baglantililik degerleri ile komsu izole sagilim sayilari hesaplanmistir. Son
boliimde bu parametreler arasindaki iligkiler gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Zedelenebilirlik, Baglantihlik degeri, Ortalama Diisiik
Baglantihlik Degeri, Transformasyon Graflar, Komsu izole Sacilim Sayisi
2017, 26 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

TRANSFORMATION OF THE GRAPHS AVERAGE LOWER
CONNECTIVITY AND NEiGHBOR iZOLETED SCATTERING NUMBER

Biisra ACAN

Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Assis. Prof. Dr. Ersin ASLAN

A network (communication, mobile, internet vb ) centers or connection lines
may be damaged in some cases may come in. These situations can cause some
extreme in the network to appear. Most curious here the question 1s ho long the
network will last until communication is stopped. After damage to certain
centers or badants in the network.

The network in the middle of the communicaation until the communication is
interrupted can be damaged without calculating your strength. In order to define
the vulnerability of this network .

In this study, connectivity of linkage value and avarege lower connectivity
value, the adjacent peak number transformations of the graphs and the average
lower connectivity values were found.

Keywords: Vulnerability, Scattering number, Transformation Graph, Neighbor
Izoleted Scattering Number

2017, 26 pages
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1.GIRiS
1.1 Graf Teori ve Uygulama Alanlar

Graf teori uygulamalar1t modern hayatin karmasik ve genis kapsamli bir¢ok
problemin ¢6ziimii i¢in kullanilmaktadir. Bu uygulamalar; ekonomi, yonetim bilimi,
satis pazarlama, bilgi iletimi, tagima planlamasi gibi alanlar1 kapsamaktadir. Ayrica
kimya, elektrik miithendisligi, mimarlik gibi sayisal alanlarda da uygulamalar1 vardir.
Graf teorisi problemleri tanimlama ve yapisal olarak iligkileri belirlemekte de
faydalidir. Graf teori i¢in 6nemli konulardan biri de zedelenebilirlik kavramidir. Bir
iletisim aginda belli merkezlerin ya da baglantilarin zarar gormesinden sonra, iletisim
kesilene kadar gecen siiredeki agm dayanma giiclinlin  hesaplanmasina
zedelenebilirlik degeri denir. Zedelenebilirlik kavramini asagidaki 6rnek lizerinden
rahatca anlayabiliriz.

Ornegin, Manisa ilinin su sebeke agi, cesitli su sebekesi merkezlerinden
(depo/baraj) ve merkezleri birbirine baglayan borulardan olusmaktadir. Bu sekilde
Manisa ilinin su ihtiyact karsilanmaktadir. Bu sebekenin bazi merkezlerinde ya da
borularda zarar meydana geldiginde olusan zararin arastirilmasit gerekmektedir.
Olusan zarari incelemek i¢in asagidaki sorularin yaniti aranmalidir. Sorulabilecek
bazi sorular sunlardir:

1. Zarar gormiis olan su sebekesi merkezlerinin ve onlara komsu olan
merkezlerin sayis1 kagtir?
2. Su sebekesi zarar gordiiglinde kag alt sebekeye ayrilmistir?

3. Su dagitimmin kendi igerisinde devam ettigi alt sebeke sayisi kagtir?

4. Su dagitimimin kendi igerisinde devam ettigi en ¢ok elemana sahip alt
sebekenin eleman sayisi kagtir?

5. Zarar goren sebekelere komsu olan sebekedeki elemanlarin sayisi kagtir?

6. Islevini yerine getiremeyen sebekedeki eleman sayis1 kagtir?

7. Su sebekesini eski haline getirmek i¢in ne kadar siire gereklidir?

8. Zarar goren sebekedeki elemanlara ve onlara bitisik olan sebekelerdeki

elemanlar agdan cikarildiginda, zarara ugrayan su sebekesindeki elemanlarin
sayis1 kagtir?
9. Buradaki her bir sorunun yanit1 agin ugradig: zarar hakkinda bilgi verecektir.

Yukaridaki ilk olarak merak edilen soru ‘‘Zarar gormiis olan su sebekesi
merkezlerinin ve onlara komsu olan merkezlerin sayis1 kactir?’’ sorusudur. Bu
sorunun yanitt icin bir ag, merkezler tepelere ve baglantilar ayritlara denk
gelecek sekilde graf ile modellenir ve bu agi tasvir eden bir G grafinin
zedelenebilirlik degerini incelemek icin baglantililik sayis1 (connectivity)
tanimlanmistir .



Tammm 1.1. Baglantili (connected) bir G grafin1 baglantisiz bir graf ya da izole
tepelerden olusan bir graf haline getirmek icin graftan atilan minimum tepe sayisina
baglantililik sayis1 (connectivity) denir ve k(G) ile gosterilir [7].

k(G) = ming_yc){IS[}

Burada, baglantililik sayisinin zedelenebilirlik i¢in gerekli olup olmadigi sorulur ise
yukaridaki diger sorulardan da goriilebilecegi gibi, tek basina baglantililik sayisina
baglh kalarak bir grafin zedelebilirlik degerini 6lgmenin yeterli olmayacagi agiktir.
Bu durumu 6rnegin Sekil 1.1°de 5 tepeli K; 4 yildiz grafi ve 5 tepeli Ps yol grafini
ele alalim.

Sekil 1.1. K, , ve Ps graflar

K, 4ve P graflarindan goriilecegi gibi k( K1,4) = k(Ps) = 1 olur. Her iki grafin
baglantililik sayis1 1 oldugundan, bu iki graf arasinda baglantililik sayis1 ayirt
edici bir 6l¢iim olmayacaktir. Bu yiizden Sekil 1.1°deki graflarin zedelebilirligi
icin bagka Ol¢iimlere ihtiyacimiz olacaktir. Buradan hareketle yukarida sorulari
yanitlamak i¢in bazi 6nemli zedelenebilirlik 6l¢timleri tanimlanmistir. Bunlardan
bazilar: baglantililik sayis1 (connectivity), tepe biitiinliikk degeri (integrity),
sacilim sayisi (scattering) dir. Bu parametrelerin tanimi asagida verilecektir.

Tanmm 1.2. G bir graf ve G nin herhangi bir alt kiimesi S, kesim kiime olsun. G — S
grafindaki kalan bilesen sayisi, w(G — S) olmak iizere G grafin scattering sayis1

sc(G) = maxgcy ) w(G —S) — |S|:S c V(G) vew(G —S) > 1}

olarak tanimlanir [11].



Tammm 1.3. Bir G grafindan, S € V(G) tepeler kiimesi atildiginda, geriye kalan
G — S grafinin en biiyiikk boyutlu bileseninin tepe sayist m(G — S) olmak tizere, G
grafinin tepe biitlinliik sayis1

1(G) = maxscy () {|S| + m(G — S)} “dir.

Herhangi bir aga karsilik gelen bir G grafinda tepe biitiinlilk ve tepe
baglantililik degeri var olan grafta zedelenebilirlik degerini 6l¢mektedir. Bu iki
Olclim, graftan atilan tepelerin komsular1 tizerindeki etkiyle ilgilenmemektedir. Bu
agdaki merkezlerin zarar gormesi sonucunda, bu merkezlerin komsularmin da
etkilendigi bir ag casus ag1 (spy network) olarak adlandirilir. Ciinkii, bir casus ag ele
gecirildiginde, bu casus ag ile etkilesimde olan kisilerin de giivenligi artik
tehlikededir. Bu nedenle var olan graf bu ag1 temsil ettiginden, sadece tepeler yerine,
tepelerle birlikte bu tepelere komsu olan tepelerde graftan atilir. Buradan hareketle,
komsu biitlinliik kavrami, Cozzens ve Wu tarafindan 1996 yilinda tanimlanmastir.

Tanim ig¢in ilk olarak birkag bilgiye gereksinim vardir. G grafinin herhangi bir
u tepesinin agik komsulugu, N(u) = {v € V(G)|v # u,uve vkomsu} ve kapali
komsulugu, N[u] = {u} U N(u) seklinde tanimlanir. N[u] kapali komsulugu graftan
atilan u tepesine karsilik gelen tanim subverted tepedir. Tiim tepeleri subverted olan
X ={uy,uy, ..., uy} kiimesine, G grafinin subversion stratejisi denir. G/X , X
kiimesinin tiim tepeleri graftan atildiktan sonra geriye kalan grafi c(G/X) ise geriye
kalan bu graftaki en biiyiik bilesenin tepe sayisini ifade eder. X kiimesindeki tiim
tepeler, graftan subverted edildiginde geriye kalan graf, baglantisiz bir graf, bir Klik
ya da bos graf olabilir [6].

Casus aglar ile ilgili giivenlik ag1g1 parametreleri asagidaki gibidir.

Tanimm 1.4. G grafinin komsu tepe baglanti degeri, alt stratejisi X teperlerin alt
stratejisi olmak iizere

VNC(G) = Xg}}(ré){IXI}

Seklinde ifade edilir [3] .



Tamm 1.5. Herhangi bir G grafindan tepelere komsu olan X € V(G) tepeler kiimesi
atildiginda, geriye kalan G — X grafinin en biiyiik boyutlu bileseninin tepe sayisi
m(G — X) olmak tizere, G grafinin komsu tepe biitiinliik sayisi

VNI = min {IX| +m(G - X0}

seklinde ifade edilir [3].

Tamm 1.6. Herhangi bir G grafinda tepe varolan tepelerin ve bu tepelere komsu olan
diger baglantili tepelerin dagilim sayisin1 bulmak i¢in komsu tepe dagilim sayisi

VNS(G) = max{w(G/X) — |X|:c =1}

seklinde ifade edilir.Buradaki w(G/X); G grafindan atilan kesim kiimesi olan X i¢in
yani G /X ,bagl bilesen sayisini ifade eder [3].

1.2.TANIMLAR

Tamm 1.2.1..Bir G grafinin bazi tepe veya tepelerini graftan ¢ikardigimizda grafin
bilesenlerinin sayisi artiyorsa bu kiimeye G grafinin kesim kiimesi denir ve S ile
gosterilir kesim kiimesinin eleman sayisi ise |S| ile gosterilir [11].

Tammm 1.2.2. Herhangi bir G grafinin bir v tepesine bagl ayritlarin sayisina, o
tepenin derecesi denir ve deg(v) ile gosterilir [11] .

Tanmm 1.2.3. Bir G grafinin bir v tepesine bagh ayritlarin sayist sifir ise o tepeye
izole tepe denir [11] .

Tanmmm 1.2.4. G bir graf ve G nin tepeler kiimesi V(G) olsun. S € V(G) olmak
tizere S kiimesindeki hicbir tepe cifti G grafinda bir ayritla birlestirilmemis ise bu
kiimeye bagimsiz kiime denir. Bir G grafinin birden fazla bagimsiz kiimesi olabilir.
Bu kiimeler i¢inde en ¢ok elemana sahip olan kiimenin eleman sayisina da grafin
bagimsizlik sayist denir a(G) ile gosterilir. [7] .



Tamm 1.2.5. Bir grafin tepe dereceleri i¢inde en kiicligline grafin minimum tepe
derecesi denir ve 6 (G) ile gosterilir [11].

Tamm 1.2.6. Bir grafin tepe dereceleri i¢cinde en biiyiigline grafin maksimum tepe
derecesi denir ve A(G) ile gosterilir [11].

Tamm 1.2.7. [4] G, ve G, iki graf olsun. Iki grafin birlesimi (union) G = G; U G,
tepeler kiimesi V(G) = V( G;) U (G,) ve ayntlar kiimesi E(G) = E( G;) U E(G,) dir
[4] .

Tanmm 1.2.8.Baslangic ve bitis tepeleri tek dereceli olup diger tepeleri iki dereceli
olan grafa yol graf (path graph) denir. n bir tam say1 olmak {izere P, seklinde
gosterilir [11].

Tamim 1.2.9. Herhangi bir grafin tiim tepelerinin derecesi iki ise bu grafa gevre graf
denir ve C, ile gosterilir [11].

Tammm 1.2.10. n + 1 tepeli bir grafin n tane tepesinin derecesi bir ve merkez
tepesindeki derecesi n olmak iizere n + 1 tepeli grafa yildiz (star) graf denir. K, ile
gosterilir [11] .

Tamm 1.2.11. n tepeli bir ¢evre grafin, her bir tepesine komsu olacak sekilde
merkezine bir tepe eklenmesiyle olusan grafa tekerlek graf denir. W, ,, ile gosterilirir
[11].

Tanmm 1.2.12.Bir G grafinin her bir tepesi, grafin diger tepelerine komsu ise buna
komsu graf (complete graph) denir ve n tepeli bir tam graf K,, ile gosterilir [11] .



1.3. TRANSFORMASYON GRAFLAR

Bu boliimde oncelikle G*Y? transformasyon grafinin tanimi verilmistir. Daha sonra
var olan G grafinin 6rnekleri olarak P, ve C,, graflarimin transformasyon hali olan
Bt Bt CFY, €T graflarmimin komsu izole sagilim sayilar hesaplanmustir.

Tanmm 1.3.1 G = (V(G),E(G)) bir graf ve x,y,z degerleri + veya - degerlerini
alabilen ti¢ degisken olsun. G** transformasyon grafinin tepeler kiimesi V(G) U
E(G) olan ve a,B € V(G) U E(G) olmak iizere a ve B nin G*¥* de komsu olmasi
icin gerek ve yeter kosul [5]:

1. o, B € V(G) olmak lizere a ve B, x = + ise G de komsudur; a ve §; x = —ise G
de komsu degildir.

2. a,p € E(G) olmak iizere a ve B, y = + ise G de komsudur; ave f;y = —ise G
de komsu degildir.

3. a €V (G),B € E(G) olmak tizere a ve S, z = + ise G de iliskilidir; o ve B;
z = — ise G de iliskili degildir.

Bunu 6rnek parametremiz, Cs grafinin transformasyon hali olan Co** grafinda Sekil
1.2.°de gosterelim

a

Sekil 1.2. Cs grafinin transformasyonu Cg**



2. KOMSU IZOLE SACILIM SAYISI

Bir G grafinin baglantilik sayisi ve scattering sayisinin taniminda, graftan
sadece zarar goren tepeler ve bu tepelere bagli olan ayntlar silinmektedir.
Ancak komsu izole sagilim sayisi; grafta bazi merkezler zarar gordiigiinde, bu
merkezlerin kapali komsulugunun da zarar gordiigiinii kabul ederek, izole tepe sayisi
ile graftan atilan tepe sayis1 bulunup, maximum degerinin alinmasina dayanir.

Tamm 2.1. G bir graf ve G nin herhangi bir alt strateji kiimesi X olsun. G/X
grafindaki kalan izole bilesen sayisi, i(G/X) olmak tizere G grafinin komsu izole
sacilim sayisi

NIS(G) = max{i(G/X) — |X]:i(G/X) = 1}
olarak tanimlanir [3].

Bu tezde ikinci boliimde B+, Cf*+, B *F, C;** transformasyon graflari
hakkinda komsu izole sagilim sayilar1 incelenmistir. Ugiincii boliimde ise graflarin
baglantililik degerleri ele alinip, parametreleri arasindaki iligkiler incelenmistir.
Yapilan iglemler sonucunda elde edilen transformasyon graflarn ortalama diisiik
baglantililik degerleri incelenmistir. Son bdliimde ise ikinci ve lgiincli boliimdeki
parametreler yardimiyla ortalama diisiik baglantililik degeri ve komsu izole sac¢ilim
sayilarinin karsilastirilmasi yapilmistir.

Asagidaki ornekte Sekil 2.1 de verilen P grafinin komsu izole kalan dagilim
sayisinin nasil hesaplandigi adim adim gosterilmistir.

Sekil 2.1. P5 yol graf
o |X;| ={c}i¢ini(Ps /X) ={a,e}oldugundan NIS(P;) =2 — 1 = 1dir.
|X5| = {a} i¢in i(Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|X3] = {b}icin i( Py /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|X4] = {d}i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|Xs| = {e} igin i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|Xe| = {a, b} igin i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.

|Xg| = {a,d}i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.



|X11] = {b,d} i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|X12| = {b,e}igin i( Py /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|Xi5] = {d,e} i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan bu kiimeler incelenmez.
|X;| = {a,c} i¢cini( Ps /X) = 1oldugundan NIS(Ps) =1—-2=-1
|Xy| = {a,e}icini( Py /X) = 1oldugundan NIS(P;) =1—-2=—-1
|X10] = {b,c}igini(Ps /X) =1 oldugundan NIS(P;) =1—-2=—1
|X13| = {c,d}i¢ini( Ps /X) = 1oldugundan NIS(Ps) =1—-2 = -1
|X14] = {c,e}icini( Ps /X) = 0 oldugundanNIS(Ps) =1—2 = —1

e |Xi6]l ={a b,c}i¢ini( Py /X) = e oldugundan NIS(Ps) =1—-3 = -2
|X17] = {a,b,d}i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X15| = {a, b, e} i¢in i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
| X19] = {b,c,d} igin i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
| X20] = {b, c,e}icin i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X21] = {b,d, e} i¢in i( Py /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X22| = {c,d,e}igini( P /X) = a oldugundan NIS(Ps) =1—-3 = -2
|X23] = {a,d, e} igin i( Py /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X24] = {a, c, e} igin i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X25| = {a,c,d} igini( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.

o |X,6| ={a,b,c,d}igini( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.
|X27] = {a, b, c,e}i¢ini( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.

|X25] = {b, c,d, e} igin i( Ps /X) = 0 oldugundan incelenmez.

|X29| = {c,d,e,a} igin i( Py /X) = 0 oldugundan incelenmez.

|X30| = {d, e,a,b} igin i( Py /X) = 0 oldugundan incelenmez.
bulunur.

Sonug olarak;

NIS(Ps) = max {i(Ps /X) =X} =1



NIS(Ps)
=1

Asagida bilinen bazi teoremler verilmistir.

Teorem 2.1. G grafi n tepeli baglantili bir graf ise

NIS(G) =22—n

olarak yazilir [3].

Teorem 2.2. G grafi n tepeli baglantili bir graf ise

NIS(G) <n—2VNC(G)

olarak yazilir [3].

Teorem 2.3. G grafi n tepeli baglantili bir graf ve 6(G), G grafinin minimum derece
sayist ise [3];

NIS(G) <n —VNC(G)(5(G) + 2).

Teorem 2.4. G grafi baglantili graf ve a(G) ise G grafinin bagimsizlik sayisi
olsun [3].

NIS(G) < a(G) — VNC(G).

Teorem 2.5. Baglantili G grafi verilsin.Buradan [3];
NIS(G) =1 —6(G).
Teorem 2.6. G baglantili grafi ve G grafinin minimum dereceli tepesi 6 (G) ise
NIS(G) =2 1—-VNC(G)
bulunur [3].

Teorem 2.7. Baglantili G grafi verilsin.Daha sonra



NIS(G) < VNS(G)
bulunur [3,9].
Teorem 2.8. Herhangi bir G grafi igin [3],

NIS(G) = 1 —VNI(G).

Teorem 2.9. G bir graf ve G’nin biitiinliik kiimesini igeren r alt grafin maximum
derecesi ise

NIS(G) 2r+1-1(G)
1(G) ise G grafinin kesim kiimesini ifade eder [3].

Asagida bazi 6zel graflarin komsu izole sagilim sayilari veren teoremler
verilecektir.

Teorem 2.10. B, yol grafi n = 3 olsun.Buradan

1l n= 1(mod4)}
0

NIS(Pn) = { ) n = 0,2,3(mod4)

bulunur [3].

Teorem 2.11. Ty 4 grafi, d derinligindeki k > 2 agaci verilsin. Buradan

( k32 +1 \
k2—+1, dEO(m0d4),
kd+2 — 22 4 k — 2 4= 1 (mod 4
NIS(T )_< k2 + 1 ’ = mo ’ >
kd) — kd+2_1
W, d EZ(m0d4),
kd+4_kd+2_k3+k
\ 1 , d = 3 (mod 4). )

bulunur [3].
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Teorem 2.12. Cy, ,, kuyruklu yildiz1 ile birlikte m,n > 2 ise,

m = 0 (mod 4),}

- n’
NIS(Crpn )_{n -1, m=1,2,3 (mod 4).

bulunur [3].

Teorem 2.13. C,, ¢evre graf olmak iizere n = 4 ise,

NIS(C,) = {0 n =0 (mod 4),}

-1, n=1,2,3 (mod 4).

bulunur [3].

Teorem 2.14. Ky, n, .., Kk parcali tam grafi ise,

NIS(KnLnZ,___,nk) = max{nl,nz, ...,nk} =

bulunur [3].
Teorem 2.15. Ge,, gear grafi ise

NIS(Ge,) =n—1
bulunur [3].

Teorem 2.16. [3] W, ,, tekerlek grafi, n > 4 ise,

(0, n = 0 (mod 4), }
NIS(Wy, ) = {_1, n=1,2,3 (mod 4).

11



2.1.Transformasyon Graflarin Komsu izole Sacihm Sayisi

Bu boliimde, B, ¢+ , B+, C;** graflan transformasyon graflar
olmak {izere bu graflarin komsu izole dagilim sayilar1 incelenecektir.

Teorem 2.1.1. B **, B, yol grafinin transformasyon grafi olmak iizere
n > 5i¢in;

1, n =1 (mod 3)

NIS (B") = { 0 n=02 (mod 3)

Ispat 2.1.1. P** transformasyon grafi , V(G) U E(G)tepeler ve ayritlar kiimesine
sahiptir. X € V(B **), B **, grafinin bir kesim kiime stratejisi ve |X|=r graftan
atilan tepe sayist olsun. Ispat n tepe  sayisma bagh olarak iki durumda
incelenmelidir.

Durum 1. n = 1 (mod 3) olsun. |X|=7 tepe segilirse geriye kalan tepe sayisi

i(Bf**/X) <r+ 1olur.

Buradan

i((Bf**/X)—|X|<r+1—r=1 eldeedilir.

Kolayca goriiliir ki r = nT_l secildiginde i(P**/X) = nT+2 olur. Tanimdan;

NIS (P +)="2 -T2 = 1

elde edilir.

Durum 2. n = 0,2(mod3) olsun. | X|=r tepe segilirse izole tepe sayisi en fazla r
tanedir.

12



Tanimdan
i(Bf*t/X) — |X| < r —r = 0 elde edilir.

Agiktir ki n = 0(mod3) oldugunda ;
r= %tane tepe graftan atilirsa i (P77 /X) = % olur.
Tanim geregi NIS(B+%) = g — g = 0 olarak bulunur.
n = 2(mod3) oldugunda;
r = =~ tane tepe graftan atilirsa i(pi*/x) = —— olur.
Buradan

n—2 n-—2

NIS(BH) = —5———5—=0

elde edilir.

Teorem 2.1.2. C;F**, C,, cevre grafinin transformasyon grafi olmak tizere;

n = 0( mod3)

0
+++)=
NIS (C7 )—{_1, diger durum

Ispat 2.1.2. C}** transformasyon grafi, V(G) U E(G) tepeler ve ayritlar kiimesine
sahiptir. X, C;+* grafinin kapali komsulugunun kesim stratejisi olsun. Ispat tepe
sayisina bagl olarak iki durumda incelenmelidir.

Durum 1. n=0(mod3) i¢in C,;** grafindan |X|=r tepe segildiginde grafta geriye
kalan izole tepe sayis1 en fazla r tanedir. Bu durumda

(CH/X)— x| <r—r=0

olur.

13



X=§ secildiginde r = %olur. Buradan;

NIS (Ci*+ )=2 = =0.

Durum 2. n # 0(mod3) i¢in C;** grafndan atilan kesim kiime sayis1 7 olsun, izole
kalan tepe sayisi en fazla r — 1 dir.

NIS = i(CH* /X) — |X| <r—1—7r=—1dir.

Bu durumda |X| = i(Ci**) = ["/5] +1 segilirse i = |™/5] olup
NIS(CH**) = —1 elde edilir.

Teorem 2.1.3.B, **, B, yol grafinin transformasyon grafi olmak iizere,

0, n = 2(mod4)

—++) —
NIS(R7™) = {—1, diger durum .

Ispat 2.1.3. B, ** grafinin teoremdeki sarta gore iki durumda incelensin.

Durum 1. n = 2(mod4) igin X kiimesinin kapali komsulugu B, * *grafindan
atildginda grafta geriye kalan izole tepe sayisi en fazla r tanedir. Yani i/(B; ©*/
X)<r.

Bu durumda i/(B; **/X) <r—r = 0dir. Yani
NIS (B **) < 0.

n+2

Kolayca goriilebilir ki |X| = nT+2 secildiginde ; (i(By **/X) = —olup
NIS (B7+*) = =2 = 22 = 0 elde edilir.

Durum2.n=1,34 i¢in PB;** transformasyon grafiigin |X| = r tepe
secilirse graftan geriye kalan izole tepe sayis1 v — 1 tanedir.
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Budurumda (B *t/X)<r—-1-r=-1 dir.

Ardmndan |X| = [nTHJ + 1 segilirse (P, *1) = [nTH olup
NIS (B7++) = —1
elde edilir.
Teorem 2.1.4. C, n tepeli bir gevre grafinin C,; ** hali olmak tizere;

NIS(C{“)z{n EO(modB)}

-1, diger durum

Ispat 2.1.4. C;** transformasyon grafi , V(G) U E(G) tepeler ve ayritlar kiimesine
sahiptir.

X, C;™t grafinin kapali komsulugunun kesim kiimesi olsun ve bu ispat1 iki
durumda inceleyelim.

Durum 1. n=0 (mod 3) i¢in C;;** grafindan |X|=r tepe secildiginde graftan geriye
kalan izole tepe sayisi en fazla r tanedir.Buradan

i(C;*/X) — |X| =r—r =0olur.

X= g secildiginde r = g olur. Buradan;

NIS (C;*+* ):g — g =0.

Durum 2. n # 0(mod3) i¢in C;** grafnda segilen kesim kiime stratejisi rise
grafta geriye izole kalan tepe sayisi en fazla r — 1 dir.

NIS(C;*H) =i(C Y /X)) — X <r—-1-—r=—1dir.
Buradan |X| = i(C;**) = |/3] +1 segilirse i(C;+* ) = |/3] olup

NIS(C,;**) = —1 elde edilir.
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3. AVERAGE LOWER CONNECTIVITY (Ortalama Diisiik Baglantihilik
Degeri)

Bu boliimde 6ncelikle ortalama alttan sinir baglantilik degeri tanimi1 ve daha
Onceden bilinen teoremler verilecektir.

3.1 Tanim ve Teoremler

G = (V,E) grafinin bir v tepesine ait s,(G) ile gosterilen ortalama alttan sinir
baglantililik degeri, v tepesininigeren en kiiciik kesim kiimesinin sayis1 olarak
tanimlanir. Bir ¢izgenin K,,(G) ile gosterilen ortalama diisiik baglantililik degeri

ZveV(G) Sy(G)

Kav(G) 2 |V(G)|

dir.

Simdi P ** grafinin K,,,(P;*%) degerini tiim tepeler i¢in incelersek

Sekil 3.1. P;** grafimin K, (Py**) degeri

e |Xql ={ac}igin Kav(P;++) =2
o Xyl ={b,1}icin Ko, (PS") =2
o |Xc|={ac2}icin Ky (PF™) =2
e [Xi] ={1 c}i¢in Kav(P;++) =2
* |X;| ={2,b}icin Kav(P;++) =2
e [X3] ={3,b}icin Kav(P;++) =2

oldugundan|X,| + |X,| + [X.| + |1 X1| + | X,| + |X3] = 2 ise

24242424242 12
K, (Pitt) = ZXererevers _ 22
w(PH) : -
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Teorem 3.1.1. G, bir baglantili graf ise,

K,,(G) < K(G) + 2

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.2. G, bir baglantili graf ise,

K.(G) < K(G) +2

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.3. G, bir baglantil1 graf ise,

Kay(G) < Koy (G + €)

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.4. G, bir k —baglantili ve k —diizenli graf ise,

Kw(G) =k

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.5. G, bir baglantil1 graf ise,

Kqy(G) <6(G) +2

olarak bulunur [2].
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Teorem 3.1.6. T, n tepeli bir agag ve derecesi 1 olan tepeler k olmak iizere,
n+k

Kav (T) < T

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.7. K, , iki parcal1 tam graf ise,

s24sr+r -
) s<r;
Kav(Kr,s) - r+s
T, r=s

olarak bulunur [2].

Teorem 3.1.8. W, tekerlek grafi ise,

Kow(W,) =3
olarak bulunur [2].
Teorem 3.1.9 G, gear grafi ise,
50 +3
Kav(Gr) = o+ 1

olarak bulunur [2].
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3.2 Transformasyon Graflarin Ortalama Diisiik Baglantihhk Degeri

Bu kisimda oncelikle, B+, ¢+ , B7**, C;*t transformasyon graflarin
ortalama diislik baglantililik degerleri hesaplanmistir.

Teorem 3.2.1. P, yol graf olmak iizere

4
Kav(Pn+++) = ﬁ

Ispat 3.2.1. P+ grafinin tepe derecesi |V(P;F**)| = 2n — 1 dir. Transformasyon
grafin tepeler kiimesini V(T(Pn)) = V(V;,) UV(V,)olarak ayristiralim. Burada ;

V; tepeler kiimesi 2 dereceli tepelerden olussun. (2 tepeden olusur); V, tepeler
kiimesi 3 ve 4 dereceli tepelerden olugsun. (2n-3 tepeden olusur.)

v €V; ise sy = 3 olacaktir.

Bu durum V, in iki tepesi i¢inde gegerlidir. v € V, ise s, = 2 dir. Bu durum V; nin
2n-3 tepesi icin gegerlidir.

Yvev(6)Sv(G) _ 2x3+(2n—-3)x2 _ 4n
[V (6)| 2n—1 2n—

olur.
1

Teorem 3.2.2. C;7*™ transformasyon graf ise,

Ko (C3™F) = 4.

Ispat 3.2.2. C;** grafinin tepeler kiimesi V(C,Ft4) = V(V) U (V) olsun. V;
tepeler kiimesi ~ CF+* grafii¢in C, in olusturdugu kiime olsun. Bu kiimedeki tiim
tepeler n — 1 dereceli tepelerden olugsun. V, tepeler kiimesi ise 4 dereceli tepelerden
olustugundan tanim geregi ;

2vev(6)SV(G) _ 4x2n

V(G)] o = 4 elde edilir.
Teorem 3.2.3. P, *™ transformasyon graf ise,
—4++y _ 8n-10
Ky (B ) = 220
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Ispat 3.2.3. P ** grafinin tepe sayis1 |V(P; )| =2n—1 dir. Pyt grafi igin
secilen lokal bagimsizlik kiimesi s, olsun. B;** grafindan 6 tepe i¢in lokal
bagimsizlik sayis1 3, geriye kalan tepelerin sayilari 4 tiir.

Buna gore tanimdan

Yoevie)Sviey 6%x3+(2n—-7)x4 8n—10
2O 2n—1  2n-—-1

oldugu agikga goriiliir.

Teorem 3.2.4. C;;** transformasyon graf olmak iizere n > 4 olsun.

Ko (CR ™) = 4.

Ispat 3.2.4. C;**, C, grafinin transformasyon grafi olsun ve bu kiimenin tepeler
kiimesini V(C,; ™) =V ;) U (V,) seklinde ayristiralim.

Burada V;, C,;** grafi igin C,, grafinin tepelerinin olusturdugu kiime olsun. Bu
kiimedeki tim tepeler n — 1 dereceli tepelerden olussun. V, tepeler kiimesi ise 4
dereceli, tepelerden olustugundan tanimdan

Yvev(G)Sv(G) __ 4x2n

V(6)| o = 4 elde edilir.

20



4.SONUC

Bu béliimde, 2 ve 3. boliimdeki elde edilen sonuglar karsilastirilip tablo halinde
verilmisgtir.

e Tablo 4.1’ de B, yol grafinin transformasyonu olan B ** yol grafinin komsu
izole sac¢ilim sayilart (NIS) verilmistir.

n NIS(B+) Ko (B )
5 0 20/9
6 0 24/11
8 0 32/15
9 0 36/17
11 0 48/21
12 0 52/25
14 0 60/29
15 0 68/33
17 0 72/37
18 0 76/41
Tablo 4.1

Tablo 4.1 incelendiginde, Teorem 2.1.1.%in herhangi bir n > 5 degeri i¢in

1, n =1 (mod 3)

N|S(Pn+++):{ 0 n =0,2 (mod 3)

olacagi agikga goriiliir. Buna gore B, ™+ grafi igin n sayis1 farkli degerler alirken
NIS(B;**) degerinin ayni degeri aldigi zaman, K,,(B;**) degerinin farkli deger
almas1 sonucunda daha ayirt edici oldugu agikga goriiliir.
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e Tablo 4.2’ de Ci** transformasyon grafinin komsu izole sagilim sayilari
(NIS) ve ortalama diisiik baglantililik degerleri (K,,,) verilmistir.

n NIS(CH) Koo (G
5 -1 4
7 -1 4
8 -1 4
10 -1 4
11 -1 4
13 -1 4
14 -1 4
16 -1 4
17 -1 4
19 -1 4
Tablo 4.2

Tablo 4.2 incelendiginde, Teorem 2.1.2.%in herhangi bir n > 5 degeri igin

n = 0( mod3)

+++)=
NIS (C7 )—{_1, diger durum

olacag agik¢a goriiliir. Buna gore C;f ™+ grafi icin n sayis1 farkli degerler alirken
Ko (CET+) degerinin aym degeri aldigi zaman, NIS(B;**) degerinin her bir n

degeri igin farkli deger almas1 ayirt ediciligini gosterir. C;+™

grafi icin  ortalama
diisiik baglantililik degeri sabit bir deger aldigindan, NIS parametresi C;f ** grafi i¢in

daha ayirt edicidir.
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e Tablo 4.3° de P, yol grafinin transformasyonu olan B, ** grafinin komsu
izole sac¢ilim sayilart (NIS) verilmistir.

n NIS(P** Kap(Pr )
5 -1 30/9
6 0 38/11
7 -1 46/13
8 -1 54/15
9 -1 62/17
10 0 70/19
11 -1 78/21
12 -1 86/23
13 -1 94/25
14 0 102/27
Tablo 4.3

Tablo 4.3 incelendiginde, , Teorem 2.1.3. gorilir ki NIS(B; **)ve K (B +)
Olclimiiniin degeri n degerine baghdir fakat

0,n = 2(mod4)

e s 2
NIS(P; *7) = {—1,diger durum .

durumuna bakarak NIS degeri sadece bu sarta bagl kalarak ayirt edicidir, bir diger
taraftan K,,(B; **) degerinin biitiin n degerleri igin farkli bir deger aldig1 agikca
goriildiigiinden ortalama diisiik baglantililik degerinin ayirt ediciligi daha fazladir.

e Tablo 4.4’ de C,, yol grafinin transformasyonu olan C,;** grafinin komsu
1zole sacilim sayilar1 (NIS) verilmistir.

n NIS(C,*) Koy (i)
5 -1 4
6 0 4
7 -1 4
8 -1 4
9 0 4
10 -1 4
11 -1 4
12 0 4
13 -1 4
14 -1 4
Tablo 4.4
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Tablo 4.4 incelendiginde, Teorem 2.1.4. den herhangi bir n > 5 degeri i¢in

NIS(Cot+* )={ n = 0(mod3) }

-1, diger durum

olacagi agik¢a goriiliir. Buna gore C,; ™+ grafi icin n sayis1 farkli degerler alirken
NIS(B;**) degerinin her bir n degeri igin farkli deger aldig1, K,,, degerinin ise ayni
deger aldig1 agikga goriiliir ve NIS degerinin daha ayirt edici oldugu agikg¢a gortiliir.
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