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ABSTRACT

THE GENERATING FUNCTIONS OF NUMBER AND MATRIX
SEQUENCES

ZORCELIK, AYDAN

M.Sc. Thesis in Mathematics Department
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Siikran UYGUN
May 2017

73 pages

In this study, we define special integer sequences such as Fibonacci, Lucas,
Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences briefly and give some their
basic properties. And then different generalizations of these sequences are obtained
and the generating functions of thesespecial integer sequences and their generalized

sequences are given.

By using the above integer sequences polynomial and matrix sequences and
also their generalized polynomial and matrix sequences are obtained and then their

generating functions are found.

After that exponential generating functionsare defined. And by using
exponential generating functions Some properties of Fibonacci, Lucas, Jacobsthal,
Jacobsthal Lucas sequences are found. Moreever, some properties of these sequences

are obtained by using different type of generating functions.

Keywords: Special integer sequences, Generalized Integer and Matrix

sequences, Generating Functions, Binet Formula.



OZET

SAY| VE MATRIS DiZILERININ URETEC FONKSIiYONLARI

ZORCELIK, AYDAN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimii
Tez Yoneticisi: Yrd. Do¢. Dr. Siikran UYGUN
Mayis 2017
73 sayfa

Bu c¢alismada Fibonacci, Lucas, Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal
Lucasgibi 6zel say1 dizileri kisaca tanitilip temel baz1 6zellikleri verildi. Bu 6zel say1
dizilerinin ve c¢esitli sekilllerde elde edilmis genellestirilmis dizilerinin {iireteg

fonksiyonlar1 verilmistir.

Yukarda ad1 zikredilen say1 dizileri kullanilarak elde edilen polinom ve matris
dizileri ve yine bu polinom ve matris dizilerinin ¢esitli genellestirilmesiyle olusan
polinom, matris dizileri tanimlanacak ve bu dizilerin frete¢ fonksiyonlart

verilecektir.

Daha sonra {istel iireteg fonksiyonlar1 tanimlanacak, bu iirete¢ fonksiyonlari
kullanarak Fibonacci, Lucas ve Jacobsthal, Jacobsthal Lucas say1 dizilerine ait ¢esitli
ozellikler elde edilecektir. Ayriyeten farkl tipteki iirete¢ fonksiyonlar: kullanilarak

say1 dizilerine ait ¢esitli 6zellikler elde edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Ozel sayr dizileri, Genellestirilmis Sayr ve Matris dizileri,

Ureteg Fonksiyonlar1, Binet Formiili.
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BOLUM 1
GIRIS

Matematikte tireteg ~ fonksiyonu (ing.  generating  function)  verilen
bir dizinin elemanlar1 kullanilarak elde edilen bir kuvvet serisidir. Kullanim ve
uygulama olanaklaria gore cesitli iirete¢ fonksiyonlar1 vardir. Ornegin adi iireteg
fonksiyonu, tstel treteg fonksiyonu, Lambert serisi, Bell serisi, ve Dirichlet
serisi gibi... Her tip tirete¢ fonksiyonu bir dizi kullanilarak elde edilir.

Bir a=(a,) dizisi i¢in adi iirete¢ fonksiyonu soyle tanimlanir:

G(an,x)zianx”.
n=0

Bir a=(a,) dizisi i¢in iistel iireteg fonksiyonu ise

= a
G(a,, x)=) X"
n=0 n!
seklinde verilir. Bir S 6rnek uzayi lizerinde negatif olmayan bir rassal degisken X

icin ( yani her s €S igin X (s)>0)
Gy (X) =D, p(X(s)=n)X"
n=0

serisine olasilik iirete¢ fonksiyonu denir. Burada P harfi olasilik dagilimidir.

Bir iireteg fonksiyonu, yalnizca bigimsel olarak bir kuvvet serisi oldugundan,
her X degeri igin yakinsak olmak zorunda degildir. Ureteg fonksiyonunun
kullanildig1 baglam ve ornege gore kimi zaman uygun diisen X degerleri icin
yakinsakligi aragtirilabilir ve bu X degerleri i¢in esit oldugu fonksiyon yazilabilir.
Ornegin; (1,11,...) dizisine karsilik gelen,

n=0


https://tr.wikipedia.org/wiki/Matematik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Dizi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Kuvvet_serisi
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%96rnek_Uzay%C4%B1&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Rassal_de%C4%9Fi%C5%9Fken

tireteg fonksiyonu, |X|<1ig:in %degerine esittir. Ornegin, tam Kkare dizisi
— X

a=(a )=(n?) icin adi iirete¢ fonksiyonu;

G(nZ, X) _ ZnZXn _ X(X +12)
n=0 (1_ X)
ve ayni dizinin iistel lirete¢ fonksiyonu,
0 nzxn
EG(n*,x) =) = x(x+1)e*
n=0

seklindedir. Bell serisi olarak tanimlanan iireteg¢ fonksiyonu da,

formiiliiyle verilir.

Cok degiskenli iireteg fonksiyonu negatif olmayan tamsayilarla hazirlanmis,

rsatir ve C siitun gostermek tizere satir toplami t,,... ,t Ve Siitun toplami Sy,... ,S;

icin 1. J. Good 'ye gore Xil... X:' Y, Ve Katsayilart igin,

100 Frt
i=1 j=1 1- Xiyj
seklinde verilir. Cesitli kuvvet dizileri ile olusturulan tirete¢ fonksiyonlar1 asagidaki

tabloda verilmistir:

] f() Seri

1 X X+ X2+ +...
1-x

n X X+2X2+3x3 +4x* +...
1-x)°

n’> | X(x+1) X+ 4%+ 9%+ 16x* +..
@-x)°

n* | x(x® +4x+1) X+ 8X° + 27X +...

@-x)*



https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=I._J._Good&action=edit&redlink=1

n X(x +1)(x* +10x +1) X+ 16x% + 81 +...
(1-x)°

Polinomlar adi iirete¢ fonksiyonlarinin sonlu elemana sahip 6zel bir tiiriidiir.

Birgok sonlu dizi 6rnegin Poincaré polinomu, iireteg fonksiyonu olarak yorumlanir.

0 . 1
X<l igin a=(l1L..) sabit dizisinin adi irete¢ fonksiyonu D X =T
n=0 -

seklindedir ve sol taraf, sag tarafin bir Maclaurin seri a¢ilimidir. Diger dizilerin adi
iirete¢ fonksiyonlar1 bu esitlikten ¢ikartilabilir. Ornegin; X —ax yazarak sabit a

degeri i¢in (a,) = (1,a,a%,a°%, ..) dizisi kullanilarak asagidaki gibi bir geometik seri

elde edilir:
ia”x" i
~ 1-ax
x — x? yazarsakiirete¢ fonksiyonu;
iXZn — 1
1_ 2
n=0 X
. con L
seklini alir. ZX =1— esitliginin iki tarafinin da tiirevi alinarak ve n—>n-1
n=0 -
degisimi yapilarak,
= 1
D (+)x"=——
n=0 (1_ X)

seklinde bir iirete¢ fonksiyonu elde edilir. Ve yukardaki esitligin sag tarafinin ti¢iincii

kuvvetinde serinin katsayilar1 tiggensel sayilar (triangular numbers) 1,3,6,10,15,21,...

yani binom katsayilaridir. Boylece iireteg¢ fonksiyonu,

>S(n+2) 1
Z( 2 jx T %


https://en.wikipedia.org/wiki/Maclaurin_series

seklinde yazilir. Genellestirirsek,

= (n+k) 1
Z a X' = k+1
n=0 k (1_ aX)

sonucunu elde ederiz. (0,1,4,9,16,..) tamkare sayilarin dizisinin adi {ireteg

fonksiyonu, binom katsayili iirete¢ fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak

olusturabilir. Soyleki,

2{“2}—9{” +1j+(nj (D) g gy g
2 1 ) o 2

esitliginden tamkare sayilari elde ederiz. Bu katsayilar1 kullanarak olusturulan serinin

yani tamkare serisinin esit oldugu fonksiyon asagidaki gibi elde edelir:

2o _\Opoon 2 B 3 1 x(x+1)
B0 = X = S T o X A

Adi iirete¢ fonksiyonlariancak ve ancak sabit katsayili lineer yineleme

dizisine sahipse bir rasyonel fonksiyon olarak ifade edilir. Ornegin; Catalan
1 - :

sayllarindan olusan dizi igin (an):(Tn 3/24n) adi {irete¢ fonksiyonu

T

1-v1-4x

5 seklindeki rasyonel fonksiyonla verilir.
X

Literatiirde tirete¢ fonksiyonlar ile ilgili bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Soyle ki,
Carlitz L. 1962’de baz1 sayr dizilerinin kuvvetleri icin iirete¢ fonksiyonlari elde
etmistir. J. Riordan 1962’de Fibonacci dizilerinin kuvvetleri icin {ireteg
fonksiyonlar1 elde etmistir. A. F. Horadam 1965°’te bazi genellestirilmis say1
dizilerinin kuvvetleri igin iirete¢ fonksiyonlari elde etmistir. I. Kolodner 1965°de
genellestirilmis Fibonacci dizileri igin {ireteg fonksiyonlari elde etmistir. A.G.
Shannon and A.F. Horadam 1971’de iiglincii mertebeden yineleme bagintilari igin
tireteg fonksiyonlar1 olusturmustur. Hoggatt ve Lind 1971°de, Fibonacci ve Lucas
sayilar ile ilgili 6zdeslikler elde etmek i¢in adi iirete¢ fonksiyonlarini kullanmistir.

Ayriyeten, Gould genellestirilmis lrete¢ fonksiyonlarmi calismistir. Bro. J. M



Mahon, A. F. Horodam, (1987) Pell sayilar1 i¢in adi ve iistel iirete¢ fonksiyonlari

calismustir.

Ek olarak S. Falcon (2007), C. Bolat, H. Kose (2010), D. Jhala(2012),
Catarino P. , Paulo Vasco P. ( 2013) ,Yayenie O. (2011), G. Bilgici (2014), S.
Uygun (2013) vb. gesitli 6zel tamsay1 dizileri ve bunlarin gesitli genellestirmelerini
kullanarak {iirete¢ fonksiyonlar1 olusturmuslardir. Bu kisimla ilgili ayrintili bilgi

Boliim 3’te verilmistir.

A. F. Horadam (1997), S. Falcon (2009), S. Halici, Z. Akyiiz (2010) vb.
cesitli polinom dizileri ve bunlarin ¢esitli genellestirmelerini kullanarak {ireteg

fonksiyonlari calismistir. Bu kisimla ilgili ayrintili bilgi Boliim 4’te verilmistir.

F. Koken, D. Bozkurt (2008), K. Uslu, S. Uygun (2013) ,Coskun, N.
Taskara (2016), S. Uygun, E. Owusu (2013) vb. ¢esitli matris dizileri ve bunlarin
cesitli genellestirmelerini kullanarak tirete¢ fonksiyonlari ¢alismistir. Bu kisimla

ilgili ayrintili bilgi Bolim 5°te verilmistir.

6. boliimde Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in ¢esitli 6zdeslikler tistel iireteg
fonksiyonlar1 kullanilarak verildikten sonra benzer sekilde Jacobsthal ve Jacobsthal
Lucas dizileri i¢in cesitli 6zdeslikler listel iirete¢ fonksiyonlari kullanilarak elde

edilmistir.

7. bolimde Fibonacci ve Lucas dizileri igin ¢esitli iirete¢ fonsiyonlari
verildikten sonra benzer sekilde Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri icin gesitli

irete¢ fonsiyonlari elde edilmistir.

8. bolimde c¢alismamizla ilgili sonu¢ ve Oneriler verilmistir.



BOLUM 2
2. CESITLI SAYI DiZILERI

Bu boliimde literatiirde 6nemli bir yere sahip bazi tamsayi dizilerinin

tanimlar1 verilecek ve temel ozellikleritizerinde durulacaktir.

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayilar1 ve Urete¢ Fonksiyonlar

Leonarda Fibonacci 12’inci yiizyillda yasamus bir Italyan matematikgidir.
Fibonacci 1201 yilinda “Liber Abaci” adli bir kitap yazmistir. Bu kitapta bulunan bir
problem ortacag matematigine katkilar1 olan Fibonacci’yi 600 yil sonra, 19’uncu
yiizyilin baslarinda meshur kilmistir. Bu problem “Tavasan Problemi”dir. Ergin bir
tavsan cifti her ay yeni bir yavru cifti vermektedir. Bir yavru cifti bir ayda ergenlige
ulagmaktadir. Yavru olan bir tavsan ciftinden 12 ay sonunda kag tavsan ¢ifti olusur?
Buna gore; her aydaki toplam tavsan g¢ifti sayisi, kendinden onceki ilk iki aydaki
tavsan ¢ifti sayilariin toplamina esittir. O halde tavsan cifti sayilar1 aylara gore
sirastyla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... seklinde olacaktir. Bu problem
19’uncu yiizyildan sonra birdenbire popiiler olmus ve sorunun ¢éziimii olan sayilar
“Fibonacci sayilart” olarak adlandirilmistir.

Fibonacci sayilari ii¢ nedenden dolay1 biiyiik 6nem arz etmektedir. Birincisi;
dizinin ilk elemanlarinin bitkilerde, boceklerde, c¢iceklerde vb. kisacasi bircok
beklenmedik yerde tekrar tekrar karsimiza ¢ikmasidir. ikinci neden olarak; dizinin
bir terimi, kendinden Onceki terime boliindiigiinde yaklagik olarak ayni deger
cikmasidir. “Altin oran” denilen bu say1; dogada, bitkilerde, ¢iceklerde, ideal insan
viicudunda, mimari eserlerde (Misir Piramitleri vb.) ve bir¢cok alanda goriilebilir.

Ugiincii olarak; bu sayilarin, sayilar teorisinde ¢ok ilging 6zelliklerinin bulunmasidir.

Baglangi¢ sartlart f, =0, f =1 seklinde verilen; f,, =f +f , yineleme

bagintis1 ile tanimlanan {fn }(::1 tamsay1 dizisine “Fibonacci say1 dizisi” denir.

1+J§ l—\/g
, Ve f=—,

Fibonacci dizisinin Binet formiili, o = olmak iizere;



n n

) . f
f = a —p seklindedir. Binet formiiliinden hareketle lim ;+l

a-ﬂ n—oo

= & oldugu goriiliir.

Buradaki a =1,6183398...say1s1 “Altin Oran” olarak adlandirilmaktadir.

Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;

g(x) :Z fx'=—"—
n=1 1

—X—X
seklinde verilir (T. Koshy, 2001).

Fransiz matematik¢i Edward Lucas; baglangi¢ sartlart igin 1, =2 ve |, =1

degerlerini kullanarak,“Lucas say1 dizileri’ni olusturmustur. Bu say1 dizisi de ciddi

bir popiilerite kazanmistir. Clinkii, Fibonacci say1 dizileri ile arasinda birgok ilging

baginti elde edilmistir. l,=2 ve |, =1 olmak iizere; |n+1=|n+|n,1 yineleme

bagintisi ile verilen {|n}<::1 tamsay1 dizisine “Lucas say1 dizisi” denir. Lucas dizisinin

1+J§ 1—«/5
;e fE

Binet formila, o = olmak tizere; |n =a"+ ,Bn seklindedir.

Dizinin ardigik iki teriminin oraninin sonsuz igin limit degeri, |Im—?+ =a dir. Bu
n—o0
n

deger sayesinde Lucas say1 dizisi de en az Fibonacci say1 dizisi kadar onem
kazanmistir. Lucas sayilarinin tirete¢ fonksiyonu;
& 2X% + X
g(x) :HZ:;IHX“ RER—
seklindedir (T. Koshy, 2001).
V. E. Hoggatt ve D. A Lind tarafindan bulunan, Fibonacci ve Lucas sayilari

i¢in ¢esitli formlarda yazilan iireteg fonksiyonlar1 asagida verilmistir:

k,n,r pozitif tamsayilar olmak iizere,

o0 2

X —X
anXn = 2, .3
s 1-2X—-2X°+X

- n 1-x
z ,Fn+1x = 2 3
prc 1-2X—2X"+X




&2 ] 1-2x—x?
Z FooX = 2 .3
ry 1-2X—2X°+X

z X
F.F..x" =
nz_;‘ nHET 12X = 22X

isz”— 4-T7Xx—X?
1 2x—2x2+x8

=, . 1+7x—4x°
sz—lX = 2 3
oo 1-2X—2X°+X

S0 9-2x—x°

- 1-2x—2x*+x°
i Foyn X—2X°+X%°
ps 1 1-3x—6X°+3x°>+x*
3 g _ 1-2x—x°
M 13— X243+

iF?, o 1+5x—3x*-x°
-t 1-3x—6x°+3x°+x*

E s a0 843x—4x2-X°
ZFn+3X = 2 3, 4
ar 1-3X—6X"+3X°+X

o 2X
FF.F X" =
nzz;‘ T 3k —6X24+3x+x*

ZFann - AX ko2
pary 1-L x+(-1)"x

- . F+(D'F_x
Z Fkn+rx = 1—-L : ky2
n=0 - kX+(_1) X

esitlikleri elde edilmistir.



2.2. Pell ve Pell Lucas Sayilar ve Urete¢ Fonksiyonlar:
Baglangi¢ sartlar1 p, =0 ve p, =1 olan; p,,, =2p, + P, yineleme bagintist

ile verilen {pn}::1 tamsay1 dizisine “Pell say1 dizisi” denir. Pell dizisinin Binet

n n

formiili, a=1++/2 ve ﬁ=1—\/§ olmak iizere; p, = ¢

seklindedir. Negatif

indisli Pell say1 dizisi P, =(—:|.)n+1 P, ile tanimlanir. Dizinin ardisik iki teriminin

pn+l

oraninin sonsuz igin limit degeri, lim ) =q dur.
n—oo
n
Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu;
9g(x)=. pX' =—
nz_; " 1-2x—X?

seklindedir (Mahon, 1987).

Baglangi¢ sartlart g, =2 ve ¢, =1 olan; q,,, =20, +0,, yineleme bagmtisi
ile tanimlanan {qn }::1 seklindeki tamsay1 dizisine “Pell Lucas say1 dizisi” denir. Pell
Lucas dizisinin Binet formili, o =1+ \/E ve S —1-+/2 olmak iizere; (, = "4 ﬂ n

seklindedir. Negatif indisli Pell Lucas sayr dizisi, 0, :(—1)”+1qn bagintistyla

tanimlanir. Dizinin ardigik iki teriminin oraninin Sonsuz igin limit degeri,

|imM = drr.

n—oo qn

Pell Lucas sayilarimin tireteg¢ fonksiyonu;
= 2-2X
X) = X'=——
9(x) n§_lqn Y

seklindedir (Horadam, 1971).

2.3. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Sayilar ve Urete¢c Fonksiyonlari

Bu boliimde, Alman matematikg¢i Jacobsthal tarafindan tanimlanan Jacobsthal
sayilar tanitilacaktir. Bilgisayarlardaki bazi mikro islemciler, bir programin akigin
degistirmek i¢in kosullu yonlendirmeler kullanirlar. Bu mikro islemciler (dall
yonlendirenler) gecici olarak ilerideki yonlendirmeye atlatan komutlandirma

yaparlar. Burada, 2 bit’in 4 olasilig1 i¢in 1 durumun, 3 bit’in 8 olasiligt i¢in 3



durumun, 4 bit’in 16 olasiligl i¢in 5 durumun, vb. durumlar1 hari¢ birakilarak
digerlerinin yararli oldugu sonucuna varilmis ve hari¢ birakilan bu durumlarin tam

olarak Jacobsthal sayilarini verdigi goriilmiistiir (Horadam, 1996).

Baglangi¢ sartlari j, =0, j, =1 olmak tzere; j,,,=],+2],, Yyineleme

bagintisi ile verilen {jn }::0 say1 dizisine “Jacobsthal say1 dizisi” denir. x> —x—-2=0

karekteristik denkleminin kokleri; 2, —1 olmak {izere, Jacobsthal sayilari i¢in Binet

~ on _ (_1)n
3

formiili, J, = seklindedir. Dizinin ardisik iki teriminin birbirine oraninin

sonsuz i¢in limit degeri, lim Jr.Hl =2 dir.
n—o0
n

Baslangi¢ sartlari Cy =2, C =1 olmak iizere; C,.;=C,+2C,, yineleme
bagmtis1 ile verilen {Cn}::1 say1 dizisine “Jacobsthal Lucas say1 dizisi” denir.

Jacobsthal Lucas sayilari i¢in Binet formiilii, C, = 2" + (—1)n olur. Dizinin ardisik iki

teriminin birbirine oranmnin sonsuz i¢in limit degeri, lim—%=2 scklindedir.
nN—o0 C
n

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas say1 dizilerinin birgok 6nemli 6zelligi, Binet formiilii
kullanilarak elde edilebilir.

Teorem 2.3.1. m,n>0 herhangi iki tamsay1 olsun. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas

sayilart igin,
a) Juu=2"-]
by jot+ij,=2""
¢) Jna=Jh 21 =2j,+(-1"
d) ¢, =2c,-3(-1"
&) Co=nat2lns

f) jm+n = jm jn+1+2jm—1jn

10



M=n = Jou = Jodna+ 2hnads = o Una +2J0) = Gy
g) 9j,=C.+2C
h) ¢, =3j, +2(-1)"
i 3j,+c,=2""
esitlikleri gegerlidir (Horadam, 1996).

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri iginiirete¢ fonksiyonlari,

= T1_x—2x2
i 1+4x
ZCiX = 2
=) 1-x-2x

veya

seklinde verilir (Horadam, 1996).

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri igin tstel iirete¢ fonksiyonlari;

seklinde verilir (Cook, 2013)
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BOLUM 3

GENELLESTIRILMIS CESITLI SAYI DiZILERIVE URETEC
FONKSIYONLARI

Bu bolimde Fibonacci, Lucas, Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas
gibi say1 dizilerinin genellestirilmis dizilerinin tanimlar1 verilip Binet formiilleriyle

birlikte tirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir.
3.1. k-Fibonacci ve k-Lucas Sayi Dizileri ve Uretec Fonksiyonlari

Tamim 3.1.1. k- Fibonacci sayilari: Her k >0ve n>0 tamsayilari i¢in baslangig

sartlann f o, =0, f, , =1 olmak iizere;

1:k,n+2 = k.I:k,n+l i fk,n

yineleme bagntis1 ile tanimlanan {fk,n}nEN dizisine “k-Fibonacci dizisi” denir.

Dizinin her bir elemanma da “k-Fibonacci sayis1i” denir. k =1 alinirsa, Fibonacci

_k+vk*+4 ve

sayl dizisi elde edilir. r®>=kr+1 fark denkleminin kokleri; I, = >

k—vk2+4 ) .
r,=———— olarak bulunur. k- Fibonacci sayilar1 i¢in Binet formiili,

) =

f =1 "" ceklindedir.

! h-n
k-Fibonacci sayilart i¢in; ardisik iki teriminin birbirine oraninin sonsuz igin limit

degeri, lim—"% = r_seklindedir. k-Fibonacci say dizisi iin iireteg fonksiyonu;

n
k,n

0

n 2 n
D X" = fio+ feaX f X+ £ X+
n=0

seklinde elde edilir.

12



Asagida m,n,r >0 tamsayilari i¢in k -Fibonacci dizisine ait gesitli formlarda

elde edilen tirete¢ fonksiyonlari verilmistir:

> 1
f X"=—"
; k,n+1 1—kX—X2
i f. X
Z fk'man = m I:T;m my,2
s 1-(n +r, )+ (-D)"x

X" — fk,r _(_1)m fk,r—mx
= 1- (6" +r,")+ ()" x*

ifk 2an = Xk
~ g 1-(k* +2)x+Xx°

< N (L-x)k
Z fk,2n+1x = 2 2
1-(k“+2)x+x

(Bolat, 2010).
Tanmm 3.1.2. k- Lucas dizisi: Her k >0 ve n>0 tamsayilari i¢in baslangig sartlart

l,o=2, I, =k olmak iizere;

Ik,n+2 = kIk,n+1 + Ik,n

yineleme bagintisi ile tanimlanan {Ikv”}neN dizisine “k-Lucas dizisi” denir. k=1
alinirsa, Lucas dizisi elde edilir. k- Lucas sayilari i¢in; ardisik iki teriminin birbirine

Ik,n+1

oraninin sonsuz igin limit degeri, lim =1, seklindedir. k- Lucas dizisinin {ireteg

n—oo
k,n

fonksiyonu;
< i 2 —kx
i 2 n
DX =leg + X+ L X+t L X =

— 1—kx—x?2

seklindedir (S. Falcon, 2011).
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Teorem 3.1.1: {fk’an . }Aritmetik Indeksli k-Fibonacci DizisininUrete¢ Fonksiyonu

a ve r tamsayl ve 0<r <a-1 olmak {izere, (fkwr) aritmetik indeksli k-Fibonacci

dizisinin tireteg fonksiyonu; f, (k,X) ile gosterilsin.
Oyle ki,

foo(kx)="f, + f x+f, xX*+..
seklindedir. f, (k,x) iiretec fonksiyonu Falcon ve Plaza tarafindan,

fo, + (D f . x
-1, X +(-1)*x?

fa,r (k,x)=

sekilinde tanimlanur.
Ozel Durumlar:

a ve rnin farkli degerleri i¢in elde edilen iirete¢ fonksiyonlari;

e a=1, r=0 igin iireteg fonksiyonu f, (K, _ W
¢ ¢ Yy 10(K, %) 1Tkt
2 0 i¢in tirete¢ fonksi f,0(k,X) k
e a=2, r=0 i¢in lirete¢ fonksiyonu ' X) =
¢ ¢ Y 20 1-(k* +2)x+X°
1-X

e a=2, r=1igin iireteg fonksiyonu  f,,(Kk,X) = 1-(k* +2)x+ X2

(k2 +1)x
1—(k® +3k)x — x*

e a=3, r =0 icin tireteg fonksiyonu f,(k,x) =

1-kx
1—(k* +3K)x—x°

e a=23, r=1 igin iirete¢ fonksiyonu f3,1(k, X) =

seklinde verilmistir (Falcon, Plaza, 2012).
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Teorem 3.1.2. {|k'an o }Aritmetik indeksli k-Lucas DizisininUrete¢c Fonksiyonu

a Ve r tamsayi ve 0<r <a-1 olmak iizere, (l ,,.,) aritmetik indeksli k-Lucas

dizisinin iirete¢ fonksiyonu; I(k,x;a,r) ile gosterilsin.

Oyle ki,
. 2 3
Ik, x;a,r) =, 1 o X+ L X+ | X+
seklindedir. I(k, x;a,r) lrete¢ fonksiyonu Falcon tarafindan,
|(k, X; a, r) — Ik,r + (Ik,a+r + Ik,alk,rzx
1-1 . x+ (-1)%x
sekilinde tanimlanir.
Ozel Durumlar
e a=1 ve r=0 icin tireteg fonksiyonu I(k, x;1,0) = _2-kx
1—kx —x?
e a=2 ve r=0 icin iirete¢ fonksiyonu I(1, x;2,0) = _ 238X
1-3x+x?
PRI . 1+x
e a=2 ver=1i¢inirete¢ fonksiyonu  I(1,x;2,1) = ———
1-3x+ x?2

seklinde verilir (Falcon, 2012).

3.2. k-Pell ve k-Pell Lucas Say: Dizileri ve Urete¢ Fonksiyonlar

Tamim 3.2.1. k- Pell sayilari: Her k > Oreel sayisi ve n > 1tamsayisi i¢in baslangig

sartlart p,, =0, p,, =1 olmak lizere;
pk,n+1 =2 pk,n + I(pk,n—l

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {pk,n} dizisine “k-Pell dizisi” denir. k=1

neN

alinirsa, klasik Pell say1 dizisi elde edilir. r? =2r+k fark denkleminin kokleri;

15



L=1+J1+k ve r,=1-vJ1+k olarak bulunur. k-Pell icin Binet formiilii;

R —r,
P, , = ——2 seklindedir.
’ h-r

k -Pell sayilarinin iirete¢ fonksiyonu ise asagidaki gibidir:

—X

P () = 1-2x—kx?

Tanim 3.2.2. k- Pell Lucas sayilari: Her k >Oreel sayis1t ve n>1 tamsayist i¢in

baglangig sartlart g, , =2, ¢,, =2 olmak lizere;

qk,n+l = 2qk,n + qu,n—l

rekiirans bagintisi ile tanimlanan {qk,n }neN dizisine “k-Pell Lucas dizisi” denir. k =1
alinirsa, Pell Lucas say1 dizisi elde edilir. r* =2r+k fark denkleminin kokleri;
r1:1+ﬂ ve rzzl—m olarak bulunur. k-Pell Lucas sayilari igin Binet
formiili, 0, , = I'+r, seklindedir. k-Pell Lucas dizisinin iiretec fonksiyonu

asagidaki gibidir:

2—2X

X -
4 (X) 1—2x — kx?

(Catarino, Vasco, 2013).

3.3. k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas Say: Dizileri ve Urete¢ Fonksiyonlar

k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas sayr dizileri igin literatiirde iki farkli tanim
bulunmaktadir.

Tamim 3.3.1. Her k >0 reel sayisive n >0 tamsayisi icin baslangig sartlart j, , =0

Ve j,, =1 olmak lizere;

Jk,n+2 = Jk,n+1 + ka,n

16



rekiirans bagintisi ile tanimlanan {jk’n} y dizisine “k-Jacobsthal dizisi” denir. k =1

ne

alinirsa; Fibonacci dizisi, k =2almirsa;  klasik Jacobsthal dizisi elde edilir.

1++/1+4k 1-+1+4k

x> = x+k fark denkleminin kokleri; X, = r— X, = E— seklindedir.
k-Jacobsthal sayilart igin Binet formiild, j,, = X% omr, i pozitif tamsayisi
’ 1 =X

olmak iizere, XX <1 ve Xyx <1 igin iireteg fonksiyonu;

T x—kx?

esitligiile elde edilir (K6ken, Bozkurt, 2008).

Tanmim 3.3.2. Her k >0 reel sayis1 ve n >0 tamsayisi igin baslangi¢ sartlar1 ¢, ; =2

ve ¢, , =1 olmak lizere;

Ck,n+2 = Ck,n+1 + kCk,n

rekiirans bagmtisi ile tanimlanan {Ck’n }nEN dizisine “k-Jacobsthal Lucas dizisi”
denir. k =1 alinirsa; Lucas dizisi, k = 2 alinirsa; Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir.

k-Jacobsthal Lucas sayilari igin Binet formiilii, C., =X +X; olur. i pozitif

tamsayisi olmak iizere, XX <1 ve X;x <1 igin iirete¢ fonksiyonu;

k,n - 2
—r: 1-x—kx

esitligi ile elde edilir (Koken, Bozkurt, 2008).

3.4. k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas Say1 Dizilerinin ikinci Tanim

Tanimm 3.4.1. k-Jacobsthal dizisi: Her k >0 reel sayis1i ve n>0 tamsayist i¢in

baslangig sartlart j, , =0, j,, =1 olmak lizere;

jk,n+2 = kjk,n+1 + 2jk,n

17



rekiirans bagmtis1 ile tanimlanan {jk'n}neN dizisine “k-Jacobsthal dizisi” denir.

k =lalinirsa, Jacobsthal dizisi elde edilir. x*> =kx+2 Karakteristik denkleminin

e k++k?+8 k—vk?+8
kdkleri; X, == =t

5 seklindedir.

k -Jacobsthal sayilari igin Binet formiilii,

X\ —X;
Jen =
X =X,

seklindedir.

Teorem 3.4.1. k-Jacobsthal say1 dizisinin J, , ile gosterilen iirete¢ fonksiyonu;

= . . . . # X
J, = X" = oo+ ju X+ J o X H et X" = ——
kn nz_;, Jn Joo t JkaX+ Ji2 Jin 1 kx—2x2
seklindedir.

ispat: J,, = jio+ jiaX+ Ji,X° +.ooF JooX" ... iireteg fonksiyonunda esitligin her

iki tarafin1 kx ve 2x? ile ayr1 ayri carparsak,
kxJy o = Ky oX + Kiie 1 X +Kjy X ot K o X
23, X =2 X+ 2 X+ 2 X A 2 X
elde ederiz. Bu denklemleri tirete¢ fonksiyonu esitliginden ¢ikarirsak,
(1-kx—2x%)J,, =X

istenen elde edilir.

n>0 bir tamsayr olmak lzere,k-Jacobsthal dizisi igin negatif kuvvetli iireteg

fonksiyonu;

- i -1 [ n+1 H H ]
ij,ix = —kx—2 =X+ X pag 2
i=0 ( )
seklinde verilir.
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Yukaridaki ifade n— oo igin yeniden ifade edilirse,

- X
;Jk’ix T (X —kx—2)

esitligi saglanir.

krk

r>0 bir tamsayr olsun. |xfx;*x|<1 igin k-Jacobsthal dizisinin r.kuvvetinden

olusan say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu;

R ry 1 1 1
X =
;Jk' kz(;(kj(rl—rz)k (r,—r) ™ 1-rr, ™ x

e e

k-Jacobsthal say1 dizilerinin iistel tirete¢ fonksiyonu;

n n

00 n
ijn - Zrl 2%

n=0 rl_

R ol U (23

\/k2+8 n=0 n!

seklinde ifade edilir. (Uygun, Eldogan, 2016).

Tamim 3.4.2. k-Jacobsthal Lucas dizisi: Her k >0 reel sayis1 ve n>0 tamsayisi

i¢in baglangi¢ sartlar1 ¢, ; =2 , ¢, =k olmak lizere;
Ck,n+2 = ka,n+1 + 2Ck,n

yineleme bagintisi ile tanimlanan {Ck’n }neN dizisine “k-Jacobsthal Lucas dizisi” denir.

Dizinin her bir elemanina da, k-Jacobsthal Lucas sayisi denir. k=1 alinirsa,

Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir.
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Teorem 3.4.2. k-Jacobsthal Lucas dizisinin tirete¢ fonksiyonu;

C. o +C  X+C X2+ C X"+ —ic xi—2_—kx
ky kY ky EEE} k' D R ky' -
0 1 2 n n i 1—kX—2X2
seklindedir.
Ispat: Gin(X) = Cop +CX+C X7 +C 5X% .t €y X
n
=2+KkX+ ) C X
n=2

=2+kx+ i(kck,n—l + 2Ckvn72)xn

n=2

=24kx+KD 0 X 42D G X"

n=2 n=2

=2+ Kx+ kX X H2XED 0 X
n=2 n=2

=2+kx+ kx(z:ck’pxp —ckY0)+ 2x2> ¢ X"
n=0

=
= 2—kx+ kxicwxp + 2xzick1n X"
= =
elde edilen bu esitlikten,
Gin(X) = 2—kx+kxg, ,(x)+2x°g, , (x)
Gn (- kx—2x2)= 2—kx

Sk (1—kx—2x2)

esitligi elde edilir (Jhala vd., 2013).

20



n>0 bir tamsay1 olmak lizere k-Jacobsthal Lucas dizisi i¢in negatif kuvvetli iireteg

fonksiyonu;

2x% —kx

n iy 3 _1
;Ck,ix = m[xck,ml +2C, , ]+ m

e e

Yukaridaki esitlik N — oo i¢in yeniden ifade edilirse,

ic i 2x% —kx
o (x* —kx—2)
esitligi saglanir.

r>0 bir tamsay olsun.‘xlkxg‘kx‘<1 igin k-Jacobsthal Lucas dizisinin .

kuvvetinden olusan say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu,

seklinde ifade edilir.

k-Jacobsthal Lucas say1 dizilerinin iistel iirete¢ fonksiyonu:

0 n 0 n
ch,n L Z(rln + rzn )%

n=0 n! n=0

n=0 n!
_ (erlx . erzx)
seklinde ifade edilir (Uygun, Eldogan, 2016).

Teorem 3.4.9. {Jk,aw} Aritmetik Indeksli k- Jacobsthal Dizisinin Uretec

Fonksiyonu

a Ve r tamsayi ve 0 <r <a-1 olmak iizere, (Jk,amr) aritmetik indeksli k-

Jacobsthal dizisinin iirete¢ fonksiyonu; 3, , (K, X) ile gosterilsin.
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Oyle ki iirete¢ fonksiyonu,

2 ‘Jk,r + (_Z)r‘Jk,a—rX

S (kX) = J I X+ X+ J

k,a+r k,2a+r

T s (26)
seklinde verilir.
Ozel Durumlar

e a=1, r=0 igin tirete¢ fonksiyonu,

Jiot JiaX B X
@— jx+ (-2)x*)  1-kx—2x°

3ok, x) =

e a=2, r=0 igin iirete¢ fonksiyonu,

Jot (2)°Jix kx
@ jeoX+ (-2)°%%)  1— (K> +4)x+4x°

S2,0 (k, X) =

e a=2, I=1igin iirete¢ fonksiyonu,

Joat+ (23 x 1-2x
A jiox+ (=2)°x%)  1-(K*> +4)x+4x*

S2,1(ka X) =

e a=3, r =0 i¢in iireteg¢ fonksiyonu,

Jeot (2°Jx (k? +2)x
@— jaX+ (-2)°x%)  1—(k®+6k)x—8x>

S3,0(k1 X) =

e a=3ve I=1 i¢in lirete¢ fonksiyonu,

Ja+ (23, .x 1-2kx
A jiaX+ (2)°%x?)  1—(k®+6k)x—8x%?

33,1(k: X) =

e a=3 Ve r=2 igin iirete¢ fonksiyonu,

Jeot (223,x K +4x
@- jeax+ (-2)°x%) 1—(k®+6k)x—8x’

33, (K, X) =

seklinde verilir (Jhala, Rathore, Sisodiya, 2014).
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Teorem3.4.11. {Ck’aw} Aritmetik Indeksli k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Uretec

Fonksiyonu:

a ve r tamsayi ve 0 <r <a-1 olmak lizere, {Ck,anﬂ} aritmetik indeksli k-Jacobsthal

Lucas dizisinin iirete¢ fonksiyonu; c(k, X, a, r) ile gosterilsin. Bu tirete¢ fonksiyonu;

S G, +X(Car —CaCiey)
k, ,a, )= . i ke k,a+r k,a%k,r
C( X,a r) JZ_(;Ck,aHrX 1_Ck‘ax+(_2)axz

esitligi ile verilir.

Ozel Durumlar

e r=0, a=1 i¢in iireteg¢ fonksiyonu,

% i 2—kx
Ck,x10=>c xX!'=———
( ) ,Z_;‘ T 1kx—2x
e r=0, a=2 i¢in iireteg¢ fonksiyonu,
2—(k? +4)x

C(k, x,2,0) = 3 c. ., x =
( ) JZ(; CHT 1 (K2 + 4)x+ 4x°

e r=1, a=2ig¢in iirete¢ fonksiyonu,

3 K + 2kx
1—(k* + 4)x+ 4%

C(k,x,21) = D ¢ X!
j=0

seklinde verilir (Uygun, 2016).

3.5. Bi periodik Fibonacci ve Lucas Say1 Dizileri ve Uretec Fonksiyonlar

Tammm 3.5.1.Bi periodik Fibonacci Sayr Dizisi: n>2 ve baslangig sartlari

0o =0, g, =1 olmak iizere,

_ ad,, +29,, , n cift
G = bg, ,+29,, . N tek

23



yineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine “bi periodik Fibonacci say1 dizisi”
denir. a=b=1 alirsak, klasik Fibonacci dizisini elde ederiz. x> —abx—ab=0 fark

ab++/a’h? +4ab ab—+a’b® +4ab
a= 5 ve f= >

bulunur.  Bi  periodik Fibonacci say1 dizisi i¢in  Binet  formiili,

1-£(n) n_ pon
q, = a (a P ] seklinde bulunur.

(ab)H @-

denkleminin kokleri; seklinde

Burada,

olarak tanimlanir.

Bi periodik Fibonacci say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu;

X(1+ax — x*
F(x)= ( ; ) 4
1-(ab+2)x" +4x

seklindedir (Yayenie, 2009).

Tammm 3.5.2. Bi periodik Lucas Sayr Dizisi: n>2 ve baslangigc sartlari

I, =2, |, =a olmak iizere,

| bl ,+I1. ., , ngift
" lal _,+1 _, , ntek

yineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine “bi periodik Lucas say1 dizisi”denir.

a=Db =1 alirsak, klasik Lucas dizisini elde ederiz. Bi periodik Lucas say1 dizisi igin

Binet formiilii (o« ve f yukardaki gibi tanimli),

| a.s(n) (an _ﬂnJ
" @) T\ as

seklindedir.
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Bi periodik Lucas say1 dizisi i¢in {irete¢ fonksiyonu;

_ 2+ax—(ab+2)x* +ax’
1-(ab+4)x* +x*

L(x)

seklindedir (Bilgici, 2014).

3.6. Bi periodik Jacobsthal veJacobsthal Lucas Say1 Dizileri ve Urete¢

Fonksiyonlari

Tammm 3.6.1.Bi periodik Jacobsthal Sayr Dizisi: n>2 ve baslangig sartlari

J, =2, J; =1 olmak iizere,

3 al,,+2J,, , ngift
" lbd,,+23,_, , ntek

yineleme bagmtisi ile tanimlanan say1 dizisine “bi periodik Jacobsthal say1 dizisi”

denir. a=b=1 alirsak, Klasik Jacobsthal dizisini elde ederiz. x> —abx—2ab=0

_ab++/a’b® +8ab

karekteristik denkleminin koklert; a >
ab—+a’b? +8ab .
B = > seklinde bulunur.

Bi periodik Jacobsthal say1 dizisi i¢in Binet formiili,
1-g(n) n__ pon

3= (0‘ P J
(ab){EJ a-p

seklindeverilir. Bi periodik Jacobsthal say1 dizisi lirete¢ fonksiyonu;

X(1+ ax — 2x>
J(x) = ( 2 )4
1-(ab+4)x" +4x

seklindedir (Uygun, Owusu, 2016).
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Tamim 3.6.2. Bi periodik Jacobsthal Lucas Say: Dizisi: n > 2 ve baslangi¢ sartlar

C, =2, C, =a olmak iizere,

c bC ,+2C, , , ngift
" laC,,+2C,, , ntek

yineleme bagintisi ile tanimlanan say1 dizisine “bi periodik Jacobsthal Lucas say1

dizisi” denir. a=b =1 secersek, klasik Jacobsthal Lucassay1 dizisini elde ederiz.

Bi periodik Jacobsthal Lucas dizisi i¢in Binet formiilii asagidaki gibi verilir:

ag(n)
Co=—r7 (@ +8").
(ab){TJ

Bi periodik Jacobsthal Lucas dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu,

2+ax—(ab+4)x* — 2ax®)
1-(ab+4)x* + 4x*

C(x) =

seklindedir (Uygun, Owusu, 2016).
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BOLUM 4
POLINOM DiZILERIi VE URETEC FONKSIYONLARI

Bu boliimde Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas, Pell, Pell Lucas
gibi polinom dizilerinin tanimlar1 verilip Binet formiilleriyle birlikte iireteg
fonksiyonlar1 verilmistir.

4.1. Fibonacci ve Lucas Polinomlar: ve Urete¢c Fonksiyonlari

Tanim 4.1.1. n>1tamsayisi igin; {fn(x)} Fibonacci polinom dizisi, baslangi¢

sartlar1 f,(x) =0, f,(X)=1 olmak iizere;

fn+1(X) > an (X) + fn—l(x)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tamm 4.1.2. n>1 tamsayist i¢in; {In(x)} Lucas polinom dizisi, baglangic sartlari

l,(X)=2, I,(x) = X olmak tizere;

In+1(x) = XIn (X) + In—l(x)

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Fibonacci ve Lucas polinomlar i¢in iirete¢ fonksiyonlari;

i f(x)t" t

o S 1-xt—t?

iln(x)t” _2=xt

& S 1-xt—t?
seklinde verilir.
Tamim 4.1.3. n > 2tamsayisi igin; {bn (X)} genellestirilmis Fibonacci-Lucas polinom

dizisi, baglangig sartlar1 b,(x) =2b, b, (x) =S olmak iizere;

bn (X) = an—l(x) + bn—2 (X)
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yineleme bagintisi ile tanimlanir. Genellestirilmis Fibonacci-Lucas polinomlari i¢in

tirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:

ibn (X" = 2b(1— xt)+st

~ (- xt—t?)

(Singh, 2014).

4.2. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Polinomlar1 ve Urete¢ Fonksiyonlar

Tanmim 4.2.1. n > 0 tamsayisi igin; {Jn (X)} Jacobsthal polinom dizisi, baslangic
sartlart j,(x)=0, j,(X)=1 olmak iizere;

jn+2 (X) = jn+1(x) + 2Xjn (X)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tamm 4.2.2. n>0 tamsayis: igin; {c (x)} Jacobsthal Lucas polinom dizisi,
baglangig sartlar1 ¢,(X)=2 , ¢,(X)=1 olmak {izere;

Cn+2 (X) = Cn+1(X)+2XCn (X)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Jacobsthal - Jacobsthal Lucas polinomlari i¢in iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir:

S0y =y -2xy7)*

ici ()Y =(1+4xy)1-y-2xy*)™*

seklinde verilmistir (Horadam, 1997).
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4.3. Pell ve Pell Lucas Polinomlar1 ve Urete¢ Fonksiyonlari

Tanim 4.3.1. n > 0 tamsayisi igin; {Pn (X)} Pell polinom dizisi, baslangi¢ sartlari
P, (x) =0, R (x) =1 olmak iizere;

I:)n+2 (X) = 2XPn+l(X) + Pn (X)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tamim 4.3.2. n>0 tamsayist i¢in; {Qn(x)} Pell Lucas polinom dizisi, baslangig

sartlart Q,(x) =2, Q,(X) = 2x olmak tizere;
Qn+2 (X) = 2XQn+1(X) + Qn (X)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

A2 +2xA—-1=0 fark denklemi kullanilarak kokler; o =X+vx*+1, f=x-Vx*+1

seklinde bulunur. Pell ve Pell Lucas polinomu i¢in Binet formiilleri;

PO =* 2

Q) =a"+p"

seklinde verilir.

Pell ve Pell Lucas polinomu i¢in iirete¢ fonksiyonlari;

> 1
ZO P..(x)y" m

_2x+2y
ZQHl( ) 1 2 y y

seklinde verilir (Horadam, 1995).

4.4. Bivariate Fibonacci ve Lucas Polinomlar:

Tamm 4.4.1. x,y sifirdan farkli reel say1 ve x*+4y =0 olmak iizere bivariate

Fibonacci polinom dizisi, baglangi¢ sartlart f,(x,y) =0, f,(X,y)=1 olmak iizere,

£, Y) =xE L 06 Y) + Y, (X Y)
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yineleme bagintistyla elde edilir.

Bu yineleme bagmtisindan r*—xyr—2y=0 fark denklemi elde edilir. Bu

denklemin kokleri;

_xeCady ﬂ_x—m
== S

seklindedir. Bivariate Fibonacci polinom dizisi i¢in Binet formiilii,

(X++/ X +4y)" —(x—/X* +4y)"

f.(xy) = Nra

seklindedir (Catalani, 2004).

Tamm 4.4.2. X,y sifirdan farkli reel say1 ve Xx*+4y#0 olmak iizere bivariate

Lucas polinom dizisi baglangi¢ sartlart L,(x,y)=2, L (X, y) =X olmak iizere,

L, (% ¥) = XLy 1 (X, ) + YL (X, Y)
yineleme bagintisiyla elde edilir. Bivariate Lucas polinom dizisi i¢in Binet formiilii,
L. (X, y) = (X++/X* +4y)" + (X —+/X* +4y)"
seklindedir (Catalani, 2004).

4.5. Bivariate Pell ve Pell Lucas Polinomlar:

Tamim 4.5.1. X,y sifirdan farkli reel say1 ve x°y®+8y =0 olmak iizere bivariate

Pell polinom dizisi, baslangig sartlart P,(s,t) =0, P,(s,t) =1 olmak iizere,

P.(X,y) =2xyP,_, (X, ¥)+ YP,_,(X,y)

yineleme bagintisiyla elde edilir. Bivariate Pell polinom dizisi i¢in Binet formiili,

(XY +X2Y2 +y)" = (xy =/ X y2 +y)"

2\/x2y2+y

P.(xy) =

seklindedir (Halici, 2010).
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Tamm 4.5.2. x,y sifirdan farkli reel say1 ve x°y?+8y =0 olmak iizere bivariate

Pell Lucas polinom dizisi, baslangi¢ sartlar1 Q,(s,t) =2, Q,(s,t) =2xy olmak iizere,

Q. (X, y) =2xyQ, 1 (X, ¥) + YQ, , (X, ¥)

formiilii,

Q% Y) =(xy +/X2y? +y)" + (xy —yX2y* +y)"
seklindedir (Halic1, 2010).

4.6. Bivariate Jacobsthal, Jacobsthal Lucas Polinomlari ve Urete¢ Fonksiyonlar

Tamm 4.6.1. X,y sifirdan farkl reel say1 ve x°y*+8y >0 olmak iizere bivariate

Jacobsthal polinom dizisi, baslangig¢ sartlart j,(X,y) =0, j,(X, y) =1 olmak iizere,

3 (6 Y) = XYi s (X, Y) + 2, (X, Y)

yineleme bagintisiyla elde edilir. Bu yineleme bagintisindan fark denklemi

r’ —xyr —2y =0 seklinde elde edilir. Bu denklemin kokleri;

Xy ++/X°y% +8y Xy —/ X°y% +8y
a= > ve fB= >

dir. Bivariate Jacobsthal polinom dizisi i¢in Binet formiilii,

(xy +/X°y? +8Y)" —(xy —/x*y* +8y)"

\/x2y2+8y

(% y) =

seklindedir.

I pozitif bir tamsay,

ait‘ <1 ve ‘ ﬂit‘ <1 olmak iizere, bivariate Jacobsthal polinom

dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu,

i J tn — J|t _
T l-ct+(-2y)'t?

n=0

seklinde verilir.
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Nn>0 i¢in negatif kuvvetli bivariate Jacobsthal polinom dizileri igin {ireteg

fonksiyonu;

— -1 Lo
;Jkt _tn(tz_xyt_zy)[ t tJn+l+2tJn]

seklinde verilir. N — oo i¢in yukaridaki esitlik yeniden ifade edilirse,

2 t
itil: 2
2 T Sy

esitligi saglanir.

r pozitif bir tamsay1 ‘ak Jij r‘kt‘ <1 olmak iizere, bivariate Jacobsthal polinom dizisinin

r. kuvvetiyle olusturulan dizi i¢in tirete¢ fonksiyonu;

8

srgi <l (_1)r7k 1

Lt = [ J —
iz=o: kz=(; K)(Jx2y? +8y) 1-a“B"*t
seklinde elde edilir (Uygun, 2017).

Tamim 4.6.2. X,y sifirdan farkli reel say1 ve x°y*+8y >0 olmak iizere bivariate
Jacobsthal Lucas polinom dizisi baslangi¢ sartlar1 ¢,(X,y)=2 , ¢,(X,y) =Xy olmak

lizere,
C, (X, ¥) =xyc,; (X, y)+2yc, ,(X,Y)

yineleme bagntisiyla elde edilir. Bu yineleme bagintisindan r>—xyr —2y =0 elde

edilir. Bu denklemin kokleri;

2,2 _y2y2
a:xy+1/xy+8y ve ﬂ:xy Xy +8y

2 2

dir. Bivariate Jacobsthal Lucas polinom dizisi i¢in Binet formiild,

C.(X, Y) = Oy +/X2y? +8Y)" + (xy —/x’y* +8y)"

seklindedir.

32



i pozitif bir tamsay1 ve |a't| <1 ve |B't|<1 olmak iizere, bivariate Jacobsthal Lucas

polinom dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu;

2+t x*y? +8y)j;

=i 1-ct+(-2y)'t?

seklinde verilir.

n>0 ic¢in negatif kuvvetlibivariate Jacobsthal Lucas polinom dizileri i¢in iireteg

fonksiyonu;

n _ 2 _
Dot =——1o 1 [tcn+1+2ycn]+22t—xyt
pary t"(t° —xyt —2y) (t° —xyt —2y)

seklinde verilir. N — oo i¢in yukaridaki esitlik yeniden ifade edilirse,

) 2
i=0 t"—xyt -2y

esitligi saglanir.

r pozitif bir tamsay1 |o*3"*t|<1 olmak iizere, bivariate Jacobsthal Lucas polinom

dizisinin r. kuvvetiyle olusturulan dizi igin tirete¢ fonksiyonu;

0 i r r 1
;C‘t _Ztkjl—akﬁ”"t

k=0

seklinde elde edilir (Uygun, 2017).
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BOLUM 5

SAYI DiZILERIYLE OLUSTURULAN MATRIS DIZILERI VE URETEC
FONKSIYONLARI

Bu boliimde Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas gibi ¢esitli
matris dizilerinin genellestirilmis matris dizileri tanimlanip iirete¢ fonksiyonlar

tanimlanmustir.
5.1. k-Fibonacci ve k-Lucas Matris Dizileri ve Urete¢c Fonksiyonlari

Bu boliimdeki bilgiler H. Civciv’in makalesindeki sonuglar k-Fibonacci ve

k-Lucas say1 dizilerine uyarlanarak elde edilmistir.

10
Tanim 5.1.1. k>0 ve n>1 tamsayilar1 igin baslangig sartlari Foz{o J ve

k 1 .
F = olmak iizere,
10

I:n+1 = an + anl

ile tanimlanan {Fn }neN matris dizisine “k-Fibonacci matris dizisi” denir. Asagida

verilen ifade, k-Fibonacci matris dizileri ile k -Fibonacci say1 dizileri arasindaki bir

bagintiy1 vermektedir.

k -Fibonacci matris dizisinin N. eleman,
F F
Fn :|: k,n+1 k,n :|
I:k,n I:k,n—l

n>0 tamsaysi i¢in k-Fibonacci matris dizisinin negatif kuvvetli iirete¢ fonksiyonu,

VE w1 1 2
ZFk,iX = X”(Xz—kx—l)[XFk’n+1+Fk'n]+Xz—kX—l[XFk’l+(X kX)Fk,O]

i=0

seklinde gosterilir.

seklinde verilir.
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k+vk*+4

XeR, X># olacak sekilde yukaridaki ifadenin sonsuz i¢in toplam
formiilii,

YR == [XFk,1+(X kx)FkO]

i=0 X
seklinde olur.

k 2
Tamm 5.1.2. k>0 ve n2>1 tamsayilar i¢in baslangi¢ sartlart L, =L } ve

2
L, = K+2 k olmak iizere,
k 2

L +1 :kl-n +Ln—1

ile tanimlanan {Ln }neN matris dizisine “k-Lucas matris dizisi” denir. Asagida verilen

ifade, k-Fibonacci matris dizileri ile k-Fibonacci say1 dizileri arasindaki bir bagintiyi

vermektedir.

k-Lucas matris dizisinin N. elemana,
L L
I—n =|: k,n+1 k,n :|
I—k,n Lk,n—l

n>0 tamsayisi i¢in k-Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli iirete¢ fonksiyonu;

seklinde gosterilir.

n 1 ,
ZLk+1| == m[ L neo + kn+1] X—kX—l[XLk’2+(X _kX)Lk,l]

i=0

seklinde verilir.

k+vk*+4

X eR, X>T olacak sekilde yukaridaki ifadenin sonsuz igin toplam

formiilii,
o0

ZLk X =TT [XLkz"'(X kX)Lkl]

sekilnde olur.
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5.2. (s,t) Fibonacci ve (s,t) Lucas Matris Dizileri ve Urete¢ Fonksiyonlari

Bu kisimda Fibonacci ve Lucas matris dizilerinin iki degiskene bagli yeni bir
genelllestirmesini tanimlayacagiz.
Tamm 5.2.1. s®+4t>0 olacak sekildeki s>0, t=0 ve n>1 tamsayilari igin
baslangig sartlar1 f,(s,t) =0, f,(s,t) =1 olmak iizere,

f...(s,t) =sf (s,t)+tf, ,(s,1)

yineleme bagintisi ile tanimlanan {fn (S,t)} say1 dizisine “(s,t) Fibonacci say1

neN

dizisi” denir. s =t =1 alinirsa, Fibonacci say1 dizisi elde edilir.

Tamm 5.2.2. s®>+4t>0 olacak sekildeki s>0, t=0 ve n>1 tamsayilari igin

baslangi¢ sartlari I,(s,t) =2 ve |,(s,t) =s olmak iizere,

In+l(s’t) = SIn (S,t) +t|n—1(sit)

yineleme bagintisi ile ile tanimlanan {In(s,t)} say1 dizisine “(s,t) Lucas say1

neN

dizisi” denir. s =t =1 alinirsa, Lucas say1 dizisi elde edilir.

(s,t)Fibonacci ve (s,t)Lucas sayr dizileri kisaca f , I

n n

sembolleriyle,

(s,t) Fibonacci ve (s,t) Lucas matris dizileri F,, L, sembolleriyle gosterilecektir.

Tamm 5.2.3. s®>+4t>0 olacak sekildeki s>0, t#0 ve n>1 tamsayilari igin

10 s 1
baslangi¢ sartlar1 F, 2{0 J ve F :L O} olmak tizere,

F...(s,t) =sF,(s,t)+tF, ,(s,t)

yineleme bagntistyla tanimlanan {F, (S,t)}neN matris dizisine “(s,t) Fibonacci matris
dizisi” denir. Asagida verilen ifade Fibonacci matris dizileri ile (s,t) Fibonacci say1

dizileri arasindaki bir bagintry1r vermektedir:

(s,t) Fibonacci matris dizisinin n. elemant,
F — fn+1 fn
T, tf
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n>0 tamsayist i¢in (S,t) Fibonacci matris dizisinin negatif kuvvetli iireteg

fonksiyonu,
L 1 1
Fx*=-——""——|XF  +tF |+ ————|XF +(x* —=sx)F,
g k X"(Xz—SX—t)[ n+1l n] XZ—SX—t[ 1 ( ) 0]
seklinde olur.
Vs +4t
XxeR, X>¥ olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz igin limiti

alinirsa,

N Exf ot 2_
kz_(;Fkx _Xz_sx_t[xFlJr(x sX)F,|

seklinde olur.

Tanim 5.2.4. s* + 4t >0 olacak sekildeki s >0, t#0 ve n>1 tamsayilari igin

s°+2t s

s 2
baslangic sartlart L, = Lt J ve L ={ 5
- st t

} olmak tizere,

L, ..(s,t)=sL,(s,t)+tL, ,(sS,1)

yineleme bagmtisiyla tanimlanan {L,(s,t)} . matris dizisine “(s,t) Lucas matris

neN

dizisi” denir. Asagida verilen teorem Lucas matris dizileri ile (S,t) Lucas say1 dizileri

arasindaki bagintiyr vermektedir:

(s,t) Lucas matris dizisinin n. elemant,

seklinde gosterilir.

n>0 tamsayisi i¢in (S,t) Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli iirete¢ fonksiyonu,

B 1
X" (x*—sx—t)

c k
Z Lk+lX =
k=0

1 2
[XL,., +tLy, ]+ st [XLQ +(X" —sx) |—1]

seklinde olur.
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S+~/s” +4t

X eR, X>f olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz igin limiti

alinirsa,

i L.X"= —#[XL2 +(x? —sx)Ll]

2
— X“—sx—t

seklinde olur.

S+/s® +4t

(s,t) Fibonacci say1 dizisi i¢in X€ R, x> — olacak sekilde,

if = X(sx+4)
i x2—sx—t

2 2X(X—
Z Fxk = 2( s)
o X2—sx—t
negatif kuvvetli tirete¢ fonksiyon formiilleri gegerlidir (Civciv, 2008).

5.3. k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve Urete¢ Fonksiyonlar

10
Tanmm 5.3.1. k>0ve n>1 tamsayilar1 i¢in baslangig sartlari kaoz{o Jve

k2 )
Ji = olmak iizere,
|10

‘]k,n+l = k‘]k,n +2‘]k,n—l

yineleme bagintis1 ile tanimlanan {Jk'n} , Mmatris dizisine “k-Jacobsthal matris

ne

dizisi” denir. Asagida verilen ifadek -Jacobsthal matris dizileri ile k-Jacobsthal say1

dizileri arasindaki bir bagintiy1 vermektedir:

k -Jacobsthal matris dizisinin n. eleman,

\]k'n :|:jlf,n+l 221kn j|
Jk,n Jk,n—l

seklinde gosterilir.
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n>0 tamsayisi i¢in k-Jacobsthal matris dizisinin negatif kuvvetli tirete¢ fonksiyonu;

V) oo L 1 .
;kaix - Xn (Xz_kx_z) [X‘]k,ml + 2‘]k,n]_’_ X2—kx—2 [X‘]k,l +(X kX)‘]k,O]

seklinde olur.

k++vk?+8

XeR, X>T olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz igin limiti

alinirsa,

i 1
Z(;\]kyix :m[x\]kyl +(X2 _kX)Jk,O]

seklinde olur.

k++vk?+8

k-Jacobsthal sayidizisi igin X € R, X > — olacak sekilde,

2

Zw: jk i+1X_i — X—
ol x*—kx -2

ZJ"' % kx 2

negatif kuvvetli iireteg¢ fonksiyonu formiilleri gecerlidir (Uygun, Eldogan, 2016).

k 4
Tamm 5.3.2. k>0 ve n>1 tamsayilan i¢in baslangi¢ sartlar1 C, , :{2 k} ve

2
Ck’1={k k+4 Zlﬂ olmak uzere,

Ck,n+1(s’t) = ka,n + 2Ck,n—l

yineleme bagintis1 ile tanimlanan {Ck,n }neN matris dizisine “k-Jacobsthal Lucas

matris dizisi” denir. Asagida verilen ifade k-Jacobsthal Lucas matris dizileri ile

k-Jacobsthal Lucas say1 dizileri arasindaki bir bagintiy1 vermektedir:
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k -Jacobsthal Lucas matris dizisinin n. elemant,

C _ Ck,n+1 2Ck,n
k,n —
Ck 2Ck,n—l

,n

seklinde gosterilir.

n>0 tamsayisi i¢in k-Jacobsthal Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli {ireteg

fonksiyonu;
S CX =t [XCepp +2Ck ]t [k + (¢ -k,
< k X N (XZ—kX— 2) k,n+2 k,n+1 —k _ k,2 k.l

seklinde olur.

k+vk?+8

XeR, X>T olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz i¢in limiti

alinirsa,
chwlx Sk Z[XCk2+(X kX)Ckl]

seklinde olur.

k++vk?+8

k-Jacobsthal Lucas say1 dizisi i¢in X€ R, X> — olacak sekilde,

= 4 X(kx+4)
ch,mx =72 .o Ao
= X“—kx —2

Sl 20K
= X“—kx—2

formiilleri gegerlidir (Uygun, Eldogan, 2016).

40



5.4. (s,t)Jacobsthal ve (s,t) Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve Uretec

Fonksiyonlar:
Tamm 5.4.1. n>1 ve s*+8t>0 olacak sekildeki s>Ove sifirdan farkli t

tamsayilar1 igin baslangig sartlart j,(st) =0, j,(s.t) =1 olmak iizere,

jn+1(slt) = Sjn (S!t) + thn—l(s! t)

yineleme bagmtis1 ile tanimlanan {jn(s,t)}neN say1 dizisine ““(s,t)Jacobsthal say1

dizisi” denir. s =t =1 alinirsa, Jacobsthal sayi dizisi elde edilir.

Tanmm 5.4.2. n>1 ve s°+8t>0 olacak sekildeki S>0 ve sifirdan farkl t

tamsayilari igin baglangig sartlari c,(s,t) =2, ¢,(S,t) =S olmak iizere,
C,.a(s,t)=sc,(s,t)+2tc, ,(s,1)

yineleme bagintisi ile tanimlanan {Cn (S,t)} say1 dizisine “(s,t) Jacobsthal Lucas

neN

say1 dizisi” denir. S =t =1 alinirsa, Jacobsthal Lucas say1 dizisi elde edilir.
Tanmmm 5.4.3. n>1 ve s°+8t>0 olacak sekildeki S>0 ve sifirdan farkl t

10 s 2
tamsayilari igin baslangi¢ sartlar1 J,(s,t) = {O J ve J,(s,t) = L O} olmak {izere,

J.(s,t)=sJ,(s,t)+2tJ, ,(s,1)

yineleme bagntist ile tamimlanan {J, (s,t)} matris dizisine “(s,t) Jacobsthal

neN

matris dizisi” denir. Asagida verilen ifade (s,t) Jacobsthal matris dizileri ile (s,t)

Jacobsthal say1 dizileri arasindaki bagintiyr vermektedir:

(s,t) Jacobsthal matris dizisinin n. elemana,

Jn(s,t):|:jn+1(sit) Zjn(sit) :|

tjn (S,t) 2tjn—l (S!t)

seklinde gosterilir.
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n>0 tamsayist igin (S,t) Jacobsthal matris dizisinin negatif kuvvetli iireteg

fonksiyonu;
3, (s0x* ] )
J (st)x™ =- XJ . (st)+2t], (st
g k( ) Xn(XZ—SX—Zt) n+1( ) n( )
1 2
+ NP [le (st)+(x" —sx)J, (s.t)]
seklindedir.
2
v {
XeR, X>¥ olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz ig¢in limiti
alinirsa,
) e 1 9
D 3, (s,t)x :2—[le(s,t)+(x —sx)Jo(s,t)]
v X“—SX — 2t
elde edilir.
S++/s”+8t
(s,t) Jacobsthal sayi1 dizisi igin X€ R, X> % olacak sekilde,
0 ) X2
sx =—="—
; Jk+1( ) XZ—SX _ 2t
< X
stx =—>"
kz_;‘Jk( ) x?—sx — 2t

sonsuz i¢in toplam formiilleri gegerlidir.
Tanim 5.4.4. n>1 tamsayis1 ve s°+8t>0 olacak sekildeki S>0 ve sifirdan farkl

s 4 s°+2t 2s
S ve t tamsayilan i¢in baslangic sartlar1 C, :{Zt 2 } ve C, :{ J; 4t}
—2s S

olmak tizere,

C,..(s,t)=sC, (s,t)+2tC, ,(s,t)

yineleme bagntisi ile tanimlanan {Cn (S,t)} matris dizisine “(s,t) Jacobsthal Lucas

neN

matris dizisi” denir. Asagida verilen ifade (s,t) Jacobsthal Lucas matris dizileri ile

(s,t) Jacobsthal Lucas say1 dizileri arasindaki bagintiy1 vermektedir:
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(s,t) Jacobsthal Lucas matris dizisinin n. elemana,

c.,(st) 2c, (st) }

Cn (St) = |:tCn (St) 2tCn71 (St)

seklinde gosterilir.

n>0 tamsayist i¢in(S,t) Jacobsthal Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli iireteg

fonksiyonu;
” k ] )
Cu(St)x" =————|xC,,(s,1) + 2tC_,,(S;t
é k+1( ) Xn(Xz—SX—Zt) n 2( ) n 1( )
bt e, (5.0 + (¢ - C,(s,)]
xi—sx—2t- o L
elde edilir.
S++/s” +8t
> % olacak sekilde, yukaridaki ifadesinin sonsuz i¢in limiti alinirsa,
) i 1 2
Y Cals, X" ==—————[xC,(s,0) + (" =9C, (5,1)]
k20 —SX— 2t
seklinde olur.
2
S++/Ss”+4t
(s,t) Jacobsthal Lucas sayidizisi i¢in X€ R, X> % olacak sekilde,
< X(sx + 4
ch+1(5’t)x_k = M
o X“—sx — 2t
= 2X(x —
ch (S!t)x_k = 2 ( S)
o X=X — 2t

sonsuz i¢in toplam formiilleri gecerlidir (Uslu, Uygun, 2016).
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5.5. Bi periodik Fibonacci ve Bi periodik Lucas Matris Dizileri ve Uretec

Fonksiyonlar:

Tammm 5.5.1. Bi periodik Fibonacci matris dizisi, n>2 tamsayisi i¢in baslangi¢
b

b — .
a | olmak iizere,

10
sartlar1 Fy(a,b) = ve F(a,b) =
01 10

aF,,(a,b)+F,,(ab), n Gift

Fn(@.b) :{ bF. .(a,b)+F. ,(ab),  ntek

yineleme bagintisi ile tanimlanir. a=b=1 secersek, Klasik Fibonacci matrisdizisini

elde ederiz.

1 ntek
e(n) = . olmak tizere,
0, ncift

Bi periodik Fibonacci matris dizisinin n. elemant,

b )™ b
_j qn+1 . qn
a

F.(a,b) = (a e
qn (g] qn—l

seklinde verilir.

Bi periodik Fibonacci dizisi i¢in tireteg¢ fonksiyonu;

- i 1 1+bx - x? 9x+bx2—9x3
ZFi(a1b)X :1 bt 2rn’ a a
i=0 —(@D+ XXy L ax? o x® 1-(ab+ D)X + by

seklinde verilir.
Bi periodik Fibonacci dizisi i¢in X in negatif degerleri igin iirete¢ fonksiyonu;

Fn—l(a1 b) Fn+1(a1 b) I:n (a! b) I:n+2 (a1 b)
n-1 - n-3 + n - n+2

" 1 X X X X
3 F(ab)x* = +x°F, (a,b) +x°F, (a, b)
k=0

"~ 1—(ab+2)x2+x*
—x*[(ab+1)F,(a,b) —aF,(a,b)]- x[(F,(a, b) - bF,(a, b)]

seklindedir.
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Tamm 5.5.2. Bi periodik Lucas matris dizisi, N> 2 tamsayisi igin baslangig sartlari

a 2 a?+22 a
b
L,(a,b) = s _ | Ve L (a,b)= 22 a olmak iizere,
b — 2—
b b
L (a.b) = aL, ,(a,b)+L, ,(ab), n t.ek
bL, ,(a,b)+L, ,(a,b), n Gift

seklinde tanimlanir. a =b =1 segersek, klasik Lucas matris dizisini elde ederiz.

Bi periodik Lucas matris dizisinin n. elemana,

£(n)
(Ej In+l In
b
L,(a,b)= o)
a a
N In [_j I n-1
b b
seklinde verilir.

Bi periodik Lucas dizisi i¢in tirete¢ fonksiyonu;

L, (a,b)x’ L S
; i(a, )X _1—(ab+2)X2+X4 %Bz C2

AZ:a+(a2+2§jx+ax2—2Ex3
b b
B, =2+ax—(ab+2)x* +ax’
a 2 2, 58 3
sz—a+26x+(3+ab)ax —[a +26)x

seklinde verilir. X in negatif degerleri i¢in iirete¢ fonksiyonu,

Ln—l (av b) I-n+1 (a, b) I-n (av b) I-n+2 (av b)
n-1 - n-3 + n - n+2 +
" 1 X X X X
Y L (ab)x™* = x“L, (a,b) +Xx°L, (a,b) —x*[(ab + 1)L, (a, b) — bF, (a,b)]
k=0

1= @+ XX i (ab) —al, (a,b)]

veya
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00 K 1 D E
L (a,b)x™ = a
; (@) 1—(ab+2)x*+x* BE F

D=ax®+ a2+23jx2—ax+2E
b b
E=2x+ax’+(ab+2)x+a
F :—ax3+2%x2 —(a2b+3a)x—a2 +2%

seklinde verilir (Coskun, Tagkara, 2016).

5.6. Bi periodikJacobsthal, Bi periodik Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve

Urete¢ Fonksiyonlar:

Tamim 5.6.1 Bi-periodik Jacobsthal matris dizisi n>2 tamsayisi i¢in baslangi¢

a

10 )
sartlar1 J,(a,b) ={ } ve Ji(a,b) = J b | olmak iizere,
0 1
1 0
3 (ab)= al,,(a,b)+23, ,(a,b), n cift
bJ, ,(a,b)+2J, ,(a,b), n tek

seklinde tanimlanir.

n. bi periodik Jacobsthal matris dizisinin elemani; bi periodik Jacobsthal dizisinin

elemanlarim1 kullanarak;

b\ b
_j Jn+l 2_Jn
a

J,(ab) = £a o
. a .
Jn 2(6) Jn—l

Bi periodik Jacobsthal matris dizisinin binet formiilii,

seklinde vertilir.

Jua ) = Afan - g} + B (12 - g71+2)
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4 = V(@ b) = bjo(a, D)I*™(aji(a b) = 2Jo(a, b) — abjo(a, b)I"*™
(@bl - py
B = bf(n)JO(a' b)
(ab)ll (@ - p)

_ab+\/a2b2+8ab 8 ab —Va?b? + 8ab

a

2 2

olarak verilir.

Bi-periodik Jacobsthal dizisi igin tirete¢ fonksiyonu;

b b
> : 1 1+bx—2x* 2=x+2bx*-4=x°
D J (ab)x = { a a
k=0

2 4
1-(@b+2)X7+X" |y 4 ax2 —ox® 1-(ab+ 2)x? + 2bx°
seklinde verilir.

Tamim 5.6.2. Bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisi n> 2 tamsayisi igin

a 4 a’+ 4% 2a
baslangig sartlar1 C,(a,b) = [22 3 a] ve C,(a,b) = 42 3 olmak iizere,
b 842
b b
bC, ,(a,b)+2C, ,(a,b), n cift
Cn(a,b): n—l( )+ n 2( ) QI
aC.,(a,b)+2C_ ,(a,h), n tek

yineleme bagintisi ile tanimlanir.

n. bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisinin elemani; bi periodik Jacobsthal

Lucas dizisinin elemanlarii kullanarak;

seklinde verilir.

Bi periodik Lucas matris dizisinin binet formiili,
C.(a,b) = A{(a™ — B™)} + B (QZEIH _ ﬁ2l§J+2)

47



bCy(a,b) — 2Cy(a, b)}l‘f ®)
—abCy(a, b)

(@h)El(a - p)
B a™¢,y(a,b)
@b)E (@ - p)

(€1(,b) - aCy(a DK™

A=

seklindedir.

Bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisinin {C, |~ icin iirete¢ fonksiyonu;

Co(a,b) + Cy(a,b)x + {bC;(a,b) — (ab + 2)Cy(a, b)}x?
+{2aCy(a,b) — 2C,(a, b)}x3
1—(ab + 4)x? + 4x*

veya

1 X Y]< X Y)
a a
1—(ab+Hx? +4xt |57 Y Z|\7Y Z

a a
X=a+ (a2 +4E)x+2ax2 —85953,

Y =4+ 2ax — (2ab + 8)x? + 4ax3

__ a 21V02 _ 2 A
Z= a+4bx+(6a+a b)x (Za +8b)x

matris formu ile verilebilir.
5.7. Genellestirilmis (s,t) Jacobsthal Matris Dizileri ve Uretec Fonksiyonlar1

Tamm 5.7.1. a,beR, s>0, t=0, s*+8t>0 ve n>1 tamsayilar1 olmak tizere,
genellestirilmis (s.t) Jacobsthal say1 dizisi {gn (S,t)} baglangig sartlart g,(s,t)=a

neN '’

ve g,(s,t) =bs olmak iizere,
gn+1(s’t) = Sgn (S,t) + 2tgn—1(sl t)

seklinde tamimlanir. Karakteristik denklemi x> = sx+ 2t seklindedir.
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Tanim 5.7.2. a,beR, s>0, t=#0, s*+8t>0 ve n>1 tamsayilar1 olmak iizere,

genellestirilmis (s.t) Jacobsthal matris dizisi {Gn (S,t)}

bs 2a bs? +2at 2bs
G,(s,t) = ve G, (s,t) = olmak iizere,
o(8:1) {at (b- a)s} (50 { bst  2at

.y baslangig sartlar

G,..(s,t) =G, (s,t) + 2tG, ,(s,t)
yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Tanimlar kullanilarak,

a=2 ve b=1 = gn(s1t):Cn(S’t)
G, (s,t)=C,(s,1)

a=b=1 = gn(s1t)= jn+1(s’t)
Gn (S,t) = ‘]n+1(s’t)

elde edilir.

Nn>0 tamsayisit i¢in, genellestirilmis (S.t) Jacobsthal matris dizisinin elemanlart;

genellestirilmis (S.t) Jacobsthal say1 dizisinin elemanlar1 kullanilarak,

G (S t) :|:gn+1(s7t) 2gn(Slt) j|
e tg,(s,t) 2tg,,(s,t)

seklinde tanimlanir.
Genellestirilmis Jacobsthal matris dizilerinin negatif kuvvetli iireteg¢ fonksiyonu;

(Gl(sit) _ﬂGO (S!t)j(xnﬂ _an+1kx_ﬂ)
Zn:Gk(S’t)Xik = n 2 . 2t a_ﬂ
k=0 X" (X —sx—2t) _(Gl(s!t)a__aﬂe‘o (svt)j(xml —,B”*l)(x—a)

seklinde bir toplam formiilii ile verilir.
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5.8. Bivariate Jacobsthal ve Bivariate Jacobsthal Lucas Polinom Matris Dizileri

ve Uretec Fonksiyonlari

Tanmm 5.8.1. x#0, y =0, x*y*+8y >0 ve n> 2 tamsayilar1 olmak iizere

10
bivariate Jacobsthal matris polinom dizisinin n elemani; J,(X, y)={0 1}ve

2
J, (X, y)= {X; O} baslangi¢ sartlari kullanilarak,

3o (6 Y) =399, 1 (X Y) +2¥3, 5 (%, Y)
yineleme bagintisi ile elde edilir:

Asagidaki ifade, bivariate Jacobsthal matris polinom dizisi ile bivariate Jacobsthal

say1 dizisi arasindaki bagintiy1 vermektedir:

N pozitif tamsay1 olmak {izere,

Jn(x’y){jm(x,y) 2J'n(x,y)}

YIn(6Y)  2¥ia(X,Y)
esitligi saglanir.

n >0 tamsayisi i¢in bivariate Jacobsthal matris polinom dizisinin iirete¢ fonksiyonu;

<. - 1 1 2
2= 2 oy ‘1—xyt—2yt2{yt 1—xyt}

olur.

Tammm 5.8.2. x#0, y=0, x’y*+8y>0 ve Nn>2 tamsayiart olmak iizere

. . : L 1 0
Bivariate Jacobsthal Lucas matris polinom dizisinin n. eleman1 C,(X, y) :[O J ve

xy? +4y

C,(x,y) ={ , ZW} baslangig sartlar1 kullanilarak,
Xy 4y

Co (% ¥) =xC, 1 (X ¥) +2YC, (X, Y)
yineleme bagintis1 ile elde edilir.

Asagidaki ifade, bivariate Jacobsthal Lucas matris polinom dizisi ile bivariate

Jacobsthal Lucas say1 dizisi arasindaki bagintiyr vermektedir:
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N pozitif tamsay1 olmak iizere,

Cn (X, y) — |:Cn+1 (Xi y) 2C‘n (X1 y) :|

ye, (%, y)  2yc,,(xy)
esitligi saglanir.

n>0 tamsayis1 i¢in bivariate Jacobsthal Lucas matris polinom dizisinin iireteg

fonksiyonu;

C-Y e ot -1 (1+xyt(y—1) zmzj

1—xyt —2yt? txy? 1+ yt(4—x)

seklindedir.
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BOLUM 6
USTEL URETEC FONKSIYONLARI

Ustel fonksiyonlar radyoaktif azalma bakteri artisi, bilesik faiz ve

olasilik teorisi gibi bir¢ok alanda karsimiza c¢ikan oOnemli bir fonksiyondur.

e=2.718... transandental sabiti dogal logaritmalar i¢in taban olusturur. e' igin

Maclaurin seri a¢ilimi,

0 N 2 3 4 n
e'= ZX——1+§+(X) LT
A TR R T Nl

seklindedir.

6.1. Fibonacci ve Lucas Ozdeslikleri i¢in Ustel Urete¢ Fonksiyonlar:

Bu béliimde Fibonacci ve Lucas sayilarinda goriilen gesitli 6zdeslikleri elde

o

1
etmek icin istel tirete¢ fonksiyonlar1 kullanacagiz. Fibonacci sayilart @ = Tl ve

B :1_\@ olmak tizere; f, = a =P Binet formiiliine sahiptir.
2 a-p
at (o)’ (at)’  (at)’ at)"
etog A (A (@) (@) )
1 2! 3 41 nl
esitligi kullanilarak,

em—e”’t:(1_1)+(Ot-ﬂ)t+(052-ﬂ2)t2 +(a3-ﬂ3)t3+(a“-ﬁ"‘)t“+
1 2! 3 41



ifadesielde edilir. Benzer sekilde,
0 n
ot s Lt
e e = Zln o

esitligi goriilebilir.

n n

=t =, t o .
Lemma6.1.1 A(t)=2an—I ve B(t)=2bn—' serileri verilsin.
n=0 n n=0 n

Iki serinin ¢arpimy,

A(t)B(t)=i( ” @ab]t—

n=0 \ k=0 n!

ADB(-) - z[ ” (—1)”[Ejakbnkj%

n=0 =0
seklinde verilir.

Teorem 6.1.2. n pozitif tamsayi ise,

esitligi saglanir.

Ispat: A(t) = e”—e” _ i f ﬂ ve B(t)=¢e'= iﬂ olarak secilirse
pa a_ﬂ n=0 " n! n=0 n! N ’
p? _aht plaDt _ o(p)t eazt _epzt ® tn
A(t)B(t) = (et)z — _ Z f, —
a- ﬂ a-— (22 ﬂ n=0 n!

ifadesinden,

istenen elde edilir.
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Teorem 6.1.3. m,n pozitif tamsayilar ise,
n n
Z(—l)”k( Jfk = (=)™ f,
k=0 k

i(—l)”‘k@u -1,

k=0

nin
Z[kj fmklmn—mk = 2n fmn
esitlikleri de uygun A(t) ve B(t) secimleri ile ispatlanabilir (Church, 1973).

6.2. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Ozdeslikleri icin Ustel Urete¢ Fonksiyonlar:

Bu boliimdeki, calismalarla ilgili bir makale yazip, incelenmek iizere bir
dergiye gondermis bulunmaktayiz.
Jacobsthal sayilari,

_an_ﬂn _2n_(_1)n
- a-p - 3

Jn
Binet formiiliine sahiptir.

Jacobsthal Lucas sayilari,
c,=a"+p£"=2"+(-1)"

Binet formiiliine sahiptir.
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Ustel fonksiyonun seri agilimindan,

m+mf+aw+aw+m+gg%m:i?ﬁ

ell=1+—
2 3 a4 n! ~ )

HMFW+HVJMZ_+E£+:iFNW
1 2! 3 4 7 a7 &=

e =1+

yazilir. Bunlar1 kullanarak,

2t At

e [°e) n 00
=Z(; F vee? +e chﬁ

esitlikleri elde edilir.

Teorem 6.2.1. n pozitif tamsay ise,

a)z K szn ‘= Jon
k=0

b) o —cY
k=0

esitlikleri saglanir.

0

Ispat: A(t)= e” —e” —ij E ve B(t) =e*
) a —ﬂ n=0 n! n=0

at i3 (a+2)t _ A(B+2)t a’t L p
A(t)B(t) (f;j(EZI):(e a—; Jziea—eﬁ J

_w(ea“) —")"t" ¢
2 e Z

0 . tn 0 2ntn
ADB®) = jon D
n=0 N N




Eger benzer sekilde, A(t)=e* +e” ve B(t) =e* olarak segilirse;

A(t)B(t) =el**? et/

0 (eazt)n +(eﬂ2t)n © tn
Z nl ZCZn _|
n=0 - n=0

istenilen elde edilir.

Teorem 6.2.2. n>0 tamsayisi igin,

3 i@(—n” i = (D",

b)i@(—l)“ c. = (-1,

esitlikleri saglanir.

. eat pt
Ispat: A(t) =
-

ve B(t)=e™ olarak secilirse,

ADB() = [e(al)t _glst ] _ (eﬁt _eg ]

a—-p a-—

o (A" - (at)"
ng? (a-p)nt
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seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.3. n>0 tamsayisi igin,

a)i(—Z)“'k[Ejjzk =i,

n o n
b) >(-2) k@c% =,
k=0
esitlikleri saglanir.

o’ B2t

Ispat: A(t) = € =" v B(t) =e™ olarak secilirse,

(a®-2)t _ H(B*-2)t a _
A(t)B(t)=[e a_eﬂ }=[ea_eﬂ j

seri esitliklerinden istenen elde edilir.
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Teorem 6.2.4. n>0 tamsayisi i¢in,

(N, .
Z(kjjkcnk = 2n Jn

k=0

esitlikligi saglanir.

at eﬁt

. e ..
Ispat: A(t)= ve B(t) =e™ +e” olarak secilirse,

28 2/ o
A®B() {%} =>2"j,

seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.5. N >0 tamsayisi igin,

n

Z(EJJk jn—k = %(chn - 2)

k=0

esitlikligi saglanir.

eat _ e,B[
olarak secilirse,

Ispat: A(t)=B(t)=

At)B(t) :[em ‘eﬂtJ :%(ez’”‘ Lo gl

a-p
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seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.6. n>0 tamsayisi igin,

n

n n
> o |GGk =2"c, +2

k=0
esitlikligi saglanir.

Ispat: A(t) = B(t) =e™ +e” olarak segilirse,

A(t)B(t) = (e"’t +ef )2 =e® 1 1 2¢!

n

-y (@, +2)
n!

seri esitliklerinden istenen elde edilir.
Teorem 6.2.7. m,n pozitif tamsayilar ise,

n

nj. .
Z(kjjmkcmn—nk = 2n Jmn

k=0

esitlikligi saglanir.

a™ L™

. e”  —e
Ispat: At)=———
p t) ay

ve B(t)=e""+e”" olarak secilirse,

2a™ 28"t
ADB)=S——¢



o n (n). tn
= ;{;(ijmkcmnnkJﬁ

seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.8. m,n pozitif tamsayilar ise,
Zn: " —1(2“0 2c)
= k Jkamn—nk - 9 mn m

esitlikligi saglanir.

a™ Bt

Ispat: A(t) =B(t) = % olarak segilirse,
a p—

A(t)B(t) 3 1 Z(amﬂ _ﬂmn)t Z(al’ﬁl'l _ﬁmn)t

L (I t"
_g(g(ijkamn—mk]E

2
a™ £t
_ (e —€ J — E(EZamt +eZﬂmt - 2e(am+ﬂm)t)

9

_1s

n=0

(2” Con — 2C )tn—l

seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.9. m,n pozitif tamsayilar ise,

k=0

nn . .
Z k kaJm(n—k) :2 Jmn

esitlikligi saglanir.

a™ A p™

Ispat: A(t) = e“ 1o/ ve B(t) = £ 7% olarak segilirse,

A - > ( DR ﬂmn)t]
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['s) n n . tn
= ;[é(chmk Jm@n-k) Jﬁ

eZamt _GZﬂmt ~ © 2n(amn _ﬂmn)tn

a_ﬂ n=0 (a_ﬁ)n!

0 . .t n
= 2n J JE—
; mn n!
seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.10. m,n pozitif tamsayilar ise,

n

n n n
Z K C ok Crnn—mik =2 Crnn _2Cm

k=0

esitligi saglanir.

ispat: A(t) =B(t) =e“" +e”" olarak secilirse,

ADB() = Z(Z(E]cc Jﬂ

n=0 \ k=0 n!

— (eamt _I_eﬁmt)z — eZamt + eZﬁmt _ Ze(am+ﬁm)t

seri esitliklerinden istenen elde edilir.
Teorem 6.2.11. n,r pozitif tamsayilar ise,
n(in
2n7kj +r J n+r
esitligi saglanir.

e —f

Ispat: A(t) = , B(t) =e* olarak segilir ve

n n tn
D/ A(t) = a,. —
t () kz_(;(kJ n+r n!
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formiili kullanmilarak,

a A p ra(a+2)t — pro(B+2)t
D{A(t)B(t):eZtD[(e © j: @ e pe

a-pf a-pf
r.a’t r.p n n
ae” —-pe .t
= = Jonsr _l
a— =0 n!
i tn n 2ntn
= Ay
n=0 n! n=0 n!

seri esitliklerinden istenen elde edilir.

Teorem 6.2.12. m,n,r pozitif tamsayilar ise,

0N
H 2m(n-k) _ ~n :
Z(kj J4mk+r 2 i CZm 12m+4mr

k=0
esitligi saglanir.

Ispat:

0 n n . tn
2n—k s
;[k_o(kjhmkw j n!

= D/ A(t)B(t)

1 (@ y el (g e(ﬁmt)]e(zzw

o—
_ (Z4mr (a4m+22m)t ﬂ4mr (ﬂ4m+22m)[
a- a-
_ a™ (™ sy k B (57 + g™k
a— a—
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_ 0[4mr eaZm(aZerﬂZm)[ . ﬂ4mr eﬂZm(a2m+ﬂ2m)[

_a—ﬂ a—pf

1 a4mrea2mczm _ﬁAmreﬂszZm‘]

Py

2mn+4mr on 2mn+4ern
2m

N Oy t_ ﬂ v
- Z a-pf z n!
= chm‘]2mn+4mr ﬁ

[Dtr A(t)]B(t) = i(i(:j j4mk+r 22m(n7k) J%nl

n=0 \ k=0

(Uygun, Zorgelik, 2017).
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BOLUM 7
SAYI DIiZILERI iCIN BAZI OZEL URETEC FONKSIYONLARI

7.1. Baz1 Ozel Fibonacci ve Lucas Urete¢ Fonksiyonlari

Hoggatt ve Bicknell matris metodlari kullanarak, n pozitif tamsayisi i¢in,

2 _gn
f' _5 I2n+2

2042020 + 2)

-0 I

=0 I

a02n+1) , ’
. fi =3 f2n+l

esitliklerini elde etmistir. D. Lind tarafindan benzer olarak, n pozitif tamsayis1 i¢in,

v
k=0
nin
f _
nin
f,=3"1,

esitliklerini elde edilmistir. Matris metodlar1 kullanarak yeni ilging cesitli sonuglar

elde edilmistir:

n

> (k
9,(x) :kz_;[nJXk :@:(T; n=012,..,.

Fibonacci sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonunu kullanarak,

= X
fxk=—>
k;k 1 2

-X=X

Zroo-ZE[e
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esitligi elde edilir.

Benzer sekilde,

St SEf e

n=0 \ k=0 :|.—5X+5X2

elde edilir. Fibonacci sayilarmin Ozellikleri kullanilarak yapilan bazi cebirsel

islemlerden sonra asagidaki sonuclar Hoggatt tarafindan elde edilmistir:

_3-2x il
1-3x+x> & 22X

Z f2k+1

o)
k=0

1-3x+x°
3x* -10x* >
— | X2k+25k
1—15x2 + 25x* kz;' 22
X(1-5x%) = )
— f X215
1-15x? + 25x* kZ; A
X—2x° _i Zn:[n]f 2 |\
- k
1-5x+5x* =\ &=k
X+ X
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— =
1-3x+Xx° i3

X(1+5x%%) & )
— | 5% y 2k
1—15x2 + 25x* kz;' 2kt

5x° :if Bk y 2
1-15x% +25x* & %

2n 2n .
Z( K jfzk =5 f2n

k=0

k

k=0

24l 2n+1 N
( jfzk =3 I2n+l

(Hoggatt, 1971).

7.2 Baz1 Ozel Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Urete¢ Fonksiyonlar

Jacobsthal say1 dizisi ile olusturulan karekteristik denklemin kokleri;

n n
a=2 ve B=-1 kullanilarak, j, == ¥ ,/; ve ¢, =a"+ " Binet formiilleri
a J—

tammlanmustir. Koklerin, aff =2 ve a® = a +2 esitliklerini saglar.

Bunlar kullanarak,

o N, n-k __ o N ak_ﬂk n-k
NN

B ]
-y o]l 7]

n(inj. )
Z(kJsznk = Jon

elde edilir.
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Benzer sekilde asagidaki teoremler elde edilebilir:

Teorem 7.2.1. n pozitif tamsayi ise,

C nj. n—k n ;
Z K Jac4 =3" Iy,

k=0
esitligi saglanir.

Ispat:

S0l
- ﬁ{z@wu —é@(ﬁ)u”}
-l vy —gpay]
=ﬁ[(a2 +20+4)" — (B +23+4)"]

=L @r2+2a+8" - (B+2+25+4)]
a-p

:a_fﬂ[(sma)”—(sma)“]

1 2\n 2\n
=ﬂ[(3a) -(36)"]
1 2\n 2\n
=07ﬂ[(3a) -(36)"]
_3n “Z:ﬂzn
_Snjzn

oldugundan, istenen esitlik saglanir.
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Teorem 7.2.2. n pozitif tamsay ise,

C nj. n—k n ;
Z K Jwd =375,

k=0
esitligi saglanir.

ispat:

_ 1 i(EJ(QA)k A0k _i(EJ(ﬂA)k 4n—k:|

k=0

4 (a* +4)" —(B* +4)"]
1 2 n 2 n
:m[(mz) +4) —(B+2)2+4)]
- (@ rhararay (B 4praray]
a-p

:ﬁ[(Sa-l—lO)” (55410

— 1IB [(5a2)n _(5ﬁ2)n]

a_

2n _ p2n
:5”u:5"'
a-p

oldugundan istenen esitlik saglanir.
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BOLUM 8
SONUCLARVE ONERILER

Bu ¢alismada oncelikle ¢esitli say1 dizilerinin (Fibonacci, Lucas, Jacobsthal,
Jacobsthal Lucas, Pell, Pell Lucas gibi) ve genellestirilmeleriyle olusan say1
dizilerinin iirete¢ fonksiyonlari verilmistir. Ek olarak bu sayi1 dizilerinden olusan
polinom dizileri ve genellestirilmis polinom dizilerinin iirete¢ fonksiyonlar
verilmistir. Ayriyeten bu calismada c¢esitli matris dizilerinin  (Fibonacci, Lucas,
Jacobsthal, Jacobsthal Lucas gibi) ve genellestirilmeleriyle olusan matris dizilerinin
iirete¢ fonksiyonlar1 verilmistir. Ustel ve farkli iirete¢ fonksiyonlar1 tanimlandiktan
sonra ¢esitli say1 dizilerinin birtakim 6zellikleri elde edilmistir.

Calismamizla ilgili “The Bivariate Jacobsthal and Jacobsthal Lucas
PolynomialMatrix Sequences“ ve “Exponential Generatingof Jacobsthal and
Jacobsthal Lucas Identities“adli iki makale ¢aligmamiz incelenmek tizere iki farkli
dergiye gonderilmistir. Ayrica “Notes on the Bivariate Jacobsthal and Jacobsthal
Lucas Polynomial Matrix Sequences ““ adli calismamiz “International Conference on

Mathematics and Mathematics Education” adli sempozyumda sunulmustur.
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