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ABSTRACT 

THE GENERATING FUNCTIONS OF NUMBER AND MATRIX 

SEQUENCES  

 

ZORÇELİK, AYDAN 

M.Sc. Thesis in Mathematics Department 

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Şükran UYGUN 

May 2017 

73 pagesş T 

In this study, we define special integer sequences such as Fibonacci, Lucas, 

Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sequences briefly and give some their 

basic properties. And then different generalizations of these sequences are obtained 

and the generating functions of thesespecial integer sequences and their generalized 

sequences are given. 

By using the above integer sequences polynomial and matrix sequences and 

also their generalized polynomial and matrix sequences are obtained and then their 

generating functions are found.  

After that exponential generating functionsare defined. And by using 

exponential generating functions Some properties of Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, 

Jacobsthal Lucas sequences are found. Moreever, some properties of these sequences 

are obtained by using different type of generating functions. 

Keywords: Special integer sequences, Generalized Integer and Matrix 

sequences, Generating Functions, Binet Formula. 



 

 

 

 

ÖZET 

SAYI VE MATRİS DİZİLERİNİN ÜRETEÇ FONKSİYONLARI 

 

ZORÇELİK, AYDAN 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Bölümü  

Tez Yöneticisi: Yrd. Doç. Dr. Şükran UYGUN 

Mayıs 2017 

73 sayfa 

Bu çalışmada Fibonacci, Lucas, Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal 

Lucasgibi özel sayı dizileri kısaca tanıtılıp temel bazı özellikleri verildi. Bu özel sayı 

dizilerinin ve çeşitli şekilllerde elde edilmiş genelleştirilmiş dizilerinin üreteç 

fonksiyonları verilmiştir.  

Yukarda adı zikredilen sayı dizileri kullanılarak elde edilen polinom ve matris 

dizileri ve yine bu polinom ve matris dizilerinin çeşitli genelleştirilmesiyle oluşan 

polinom, matris dizileri tanımlanacak ve bu dizilerin üreteç fonksiyonları 

verilecektir.  

Daha sonra üstel üreteç fonksiyonları tanımlanacak, bu üreteç fonksiyonları 

kullanarak Fibonacci, Lucas ve Jacobsthal, Jacobsthal Lucas sayı dizilerine ait çeşitli 

özellikler elde edilecektir. Ayriyeten farklı tipteki üreteç fonksiyonları kullanılarak 

sayı dizilerine ait çeşitli özellikler elde edilecektir.  

Anahtar Kelimeler: Özel sayı dizileri, Genelleştirilmiş Sayı ve Matris dizileri, 

Üreteç Fonksiyonları, Binet Formülü. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

Matematikte üreteç fonksiyonu (ing. generating function) verilen 

bir dizinin elemanları kullanılarak elde edilen bir kuvvet serisidir. Kullanım ve 

uygulama olanaklarına göre çeşitli üreteç fonksiyonları vardır. Örneğin adi üreteç 

fonksiyonu, üstel üreteç fonksiyonu, Lambert serisi, Bell serisi, ve Dirichlet 

serisi gibi… Her tip üreteç fonksiyonu bir dizi kullanılarak elde edilir.  

Bir )( naa   dizisi için adi üreteç fonksiyonu şöyle tanımlanır: 







0

),(
n

n

nn xaxaG . 

Bir )( naa   dizisi için üstel üreteç fonksiyonu ise  







0 !

),(
n

nn
n x

n

a
xaG  

şeklinde verilir. Bir S örnek uzayı üzerinde negatif olmayan bir rassal değişken X

için ( yani her Ss için 0)( sX ) 







0

))(()(
n

n

X xnsXpxG  

serisine olasılık üreteç fonksiyonu denir. Burada p harfi olasılık dağılımıdır. 

Bir üreteç fonksiyonu, yalnızca biçimsel olarak bir kuvvet serisi olduğundan, 

her x  değeri için yakınsak olmak zorunda değildir. Üreteç fonksiyonunun 

kullanıldığı bağlam ve örneğe göre kimi zaman uygun düşen x  değerleri için 

yakınsaklığı araştırılabilir ve bu x  değerleri için eşit olduğu fonksiyon yazılabilir. 

Örneğin; ...),1,1,1( dizisine karşılık gelen, 




0n

nx

https://tr.wikipedia.org/wiki/Matematik
https://tr.wikipedia.org/wiki/Dizi
https://tr.wikipedia.org/wiki/Kuvvet_serisi
https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=%C3%96rnek_Uzay%C4%B1&action=edit&redlink=1
https://tr.wikipedia.org/wiki/Rassal_de%C4%9Fi%C5%9Fken
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üreteç fonksiyonu, 1x için 
x1

1
değerine eşittir. Örneğin, tam kare dizisi 

)()( 2naa n   için adi üreteç fonksiyonu; 

2
0

22

)1(

)1(
),(

x

xx
xnxnG

n

n










 

ve aynı dizinin üstel üreteç fonksiyonu; 

x

n

n

exx
n

xn
xnEG )1(

!
),(

0

2
2 





 

şeklindedir. Bell serisi olarak tanımlanan üreteç fonksiyonu da, 

xp
xpxf

n

nn

p 2
0

2

1

1
)(








 

formülüyle verilir. 

Çok değişkenli üreteç fonksiyonu negatif olmayan tamsayılarla hazırlanmış, 

r satır ve c  sütun göstermek üzere satır toplamı 
rtt ,...,1
ve sütun toplamı css ,...,1

için I. J. Good 'ye göre cr s

c

st

r

t
yyxx ...... 11

11  katsayıları için, 


  

r

i

c

j ji yx1 1 1

1
. 

şeklinde verilir. Çeşitli kuvvet dizileri ile oluşturulan üreteç fonksiyonları aşağıdaki 

tabloda verilmiştir: 

 

pn  )(xf  Seri 

1 

x

x

1
 

...32  xxx  

n  

2)1( x

x


 

...432 432  xxxx  

2n  

3)1(

)1(

x

xx




 

...1694 432  xxxx  

3n  

4

2

)1(

)14(

x

xxx




 

...278 32  xxx  

https://tr.wikipedia.org/w/index.php?title=I._J._Good&action=edit&redlink=1
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4n  

5

2

)1(

)110)(1(

x

xxxx




 

...8116 32  xxx  

 

Polinomlar adi üreteç fonksiyonlarının sonlu elemana sahip özel bir türüdür. 

Birçok sonlu dizi örneğin Poincaré polinomu, üreteç fonksiyonu olarak yorumlanır. 

1x  için ...),1,1,1(a  sabit dizisinin adi üreteç fonksiyonu 
x

x
n

n






 1

1

0

 

şeklindedir ve sol taraf, sağ tarafın bir Maclaurin seri açılımıdır. Diğer dizilerin adi 

üreteç fonksiyonları bu eşitlikten çıkartılabilir. Örneğin; axx  yazarak sabit a

değeri için ...),,,,1()( 32 aaaan   dizisi kullanılarak aşağıdaki gibi bir geometik seri 

elde edilir: 

ax
xa

n

nn






 1

1

0

. 

2xx   yazarsaküreteç fonksiyonu; 

2
0

2

1

1

x
x

n

n








 

şeklini alır. 
x

x
n

n






 1

1

0

 eşitliğinin iki tarafının da türevi alınarak ve 1 nn

değişimi yapılarak, 

2
0 )1(

1
)1(

x
xn

n

n








 

şeklinde bir üreteç fonksiyonu elde edilir. Ve yukardaki eşitliğin sağ tarafının üçüncü 

kuvvetinde serinin katsayıları üçgensel sayılar (triangular numbers) ...,21,15,10,6,3,1  

yani binom katsayılarıdır. Böylece üreteç fonksiyonu; 

3
0 )1(

1

2

2

x
x

n

n

n










 





 

https://en.wikipedia.org/wiki/Maclaurin_series
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şeklinde yazılır. Genelleştirirsek, 

1
0 )1(

1




 








 
 k
n

nn

ax
x

k

kn
a  

sonucunu elde ederiz. ...),16,9,4,1,0(  tamkare sayıların dizisinin adi üreteç 

fonksiyonu, binom katsayılı üreteç fonksiyonlarının lineer kombinasyonu olarak 

oluşturabilir. Şöyleki, 

21)1(3
2

)2)(1(
2

01

1
3

2

2
2 nn

nnnnn



















 







 
 

eşitliğinden tamkare sayıları elde ederiz. Bu katsayıları kullanarak oluşturulan serinin 

yani tamkare serisinin eşit olduğu fonksiyon aşağıdaki gibi elde edelir: 

323
0

22

)1(

)1(

1

1

)1(

3

)1(

2
);(

x

xx

xxx
xnxnG

n

n



















.  

Adi üreteç fonksiyonlarıancak ve ancak sabit katsayılı lineer yineleme 

dizisine sahipse bir rasyonel fonksiyon olarak ifade edilir. Örneğin; Catalan 

sayılarından oluşan dizi için )4
1

()( 2/3 n

n na 


 adi üreteç fonksiyonu  

x

x

2

411 
 şeklindeki rasyonel fonksiyonla verilir. 

Literatürde üreteç fonksiyonları ile ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Şöyle ki, 

Carlitz L. 1962’de bazı sayı dizilerinin kuvvetleri için üreteç fonksiyonları elde 

etmiştir. J.  Riordan 1962’de Fibonacci dizilerinin kuvvetleri için üreteç 

fonksiyonları elde etmiştir. A. F. Horadam 1965’te bazı genelleştirilmiş sayı 

dizilerinin kuvvetleri için üreteç fonksiyonları elde etmiştir. I. Kolodner 1965’de 

genelleştirilmiş Fibonacci dizileri için üreteç fonksiyonları elde etmiştir. A.G. 

Shannon and A.F. Horadam 1971’de üçüncü mertebeden yineleme bağıntıları için 

üreteç fonksiyonları oluşturmuştur.  Hoggatt ve Lind 1971’de, Fibonacci ve Lucas 

sayıları ile ilgili özdeşlikler elde etmek için adi üreteç fonksiyonlarını kullanmıştır. 

Ayriyeten, Gould genelleştirilmiş üreteç fonksiyonlarını çalışmıştır. Bro. J. M 



 

5 

Mahon, A. F. Horodam, (1987) Pell sayıları için adi ve üstel üreteç fonksiyonları 

çalışmıştır.  

Ek olarak S. Falcon (2007), C. Bolat, H. Köse (2010), D. Jhala(2012), 

Catarino P. , Paulo Vasco P.  ( 2013) ,Yayenie O. (2011),   G. Bilgici (2014), S. 

Uygun (2013) vb. çeşitli özel tamsayı dizileri ve bunların çeşitli genelleştirmelerini 

kullanarak üreteç fonksiyonları oluşturmuşlardır. Bu kısımla ilgili ayrıntılı bilgi 

Bölüm 3’te verilmiştir. 

A. F. Horadam (1997), S. Falcon (2009), S. Halıcı, Z. Akyüz (2010) vb. 

çeşitli polinom dizileri ve bunların çeşitli genelleştirmelerini kullanarak üreteç 

fonksiyonları çalışmıştır. Bu kısımla ilgili ayrıntılı bilgi Bölüm 4’te verilmiştir. 

F. Koken, D.  Bozkurt (2008), K. Uslu, S. Uygun (2013) ,Coskun, N.  

Taskara (2016), S. Uygun, E. Owusu (2013) vb. çeşitli matris dizileri ve bunların 

çeşitli genelleştirmelerini kullanarak üreteç fonksiyonları çalışmıştır. Bu kısımla 

ilgili ayrıntılı bilgi Bölüm 5’te verilmiştir. 

6. bölümde Fibonacci ve Lucas dizileri için çeşitli özdeşlikler üstel üreteç 

fonksiyonları kullanılarak verildikten sonra benzer şekilde Jacobsthal ve Jacobsthal 

Lucas dizileri için çeşitli özdeşlikler üstel üreteç fonksiyonları kullanılarak elde 

edilmiştir. 

7. bölümde Fibonacci ve Lucas dizileri için çeşitli üreteç fonsiyonları 

verildikten sonra benzer şekilde Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri için çeşitli 

üreteç fonsiyonları elde edilmiştir. 

8. bölümde çalışmamızla ilgili sonuç ve öneriler verilmiştir.
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BÖLÜM 2 

2. ÇEŞİTLİ SAYI DİZİLERİ 

Bu bölümde literatürde önemli bir yere sahip bazı tamsayı dizilerinin 

tanımları verilecek ve temel özellikleriüzerinde durulacaktır. 

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayıları ve Üreteç Fonksiyonları 

Leonarda Fibonacci 12’inci yüzyılda yaşamış bir İtalyan matematikçidir. 

Fibonacci 1201 yılında “Liber Abaci” adlı bir kitap yazmıştır. Bu kitapta bulunan bir 

problem ortaçağ matematiğine katkıları olan Fibonacci’yi 600 yıl sonra, 19’uncu 

yüzyılın başlarında meşhur kılmıştır. Bu problem “Tavaşan Problemi”dir. Ergin bir 

tavşan çifti her ay yeni bir yavru çifti vermektedir. Bir yavru çifti bir ayda ergenliğe 

ulaşmaktadır. Yavru olan bir tavşan çiftinden 12 ay sonunda kaç tavşan çifti oluşur? 

Buna göre; her aydaki toplam tavşan çifti sayısı, kendinden önceki ilk iki aydaki 

tavşan çifti sayılarının toplamına eşittir. O halde tavşan çifti sayıları aylara göre 

sırasıyla 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … şeklinde olacaktır. Bu problem 

19’uncu yüzyıldan sonra birdenbire popüler olmuş ve sorunun çözümü olan sayılar 

“Fibonacci sayıları” olarak adlandırılmıştır. 

Fibonacci sayıları üç nedenden dolayı büyük önem arz etmektedir. Birincisi; 

dizinin ilk elemanlarının bitkilerde, böceklerde, çiçeklerde vb. kısacası birçok 

beklenmedik yerde tekrar tekrar karşımıza çıkmasıdır. İkinci neden olarak; dizinin 

bir terimi, kendinden önceki terime bölündüğünde yaklaşık olarak aynı değer 

çıkmasıdır. “Altın oran” denilen bu sayı; doğada, bitkilerde, çiçeklerde, ideal insan 

vücudunda, mimari eserlerde (Mısır Piramitleri vb.) ve birçok alanda görülebilir. 

Üçüncü olarak; bu sayıların, sayılar teorisinde çok ilginç özelliklerinin bulunmasıdır.   

Başlangıç şartları 1,0 10  ff  şeklinde verilen; 11   nnn fff  yineleme 

bağıntısı ile tanımlanan  
1nnf  tamsayı dizisine “Fibonacci sayı dizisi” denir. 

Fibonacci dizisinin Binet formülü, 
2

51
  ve 

2

51
  olmak üzere;
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








nn

nf  şeklindedir.  Binet formülünden hareketle 


n

n

n f

f 1lim olduğu görülür. 

Buradaki ...6183398,1 sayısı “Altın Oran” olarak adlandırılmaktadır. 

 

Fibonacci sayılarının üreteç fonksiyonu; 

2
1 1

)(
xx

x
xfxg n

n

n





  

şeklinde verilir (T. Koshy, 2001). 

Fransız matematikçi Edward Lucas; başlangıç şartları için 20 l  ve 11 l

değerlerini kullanarak,“Lucas sayı dizileri”ni oluşturmuştur. Bu sayı dizisi de ciddi 

bir popülerite kazanmıştır. Çünkü, Fibonacci sayı dizileri ile arasında birçok ilginç 

bağıntı elde edilmiştir.  20 l  ve 11 l  olmak üzere; 11   nnn lll  yineleme 

bağıntısı ile verilen  
1nnl  tamsayı dizisine “Lucas sayı dizisi” denir. Lucas dizisinin 

Binet formülü, 
2

51
  ve 

2

51
  olmak üzere; 

nn

nl    şeklindedir. 

Dizinin ardışık iki teriminin oranının sonsuz  için limit değeri, 


n

n

n l

l 1lim dır. Bu 

değer sayesinde Lucas sayı dizisi de en az Fibonacci sayı dizisi kadar önem 

kazanmıştır. Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu; 

2

2

1 1

2
)(

xx

xx
xlxg n

n

n









 

şeklindedir (T. Koshy, 2001). 

V.  E. Hoggatt ve D. A Lind tarafından bulunan, Fibonacci ve Lucas sayıları 

için çeşitli formlarda yazılan üreteç fonksiyonları aşağıda verilmiştir: 

rnk ,,  pozitif tamsayılar olmak üzere, 

32

2

0 221 xxx

xx
xF

n

n

n









 

32
0

1
221

1

xxx

x
xF

n

n

n









  
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32

2

0

2
221

21

xxx

xx
xF

n

n

n









  

32
0

1
221 xxx

x
xFF

n

n

nn







  

32

2

0

2

221

74

xxx

xx
xL

n

n

n









 

32

2

0

2

1
221

471

xxx

xx
xL

n

n

n









  

32

2

0

2

2
221

29

xxx

xx
xL

n

n

n









  

432

32

0

3

3631

2

xxxx

xxx
xF

n

n

n









 

432

2

0

3

1
3631

21

xxxx

xx
xF

n

n

n









  

432

32

0

3

2
3631

351

xxxx

xxx
xF

n

n

n









  

432

32

0

3

3
3631

438

xxxx

xxx
xF

n

n

n









  

432
0

21
3631

2

xxxx

x
xFFF

n

n

nnn







  

2
0 )1(1 xxL

xF
xF

k

k

k

n

n

kn







 

2
0 )1(1

)1(

xxL

xFF
xF

k

k

rk

r

r

n

n

rkn



 





  

eşitlikleri elde edilmiştir. 
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2.2. Pell ve Pell Lucas Sayıları ve Üreteç Fonksiyonları 

Başlangıç şartları 00 p  ve 11 p  olan; 11 2   nnn ppp  yineleme bağıntısı 

ile verilen  
1nnp  tamsayı dizisine “Pell sayı dizisi” denir. Pell dizisinin Binet 

formülü, 21  ve 21  olmak üzere; 









nn

np  şeklindedir. Negatif 

indisli Pell sayı dizisi n

n

n pp 1)1( 

   ile tanımlanır. Dizinin ardışık iki teriminin 

oranının sonsuz  için limit değeri, 


n

n

n p

p 1lim  dır. 

Pell sayılarının üreteç fonksiyonu; 

2
1 21

)(
xx

x
xpxg n

n

n







 

şeklindedir (Mahon, 1987). 

Başlangıç şartları 20 q  ve 11 q  olan;  11 2   nnn qqq  yineleme bağıntısı 

ile tanımlanan  
1nnq  şeklindeki tamsayı dizisine “Pell Lucas sayı dizisi” denir. Pell 

Lucas dizisinin Binet formülü, 21  ve 21  olmak üzere; 
nn

nq  

şeklindedir. Negatif indisli Pell Lucas sayı dizisi, n

n

n qq 1)1( 

   bağıntısıyla 

tanımlanır. Dizinin ardışık iki teriminin oranının sonsuz için limit değeri,




n

n

n q

q 1lim dır. 

Pell Lucas sayılarının üreteç fonksiyonu; 

2
1 21

22
)(

xx

x
xqxg n

n

n









 

şeklindedir (Horadam, 1971). 

2.3. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Sayıları ve Üreteç Fonksiyonları 

Bu bölümde, Alman matematikçi Jacobsthal tarafından tanımlanan Jacobsthal 

sayıları tanıtılacaktır. Bilgisayarlardaki bazı mikro işlemciler, bir programın akışını 

değiştirmek için koşullu yönlendirmeler kullanırlar. Bu mikro işlemciler (dallı 

yönlendirenler) geçici olarak ilerideki yönlendirmeye atlatan komutlandırma 

yaparlar. Burada, 2 bit’in 4 olasılığı için 1 durumun, 3 bit’in 8 olasılığı için 3 
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durumun, 4 bit’in 16 olasılığı için 5 durumun, vb. durumları hariç bırakılarak 

diğerlerinin yararlı olduğu sonucuna varılmış ve hariç bırakılan bu durumların tam 

olarak Jacobsthal sayılarını verdiği görülmüştür (Horadam, 1996). 

Başlangıç şartları 1,0 10  jj  olmak üzere; 11 2   nnn jjj  yineleme 

bağıntısı ile verilen  
0nnj  sayı dizisine  “Jacobsthal sayı dizisi” denir. 022  xx

karekteristik denkleminin kökleri; 1,2   olmak üzere, Jacobsthal sayıları için Binet 

formülü, 
3

)1(2 nn

nj


  şeklindedir. Dizinin ardışık iki teriminin birbirine oranının 

sonsuz için limit değeri, 2lim 1 


n

n

n j

j
 dir. 

Başlangıç şartları 1,2 10  cc  olmak üzere; 11 2   nnn ccc  yineleme 

bağıntısı ile verilen  
1nnc  sayı dizisine “Jacobsthal Lucas sayı dizisi” denir. 

Jacobsthal Lucas sayıları için Binet formülü, 
nn

nc )1(2   olur. Dizinin ardışık iki 

teriminin birbirine oranının sonsuz için limit değeri, 2lim 1 


n

n

n c

c
 şeklindedir. 

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas sayı dizilerinin birçok önemli özelliği, Binet formülü 

kullanılarak elde edilebilir. 

 

Teorem 2.3.1. 0, nm  herhangi iki tamsayı olsun. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas 

sayıları için, 

a) n

n

n jj  21  

b) 
1

1 2 

  n

nn jj  

c) 
n

nnnn jjjj )1(22 11    

d) 
n

nn cc )1(321   

e) 11 2   nnn jjc  

f) nmnmnm jjjjj 11 2    
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nnnnnnnnnn cjjjjjjjjjnm   )2(2 11112  

g) 11 29   nnn ccj  

h) 
n

nn jc )1(23   

i) 
123  n

nn cj  

eşitlikleri geçerlidir (Horadam, 1996). 

 

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri içinüreteç fonksiyonları;
 

2
1

1

21

1

xx
xj

i

i

i








 

2
1

1

21

41

xx

x
xc

i

i

i










 

veya 

2
0 21 xx

x
xj

k

k

k







 

2
0 21

2

xx

x
xc

k

k

k









 

şeklinde verilir (Horadam, 1996). 

Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas dizileri için üstel üreteç fonksiyonları;
 

3!

2

0

xx

k

k

k

ee

k

x
j






  

xx

k

k

k ee
k

x
c 





 2

0 !  

şeklinde verilir (Cook, 2013)
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BÖLÜM 3 

GENELLEŞTİRİLMİŞ ÇEŞİTLİ SAYI DİZİLERİVE ÜRETEÇ 

FONKSİYONLARI 

Bu bölümde Fibonacci, Lucas,  Pell, Pell Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas 

gibi sayı dizilerinin genelleştirilmiş dizilerinin tanımları verilip Binet formülleriyle 

birlikte üreteç fonksiyonları verilmiştir. 

3.1. k-Fibonacci ve k-Lucas Sayı Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 3.1.1. k- Fibonacci sayıları: Her 0k ve  0n  tamsayıları için başlangıç 

şartları  00, kf , 11, kf  olmak üzere; 

nknknk fkff ,1,2,    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkf , dizisine “ k -Fibonacci dizisi” denir. 

Dizinin her bir elemanına da “ k -Fibonacci sayısı” denir. 1k  alınırsa, Fibonacci 

sayı dizisi elde edilir. 12  krr  fark denkleminin kökleri; 
2

42

1




kk
r  ve 

2

42

2




kk
r  olarak bulunur. k  Fibonacci sayıları için Binet formülü,

21

21
,

rr

rr
f

nn

nk



 şeklindedir.  

k -Fibonacci sayıları için; ardışık iki teriminin birbirine oranının sonsuz için limit 

değeri, 1

,

1,
lim r

f

f

nk

nk

n





 şeklindedir. k -Fibonacci sayı dizisi için üreteç fonksiyonu; 

....... ,

2

2,1,0,

0

, 




n

nkkkk

n

n

nk xfxfxffxf  

2
0

,,
1 xkx

x
xfF

i

i

iknk







 

şeklinde elde edilir.
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 Aşağıda 0,, rnm  tamsayıları için k -Fibonacci dizisine ait çeşitli formlarda 

elde edilen üreteç fonksiyonları verilmiştir: 

2
0

1,
1

1

xkx
xf

n

n

nk







  

2

21

,

0

,
)1()(1 xrr

xf
xf

mmm

mk

n

n

mnk







 

2

21

,,

0

,
)1()(1

)1(

xrr

xff
xf

mmm

mrk

m

rk

n

n

rmnk










  

22
0

2,
)2(1 xxk

xk
xf

n

n

nk







 

22
0

12,
)2(1

)1(

xxk

kx
xf

n

n

nk









  

(Bolat, 2010). 

Tanım 3.1.2. k- Lucas dizisi: Her 0k  ve 0n  tamsayıları için başlangıç şartları 

20, kl , klk 1,  olmak üzere; 

nknknk lkll ,1,2,    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkl , dizisine “ k -Lucas dizisi” denir. 1k

alınırsa, Lucas dizisi elde edilir. k - Lucas sayıları için; ardışık iki teriminin birbirine 

oranının sonsuz için limit değeri, 1

,

1,
lim r

l

l

nk

nk

n





 şeklindedir. k - Lucas dizisinin üreteç 

fonksiyonu; 

2,

2

2,1,0,

0

,
1

2
.......

xkx

kx
xlxlxllxl n

nkkkk

i

i

ik







  

şeklindedir (S. Falcon, 2011). 
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Teorem 3.1.1: rankf , Aritmetik İndeksli k-Fibonacci DizisininÜreteç Fonksiyonu 

a  ve r  tamsayı ve 10  ar  olmak üzere,  rankf ,  aritmetik indeksli k-Fibonacci 

dizisinin üreteç fonksiyonu; ),(, xkf ra ile gösterilsin. 

Öyle ki, 

...),( 2

,,,,  xfxffxkf rkrkrkra  

şeklindedir. ),(, xkf ra üreteç fonksiyonu Falcon ve Plaza tarafından, 

2

,

,,

,
)1(1

)1(
),(

xxl

xff
xkf

a

ak

rak

r

rk

ra





  

şekilinde tanımlanır. 

Özel Durumlar: 

a  ve r nin farklı değerleri için elde edilen üreteç fonksiyonları; 

 1a , 0r  için üreteç fonksiyonu  
20,1

1
),(

xkx

x
xkf


  

 2a , 0r  için üreteç fonksiyonu  220,2
)2(1

),(
xxk

kx
xkf


  

 2a , 1r  için üreteç fonksiyonu    221,2
)2(1

1
),(

xxk

x
xkf




  

 3a , 0r  için üreteç fonksiyonu  
23

2

0,3
)3(1

)1(
),(

xxkk

xk
xkf




  

 3a , 1r  için üreteç fonksiyonu  
231,3

)3(1

1
),(

xxkk

kx
xkf




  

şeklinde verilmiştir (Falcon, Plaza, 2012). 
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Teorem 3.1.2.  rankl , Aritmetik İndeksli k-Lucas DizisininÜreteç Fonksiyonu  

a  ve r  tamsayı ve 10  ar  olmak üzere, )( , rankl   aritmetik indeksli k-Lucas 

dizisinin üreteç fonksiyonu; ),;,( raxkl   ile gösterilsin. 

Öyle ki, 

...),;,( 3

3,

2

2,,,   xlxlxllraxkl rakrakrakrk  

şeklindedir. ),;,( raxkl  üreteç fonksiyonu Falcon tarafından,  

2

,

,,,,

)1(1

)(
),;,(

xxl

xllll
raxkl

a

ak

rkakrakrk







 

şekilinde tanımlanır.  

Özel Durumlar 

 1a  ve 0r  için üreteç fonksiyonu   
21

2
)0,1;,(

xkx

kx
xkl




  

 2a  ve 0r  için üreteç fonksiyonu   
231

32
)0,2;,1(

xx

x
xl




  

 2a  ve 1r  için üreteç fonksiyonu      
231

1
)1,2;,1(

xx

x
xl




  

şeklinde verilir (Falcon, 2012). 

 

3.2. k-Pell ve k-Pell Lucas Sayı Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 3.2.1. k- Pell sayıları: Her 0k reel sayısı ve 1n tamsayısı için başlangıç 

şartları 00, kp , 11, kp  olmak üzere;  

1,,1, 2   nknknk kppp  

rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkp

,  dizisine “ k -Pell dizisi” denir. 1k

alınırsa, klasik Pell sayı dizisi elde edilir. krr  22  fark denkleminin kökleri;
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kr  111  ve kr  112  olarak bulunur. k -Pell için Binet formülü;

21

21
,

rr

rr
p

nn

nk



 şeklindedir.  

k -Pell sayılarının üreteç fonksiyonu ise aşağıdaki gibidir: 

221
)(

kxx

x
xpk




 . 

Tanım 3.2.2. k- Pell Lucas sayıları: Her 0k reel sayısı ve 1n  tamsayısı için 

başlangıç şartları 20, kq , 21, kq   olmak üzere;  

1,,1, 2   nknknk kqqq  

rekürans bağıntısı ile tanımlanan 
Nnnkq

, dizisine “ k -Pell Lucas dizisi” denir. 1k

alınırsa, Pell Lucas sayı dizisi elde edilir. krr  22  fark denkleminin kökleri;

kr  111  ve kr  112  olarak bulunur. k -Pell Lucas sayıları için Binet 

formülü, 
nn

nk rrq 21,   şeklindedir. k -Pell Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu 

aşağıdaki gibidir: 

221

22
)(

kxx

x
xqk




  

(Catarino, Vasco, 2013). 

 

3.3. k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas Sayı Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

k -Jacobsthal ve k -Jacobsthal Lucas sayı dizileri için literatürde iki farklı tanım 

bulunmaktadır. 

Tanım 3.3.1. Her 0k  reel sayısıve 0n  tamsayısı için başlangıç şartları 00, kj  

ve 11, kj  olmak üzere;  

nknknk kjjj ,1,2,    
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rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkj ,  dizisine “k -Jacobsthal dizisi” denir. 1k

alınırsa; Fibonacci dizisi, 2k alınırsa;  klasik Jacobsthal dizisi elde edilir.

kxx 2  fark denkleminin kökleri; 
2

411
,

2

411
21

k
x

k
x





  şeklindedir. 

k -Jacobsthal sayıları için Binet formülü, 
21

21
,

xx

xx
j

nn

nk



  olur. i  pozitif tamsayısı 

olmak üzere, 11 xxi
 ve 12 xxi

 için üreteç fonksiyonu; 




 


0
2,

1n

n

nk
kxx

x
xj  

 

eşitliğiile elde edilir (Köken, Bozkurt, 2008).  

Tanım 3.3.2. Her 0k  reel sayısı ve 0n  tamsayısı için başlangıç şartları 20, kc

ve 11, kc  olmak üzere;  

nknknk kccc ,1,2,    

rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkc

,  dizisine  “ k -Jacobsthal Lucas dizisi” 

denir. 1k  alınırsa; Lucas dizisi, 2k  alınırsa; Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir. 

k -Jacobsthal Lucas sayıları için Binet formülü, 
nn

nk xxc 21,   olur. i  pozitif 

tamsayısı olmak üzere, 11 xxi
 ve 12 xxi

 için üreteç fonksiyonu; 




 




0
2,

1

2

n

n

nk
kxx

x
xc  

eşitliği ile elde edilir (Köken, Bozkurt, 2008).  

 

3.4. k-Jacobsthal ve k-Jacobsthal Lucas Sayı Dizilerinin İkinci Tanımı 

Tanım 3.4.1. k-Jacobsthal dizisi: Her 0k  reel sayısı ve 0n  tamsayısı için 

başlangıç şartları 00, kj  , 11, kj  olmak üzere;  

nknknk jkjj ,1,2, 2   
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rekürans bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkj ,  dizisine  “ k -Jacobsthal dizisi” denir. 

1k alınırsa, Jacobsthal dizisi elde edilir. 22  kxx  karakteristik denkleminin 

kökleri; 
2

8
,

2

8 2

2

2

1







kk
x

kk
x  şeklindedir. 

 

k -Jacobsthal sayıları için Binet formülü, 

21

21
,

xx

xx
j

nn

nk



  

şeklindedir. 

Teorem 3.4.1. k -Jacobsthal sayı dizisinin nkJ , ile gösterilen üreteç fonksiyonu;  

2,

2

2,1,0,

0

,,
21

.......
xkx

x
xjxjxjjxjJ n

nkkkk

n

n

nknk







 

şeklindedir. 

İspat: ....... ,

2

2,1,0,,  n

nkkkknk xjxjxjjJ  üreteç fonksiyonunda eşitliğin her 

iki tarafını kx  ve 22x  ile ayrı ayrı çarparsak, 

....... 1

,

3

2,

2

1,0,,  n

nkkkknk xkjxkjxkjxkjkxJ  

...2....2222 2

,

4

2,

3

1,

2

0,

2

,  n

nkkkknk xjxjxjxjxJ
 

elde ederiz. Bu denklemleri üreteç fonksiyonu eşitliğinden çıkarırsak, 

xJxkx nk  ,

2)21(
 

istenen elde edilir. 

0n  bir tamsayı olmak üzere, k -Jacobsthal dizisi için negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu; 

 
 nknk

n

n

n

i

i

ik jxjx
kxxx

xj ,1,

1

2
0

, 2
2

1





 





  

şeklinde verilir. 
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Yukarıdaki ifade n  için yeniden ifade edilirse, 

 22
0

,









kxx

x
xj

i

i

ik  

eşitliği sağlanır. 

0r  bir tamsayı olsun. 121  xxx krk  için k -Jacobsthal dizisinin .r kuvvetinden 

oluşan sayı dizisi için üreteç fonksiyonu; 

    xrrrrrrk

r
xj

krkkrk

r

ki

ir

ik 




 










21122100

,
1

111
 

eşitliğiile elde edilir. 

k-Jacobsthal sayı dizilerinin üstel üreteç fonksiyonu; 

!! 0 21

21

0

,
n

x

rr

rr

n

x
j

n

n

nnn

n

nk 






 


  

   










0

21

2 !8

1

n

nn

n

xrxr

k
 

 xrxr
ee

k

21

8

1

2



  

şeklinde ifade edilir. (Uygun, Eldoğan, 2016). 

Tanım 3.4.2. k-Jacobsthal Lucas dizisi: Her 0k  reel sayısı ve 0n  tamsayısı 

için başlangıç şartları kcc kk  1,0, ,2  olmak üzere;  

nknknk ckcc ,1,2, 2   

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnnkc

, dizisine “ k -Jacobsthal Lucas dizisi” denir. 

Dizinin her bir elemanına da, k -Jacobsthal Lucas sayısı denir. 1k  alınırsa, 

Jacobsthal Lucas dizisi elde edilir. 
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Teorem 3.4.2. k -Jacobsthal Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu; 

2
0

,,

2

2,1,0,
21

2
.......

xkx

kx
xcxcxcxcc

i

i

ik

n

nkkkk



 



  

şeklindedir. 

İspat:                               n

nkkkkknk xcxcxcxccx ,

3

3,

2

2,1,0,, ...  







2

,2
n

n

nk xckx  

                      n

n

nknk xckckx 




 
2

2,1, 22  

                         










 
2

2,

2

1, 22
n

n

nk

n

n

nk xcxckkx  

                                  














 
2

2

2,

2

2

1

1, 22
n

n

nk

n

n

nk xcxxckxkx  

                                      























0

,

2

0

0,, 22
n

n

nk

p

k

p

pk xcxcxckxkx  

                            









0

,

2

0

, 22
n

n

nk

p

p

pk xcxxckxkx  

elde edilen bu eşitlikten, 

     xxxkxkxx nknknk ,

2

,, 22    

   kxxkxxnk  221 2

,  

 
 2,

21

2

xkx

kx
xnk




  

eşitliği elde edilir (Jhala vd., 2013). 
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0n  bir tamsayı olmak üzere k -Jacobsthal Lucas dizisi için negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu; 

 
 

 2

2
2

2

1
2

2

,1,2
0

,








 




kxx

kxx
cxc

kxxx
xc nknkn

n

i

i

ik  

eşitliğiile verilir. 

Yukarıdaki eşitlik n  için yeniden ifade edilirse, 

 2

2
2

2

0

,











kxx

kxx
xc

i

i

ik  

eşitliği sağlanır. 

0r  bir tamsayı olsun. 121  xxx krk  için k -Jacobsthal Lucas dizisinin .r  

kuvvetinden oluşan sayı dizisi için üreteç fonksiyonu; 

xrrk

r
xc

krk

r

ki

ir

ik 




 









2100

,
1

1
 

şeklinde ifade edilir. 

k-Jacobsthal Lucas sayı dizilerinin üstel üreteç fonksiyonu: 

 
!! 0

21

0

,
n

x
rr

n

x
c

n

n

nn
n

n

nk 








  

   








0

21

!n

nn

n

xrxr
 

 xrxr
ee 21   

şeklinde ifade edilir (Uygun, Eldoğan, 2016). 

Teorem 3.4.9.  rankJ ,  Aritmetik İndeksli k- Jacobsthal Dizisinin Üreteç 

Fonksiyonu 

a  ve r  tamsayı ve 10  ar  olmak üzere, )( , rankJ   aritmetik indeksli k- 

Jacobsthal dizisinin üreteç fonksiyonu; ),(, xkra  ile gösterilsin.  
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Öyle ki üreteç fonksiyonu, 

))2(1(

)2(
...),(

2

,

,,3

3,

2

2,,,,
xxj

xJJ
xJxJxJJxk

a

ak

rak

r

rk

rakrakrakrkra







  

şeklinde verilir.  

Özel Durumlar 

 1a , 0r  için üreteç fonksiyonu, 

22

1,

1,0,

0,1
21))2(1(

),(
xkx

x

xxj

xJJ
xk

k

kk







  

 2a , 0r  için üreteç fonksiyonu, 

2222

2,

2,

0

0,

0,2
4)4(1))2(1(

)2(
),(

xxk

kx

xxj

xJJ
xk

k

kk







  

 2a ,  1r  için üreteç fonksiyonu, 

2222

2,

1,

1

1,

1,2
4)4(1

21

))2(1(

)2(
),(

xxk

x

xxj

xJJ
xk

k

kk









  

 3a , 0r  için üreteç fonksiyonu, 

23

2

23

3,

3,

0

0,

0,3
8)6(1

)2(

))2(1(

)2(
),(

xxkk

xk

xxj

xJJ
xk

k

kk









  

 3a  ve 1r  için üreteç fonksiyonu, 

2323

3,

2,

1

1,

1,3
8)6(1

21

))2(1(

)2(
),(

xxkk

kx

xxj

xJJ
xk

k

kk









  

 3a  ve 2r  için üreteç fonksiyonu, 

2323

3,

1,

2

2,

2,3
8)6(1

4

))2(1(

)2(
),(

xxkk

xk

xxj

xJJ
xk

k

kk









  

şeklinde verilir (Jhala, Rathore, Sisodiya, 2014). 
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Teorem3.4.11.  rankc ,  Aritmetik İndeksli k-Jacobsthal Lucas Dizisinin Üreteç 

Fonksiyonu: 

a  ve r  tamsayı ve 10  ar  olmak üzere,  rankc ,  aritmetik indeksli k-Jacobsthal 

Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu;  raxkc ,,,  ile gösterilsin. Bu üreteç fonksiyonu; 

 
 

2

,

,,,,

0

,
)2(1

,,,
xxc

cccxc
xcraxkc

a

ak

rkakrakrk

j

j

rajk










  

eşitliği ile verilir. 

 

 

Özel Durumlar 

 0r , 1a  için üreteç fonksiyonu, 

2
0

,
21

2
)0,1,,(

xkx

kx
xcxkC

j

j

jk









 

 0r ,  2a  için üreteç fonksiyonu, 

22

2

0

2,
4)4(1

)4(2
)0,2,,(

xxk

xk
xcxkC

j

j

jk









 

 1r , 2a için üreteç fonksiyonu, 

22
0

12,
4)4(1

2
)1,2,,(

xxk

kxk
xcxkC

j

j

jk









  

şeklinde verilir (Uygun, 2016). 

3.5. Bi periodik Fibonacci ve Lucas Sayı Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 3.5.1.Bi periodik Fibonacci Sayı Dizisi: 2n  ve başlangıç şartları 

1,0 10  qq  olmak üzere, 














teknqbq

çiftnqaq
q

nn

nn

n ,2

 ,2

21

21
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yineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine “bi periodik Fibonacci sayı dizisi” 

denir. 1 ba alırsak, klasik Fibonacci dizisini elde ederiz. 02  ababxx  fark 

denkleminin kökleri; 
2

422 abbaab 
  ve 

2

422 abbaab 
  şeklinde 

bulunur. Bi periodik Fibonacci sayı dizisi için Binet formülü, 

 













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









 nn

n

n

n
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a
q

2

)(1

 şeklinde bulunur. 

Burada, 





















tekn
n

çiftn
n

n

,
2

1

,
2

2
 

olarak tanımlanır. 

Bi periodik Fibonacci sayı dizisi için üreteç fonksiyonu; 

42

2

4)2(1

)1(
)(

xxab

xaxx
xF




  

şeklindedir (Yayenie, 2009). 

Tanım 3.5.2. Bi periodik Lucas Sayı Dizisi: 2n  ve başlangıç şartları 

all  10 ,2  olmak üzere,  














teklal

çiftlbl
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nn

nn

n n,

 n,

21
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yineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine “bi periodik Lucas sayı dizisi”denir. 

1 ba alırsak, klasik Lucas dizisini elde ederiz. Bi periodik Lucas sayı dizisi için 

Binet formülü (  ve  yukardaki gibi tanımlı), 

 












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
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şeklindedir. 
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Bi periodik Lucas sayı dizisi için üreteç fonksiyonu; 

42

32

)4(1

)2(2
)(

xxab

axxabax
xL




  

şeklindedir (Bilgici, 2014). 

 

3.6. Bi periodik Jacobsthal veJacobsthal Lucas Sayı Dizileri ve Üreteç 

Fonksiyonları 

Tanım 3.6.1.Bi periodik Jacobsthal Sayı Dizisi: 2n  ve başlangıç şartları 

1,2 10  JJ  olmak üzere,  














tekJbJ

çiftJaJ
J

nn

nn

n n,2

 n,2

21

21
 

yineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine “bi periodik Jacobsthal sayı dizisi” 

denir. 1 ba alırsak, klasik Jacobsthal dizisini elde ederiz. 022  ababxx

karekteristik denkleminin kökleri; 
2

822 abbaab 
  ve  

2

822 abbaab 
  şeklinde bulunur.  

Bi periodik Jacobsthal sayı dizisi için Binet formülü, 

 



























 nn

n

n

n

ab

a
J

2

)(1

 

şeklindeverilir. Bi periodik Jacobsthal sayı dizisi üreteç fonksiyonu; 

42

2

4)4(1

)21(
)(

xxab

xaxx
xJ




  

 

şeklindedir (Uygun, Owusu, 2016). 
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Tanım 3.6.2. Bi periodik Jacobsthal Lucas Sayı Dizisi: 2n  ve başlangıç şartları 

aCC  10 ,2  olmak üzere,  














tekCaC

çiftCbC
C

nn

nn

n n,2

 n,2

21

21
 

yineleme bağıntısı ile tanımlanan sayı dizisine “bi periodik Jacobsthal Lucas sayı 

dizisi” denir. 1 ba seçersek, klasik Jacobsthal Lucassayı dizisini elde ederiz.  

Bi periodik Jacobsthal Lucas dizisi için Binet formülü aşağıdaki gibi verilir: 

 
)(

2

1

)(
nn

n

n

n

ab

a
C 











 
. 

Bi periodik Jacobsthal Lucas dizisi için üreteç fonksiyonu, 

42

32

4)4(1

)2)4(2
)(

xxab

axxabax
xC




  

şeklindedir (Uygun, Owusu, 2016). 
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BÖLÜM 4 

POLİNOM DİZİLERİ VE ÜRETEÇ FONKSİYONLARI 

Bu bölümde Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas, Pell, Pell Lucas 

gibi polinom dizilerinin tanımları verilip Binet formülleriyle birlikte üreteç 

fonksiyonları verilmiştir. 

4.1. Fibonacci ve Lucas Polinomları ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 4.1.1. 1n tamsayısı için;  )(xfn  Fibonacci polinom dizisi, başlangıç 

şartları 0)(0 xf , 1)(1 xf  olmak üzere; 

)()()( 11 xfxxfxf nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

Tanım 4.1.2. 1n  tamsayısı için;  )(xln  Lucas polinom dizisi, başlangıç şartları 

2)(0 xl , xxl )(1  olmak üzere; 

)()()( 11 xlxxlxl nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

Fibonacci ve Lucas polinomları için üreteç fonksiyonları; 

 
2

0 1 txt

t
txf n

n

n







 

 
2

0 1

2

txt

xt
txl n

n

n









 

şeklinde verilir. 

Tanım 4.1.3. 2n tamsayısı için;  )(xbn  genelleştirilmiş Fibonacci-Lucas polinom 

dizisi, başlangıç şartları bxb 2)(0  , sxb )(1  olmak üzere; 

)()()( 21 xbxxbxb nnn    
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yineleme bağıntısı ile tanımlanır. Genelleştirilmiş Fibonacci-Lucas polinomları için 

üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir: 

 
 
 2

0 1

12

txt

stxtb
txb

n

n

n









 

(Singh, 2014). 

4.2. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Polinomları ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 4.2.1. 0n  tamsayısı için;  )(xjn  Jacobsthal polinom dizisi, başlangıç 

şartları 0)(0 xj , 1)(1 xj  olmak üzere; 

)(2)()( 12 xxjxjxj nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

Tanım 4.2.2. 0n  tamsayısı için;  )(xcn  Jacobsthal Lucas polinom dizisi, 

başlangıç şartları  2)(0 xc  , 1)(1 xc  olmak üzere; 

)(2)()( 12 xxcxcxc nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

Jacobsthal - Jacobsthal Lucas polinomları için üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir: 

12

1

1 )21()( 




  xyyyxj
i

i

i  

12

1

1 )21()41()( 




  xyyxyyxc
i

i

i  

şeklinde verilmiştir (Horadam, 1997).
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4.3. Pell ve Pell Lucas Polinomları ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 4.3.1. 0n  tamsayısı için;  )(xPn  Pell polinom dizisi, başlangıç şartları 

0)(0 xP , 1)(1 xP  olmak üzere; 

)()(2)( 12 xPxxPxP nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

Tanım 4.3.2. 0n  tamsayısı için;  )(xQn  Pell Lucas polinom dizisi, başlangıç 

şartları  2)(0 xQ  , xxQ 2)(1   olmak üzere; 

)()(2)( 12 xQxxQxQ nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

0122   x  fark denklemi kullanılarak kökler; 1,1 22  xxxx 

şeklinde bulunur. Pell ve Pell Lucas polinomu için Binet formülleri; 





-
)(

nn

n xP


 , 

nn

n xQ  )(  

şeklinde verilir.   

Pell ve Pell Lucas polinomu için üreteç fonksiyonları; 

2
0

1
21

1
)(

yxy
yxP

r

r

r







 , 

2
0

1
21

22
)(

yxy

yx
yxQ

r

r

r









  

şeklinde verilir (Horadam, 1995). 

4.4. Bivariate Fibonacci ve Lucas Polinomları 

Tanım 4.4.1. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 042  yx  olmak üzere bivariate 

Fibonacci polinom dizisi, başlangıç şartları 0),(0 yxf , 1),(1 yxf  olmak üzere, 

),(),(),( 21 yxyfyxxfyxf nnn    
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yineleme bağıntısıyla elde edilir. 

Bu yineleme bağıntısından 022  yxyrr  fark denklemi elde edilir. Bu 

denklemin kökleri; 

2

42 yxx 
   ve  

2

42 yxx 
  

şeklindedir. Bivariate Fibonacci polinom dizisi için Binet formülü, 

yx

yxxyxx
yxf

nn

n

4

)4()4(
),(

2

22




  

şeklindedir (Catalani, 2004). 

Tanım 4.4.2. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 042  yx  olmak üzere bivariate 

Lucas polinom dizisi başlangıç şartları 2),(0 yxL , xyxL ),(1  olmak üzere, 

),(),(),( 21 yxyLyxxLyxL nnn    

yineleme bağıntısıyla elde edilir. Bivariate Lucas polinom dizisi için Binet formülü, 

nn

n yxxyxxyxL )4()4(),( 22   

şeklindedir  (Catalani, 2004). 

4.5. Bivariate Pell ve Pell Lucas Polinomları 

Tanım 4.5.1. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 0822  yyx  olmak üzere bivariate 

Pell polinom dizisi, başlangıç şartları 0),(0 tsP , 1),(1 tsP  olmak üzere, 

),(),(2),( 21 yxyPyxxyPyxP nnn    

yineleme bağıntısıyla elde edilir. Bivariate Pell polinom dizisi için Binet formülü, 

yyx

yyxxyyyxxy
yxP

nn

n






22

2222

2

)()(
),(  

şeklindedir (Halıcı, 2010). 
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Tanım 4.5.2. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 0822  yyx  olmak üzere bivariate 

Pell Lucas polinom dizisi, başlangıç şartları 2),(0 tsQ , xytsQ 2),(1   olmak üzere, 

),(),(2),( 21 yxyQyxxyQyxQ nnn    

yineleme bağıntısıyla elde edilir. Bivariate Pell Lucas polinom dizisi için Binet 

formülü, 

nn

n yyxxyyyxxyyxQ )()(),( 2222   

şeklindedir (Halıcı, 2010). 

4.6. Bivariate Jacobsthal, Jacobsthal Lucas Polinomları ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 4.6.1. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 0822  yyx  olmak üzere bivariate 

Jacobsthal polinom dizisi, başlangıç şartları 0),(0 yxj , 1),(1 yxj  olmak üzere, 

),(2),(),( 21 yxyjyxxyjyxj nnn    

yineleme bağıntısıyla elde edilir. Bu yineleme bağıntısından fark denklemi

022  yxyrr  şeklinde elde edilir. Bu denklemin kökleri;  

2

822 yyxxy 
   ve  

2

822 yyxxy 
  

dir. Bivariate Jacobsthal polinom dizisi için Binet formülü, 

yyx

yyxxyyyxxy
yxj

nn

n

8

)8()8(
),(

22

2222




  

şeklindedir. 

i  pozitif bir tamsayı, 1ti   ve 1ti  olmak üzere, bivariate Jacobsthal polinom 

dizisi için üreteç fonksiyonu; 

2
0 )2(1 tytc

tj
tj

i

i

i

n

n

in







 

şeklinde verilir. 
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0n  için negatif kuvvetli bivariate Jacobsthal polinom dizileri için üreteç 

fonksiyonu; 

 nn

n

n

n

k

k

k tjtjt
yxyttt

tj 2
)2(

1
1

1

2
0





 





  

şeklinde verilir. n  için yukarıdaki eşitlik yeniden ifade edilirse, 

)2( 2
0 yxytt

t
tj

i

i

i








 

eşitliği sağlanır. 

r  pozitif bir tamsayı 1 tkrk  olmak üzere, bivariate Jacobsthal polinom dizisinin 

.r  kuvvetiyle oluşturulan dizi için üreteç fonksiyonu; 

tyyxk

r
tj

krkr

krr

ki

ir

i 







 



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




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1

1

)8(

)1(

22
00

 

şeklinde elde edilir (Uygun, 2017). 

Tanım 4.6.2. yx,  sıfırdan farklı reel sayı ve 0822  yyx  olmak üzere bivariate 

Jacobsthal Lucas polinom dizisi başlangıç şartları 2),(0 yxc , xyyxc ),(1  olmak 

üzere, 

),(2),(),( 21 yxycyxxycyxc nnn    

yineleme bağıntısıyla elde edilir. Bu yineleme bağıntısından 022  yxyrr  elde 

edilir. Bu denklemin kökleri;  

2

822 yyxxy 
   ve  

2

822 yyxxy 
  

dir. Bivariate Jacobsthal Lucas polinom dizisi için Binet formülü, 

nn

n yyxxyyyxxyyxc )8()8(),( 2222   

şeklindedir. 
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i  pozitif bir tamsayı ve 1ti  ve 1ti  olmak üzere, bivariate Jacobsthal Lucas 

polinom dizisi için üreteç fonksiyonu; 

2

22

0 )2(1

)8(2

tytc

jyyxt
tc

i

i

i

n

n

in



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şeklinde verilir. 

0n  için negatif kuvvetlibivariate Jacobsthal Lucas polinom dizileri için üreteç 

fonksiyonu; 

 
)2(

2
2
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12
0 yxytt
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şeklinde verilir. n  için yukarıdaki eşitlik yeniden ifade edilirse, 
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eşitliği sağlanır. 

r  pozitif bir tamsayı 1 tkrk  olmak üzere, bivariate Jacobsthal Lucas polinom 

dizisinin .r  kuvvetiyle oluşturulan dizi için üreteç fonksiyonu; 
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r
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
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şeklinde elde edilir (Uygun, 2017).
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BÖLÜM 5 

SAYI DİZİLERİYLE OLUŞTURULAN MATRİS DİZİLERİ VE ÜRETEÇ 

FONKSİYONLARI 

Bu bölümde Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal Lucas gibi çeşitli  

matris dizilerinin genelleştirilmiş matris dizileri tanımlanıp üreteç fonksiyonları 

tanımlanmıştır. 

5.1. k -Fibonacci ve k -Lucas Matris Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Bu bölümdeki bilgiler H. Civciv’in makalesindeki sonuçlar k -Fibonacci ve   

k -Lucas sayı dizilerine uyarlanarak elde edilmiştir. 

Tanım 5.1.1. 0k  ve 1n  tamsayıları için başlangıç şartları 









10

01
0F  ve











01

1
1

k
F  olmak üzere,  

11   nnn FkFF  

ile tanımlanan  
NnnF

  matris dizisine “ k -Fibonacci matris dizisi” denir. Aşağıda 

verilen ifade, k -Fibonacci matris dizileri ile k -Fibonacci sayı dizileri arasındaki bir 

bağıntıyı vermektedir. 

k -Fibonacci matris dizisinin .n elemanı, 















1,,

,1,

nknk

nknk

n
FF

FF
F  

şeklinde gösterilir. 

0n  tamsayısı için k -Fibonacci matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu; 

   0,

2

1,2,1,2
0

, )(
1

1

)1(

1
kknknkn

n

i

i

ik FkxxxF
kxx

FxF
kxxx

xF 





 



  

şeklinde verilir.
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2

4
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde yukarıdaki ifadenin sonsuz için toplam 

formülü, 

 0,

2

1,2
0

, )(
1

1
kk

i

i

ik FkxxxF
kxx

xF 









 

şeklinde olur. 

Tanım 5.1.2. 0k  ve  1n  tamsayıları için başlangıç şartları 











k

k
L

2

2
0  ve  








 


2

22

1
k

kk
L  olmak üzere,  

11   nnn LkLL  

ile tanımlanan  
NnnL

  matris dizisine “ k -Lucas matris dizisi” denir. Aşağıda verilen 

ifade, k -Fibonacci matris dizileri ile k -Fibonacci sayı dizileri arasındaki bir bağıntıyı 

vermektedir. 

k -Lucas matris dizisinin .n elemanı, 















1,,

,1,

nknk

nknk

n
LL

LL
L  

şeklinde gösterilir. 

0n  tamsayısı için  k -Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu; 

   1,

2

2,21,2,2
0

,1 )(
1

1

)1(

1
kknknkn

n

i

i

ik LkxxxL
kxx

LxL
kxxx

xL 





 





  

şeklinde verilir. 

2

4
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde yukarıdaki ifadenin sonsuz için toplam 

formülü, 

 1,

2

2,2
0

1, )(
1

1
kk

i

i

ik LkxxxL
kxx

xL 











 

şekilnde olur. 
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5.2. ),( ts Fibonacci ve ),( ts Lucas Matris Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

 Bu kısımda Fibonacci ve Lucas matris dizilerinin iki değişkene bağlı yeni bir 

genellleştirmesini tanımlayacağız. 

Tanım 5.2.1. 042  ts  olacak şekildeki 0s , 0t  ve 1n  tamsayıları için 

başlangıç şartları 0),(0 tsf , 1),(1 tsf  olmak üzere, 

),(),(),( 11 tstftssftsf nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnn tsf


),(  sayı dizisine “ ),( ts  Fibonacci sayı 

dizisi” denir. 1 ts  alınırsa, Fibonacci sayı dizisi elde edilir. 

Tanım 5.2.2. 042  ts  olacak şekildeki 0s , 0t  ve 1n  tamsayıları için 

başlangıç şartları 2),(0 tsl  ve stsl ),(1  olmak üzere, 

),(),(),( 11 tstltssltsl nnn    

yineleme bağıntısı ile ile tanımlanan  
Nnn tsl


),(  sayı dizisine “ ),( ts  Lucas sayı 

dizisi” denir. 1 ts  alınırsa, Lucas sayı dizisi elde edilir. 

),( ts Fibonacci ve ),( ts Lucas sayı dizileri kısaca nn lf ,  sembolleriyle,                 

),( ts Fibonacci ve ),( ts Lucas matris dizileri nn LF ,  sembolleriyle gösterilecektir. 

Tanım 5.2.3. 042  ts  olacak şekildeki 0s , 0t  ve 1n  tamsayıları için 

başlangıç şartları 









10

01
0F  ve 










0

1
1

t

s
F  olmak üzere, 

),(),(),( 11 tstFtssFtsF nnn  
 

yineleme bağıntısıyla tanımlanan  
Nnn tsF


),( matris dizisine “ ),( ts Fibonacci matris 

dizisi” denir. Aşağıda verilen ifade Fibonacci matris dizileri ile ),( ts Fibonacci sayı 

dizileri arasındaki bir bağıntıyı vermektedir: 

),( ts  Fibonacci matris dizisinin .n  elemanı, 















1

1

nn

nn

n
fttf

ff
F  

şeklinde gösterilir. 
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0n  tamsayısı için ),( ts Fibonacci matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu, 

   0

2

1212
0

)(
1

)(

1
FsxxxF

tsxx
tFxF

tsxxx
xF nnn

n

k

k

k 





 



  

şeklinde olur. 

2

4
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti 

alınırsa, 

 0

2

12
0

)(
1

FsxxxF
tsxx

xF
k

k

k 









 

şeklinde olur. 

Tanım 5.2.4. 042  ts  olacak şekildeki 0s , 0t  ve 1n  tamsayıları için 

başlangıç şartları 











st

s
L

2

2
0  ve 







 


tst

sts
L

2

22

1
 olmak üzere, 

),(),(),( 11 tstLtssLtsL nnn    

yineleme bağıntısıyla tanımlanan  
Nnn tsL


),(  matris dizisine “ ),( ts Lucas matris 

dizisi” denir. Aşağıda verilen teorem Lucas matris dizileri ile ),( ts Lucas sayı dizileri 

arasındaki bağıntıyı vermektedir: 

),( ts  Lucas matris dizisinin .n  elemanı, 















1

1

nn

nn

n
tltl

ll
L  

şeklinde gösterilir. 

0n  tamsayısı için ),( ts Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu, 

   1

2

22122
0

1 )(
1

)(

1
LsxxxL

tsxx
tLxL

tsxxx
xL nnn

n

k

k

k 





 





  

şeklinde olur. 
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2

4
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti 

alınırsa, 

 1

2

22
0

1 )(
1

LsxxxL
tsxx

xL
k

k

k 











 

şeklinde olur.

 

),( ts Fibonacci sayı dizisi için 
2

4
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, 

tsxx

sxx
xf

k

k

k











 2
0

1

)4(

 

tsxx

sxx
xf

k

k

k











2
0

)(2

 

negatif kuvvetli üreteç fonksiyon formülleri geçerlidir (Civciv, 2008). 

5.3. k -Jacobsthal ve k -Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 5.3.1. 0k ve 1n  tamsayıları için başlangıç şartları 









10

01
0,kJ ve











01

2
1,

k
J k  olmak üzere, 

1,,1, 2   nknknk JkJJ  

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
NnnkJ

, matris dizisine “ k -Jacobsthal matris 

dizisi” denir. Aşağıda verilen ifade k -Jacobsthal matris dizileri ile k -Jacobsthal sayı 

dizileri arasındaki bir bağıntıyı vermektedir: 

k -Jacobsthal matris dizisinin .n  elemanı, 















1,,

,1,

,
2

2

nknk

nknk

nk
jj

jj
J  

şeklinde gösterilir. 
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0n  tamsayısı için k -Jacobsthal matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu; 

   0,

2

1,2,1,2
0

, )(
2

1
2

)2(

1
kknknkn

n

i

i

ik JkxxxJ
kxx

JxJ
kxxx

xJ 





 



  

şeklinde olur. 

2

8
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti 

alınırsa, 

 0,

2

1,2
0

, )(
2

1
kk

i

i

ik JkxxxJ
kxx

xJ 









 

şeklinde olur. 

k -Jacobsthal sayıdizisi için 
2

8
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde, 

22

2

0

1,










kxx

x
xj

i

i

ik  

22
0

,









kxx

x
xj

i

i

ik  

negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu formülleri geçerlidir  (Uygun, Eldoğan, 2016). 

Tanım 5.3.2. 0k  ve 1n  tamsayıları için başlangıç şartları 











k

k
Ck

2

4
0,  ve








 


4

242

1,
k

kk
Ck

 olmak üzere, 

1,,1, 2),(   nknknk CkCtsC  

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
NnnkC

,  matris dizisine “ k -Jacobsthal Lucas 

matris dizisi” denir. Aşağıda verilen ifade k -Jacobsthal Lucas matris dizileri ile        

k -Jacobsthal Lucas sayı dizileri arasındaki bir bağıntıyı vermektedir: 
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k -Jacobsthal Lucas matris dizisinin .n  elemanı, 















1,,

,1,

,
2

2

nknk

nknk

nk
cc

cc
C  

şeklinde gösterilir. 

 

0n  tamsayısı için k -Jacobsthal Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu; 

   1,

2

2,21,2,2
0

1, )(
2

1
2

)2(

1
kknknkn

n

i

i

ik CkxxxC
kxx

CxC
kxxx

xC 





 





  

şeklinde olur. 

2

8
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti 

alınırsa, 

 1,

2

2,2
0

1, )(
2

1
kk

i

i

ik CkxxxC
kxx

xC 











 

şeklinde olur. 

k -Jacobsthal Lucas sayı dizisi için 
2

8
,

2 


kk
xRx  olacak şekilde, 

2

)4(
2

0

1,












kxx

kxx
xc

i

i

ik  

2

)(2
2

0

,











kxx

kxxixc
i

ik  

formülleri geçerlidir (Uygun, Eldoğan, 2016). 
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5.4. ),( ts Jacobsthal ve ),( ts  Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve Üreteç 

Fonksiyonları 

Tanım 5.4.1. 1n  ve 082  ts  olacak şekildeki 0s ve sıfırdan farklı t

tamsayıları için başlangıç şartları 0).(0 tsj , 1).(1 tsj  olmak üzere, 

),(2),(),( 11 tstjtssjtsj nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnn tsj


),(  sayı dizisine “ ),( ts Jacobsthal sayı 

dizisi” denir. 1 ts  alınırsa, Jacobsthal sayı dizisi elde edilir. 

Tanım 5.4.2. 1n  ve 082  ts  olacak şekildeki 0s  ve sıfırdan farklı t  

tamsayıları için başlangıç şartları 2),(0 tsc , stsc ),(1  olmak üzere, 

),(2),(),( 11 tstctssctsc nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnn tsc


),(  sayı dizisine “ ),( ts  Jacobsthal Lucas 

sayı dizisi” denir. 1 ts  alınırsa, Jacobsthal Lucas sayı dizisi elde edilir. 

Tanım 5.4.3. 1n  ve 082  ts  olacak şekildeki 0s  ve sıfırdan farklı t  

tamsayıları için başlangıç şartları 









10

01
),(0 tsJ  ve 










0

2
),(1

t

s
tsJ  olmak üzere, 

),(2),(),( 11 tstJtssJtsJ nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan  
Nnn tsJ


),(  matris dizisine “ ),( ts  Jacobsthal 

matris dizisi” denir. Aşağıda verilen ifade ),( ts  Jacobsthal matris dizileri ile ),( ts

Jacobsthal sayı dizileri arasındaki bağıntıyı vermektedir: 

),( ts  Jacobsthal matris dizisinin .n  elemanı, 















),(2),(

),(2),(
),(

1

1

tstjtstj

tsjtsj
tsJ

nn

nn

n
 

şeklinde gösterilir. 
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0n  tamsayısı için ),( ts  Jacobsthal matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu; 

 

 ).()().(
2

1

).(2).(
)2(

1
).(

0

2

12

12
0

tsJsxxtsxJ
tsxx

tstJtsxJ
tsxxx

xtsJ nnn

n

k

k

k









 




 

şeklindedir. 

2

8
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti 

alınırsa, 

 ),()(),(
2

1
),( 0

2

12
0

tsJsxxtsxJ
tsxx

xtsJ
k

k

k 









 

elde edilir. 

),( ts  Jacobsthal sayı dizisi için  
2

8
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, 

tsxx

x
xtsj

k

k

k
2

),(
2

2

0

1









  

tsxx

x
xtsj

k

k

k
2

),(
2

0 








 

sonsuz için toplam formülleri geçerlidir.

 

Tanım 5.4.4. 1n  tamsayısı ve 082  ts  olacak şekildeki 0s  ve sıfırdan farklı 

s  ve t  tamsayıları için başlangıç şartları 











st

s
C

22

4
0   ve 







 


tst

sts
C

4

222

1  

olmak üzere, 

),(2),(),( 11 tstCtssCtsC nnn    

yineleme bağıntısı ile tanımlanan 
Nnn tsC


),(  matris dizisine “ ),( ts Jacobsthal Lucas 

matris dizisi” denir. Aşağıda verilen ifade ),( ts  Jacobsthal Lucas matris dizileri ile 

),( ts Jacobsthal Lucas sayı dizileri arasındaki bağıntıyı vermektedir: 
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),( ts Jacobsthal Lucas matris dizisinin .n  elemanı, 















).(2).(

).(2).(
).(

1

1

tstctstc

tsctsc
tsC

nn

nn

n
 

şeklinde gösterilir. 

 

0n  tamsayısı için ),( ts  Jacobsthal Lucas matris dizisinin negatif kuvvetli üreteç 

fonksiyonu; 

 

 ),()(),(
2

1

),(2),(
)2(

1
),(

1

2

22

122
0

1

tsCsxxtsxC
tsxx

tstCtsxC
tsxxx

xtsC nnn

n

k

k

k









 






 

elde edilir. 

2

82 tss
x


  olacak şekilde, yukarıdaki ifadesinin sonsuz için limiti alınırsa, 

 ),()(),(
2

1
),( 1

2

22
0

1 tsCsxxtsxC
tsxx

xtsC
k

k

k 









  

şeklinde olur. 

),( ts Jacobsthal Lucas sayıdizisi için 
2

4
,

2 tss
xRx


  olacak şekilde, 

tsxx

sxx
xtsc

k

k

k
2

)4(
),(

2
0

1













 

tsxx

sxx
xtsc

k

k

k
2

)(2
),(

2
0 










 

sonsuz için toplam formülleri geçerlidir (Uslu, Uygun, 2016). 
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5.5. Bi periodik Fibonacci ve Bi periodik Lucas Matris Dizileri ve Üreteç 

Fonksiyonları 

Tanım 5.5.1. Bi periodik Fibonacci matris dizisi, 2n  tamsayısı için başlangıç 

şartları 









10

01
),(0 baF  ve 
















01

),(1 a

b
b

baF  olmak üzere, 














teknbaFbabF

çiftnbaFbaaF
baF

nn

nn

n
),,(),(

,),(),(
),(

21

21  

yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 1 ba  seçersek, klasik Fibonacci matrisdizisini 

elde ederiz. 






çiftn

tekn
n

,0

,1
)( olmak üzere, 

Bi periodik Fibonacci matris dizisinin .n  elemanı, 











































1

)(

1

)(

),(

n

n

n

nn

n

n

q
a

b
q

q
a

b
q

a

b
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şeklinde verilir.  

Bi periodik Fibonacci dizisi için üreteç fonksiyonu; 
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şeklinde verilir. 

Bi periodik Fibonacci dizisi için x  in negatif değerleri için üreteç fonksiyonu; 
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şeklindedir. 
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Tanım 5.5.2. Bi periodik Lucas matris dizisi, 2n  tamsayısı için başlangıç şartları
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şeklinde tanımlanır. 1 ba  seçersek, klasik Lucas matris dizisini elde ederiz.  

Bi periodik Lucas matris dizisinin .n  elemanı, 
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şeklinde verilir.  

Bi periodik Lucas dizisi için üreteç fonksiyonu; 
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şeklinde verilir. x  in negatif değerleri için üreteç fonksiyonu, 
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
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şeklinde verilir (Coşkun, Taşkara, 2016). 

 

5.6. Bi periodikJacobsthal, Bi periodik Jacobsthal Lucas Matris Dizileri ve 

Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 5.6.1 Bi-periodik Jacobsthal matris dizisi 2n  tamsayısı için başlangıç 

şartları 
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şeklinde tanımlanır. 

n . bi periodik Jacobsthal matris dizisinin elemanı; bi periodik Jacobsthal dizisinin 

elemanlarını kullanarak; 











































1

)(

1

)(

2

2

),(

n

n

n

nn

n

n

j
b

a
j

j
a

b
j

a

b

baJ 



 

şeklinde verilir. 

Bi periodik Jacobsthal matris dizisinin binet formülü, 

𝐽𝑛(𝑎, 𝑏) = 𝐴{(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)} + 𝐵 (𝛼2⌊
𝑛

2
⌋+2 − 𝛽2⌊

𝑛

2
⌋+2) 
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𝐴 =
[𝐽1(𝑎, 𝑏) − 𝑏𝐽0(𝑎, 𝑏)]𝜉(𝑛)[𝑎𝐽1(𝑎, 𝑏) − 2𝐽0(𝑎, 𝑏) − 𝑎𝑏𝐽0(𝑎, 𝑏)]1−𝜉(𝑛)

(𝑎𝑏)⌊
𝑛

2
⌋(𝛼 − 𝛽)

 

𝐵 =
𝑏𝜉(𝑛)𝐽0(𝑎, 𝑏)

(𝑎𝑏)⌊
𝑛

2
⌋+1(𝛼 − 𝛽)

 

𝛼 =
𝑎𝑏 + √𝑎2𝑏2 + 8𝑎𝑏

2
 , 𝛽 =  

𝑎𝑏 − √𝑎2𝑏2 + 8𝑎𝑏

2
 

olarak verilir. 

Bi-periodik Jacobsthal dizisi için üreteç fonksiyonu; 
























 3232

322

42
0 2)2(12

42221

)2(1

1
),(

bxxabxaxx

x
a

b
bxx

a

b
xbx

xxab
xbaJ

k

i

k
 

şeklinde verilir. 

Tanım 5.6.2. Bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisi 2n  tamsayısı için 

başlangıç şartları 
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yineleme bağıntısı ile tanımlanır. 

n . bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisinin elemanı; bi periodik Jacobsthal 

Lucas dizisinin elemanlarını kullanarak; 


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şeklinde verilir. 

Bi periodik Lucas matris dizisinin binet formülü, 

𝐶𝑛(𝑎, 𝑏) = 𝐴{(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)} + 𝐵 (𝛼2⌊
𝑛

2
⌋+2 − 𝛽2⌊

𝑛

2
⌋+2) 
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𝐴 =

{𝐶1(𝑎, 𝑏) − 𝑎𝐶0(𝑎, 𝑏)}𝜉(𝑛) {
𝑏𝐶1(𝑎, 𝑏) − 2𝐶0(𝑎, 𝑏)

−𝑎𝑏𝐶0(𝑎, 𝑏)
}

1−𝜉(𝑛)

(𝑎𝑏)⌊
𝑛

2
⌋(𝛼 − 𝛽)

 

𝐵 =
𝑎𝜉(𝑛)𝐶0(𝑎, 𝑏)

(𝑎𝑏)⌊
𝑛

2
⌋+1(𝛼 − 𝛽)

 

şeklindedir. 

Bi periodik Jacobsthal Lucas matris dizisinin  
0nnC  için üreteç fonksiyonu; 

 

𝐶0(𝑎, 𝑏) + 𝐶1(𝑎, 𝑏)𝑥 + {𝑏𝐶1(𝑎, 𝑏)  − (𝑎𝑏 + 2)𝐶0(𝑎, 𝑏)}𝑥2

+{2𝑎𝐶0(𝑎, 𝑏) − 2𝐶1(𝑎, 𝑏)}𝑥3

1 − (𝑎𝑏 + 4)𝑥2 + 4𝑥4
 

veya 

1

1 − (𝑎𝑏 + 4)𝑥2 + 4𝑥4
[

𝑋 𝑌
𝑎

2𝑏
𝑌 𝑍] (

𝑋 𝑌
𝑎

2𝑏
𝑌 𝑍) 

𝑋 = 𝑎 + (𝑎2 + 4
𝑎

𝑏
) 𝑥 + 2𝑎𝑥2 − 8

𝑎

𝑏
𝑥3, 

 

  𝑌 = 4 + 2𝑎𝑥 − (2𝑎𝑏 + 8)𝑥2 + 4𝑎𝑥3 

 

 𝑍 = −𝑎 + 4
𝑎

𝑏
𝑥 + (6𝑎 + 𝑎2𝑏)𝑥2 − (2𝑎2 + 8

𝑎

𝑏
) 𝑥3 

matris formu ile verilebilir. 

5.7. Genelleştirilmiş (s,t) Jacobsthal Matris Dizileri ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 5.7.1. 08,0,0,, 2  tstsRba  ve 1n  tamsayıları olmak üzere, 

genelleştirilmiş ).( ts Jacobsthal sayı dizisi  
Nnn tsg


),( , başlangıç şartları atsg ),(0

ve bstsg ),(1  olmak üzere, 

),(2),(),( 11 tstgtssgtsg nnn    

şeklinde tanımlanır. Karakteristik denklemi tsxx 22   şeklindedir. 
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Tanım 5.7.2. 08,0,0,, 2  tstsRba  ve 1n  tamsayıları olmak üzere,  

genelleştirilmiş ).( ts  Jacobsthal matris dizisi  
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elde edilir. 

0n  tamsayısı için, genelleştirilmiş ).( ts Jacobsthal matris dizisinin elemanları; 
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şeklinde tanımlanır. 

Genelleştirilmiş Jacobsthal matris dizilerinin negatif kuvvetli üreteç fonksiyonu; 
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şeklinde bir toplam formülü ile verilir. 
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5.8. Bivariate Jacobsthal ve Bivariate Jacobsthal Lucas Polinom Matris Dizileri 

ve Üreteç Fonksiyonları 

Tanım 5.8.1. 0x , 0y , 0822  yyx  ve 2n  tamsayıları olmak üzere 
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0n  tamsayısı için bivariate Jacobsthal matris polinom dizisinin üreteç fonksiyonu; 
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olur. 

Tanım 5.8.2. 0x , 0y , 0822  yyx  ve 2n  tamsayıları olmak üzere 
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n  pozitif tamsayı olmak üzere,  
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0n  tamsayısı için bivariate Jacobsthal Lucas matris polinom dizisinin üreteç 
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BÖLÜM 6 

ÜSTEL ÜRETEÇ FONKSİYONLARI 

 Üstel fonksiyonlar radyoaktif azalma bakteri artışı, bileşik faiz ve 

olasılık teorisi gibi birçok alanda karşımıza çıkan önemli bir fonksiyondur. 

...718.2e  transandental sabiti doğal logaritmalar için taban oluşturur. 
xe için 

Maclaurin seri açılımı, 
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şeklindedir. 

6.1. Fibonacci ve Lucas Özdeşlikleri İçin Üstel Üreteç Fonksiyonları 

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas sayılarında görülen çeşitli özdeşlikleri elde 

etmek için üstel üreteç fonksiyonları kullanacağız. Fibonacci sayıları 
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6.2. Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Özdeşlikleri İçin Üstel Üreteç Fonksiyonları 
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Üstel fonksiyonun seri açılımından, 
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seri eşitliklerinden istenen elde edilir. 
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BÖLÜM 7 

SAYI DİZİLERİ İÇİN BAZI ÖZEL ÜRETEÇ FONKSİYONLARI 

7.1. Bazı Özel Fibonacci ve Lucas Üreteç Fonksiyonları 

Hoggatt ve Bicknell matris metodları kullanarak, n  pozitif tamsayısı için, 
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eşitliklerini elde etmiştir. D. Lind tarafından benzer olarak, n  pozitif tamsayısı için, 
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eşitliklerini elde edilmiştir. Matris metodları kullanarak yeni ilginç çeşitli sonuçlar 

elde edilmiştir: 
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elde edilir. Fibonacci sayılarının özellikleri kullanılarak yapılan bazı cebirsel 
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(Hoggatt, 1971). 

7.2 Bazı Özel Jacobsthal ve Jacobsthal Lucas Üreteç Fonksiyonları 
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Benzer şekilde aşağıdaki teoremler elde edilebilir: 
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BÖLÜM 8 

SONUÇLARVE ÖNERİLER 

Bu çalışmada öncelikle çeşitli sayı dizilerinin (Fibonacci, Lucas, Jacobsthal, 

Jacobsthal Lucas, Pell, Pell Lucas gibi)  ve genelleştirilmeleriyle oluşan sayı 

dizilerinin üreteç fonksiyonları verilmiştir. Ek olarak bu sayı dizilerinden oluşan 

polinom dizileri ve genelleştirilmiş polinom dizilerinin üreteç fonksiyonları 

verilmiştir. Ayriyeten bu çalışmada çeşitli matris dizilerinin  (Fibonacci, Lucas, 

Jacobsthal, Jacobsthal Lucas gibi)   ve genelleştirilmeleriyle oluşan matris dizilerinin 

üreteç fonksiyonları verilmiştir. Üstel ve farklı üreteç fonksiyonları tanımlandıktan 

sonra çeşitli sayı dizilerinin birtakım özellikleri elde edilmiştir. 

Çalışmamızla ilgili “The Bivariate Jacobsthal and Jacobsthal Lucas 

PolynomialMatrix Sequences“ ve “Exponential Generatingof Jacobsthal and 

Jacobsthal Lucas Identities“adlı iki makale çalışmamız incelenmek üzere iki farklı 

dergiye gönderilmiştir. Ayrıca “Notes on the Bivariate Jacobsthal and Jacobsthal 

Lucas Polynomial Matrix Sequences “ adlı çalışmamız “International Conference on 

Mathematics and Mathematics Education” adlı sempozyumda sunulmuştur.
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