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OZET
DIiJITAL KHALIMSKY MANIFOLDLARI
TEMIZEL, Gékhan

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez Danismani: Prof. Dr. Ismet KARACA
Agustos 2017, 50 sayfa

Dijital Khalimsky manifoldlari, Euclid geometrisindeki gekillerin dijital
kargiliklarim belirlerken kullanilan, goriintii isleme ve bilgisayar grafikleri gibi
alanlarda 6nemli bir yere sahip olan yapilardir. Bu tezde geometrik ve cebirsel
topolojideki araclarin dijital karsiliklarindan faydalanarak Khalimsky
manifoldlarin1  tanimlamak icin var olan olasiliklar incelenecektir. Bu
incelemeleri yapabilmek icin gerekli olan temel bilgiler sunulacaktir. Khalimsky
manifoldlarinin farkhi ancak kiire gibi 6nemli bir yapiy1 tanimlamada yetersiz
kalan tanimlari tamitilacaktir. Ek islemi tanitilacak ve Khalimsky
manifoldlarini tamimlamada kritik rol oynayan yakin komsuluklarin ve
kesigimlerinin analizi bu iglem sayesinde yapilacaktir. Son olarak Khalimsky
manifoldlarinin tanimi verilerek, reel benzerlerine uygun olarak bir pozitif
n sayisl icin Z™ in igine gémiilebilecegi ispatlanacaktir.

Anahtar so6zciikler: Khalimsky topolojisi, dijital manifold, ek iglemi,

topolojik gémme.
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ABSTRACT
DIGITAL KHALIMSKY MANIFOLDS
TEMIZEL, Gékhan

MSec. in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Ismet KARACA
August 2017, 50 pages

Digital Khalimsky manifolds, which are used for determining the digital
counterpart of images in Euclid geometry, play an important role in different
areas such as image processing and computer graphics. In this thesis, the
possibilities for defining digital Khalimsky manifold will be studied by taking
advantage of the digital counterpart of the tools in geometric and algebraic
topology. Basic information will be provided in order to make these studies.
We will introduce different definitions of the digital Khalimsky manifolds,
but this definitions are insufficient to describe sphere which is a very
important structure. Join operator will be introduced and used to analyze
the adjacency neighborhoods and their intersections, needed for identifying
the digital Khalimsky manifold. Finally, we will give the definition of the
digital Khalimsky manifolds and it will be proved that these manifolds can
be embedded Z" for some positive integer n like real analogues.

Key Words: Khalimsky topology, digital manifold, join operator,
topological embedding.
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1 GIRIS

Giiniimiizde bilgisayar hayatimizin bir¢ok alaninda kullandigimiz ve
onemi gittikce artan bir bulustur. Bilgisayarin artan bu onemi ile geometrik
sekillerin bilgisayar ortaminda gozlemlenebilme ihtiyact ortaya c¢ikmigtir.
Dijital geometri de bu ihtiyactan dogmustur ve bu sekillerin yani dijital
sekillerin geometrisidir.

Insanlar bilgisayarim icadindan cok daha 6nce dijital nesneler cizmistir.
Binlerce yillik mozaiklerde veya halilarda bu tarz sekiller gormek miimkiindiir.
Bu nesneler ve bilgisayar ortaminda cizilen gekiller arasinda bir iligki kurmak
istenirse temelde ayni mantigin yattigr goriilebilir. Binlerce yil 6nce ya da
giliniimiizde mantik aynidir ve caligilan alani grid noktalarla veya karelerle,
pargalara bolerek istenilen gekli olugturmaktir. E.G. Johnston ve A. Rosenfeld
(Johnston and Rosenfeld | |1970) yaptiklar1 yayinda dijital gekilleri grid
noktalarin ve karelerin alt kiimesi olarak ele almiglar ve bu sekiller arasindaki
geometrik uygulamalar tizerinde caligmiglardir.

Dijital geometri, klasik geometri de denilen Euclid geometrisindeki bir
kavrami alip onun dijital karsiligin1 bulma seklinde ¢ahigir. Dijital geometrideki
temel kavramlar, Euclid geometrisindeki dijital kargiliklar1 var olabilen
kavramlardir. Dijital geometri kdkleri graf teorisi ve dijital topolojiye dayanan
diskret geometrinin bir alt disiplini olarak da diigiiniilebilir. Bu tezin konusuna
uygun olarak dijital topolojiyi kullanmamiz gerekecektir. Dijital topolojide
esas olarak kullanacagimiz topoloji Efim Khalimsky’'nin 1970’li yillarda ortaya
koydugu Khalimsky topolojisidir. Khalimsky topolojisi reel dogru iizerindeki
Euclid topolojisinin, tam sayilar kiimesi iizerindeki dijital kargihgidir.

Topolojik carpim, yiizeyler, egriler, temel grup ve homotopi gibi baz
temel topolojik kavramlar dijital gekiller, resimler ve grafikler iizerinde
caligirken 6nemli rol oynarlar. Laurence Boxer (Boxer |, 2006a) yaptigl yaymda
baz1 temel topolojik kavramlarin dijital kargiliklar: {izerinde ¢aligmigtir. Dijital
yiizeyler bilgisayar ortaminda ii¢ boyutlu gekiller olugturulurken kullanilan bir
kavramdir. Ik olarak 1980°li yillarda cahgilan bu kavram hakkinda
D.G. Morgantheler ve A. Rosenfeld (Morgenthaler and Rosenfeld | |1981)
yayin  yapmiglardir.  Yaptiklarn  bu  calismada  yiizeyleri  voksel

kiimelerinden  inga  etmislerdir. M. Couprie ve G. Bertrand



(Couprie and Bertrand, [1998)) ise cahgmalarinda yiizeylerin birgok
yolla tanimlanabilecegini belirtmis ve kombinatorik topoloji yaklagimi ile bir
tanimlama yapmiglardir. Erik Melin (Melin | [2007) ¢aligmasinda bu yiizeylerin
ozellikleri hakkinda calismig ve siirekli Khalimsky fonksiyonlarinin grafiginin
bir yiizey belirtecegini ileri siirmiistiir.

Dijital yiizeyleri daha iyi kavrayabilmek igin onlar1 siniflandirmak
istedigimizde dijital manifoldlar1 kullaniriz. Erik Melin (Melin |, 2009) de yerel
olarak Khalimsky n-uzay1 gibi davranan dijital manifoldlar hakkinda caligmig
ve bu manifoldlar1 siniflandirmak i¢in denemelerde bulunmugtur.

Bu tezde, tez konusu ic¢in temel kavramlar olan manifoldlar, dijital
topoloji ve Khalimsky topolojisi gibi konular1 tanitilacaktir. Manifoldlar
topolojik uzaylar olarak ele alinacagindan gémme konusuna deginilecektir.
Dijital olarak caligmay1 saglayacak yerel sonlu uzaylara ve yerel sayilabilir
uzaylara deginilecektir. Z" deki komsuluklar hakkinda bilgi wverilip, bu
komsuluklarin kesisiminin ve yakin komguluklarin kesigiminin analizini yapmak
icin kullanilacak ek iglemi verilecektir. Son olarak Khalimsky manifoldlarini

tanimlanip, baz1 sonuglara deginilecektir.



2  ON BILGILER

2.1 Topoloji ve En Kiic¢iik Komsuluk Uzaylar:

Bir topolojik uzaydaki acik kiimelerin sonlu bir ailesinin kesisiminin
agik oldugu bilinmektedir. Ancak bu kiimelerin keyfi bir ailesinin agik olmas1
gerekmemektedir. Dijital ortamda inga edilen bir topolojik uzay ise sonludur

ve acik kiimelerin herhangi bir ailesinin kesigimi bu tiir uzaylarda aciktir.

Tanim 2.1.1. (Alezandrov |, |1937) X bir topolojik uzay ve {A;};es, X teki

acik kimelerin herhangi bir ailesi olsun. (| A; agik bir kime ise X uzayina
jeJ

en kicik komsuluk uzayr denir.

Not 2.1.1. (Melin |, 2003) Bir en kii¢ik komsuluk uzayinin alt uzayr yine bir

en kiicik komsuluk uzayidar.

Ornek 2.1.1. X = {a,b,c,d} iizerinde bazlar: {a},{b},{a,c},X olan bir
T topolojisi mevcut olsun. Bu topolojinin agiklars yukarida wverilen bazlar
haricinde 0, {a, b}, {a,b,c} kimeleridir ve (X, T) uzayr bir en kii¢ik komsuluk

uzayrdr.

Tanim 2.1.2. (Melin |, |2009) X bir topolojik uzay ve B C X olsun. B nin
kapanisi, B yi iceren tim kapaly kiimelerin kesigimidir ve Cx(B) ile géosterilir.
Dual olarak B yi iceren tim agik kiimelerin kesisimini Nx(B) temsil eder. Bu
kiime her zaman acik olmak zorunda degildir, ancak bir en kiciuk komsuluk
uzay tzerinde ¢aligyorsak bu kiime agik olacaktir. Bu durumda Nx(B), B yi

iceren en kiiciik komsuluk adiny alor.

Tezin geri kalan kisminda kolayhk saglamasi adina Cx(B) ve Nx(B)
yerine C(B) ve N(B) notasyonlar1 kullanilacaktir. Ayni gekilde yine kolayhk
saglamasi i¢in tek elemanl bir kiimeden bahsedilirken C({z}) ve N'({z}) yerine
C(z) ve N (x) notasyonlar kullanilacaktr.

Not 2.1.2. (Melin |, |12004b) X ve Y en kii¢ik komsuluk uzaylar, olmak iizere
Nxxy(z,y) = Nx(x) x Ny (y)

esitligi vardr.



Not 2.1.3. (Melin |, 12009) X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. y € N (z)

olmasu igin gerek ve yeter sart x € C(y) olmasidar.

ispat. y € N(x) olsun. O halde N; ler X de x elemanmins iceren tim agiklar
olmak tizere y € (\N; dir. Tim N; ler y ve x i i¢erdiginden timleyenleri hem y
yi hem de x 1 icermez. N; ler x i iceren tim ag¢iklar oldugundan x i icermeyen
her kapalinin y yi de icermedigi soylenebilir. O halde y yi iceren tim kapalilar
x i de icermek zorundadir. Kapanisin tanwmindan x € C(y) olur. Diger yion

benzer sekilde sonuclandirilar.

Bir en kiigiik komguluk uzaymnda bir z € X i¢in N'(z) = {z} ise yani {z}
acik ise bu x noktasina a¢ik nokta denir. C(z) = {x} ise yani {z} kapal ise
bu x noktasina kapali nokta denir. Eger x noktasi ya agik ya da kapali nokta
ise saf nokta olarak adlandirilir, ne acik ne de kapali bir nokta ise de karisik

nokta adim alir (Melin |, [2009).

Bir topolojik uzayda sadece () ve uzaymm kendisi hem agik hem de
kapali kiimeler ise bu uzaya baglantilidir denir. Bir topolojik uzayin baglantils
bileseni ise kapsama bagintisina gore maksimal olan baglantili alt uzaydir
(Melin |, 2009).

Lemma 2.1.1. (Melin |, 2008a) X baglantiy bir en kigik komsuluk uzay:
olsun. O halde her z,y € X i¢in x = xo, y = x,, ve heri € {0,1,...,n—1} ic¢in
{z;, xi11} baglantly olacak sekilde sonlu bir (xo, 1, ...2,) dizisi vardar.

ispat. xr € X veY, x ile sonlu bir dizi ile bagly olan noktalarin kiimes: olsun.
Bu durumda v € Y olacagindan Y bostan farkhider. Keyfi bir y € Y elemanins
alalim. O halde N'(y) C Y ve {y} C Y olur. O halde Y hem agik, hem de

kapaly bir kumedir. X baglantily ve Y hem ag¢ik, hem kapali, hem de bostan
farkl bir kiime oldugundan X =Y dir.

Lemma 2.1.2. (Melin |, [2005) X bir en kii¢ik komsuluk uzayr ve y € N (x)

olsun. O halde X de x den baslaywp y de biten bir yol vardar.

ispat.

y, t>0



fonksiyonunu tanimlayalim. V C X ac¢ik alt kiime olsun. O halde 3 durum soz

konusudur.

1. DURUM: x € V ise V agik kiime ve N(x), = i iceren en kigik
komguluk oldugundan N(x) C V' olur. Dolaysiyla y € V olur. O halde
o~ (V) =T olur.

2. DURUM: y € V vex ¢ V olsun. O halde (V) = (0, 1] olur.

3. DURUM: y ¢ V olsun. y, x in en kii¢ik komgsulugunda oldugundan
x &V olur. O halde (V) =0 olur.

O halde ¢ siireklidir. Yani X de x den baslaywp, y de biten bir yol vardar.

Teorem 2.1.1. (Melin |, 12003) Bir en kicik komsuluk uzayimin baglantily

olmass i¢in gerek ve yeter sart uzaywn yol baglantily olmasidar.

Tanim 2.1.3. (Melin |, |2009) X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. {x,y},

X in baglantily bir alt uzays 1se x ve y yakindir denar.

Not 2.1.4. (Melin |, |2009) X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. x ve y nin
yakin olmasi i¢in gerek ve yeter sart y € N(z) ya da x € N(y) olmasidur.

ispat. r ve y, X de yakwn olan iki nokta olsun. Bu durumda {z,y}
baglantilidir. O halde ispatta alt uzay topolojisine gegilerek farkly durumlar
incelenecektir. Bu durumlar {x,y} kimesinin baglantily olmasi géz oniine

alinarak olusturulacaktir.

1. DURUM : Alt uzay topolojisindeki acik kiimeler () ve X olsun. Bu
durumda ana topolojide x 1 icerip y yi icermeyen ya da y yi iCETIP T © ICETMeyen

bir agik yoktur. O halde y € N(x) ve x € N(y) dir.

2. DURUM : Alt uzay topolojisindeki agik kiimeler O, {x} ve X olsun. Bu
durumda ana topolide y yi icerip de x i icermeyen bir acik yoktur. O halde

r e N(y) dir.



3. DURUM : Alt uzay topolojisindeki ag¢ik kiimeler O, {y} ve X olsun. Bu
durumda ana topolojide x i icerip de y yi icermeyen bir acik yoktur. O halde

y € N(x) dir.

Diger yon benzer sekilde sonuclandiriler.

Not 2.1.5. (Melin |, |12009) X bir topolojik uzay ve x,y € X olsun. x ve y nin
yakwn olabilmesi icin gerek ve yeter sart y € N(x) UC(x) olmasidar.

Ispat1 bir énceki ispata benzer sekilde gosterilebilir.

X bir topolojik uzay ve x € X olsun. z in yakin komgulugu N (x)UC(z)
kiimesidir ve ANx(z) ile gosterilir. « e yakin olan noktalarin kimesi ise

ANx (z) \ {x} tir ve Ax () ile gosterilir (Melin |, [2009)).

X bir en kii¢iik komsuluk uzayi, A,B C X ve AN B = () olsun. a ve
b yakin olacak gekilde a € A ve b € B var ise A ve B yakindir denir. Denk
kogul olarak A(A) N B # () veya AN A(B) # () ise A ve B yakindir denir
(Melin |, 2007).

ANx(z) ve Ax(z) notasyonlarn yerine kolaylik saglamasi amaciyla

AN (z) ve A(z) notasyonlar1 tezin geri kalaninda kullanilacaktir.

Not 2.1.6. (Melin |, |2004Y) En ki¢ik komsuluk uzayr X in Ty-uzaye olabilmesi

icin gerek ve yeter sart her x,y € X icin N(x) = N(y) iken x =y olmasidar.

Tanim 2.1.4. (Alexandrov|,|1957) X bir en kii¢ik komsuluk uzay: ve v,y € X
olsun. © Xy = y € N(x) seklinde tanimlanan bagintiya Alezandrov-Birkhoff
on swralama bagintisy denir. Bu baginty yansima ve gegisme oOzelliklerini her
zaman saglar. Bk olarak uzay, To-uzayr ise bagintt siralama bagintist haline

gelir.

Not 2.1.7. (Melin |, [2003) y € N (x) ise N(y) C N(x) dir. Benzer sekilde
x € C(y) ise C(x) C C(y) dir.

Ispat. y € N(z) ise ¢ < y dir. N(y) = {p € X : y =< p} ve

Alexandrov-Birkhoff bagintisy gegismeli oldugundan her p € N (y) i¢in z < p,



yani p € N(x) olur. O halde N(y) C N(z) dir. Diger durum duallikten
gelmektedir.

Not 2.1.8. (Melin |, [2003) {N(x) € P(X) : x € X}, X dzerindeki topoloji

1ein baz olarak kabul edilebilir.

Ispat. |J N(z) = X olduju agkter. Her N'(y), N'(2) ve her z € N'(y) NN (z)
reX
icin T € 6/\f(yc) C N(y) NN (2) olacagndan bazdur.

2.2 Dijital Topoloji

Dijital topoloji, Dbilinen anlamdaki topolojik kavramlarin ve
ozelliklerin dijital ortamdaki kargiliklarini bulmay1 amaclayan topolojinin bir
dahdir. Topolojinin bu dali sayesinde, iizerinde ¢aligilan topolojik nesnelerin
dijital ortamdaki karsiliklar ve bu ortamdaki ozellikleri

incelenebilmektedir.

Kafes noktas: her bir koordinati tam say1 olan bir noktadir. Iy, k-boyutlu
Euclid uzaymdaki bir sinirh kiibiin kafes noktalarinin kiimesi olsun. O halde

n € Z olmak flizere
I = {(z1, 29, ..., xp)|x; € 2,0 < z; <n,i=1,2,....k}

kiimesine dijital resim denir. I lizerinde tanimli olan bir metrik ise su

ozellikleri saglar;
e Eger p,q € Iy farkli noktalarsa dy(p,q) > 1 dir.

e p,q € I olsun. p ve ¢ nun komsu noktalar olmasi i¢in gerek ve yeter sart

di(p,q) = 1 olmasidir
(Rosenfeld | [1986)).

Tanim 2.2.1. (Han |, |2005) (Herman |, |1993) Bir dijital gorinti X C Z" (n
bir pozitif tam sayr) ve k, X in elemanlar: arasinda bir yakinlk bagintise olmak

tizere (X, k) ikilisidir.

Bir dijital goriintiiniin var olabilmesi igin ©&ncelikle bir yakinlik
bagintist olmasi gerektigi tanimdan anlagilabilir. Asagida yakinlik bagintist

tanimlanacak ve drneklendirilecektir.



Tanim 2.2.2. (Bozer |, |20060) k, 1 < k < n olacak sekilde bir pozitif tamsay:
ve p = (Po,P1s-Pn)s ¢ = (Go,q1s s Gn) € Z" iki farkly nokta olsun. Eger

asagidaks kosullar saglaniyor ise p ve q c.-yakindir.

(i) |pi — ai| = 1 olacak sekilde en fazla k tane indis vardir.

(ii) |pi — q;| # 1 olacak sekildeki her j indisi i¢in p; = ¢;

olmalidar.
Bu tanwmda c., p € Z" noktasinda yakin olan noktalarin sayising
gostermektedir. k ise yakinlk bagintilarine temsil eder. 7" deki bu bagintilar

n. i olmak tizere su sekilde tanimlanmastir (Han |, |2004).

V£ —
G = ol

r—2
ke {2n(n>1),3" —1(n > 2),26?.2"‘t —12<r<n—-1,n>3)}
=0

Bu bagintiya gore Z deki tek yakinhk bagintist 2-yakinliktir. Yani Z
deki bir noktaya yakinlhk bagmtisi ile bagh 2 farkhh nokta mevcuttur. Z? de
ise 4-yakinlk ve 8-yakinhk bagimtilar gozlemlenebilirken, Z? te de 6-yakinlik,
18-yakinlik ve 26-yakinhk bagintilar1 vardir.

P
e = e

Sekil 2.1: (Ege and Karaca |, [2015)2-yakinlik

Tanim 2.2.3. (Bozer |, 1999) Z™ deki bir p noktasinin bir k-komgusu, o

noktaya k-yakin olan bir noktadur.

(")rnegin, 7. deki her noktaya komsu olan iki nokta mevcuttur. p € 7Z

elemanina yakin olan noktalar p — 1 ve p + 1 dir.

Tanim 2.2.4. (Herman |, 1995) Bir X dijital gorintisinin k-baglantily olmas:
i¢in gerek ve yeter sart her farkh x,y € X noktast i¢in x = xg,y = x, ve
i=0,1,....,7 — 1 iken xz; ile x;\1 K-komsu olacak sekilde {xo,x1,...,x.} C X

kimesinin var olmasidar.



Sekil 2.2: (Ege and Karaca | 2015)4-yakinlik ve 8-yakinlik

— s x/" ;/f';

B % EaL
iR s Rt BT /
A1 Zalaly e
7 v

Sekil 2.3: (Ege and Karaca | [2015)6-yakinlik, 18-yakinlik ve 26-yakinlik

Ornegin Z*, 2-baglantili bir uzaydar.

Dijital diizlem, R? diizlemindeki tam say1 koordinatlara sahip noktalarin

kiimesidir ve Z? ile gosterilir. (Eckhardt and Latecki, 1994) Genel olarak bir

dijital uzay ise, V' bir noktalar kiimesi ve 7, V' iizerinde yansimali olmayan,

simetrik bir ikili bagint1 olmak tizere (V, 7) ikilisidir. Buradaki bagint1 yakinlhk

bagintisidir. 1 2008b) Ornegin (Z,2), 2-yakinlhikla donatilmis bir dijital

uzaydir.

Tanim 2.2.5. (Rosenfeld |, |1986) X C I, ve Y C 1, dijital gorintiler ve

f X —= Y bir fonksiyon olsun. [ fonksiyonun xq € X noktasinda dijital
strekli olabilmest icin gerek ve yeter sart her € > 1 icin x € X olmak tzere
dip(xo, ) < & iken d,,(f(z0), f(x)) < € olacak sekilde bir § > 1 sayisinin

var olmasidir. Eger f her x € X noktasinda stirekli ise f e dijital stirekl bir
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fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1. (Rosenfeld |, |1986) X C Zko, Y C ZFM ve f : X — Y bir
fonksiyon olsun. Asagqidaki ifadeler denktir.

(i) f digital sirekli bir fonksiyondur.

(11) X te ko-komsu olan her p,q € X noktalar: i¢in ya f(p) = f(q) dur ya da
f(p) ve f(q) ki-yakindar.

(111) X in ko-baglantils her olt kimesinin f fonksiyonu altindaki gérintisi

k1-baglantiladar.

Ispat. (1 = i) f dijital sirekli, p ile q ko-komsu olsun ve ézel olarak ¢ = 1
alalvm. [ dijital sirekli oldugundan di,(p,q) < 0 iken di, (f(p), f(q)) < 1

olacak sekilde dyle bir 6 > 1 sayst vardwr. Bu durumda metrigin
tanmvmandan dg, (f(p), f(q)) = 1 weya dp,(f(p), f(q)) = 0 olur. O halde
ya f(p) = f(q) dur ya da f(p) ve f(q) ki1-komsudur.

(11 = 1) pile q ko-komsu ve f(p) ile f(q) ki-komsu olsun. O halde dy,(p,q) = 1
ve di, (f(p), f(q)) = 1 dir. Yani her € > 1 i¢in 6 = 1 segilirse f fonksiyonu
digital stirekls olur.

(1 = i) f digital sirekli bir fonksiyon ve A C X, ko-baglantils olsun.
a,b € f(A) alaim. a = f(p) ve b = f(q) olacak sekilde p,q € A vardwr. A
ko-baglantily oldugundan p = xo,q = x, ve 1 = 0,1,....7 — 1 tken x; ile x;\q
ko-komsu olacak sekilde {xq,x1,...,x,} C A vardir. (ii) sikkindan x; ile x; 4
ko-komsu iken f(x;) ile f(xi1) in ki-komsu oldugu  bilinmektedir.
O  halde  gorintiler esit  geldiginde  kiimeden — ¢ikarmak — dzere
{f (o), f(z1), ... flzn)} C f(A) kiimesi a = f(xo) = f(p),b = f(zr) = f(q)
ve i = 0,1,..,7 — 1 tken f(x;) ile f(xit1) in ki-komsu oldugu
bir kimedir. Yani f(A) ki-baglantilador.

(it = i) f, X in ko-baglantile kimesini, ki-baglantily bir kimesine
gotirsin. p,q € X ko-komsu olsun. O halde {p,q} ko-baglantilidur.
Hipotezden {f(p), f(q)} da ki-baglantily kiimedir. O halde ya f(p) = f(q) dur
ya da f(p) ile f(q) ki-komsudur.

Ornek 2.2.1.

f:[072]z — [0,4]2

r =
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fonksiyonu  2-baglantils {0,1,2} kiimesini 2-baglantile  olmayan {0,1,4}

kiimesine resmeder. O halde f dijital siirekli bir fonksiyon degildir.
Ornek 2.2.2.

fZ[O,TL]Z — [O,TL]Z

r — x+1

fonksiyonu, 2-baglantils her alt kimeyi, yine 2-baglantily bir alt kiimeye

gotireceqinden dijital stirekli bir fonksiyondur.

Tamim 2.2.6. (Bozer | |1999) X C Zk )Y CZF ve f: X — Y bir fonksiyon
olsun. ko-yakinlik bagintise Z* da ve ki-yakinlik bagintise Z da tanymlansin.
X in ko-baglanily her alt kiimesinin f altindaki gorintisi ki-baglantils ise [ e

(Ko, k1)-streklidir denir.
Onerme 2.2.1. (Bozer |, |1999) Bileske islemi dijital siirekliligi korur.

Ispat. f : X — Y (ko,k1)-stirekli ve g : Y — Z (ky,k)-sirekli olsun.
ko-baglantils A C X kiimesini ele alalim. g o f(A) = g(f(A)) dwr. f(A), f
(Ko, k1)-strekli oldugundan ki-baglantilidir. g (Kq, ko)-stirekli oldugundan da

9(f(A)) ke-baglantilidir. O halde go f : X — Z (Ko, k2)-streklidir.

Tanim 2.2.7. (Bozer |, |2005) X C ZF,Y CZ*M ve f: X — Y bir fonksiyon
olsun. ko-yakinlik bagintise Z* da ve ki-yakinlik bagintise Z* da tanymlansin.
Bijektif f : X — Y fonksiyonu (ko, k1)-stirekli ve f~' 1Y — X fonksiyonu
(K1, Ko)-strekli ise [ e dijital izomorfizma denir. Bu durumda X wve Y,

(Ko, k1)-izomorfiktir.
Ornek 2.2.3.

f:7> = 7°

(ZL‘,y) = (ZL‘, _y)

seklindeki dontsim 72, 4-yakwnbk ile donatimas iken bir dijital

wzomorfizmdir.
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Tanim 2.2.8. (Bozer | |1994) f,g: X — Y iki stirekli dijital fonksiyon olsun.

Bir pozitif m tamsayist i¢in

F:Xx[0,m]z — Y
Fz,0) = f(x)
Flz,m) = g(z)

olacak sekilde F dijital strekli fonksiyonu varsa f ve g ye Y de dijital

homotoptur denir. F' fonksiyonuna da dijital homotopt denir.

Onerme 2.2.2. (Bozer | |1994) Dijital homotopi, dijital siirekli fonksiyonlar

arasinda bir denklik bagintisidar.

Ispat. f: X — Y dijital siirekli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir m pozitif
tamsayse i¢in F(x,t) = f(x) seklinde tamwmlanan F : X x [0,m]z — Y
fonksiyonu stireklidir. Ustelik F(z,0) = f(z) ve F(z,m) = f(z) oldugundan
f e f arasinda bir dijital homotopidir.

fr9: X =Y dijital homotop olan iki dijital sirekli fonksiyon olsun. O
halde F(z,0) = f(x) ve F(z,m) = g(x) olacak sekilde F : X x [0,m]z — Y
strekli fonksiyonu vardir. G(z,t) = F(x,m — t) fonksiyonu tanimlansin. G
fonksiyonu sireklidir ve G(x,0) = g(x), G(x,m) = f(z) oldugundan g ve f

arasinda bir dijital homotopidir.

frg.h + X =Y dg¢ dijital sirekli fonksiyon, f ile g ve g ile h dijital
homotop olsun. O halde F(z,0) = f(x), F(x,mg) = g(x), G(z,0) = g(x) ve
G(x,m1) = h(z) olacak sekilde F : X x [0,mo] = Y ve G : X x [0,my] = Y

digital stirekli fonksiyonlary vardar.

H: X x[0,mg+mz — Y

F(x,t), te [O,mo]z
(x,1)
G(z,t —myg), € [mo,mo+milz
fonksiyonu tanvmlansin. H  fonksiyonu sireklidir ve H(x,0) = f(x),

H(x,mg+ my) = h(x) oldugundan f ile h arasinda dijital homotopidir.

Tanim 2.2.9. (Bozer |, 1994) r : X — Y dijital siirekli fonksiyon olsun.

Y C X ve hery €Y iginr(y) =y ise r ye dijital retraksion denir.
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Ornek 2.2.4. (Bozer |, 1994) 1, kafes noktalarinan kiimesi ve 0y, € I, tiim
koordinatlary  sifir  olan  noktayr gdstersin. 0 < p < k ig¢in
r(z1, oy ooy k) = (T1, oy Tp, 0, ..., 0) seklinde tanamlanan r: Iy — L, x {0,,,}

fonkswyonu bir dijital retraksiyondur.

Tanim 2.2.10. (Bozer |, |1994) Bir X dijital gorintisi i¢in birim dondgim,

sabit fonksiyona dijital homotop ise X dijital biizilebilirdir denir.

Teorem 2.2.2. (Bozer|, |1994) X dijital biizilebilir bir uzay ve Y, X in dijital

retraksiyonu olsun. O halde Y dijital biizilebilirdir.

Ispat. X digital bizilebilir bir uzay olsun. O halde sabit bir vy € X i¢in
F(z,0) =z ve F(z,1) = zo olacak sekilde F': X x [0, m]z — X dijital sirekli

fonksiyonu vardwr. v : X — Y digital retraksiyon olsun.
GZYX[O,TTL]Z — Y
(y,t) = r(F(y,1))

seklinde G fonksiyonunu tamwmlayalim. G fonksiyonu dijital stireklidir ve

G(y,0) =vy, G(y,1) = yo oldugundan Y dijital bizilebilirdir.

Bir noktaly dijital gorintd, X bir dijital goriintii ve zo € X olmak iizere
(X, ) ikilisidir. f : (X, z9) — (Y, yo) dijital siirekli bir fonksiyon ve f(xq) = yo
ise f e noktalv dijital strekli fonksiyon denir. f : X — Y ve g : X — Y iki
noktall dijital siirekli fonksiyon ve H : X x [0,m]|z — Y, f ile g arasinda
dijital homotopi olsun. Her ¢ € [0, m]z i¢in H(zo,t) = yo ise H noktalv dijital
homotopidir. f ve g arasinda bir noktal dijital homotopi var ise f ve g ayn:

noktaly dijital homotopi sinifina aittir denir (Boxer |, [1999).

f : [0,m]z — X, (2,k)-stirekli fonksiyonuna dijital k-yol denir.
f(0) = f(m) ise f e dijital k-loop denir. Bir f loopunun dijital homotopi sinifi
[f]x ile gosterilir. f:[0,mglz — X, g :[0,m1]z — X ve f(mg) = g(0) olacak
sekilde X de iki dijital x-yol olsun. (f - g) agagidaki gibi tanimlanir.
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(Khalimsky |, [1987al).

Tamm 2.2.11. (Bozer|,|1999) (X, xo) bir noktal dijital gorinti ve [[,(X, p),
[flx, p noktasindaki loop siniflarinan kiimesi olsun. Bu durumda ¢arpym iglems

flx-lolx = 1F - glx

seklinde tanimlanar,

Teorem 2.2.3. (Bozxer| (1999) [[,(X, xo), - islemi altinda bir grup teskil eder.

Bu gruba (X, xo) mn temel grubu denir.

2.3 Khalimsky Topolojisi

Khalimsky topolojisi tam sayilar dogrusu {izerinde tanimlanan bir
topolojidir. Dijital ortamda kullanilan bu topoloji 1960’ yillarda Efim
Khalimsky tarafindan ortaya atilmigtir. Khalimsky’nin yaptigi yayinlar Rusca
oldugu i¢in, kendi adin1 tagiyan bu yeni topoloji uzun siire Sovyetler Birligi
dismma cikamammgtir. Daha sonralari yapilan Ingilizce yaymlar sayesinde
diinyada tanilinan bu topolojiyi kullanarak dijital geometride var olan bazi

problemler iizerinde ¢aligmigtir.

Tamim 2.3.1. (Khalimsky |, |19870) (Khalimsky, Kopperman and Meyer |,
7990)

fR — Z
en yakin tam says, T #n+ %
xr
en yakwn cift tam say, r=n+ %
orten ve stirekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon altinda x ¢ift tam say ise
ters gorintisi [n — 3,n + %], x tek tam sayn ise ters gorintisi (n — %, n+3)
olacaktir. Bu durumda f fonksiyonu sirekli oldugundan, x ¢ift tam says ise {x}

kiimesi kapaly bir kiime ve x tek tam sayr ise {x} kiimesi a¢ik bir kiime olacaktur.

Bu kiimelerin olusturdugu topolojiye 7 dizerindeki Khalimsky topolojisi denir.

Khalimsky diizlems iki tane Khalimsky dogrusunun carpimi sonucunda
elde edilir. Daha genel bir sekilde diigiiniilecek olursa Khalimsky n-uzays,
carpim topolojisi ile birlikte Z"™ dir (Melin | [2005]).

Khalimsky diizlemi iizerindeki carpim topolojisinin bazi asagidaki

sekildedir (Melin | 2005)).

S =14(0,0),£(0,1),£(1,0), £(1,1), £(—1,1)}



15

Sekil 2.5: (Melin | [2003) Khalimsky Diizlemi

Khalimsky dogrusu bir en kiiciik komsguluk uzayidir. Khalimsky
dogrusunda tek noktalar acik noktalar iken cift noktalar kapal noktalardir.
Buna gore N(2k + 1) = {2k + 1} iken N(2k) = {2k — 1,2k, 2k + 1}
olur. Khalimsky diizleminde ise iki koordinati1 birden tek olan noktalar
acik noktalar ve iki koordinati birden c¢ift olan noktalar kapali noktalardir.
Bu noktalar Khalimsky diizlemindeki saf noktalardir. Bir koordinat:
tek, diger koordinati c¢ift olan noktalar ise karigtk noktalar
olarak adlandirilir. ¢ € 7Z? kangsik  bir nokta olmak iizere
A(q) = {z € 7% : ||¢ — z||1 = 1} iken p € Z? saf bir nokta olmak iizere
A(p) = {z € Z* : ||p— || = 1} dir. Bir topolojik uzayn T} j5-uzay1 olabilmesi
icin tek noktal kiimelerin ya acik ya da kapali kiimeler olmasi gerekmektedir.
Yukanda verilen bilgilere dayanarak Khalimsky dogrusunun 77 /,-uzay1 oldugu

ancak Khalimsky diizleminin 7} o-uzay1 olmadigr séylenebilir (Melin |, 2004a)).

p, Khalimsky diizlemindeki bir nokta olsun. p noktasi i¢in ||¢ — p||ec = 1

olacak gekilde ¢ noktasina p nin saf [*°-komsgusu denir. p = (p1, p2) bir karigik
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nokta ise (p1,p2 + 1), (p1,p2 — 1), (p1 + 1,p2) ve (p1 — 1, ps) olmak {izere 4
tane saf [*°-komgusuna sahiptir. Buna karsin p = (p1,p2) bir saf nokta ise
(p1,p2+1), (pr,p2—1), (p1+1,p2), (p1—1,p2), (1 +1,p2+1), (p1—1,p2—1),
(p1+1,p2—1) ve (p1 — 1, po+1) olmak tizere 8 tane saf [*°-komgusuna sahiptir.
p nin agik komgularinmin olugturdugu kiimeyi ON(p) = {z € A(p) : = acik} ve
kapali komgularinin olugturdugu kiimeyi CN(p) = {x € A(p) : = kapali}
temsil eder. p noktasindaki ¢ift koordinatlarin sayist m  ve tek
koordinatlarin sayis1 n olmak tizere card(ON(p)) = 2™ ve card(CN(p)) = 2"
dur. PN(p) = ON(p) N CN(p), p noktasmin saf komgularinin olugturdugu
kiimedir (Melin | [2004a).

Tamim 2.3.2. (Melin |, 2009) a,b € Z ve a < b olsun. [a,b] N Z araligina
Khalimsky araligi denir ve [a,bly ile gosterilir. a ve b noktalary araligin bitis

noktalary olarak adlandirilr.

Tanim 2.3.3. (Melin |, |2009) X topolojik uzayindaki bir Khalimsky yay,
Khalimsky araligina izomorf olan X in bir alt uzaydir. Eger X deki herhangi
ki nokta bir Khalimsky yayimin bitis noktalary ise bu uzaya Khalimsky yay
baglantily denir. Bir Khalimsky yayr A nin wzunlugu card(A) — 1 seklinde

tanimlanyr ve L(A) seklinde gdsterilir.

Teorem 2.3.1. (Melin |, |12009) Bir Ty en kii¢tik komsuluk uzayinin baglantils

olabilmesi icin gerek ve yeter sart bu uzayin Khalimsky yay baglantily olmasidir.

X topolojik uzay1 Ty ve baglantili en kiiciik komguluk uzay: ise bu teorem
X deki herhangi iki noktay1 baglayan en kisa yayin sonlu sayida nokta igerdigini

sOyler.

Tamim 2.3.4. (Melin |, |2009) px(z,y) = min(L(A); A C X, x ve y yi igeren

Khalimsky yayi) seklinde X dzerinde tanvmle metrige yay metrigi denir.

Not 2.3.1. (Melin |, |2008a) Y, X in bir alt uzayr olsun. Y dzerinde tanimls
olan yay metrigi X tizerindeki yay metriginin kisitlanisina esit olmak zorunda

degildir. Ancak her z,y € Y i¢in px(x,y) < py(z,y) esitsizligi mevcuttur.

Onerme 2.3.1. (Melin |, (2008a) X bir en kiigiik komsuluk uzays ve f : X — Z

surekli bir fonksiyon olsun. O halde f, yay metrigine gére Lip-1 fonksiyonudur.
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Ispat. r,y € X ve A, x ile y yi baglayan en kisa Khalimsky yayr olsun. O
halde A ile bir Khalimsky aralige I = |a,b|z arasinda n : I — A seklinde bir
wzomorfizma vardwr. f ile n strekli oldugundan fon : I — Z de siirekli ve
Lip-1 fonksiyondur. O halde |f(x) — f(y)| < L(A) = p(z,y) olur. Yani f, yay

metrigine gore Lip-1 fonksiyondur.

Not 2.3.2. (Melin |, 12008d) x ve y, Khalimsky dogrusundaki iki nokta olsun.
p(x,y) = |o —y| dir.

Khalimsky yaylarinin, Khalimsky araliklarina izomorf oldugu verilmisti.
Khalimsky arahigindaki noktalar ya acik ya da kapali noktalar oldugundan, bir
yay iizerindeki noktalar da yaya gore acik ya da kapali noktalardir
(Melin | 2008a).

X baglantili bir Ty en kiiciik komsguluk uzay1 ve z ile y, X te iki farkh
nokta olsun. z ile y arasinda z in acgik nokta oldugu bir Khalimsky yay1 var
ise x e, y ye gore agik nokta denir. Benzer gekilde z ile y arasinda x in kapali

nokta oldugu bir Khalimsky yay1 var ise x e, y ye gére kapalt nokta denir

(Melin | 2008a).

2.4 Siirekli Fonksiyonlarin Genislemeleri

X baglantili bir T en kiiciik komsuluk uzay1 ve A C X olsun. f: A — Z
siirekli fonksiyonunu f : X — Z siirekli fonksiyonuna genisletilebilir mi? Bu

boéliimde bu soruya cevap aranacaktir.

Tanim 2.4.1. (Melin |, |2008a) X baglantils bir Ty en kigik komsuluk uzay
ve A C X olsun. f : A — Z fonksiyonu A daki iki farkly x ve y noktas:
i¢in asagidaks kosullardan biring saglhyorsa x ve y noktalarina gére X de giiclii
Lip-1 fonksiyonu denir.

(1) 1f(x) = fW)] < p(z,y) ya da

(2)  |f(z) = f(y)| = p(z,y) ve z, y ye gire agik(kapalr) ise f(z) tek(cift).
Eger [ fonksiyonu A daki her farkly noktalar ciftine gore X te giicli Lip-1

fonksiyonu ise X e gore giicli Lip-1 fonksiyonu denir.

Onerme 2.4.1. (Melin |, 2008a) X baglantis bir Ty en kiiciik komsuluk uzay:

ve f: X — Z bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun strekli olmas i¢cin gerek ve
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yeter sart f fonksiyonunun X e gore giicli Lip-1 fonksiyonu olmasidar.

Ispat. (=) f strekli bir fonksiyon ve x ile y, X deki iki farkls nokta olsun. x,
y ye gore kapaly olacak sekilde bu ki noktayr baglayan en kisa Khalimsky yay
da A olsun. O halde bir Khalimsky arabigi I = [a,blz ve A arasindan:1 — A
wzomorfizmast vardir. Bu durumda f on da sirekli olur. f sirekli oldugundan
yay metrigine gore Lip-1 fonksiyonudur. O halde ya |f(x) — f(y)| < p(x,y) dir
ya da |f(z) — f(y)| = plz,y) ve n~Y(x), f(x) in paritesini belirlediginden .,
y ye gore agik(kapaly) ise f(x) tektir(¢ifttir). O halde f, X e gire giigli Lip-1

fonksiyonudur.

(<) f, X e gdore gii¢li Lip-1 fonksiyonu olsun. Her x € X elemanu i¢in
Nx(z) C f~H(Nz(f(z)) oldugunu gistermek yeterlidir. y € N(x) olsun. Bu
durumda y ile x yakin olacagindan {x,y}, x ile y yi baglayan bir Khalimsky
yayrdir ve y € N(x) oldugundan x, y ye gore kapaldir. f(x) in paritesine gore
iki durumda incelensin. f(x) tek ise x, y ye gore kapali ve f fonksiyonu, X
gore giigli Lip-1 fonksiyonu oldugundan |f(x) — f(y)| < p(z,y) = 1 dir. O
halde f(y) = f(z) € Nz(f(x)) olur. f(x) ¢ift ise benzer sekilde f fonksiyonu,
X gdre gicli Lip-1 fonksiyonu oldugundan |f(z) — f(y)| < p(z,y) = 1 dir.
Nz(f(z)) = {f(x = 1), f(2), f(z + 1)} oldugundan f(y) € Nz(f(x)) olur. O
halde f siireklidar.

Onerme 2.4.2. (Melin |, (2008a) X baglantils bir Ty en kiigiik komsuluk uzays,
AC X wve f: A— 7Z fonksiyonu X e gire giicli Lip-1 fonksiyonu olsun. O
halde f fonksiyonu, f : X — 7 e genisletilebilir. Ustelik f de X e gore giicli

Lip-1 fonksiyonu olur.

Teorem 2.4.1. (Melin |, |2008a) X baglantil bir Ty en kiicik komsuluk uzay,
AC X ve f:A— Z bir fonksiyon olsun. f in f : X — Z fonksiyonuna
genigletilebilmesi icin gerek ve yeter sart f in X e gore glicli Lip-1 fonksiyonu

olmasuidr.

Teorem 2.4.2. (Melin |, |2008d) X bir en kiicik komsuluk uzay, A C X wve
f A — Z bir fonksiyon olsun. f in f : X — 7 fonksiyonuna genisletilebilmesi

wein gerek ve yeter sart f in X e gore gicli Lip-1 fonksiyonu olmasidar.
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2.5 Manifoldlar

Manifoldlar sezgisel olarak yiiksek boyutlara sahip olabilecek egriler
veya ylizeyler gibi diigiiniilebilir. Buradan her manifoldun, kabaca soylemek
gerekirse bir noktay1 tanimlamak i¢in ihtiya¢ duyulan bagimsiz parametrelerin

sayis1 olan boyuta sahip oldugu soylenilebilir.

n-boyutlu bir manifold, Euclid uzayr R™ de bicimlendirilen bir nesne
olarak da diigiiniilebilir. 1-boyutlu manifoldlar genellikle egriler olarak
adlandirilir. En bilinen 6rnegi olarak reel dogru verilebilir. Ayni zamanda
cemberler, paraboller ve herhangi bir y = f(z) seklindeki siirekli bir
fonksiyonun grafigi de 1-boyutlu manifold 6rnegi olarak diigliniilebilir.
2-boyutlu manifoldlar yiizeylerdir. Bu manifoldlar i¢in kullanilan yaygin
ornekler diizlemler ve kiirelerdir. Ayrica silindirler, elipsoidler ve paraboloidler

2-boyutlu manifoldlara 6rnek olarak verilebilir.

Tanim 2.5.1. (Lee |, 2000) n-boyutlu manifold, n-boyutlu yerel Euclid uzay:

olan ikinci sayrlabilir bir Hausdorff uzaydar.

Ornek 2.5.1. (Tu |, |2008) R’nin her acik alt kiimesi bir manifolddur.

R bir Hausdorff uzayidir. Hausdorff uzayr olma kalitsal bir dzellik
oldugundan R nin her ac¢ik alt kimesi Hausdorff uzayidir. Benzer sekilde R bir
tkinct sayilabilir oldugundan ve ikinci sayilabilir uzay olma kalitsal bir 6zellik
oldugundan R nin her acgik alt kiimesi ikinci sayilabilir vzaydwr. Son olarak
R nin herhangi bir acik alt kuimesindeki her nokta icin komsuluk bu kimenin
kendisi olarak secilirse, tizerindeki birim fonksiyon homeomorfizma oldugundan
R nin bir a¢ik alt kiimesine homeomorf olmus olur. Yani R nin herhangi bir
actk alt kiimesindeki her noktanin R nin bir ac¢ik alt kiimesine homeomorf
olacak sekilde bir komsulugu vardwr. O halde R nin her acik alt kimesi bir

manifolddur.

Ornek 2.5.2. (Tu),|2008) M = Rx{0}U{0} xR bir topolojik manifold degildir.

M bir topolojik manifold olamaz, c¢inki p = (0,0) noktasinn
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komsulugunda R™ in bir agik alt kiimesine homeomorfizma tammlanamaz. p
noktasinin komsuluguna U, R™ in herhangi bir acik alt kiimesine G densin.
Kabul edilsin ki h : U — G bir homeomorfizma olsun. Bu durumda
B U —{p} = G —{h(p)} de homeomorfizma olmals. Ancak U — {p} nin 4
baglantils bileseni var iken G —{h(p)} nin n = 1 i¢in 2 baglantily bileseni vardur
ve n > 2 ic¢in baglantilidir. Bu yizden h' homeomorfizma degildir. O halde

M bir topolojik manifold olamaz.

Lemma 2.5.1. (Lee |, 12000) Bir n-manifoldun herhangi bir acik alt kiimesi de

bir n-manifolddur.

Ispat. M bir n-manifold ve G, M nin bir agik alt kiimesi olsun. Her ¢ € G
icin M bir n-manifold oldugundan R™ in bir agik alt kiimesine homeomorf
olan M de bir komsuluk vardur. G dizerindeki alt wzay topolojisine
gegildiginde her q € G elemant icin  bir a¢ik  bulunmus olur.
Homeomorfizmalarin kisitlanist da homeomorfizma oldugundan her ¢ € G i¢in
R™ 4n bir ac¢ik alt kiimesine homeomorf olan bir komsuluk bulunabilir.
Oyleyse G, n-boyutlu yerel Euclid uzayidir. Hausdorff uzays ve ikinci sayilabilir
uzay olma dzellikler: kalitsal o6zellikler oldugundan G, hem Hausdorff uzayr hem
de ikinci  sayilabilir  wzaydwr.  Sonu¢  olarak  bir  n-manifoldun

herhangi bir acik alt kimesi de bir n-manifolddur.

Lemma 2.5.2. (Lee|,|12000) M bir m-manifold ve N bir n-manifold ise M x N

bir (m-+n)-manifolddur.

Ispat. € M x N olsun.  , m € M ven € N olacak sekilde x = (m,n)
seklinde yazlabilir. M bir m-manifold oldugundan m € M in, R™ in bir A
actk alt kiimesine homeomorf olan bir U komsulugu vardir. Benzer sekilde N
bir n-manifold oldugundan n € N in, R™ in bir B a¢ik alt kimesine homeomorf
olan bir V' komsulugu vardir. O halde U XV ~ AX B olur. U xV,x € M x N
in bir komsulugu , A x B C R™ x R" ve R™ x R" = R"™" oldugundan M x N
bir (m+mn)-boyutlu yerel Euclid uzayidir. Hausdorff uzaylarimn ¢arpims yine
Hausdorff uzayr ve ikinci sayabilir uzaylarin carpimi yine ikinci saylabilir
uzaylar oldugundan M x N hem Hausdorff uzayidir hem de ikinct sayilabilir

uzaydir. O halde M x N, (m+n)-boyutlu manifolddur.
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Yerel Euclid uzaymin tanimindan M topolojik uzayindaki her noktanin
R™ in bir acik alt kiimesine homeomorf olan bir komgulugunun var olmasi
gerektigi bilinmektedir. M deki bu komsguluga U, homeomorfizmaya da ¢
diyelim. (U, ¢) ikilisine harita denir. Bir topolojik uzaymn (U, ¢) ve (V, 1) gibi

iki haritasinin C'"*°-uyumlu olabilmesi i¢in

pop t:p(UNV) — dUNV)
Yoo tip(UNV) — (UNV)

C>°-fonksiyonu olmalidir (Tu | 2008]).

Tanim 2.5.2. (Tu |, |2008) Bir yerel Euclid uzay tzerindeki atlas M = | JU,

olacak sekildeki ikiser olarak C*°-uyumlu haritalarin bir koleksiyonudur ve

0 = {(Ua, 00) Yo ile gosterilir.

Not 2.5.1. (Tu |, |2008) Bir haritanin bir atlas ile uyumlu olabilmesi i¢in o

haritamin atlastaks tim haritalarla uyumlu olabilmest gerekmektedir.

Lemma 2.5.3. (Tu | [2008) {(U., ¢o)} bir atlas olsun. (V,0) ve (W, o),
{(Uq, 0a)} atlast ile uyumlu ise, birbirleriyle de uyumludur.

Bir yerel Fuclid uzayindaki M atlasi eger daha biiyiik bir atlas tarafindan
icerilmiyorsa maksimal atlastir. Maksimal atlas ile birlikte M manifolduna

smooth manifold denir. (Tu | [2008))
Lemma 2.5.4. (Tu|,2008) Her atlas bir tek maksimal atlas tarafindan icerilir.

Ispat. ¢ = {(Us, ¢a)} bir atlas olsun. Bu atlasa ¢ deki tiim haritalar ile ve
birbirleriyle uyumlu olan her (V;,0;) haritasi eklensin. Yeni elde edilen atlasa,
baska bir harita daha eklemek istenilirse, bu harita ayni zamanda @ deki tim
haritalarla da wyumlu olmak zorunda oldugundan zaten yeni elde edilen atlasa
dahildir. O halde yeni elde edilen atlas maksimal atlastir.

Yeni elde edilen atlas M ve M', ¢ yi iceren baska bir maksimal atlas olsun. O
halde M’ ndeki tim haritalar ¢ ile uyumludur. ¢ ile uyumlu tim haritalar
M de oldugundan M' C M olur. Ustelik M' maksimal kabul edildiginden

M = M’ olur. Yani ¢ yi iceren maksimal atlas tektir.

Not 2.5.2. (Tu | (2008) Bir topolojik uzay Hausdorff uzay, ikinci sayilabilir

uzay ve bir atlasa sahip ise smooth manifolddur.
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Onerme 2.5.1. (Tu |, 12008) {(Uy, o)}, m-boyutiu M manifoldu iizerinde bir
atlas ve {(Vi,0,)} n-boyutlu N manifoldu dzerinde bir atlas olsun.
{(Ua X Vi, 0 % 0;)} seklindeki haritalar koleksiyonu da M x N dizerinde bir

atlas olur.

Ornek 2.5.3. (Tu |, |2008) S* ve R iizerinde atlaslar olan iki manifolddur.
O halde S' x R seklinde tanwmly sonsuz silindir ve S* x St seklinde tanimib
tor dizerinde de atlaslar vardwr. Her atlas bir maksimal atlas tarafindan

wcerildiginden sonsuz silindir ve tor birer smooth manifolddur.

~ =
o -
e ——
e
L e
. Ed

Sekil 2.6: (Tu | [2008)Sonsuz Silindir ve Tor
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3 YEREL SONLU VE YEREL SAYILABILIR
UZAYLAR

Bir bilgisayarda sonsuz c¢oklukta veri depolayabilmek imkansizdir.
Bu yiizden bir noktanin sonsuz bir komguluga sahip oldugu uzaylar
bilgisayar uygulamalarinda tercih edilmez. Bu sebeplerden dolay1 daha
kullanigh yeni kavramlar ortaya atilmistir. Bu kavramlar {izerinde ¢aligmadan
once, bu kavramlarla ilgili ispatlar1 anlamay1 kolaylastiracak bazi

kavramlardan bahsedilecektir.

A ve B birer kiime olsun. A ve B nin esit denklikte olmasi icin gerek
ve yeter sart A dan B ye birebir ve orten bir fonksiyon olmasidir. N dogal
sayilar kiimesini gostermek iizere bir A kiimesi N ile egit denklikte ise A ya
numaralandirilabilir denir. Bir A kiimesinin sayilabilir olmasi icin gerek ve

yeter sart o kiimenin numaralandirlabilir olmasidir (Willard | 1970).

Lemma  3.0.1. (llgaz | 1987) {Ay, Ay, ...}  birbirinden  ayrik
numaralandirilabilir — kimelerin — siafe  olsun. O halde |J A; de
i=1

numaralandirilabilirdir.

ispat. Al = {(IH, aig, }
Ay = {021,61227 }

An = {anlaa'n2> }

olsun. O halde
U Ai ={aij : (4,5) € N x N} olur.
i=1

FfilUA = NxN
=1

aij = (1,7)
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birebir ve orten bir fonksiyondur. N x N numaralandirilabilir oldugundan |J A;
i=1

de numaralandirilabilirdir.

Tanim 3.0.1. (Melin |, |2009) Bir en kii¢ik komsuluk uzayindaki her noktanin

sonlu yakin komsulugu varsa bu uzaya yerel sonlu uzay denir. Eger sayilabilir

yakin komsulugu varsa da yerel sayilabilir uzay denir.

Onerme 3.0.1. (Melin |, |2009) X yerel sonlu bir uzay olsun. X baglantils bir

kiime ise sayilabilirdir.

Ispat. X in Th-uzayr olmadigine kabul edilsin. O halde ayny komsulukta olan
noktalarin ayni denklik sinifinda oldugu X bélim uzayindan bahsedilebilir. Bu

durumda X uzay su sekilde yazlsin.

X = {[z1], [x2], ...}
Buradaki denklik siniflart ayni komsulukta olan noktalardan olusur. X bir yerel
sonlu uzay oldugundan her x € X i¢in bir sonlu yakin komsuluk vardir. O
halde bu denklik simaflary sonlu sayrda eleman icermektedir. Sonlu bir kiime
saylabilirdir ve bu durumda da numaralandirilabilirdir. Numaralandirilabilir
kimelerin herhangi birlestmi de numaralandirilabilir oldugundan ve denklik
sinaflarinin birlesimi X 1 verdiginden X de numaralandirilabilirdir. O halde X
sayilabilirdir. X, Ty-uzayr olsun. X aynm zamanda en kiicik komsuluk uzays
ve baglantilv oldugundan, X Khalimsky yay baglantilidir. O halde X wuzay
tzerinde yay metriginden  s6z  edilebilir.  Bir x € X agin
Bu(z) = {y € X : p.(x,y) < n} agk yuvary ele alinsin. n izerinden yerel
sonlulugu  esas  alarak  timevarim  yapisin. n = 0 i¢cin
B,(0) = {y € X : pr,y) < 0} = Az} sonludur. n igin
dogru kabul edilsin. Yani B,(x) sonlu olsun. Bir Khalimsky yay [a,b]z
Khalimsky araligina homeomorf oldugundan ve her c,c + 1 € |a,blz 2-yakin
oldugundan Khalimsky yayindaki noktalar da ikiserli olarak birbirine yakindir.

Bpi1(x) sonlu mu? B,(x)’in sonlu oldugu kabul edildi.
Bpii(z) =B (X)U{y € X : py(z,y) =n+1}

Yani n boyundak: Khalimsky yaylarima sadece tek nokta eklenerek elde edilen

yaylarin icerdigi farkl noktalar B,(x) kimesine dahil edilecektir. Khalimsky
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yaylarindak:s noktalar ikiserle olarak yakin oldugundan eklenecek tek nokta
x 1 iceren yaydaki en az 1 noktaya yakin olacaklir. Eklenecek nokta yakin
olacagindan yakin komsulukta olacaklir. Bu nokta bitis noktalarindan birine
yakin olursa, o noktalarin komsulugu sonlu oldugundan sonlu sayida nokta
eklenebilir. Eger bitis noktalarimin arasindaki 2 noktaya yakinsa sonlu iki
kimenin kesisimi yine sonlu olacagindan yine sonlu sayida nokta eklenebilir.
O halde B, 1(x) sonludur. X Khalimsky yay baglantily oldugundan her x i bitig
noktast kabul eden bir Khalimsky yayr mevcuttur. Ej B, (z) = X ve saylabilir
kimelerin birlesimi sayilabilir oldugundan X sayz;a:b%lirdir.

Onerme 3.0.2. (Melin |, |2009) Bir en kii¢ik komsuluk uzayr X in saylabilir
olmasi i¢in gerek ve yeter sart yerel saylabilir ve sayilabilir coklukta baglantil

bilesene sahip olmasidur.

Ispat. (=) X en kiigik komsuluk uzayr ve sayilabilir uzay olsun. O halde her
x € X n yakin komsulugu X in bir alt kimesi olacagindan sayilabilir olur. O
halde X yerel sayilabilir uzaydir. Ayni sekilde baglantily bilesenler de X ’in alt

kiimelerinden olusacagindan baglantily bilesen sayist sayilabilirdir.

(<) X yerel sayilabilir uzay ve sayilabilir sayida baglantily bilesene sahip
olsun. X baglantils ise ispat 6nerme 3.0.1. e benzer sekilde yapilir. X baglantil
olmaswin. O halde X in sayilabilir sayida baglantily bileseni vardir. Her bilesen
sayrlabilir mi? X in bir bileseni X olsun. Her x € X i¢cin saylabilir bir yakin
komsuluk vardir ve bu komsuluk baglantily bilesenin icinde kalir. Bu bilesen
baglantily ve yerel saylabilir oldugundan sayilabilirdir. Bileseni keyfi olarak

sectigimiz icin X in her bileseni sayilabilirdir. O halde X sayilabilirdir.

Onerme 3.0.3. (Melin |, 2009) X bir en kigik komsuluk uzay, S C X agik
noktalarin kimesi ve T C X kapali noktalarin kimes: olsun. X bir To-uzaiy

ve yerel sonlu bir uzay ise X = C(S) = N(T) dir.

Ispat. Ispat yapilirken egitligin sadece X = C(S) kisma gosterilecektir. Diger
kissm  duallikten gelecektir. S, X deki acik noktalarin kiimesini gdstersin.
Yo € X olsun. N(yo) tek elemanly bir kiime ise yo € S olur. N'(yo) tek elemanl
bir kiime olmasin. X bir yerel sonlu uzay oldugundan yy wn sonlu bir yakin

komsulugu vardir. N'(yo) C AN (yo) oldugundan N (yo) da sonludur. N (yo) wn
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eleman sayst k > 0 olmak dizere k + 1 olsun. Bir v, € N(yo) segilsin. Ilk
once N(yo) da olmayan hichir elemamin N (y,) da olamayacagr gosterilsin.
1 < i < kiginy € N(yo) olsun. Bu durumda yo < y; olur. Béylece
N(yi) € N(yo) dur. Yani X — N (yo) daki hicbir eleman N (yo) daki herhangi
bir elemamn en kigik komsulugunda olamaz. Simdi N (yo) daki bir noktanin
acik oldugu yant en kicik komsugunun tek elemanly oldugu gdsterilsin.
X, Ty-uzayr oldugundan Alexandrov-Birkhoff bagintist  kismi  siralama
bagintisidir. Bu yizden elemanlar karsilastirilabilirdir. Yani indisleme uygun
sekilde yapilirsa N(yr) € N(yr—1) C ... € N(y1) € N(yo) seklinde bir
zincir elde edilebilir. Ustelik y, € N(yo) ve X, Ty-uzayr oldugundan
yo & N (y1) dir. Benzer sekilde inga devam ettirildiginde N (yi) nan kendisinden
baska bir elemant iceremeyecegi elde edilir. yp € N(yo) oldugundan
Yo € C(yx) olur. Boylece X den segilen keyfi bir noktanin ya a¢ik nokta ya da bir

acik noktanin kapanisinda oldugu elde edilir.
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4 KHALIMSKY MANIFOLDLARINI TANIM-
LAMA DENEMELERI

Bu boliimde iki farkhh tamim araciligiyla Khalimsky manifoldlar
aragtirilmaya baglanacaktir. Béliimiin sonunda bu tanimlarin yetersiz
kalacag1 goriilecektir. Ilk olarak verilen tammm manifold tanmmm cok genis
olarak ele alirken, ikinci tanim ise gereginden fazla

kisitlayacaktir.

4.1 Saf Khalimsky Manifoldlari

Tanim 4.1.1. (Melin |, 12009) X bir topolojik uzay olsun. X sayilabilir bir uzay
ve X in, her U;, Z" in bir a¢ik alt kiimesine homeomorf olacak sekilde (U;)ien

agik ortisi var ise X e n-boyutlu saf Khalimsky manifoldu denir.

Ornek 4.1.1. (Melin |, |2009) m > n olmak tizere Z" m-boyutlu saf Khalimsky

manifoldudur.

7 sagplabilir bir kiime ve sayilabilir kiimelerin sayilabilir saypdaki carpima

sayilabilir oldugundan Z" sayilabilirdir. Her x € 7" i¢in x € U; acige alinsin.

6: U — Upx{1}m™

(1, ey Tp) = (T1y ey Ty 1,0 1)

seklinde tamvmlansin. U; C 7" a¢k ve {1} C Z agk oldugundan
U x {1}y C Z™ agiktir. ¢ nin homeomorfizma oldugu gosterilsin. ¢ nin
bijektif oldugu aciktir. U; de birbirine yakin olan herhangi bir p ve q noktalar:
icin ¢(p) wve ¢(q) da farkls olan koordinalt saypsi ¢ nin  tanvmindan
dolayr degismeyeceginden gorintiler de yakindwr. O halde ¢ sireklidir. Benzer
sekilde

¢_1 . Uz X {1}m—n — Ul
(T1y ey Ty 1,y 1) = (21,00, 2)

seklinde tanimlanan ters fonksiyonun da sirekli oldugu gdsterilebilir. Her
x € 7" i¢in bir U; a¢igr alindigindan 2" = \J U; dir ve U; ler Z™ in bir agik alt

kiimesine homeomorf oldugundan Z" m-boyutlu saf Khalimsky manifoldudur.
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Ornek 4.1.2. (Melin |, |2009) J bostan farkl saplabiliv bir indeks kiimesi
olsun. J tane [1, 3|z Khalimsky aralige alinsin ve agik 1 noktasina yapistirilsin.
Elde edilen uzay U[1,3]Z ile gosterilebilir. Bu wuzay J indeks kiimesi ve
[1,3]z Khalimsky ZLET’LZLlZgZ sayulabilir oldugundan saylabilirdir. J tane [1,3]z
ile bu uzay ortilir ve birim donisim ile Z in [1,3]z agik alt kimesine bu
araliklar homeomorf kilinabilir. Oyleyse U 1,3z, I-boyutlu saf Khalimsky
manifoldudur. 1-boyutlu manifoldlar egri ojleai’ak distinildiginde her nokta en

fazla iki noktaya yakin olmalidir. Bu uzayda ise 1 noktast J tane 2 noktasina

yakindar.

Saf Khalimsky manifoldu tanimi bir onceki ornekteki gibi garip

manifoldlar ortaya cikardigindan pek kullanmigh degildir.

4.2 Kat1 Khalimsky Manifoldlari

Tanim 4.2.1. (Melin |, 12009) X bir topolojik uzay olsun. X saylabilir bir uzay
ve her x € X i¢in ANx(x) ile ANz~ (p) homemorf olacak sekilde p € Z™ var
1se X e n-boyutlu katy Khalimsky manifoldu denir.

Onerme 4.2.1. (Melin , |2009) Katr Khalimsky manifoldlarin boyutu tektir.

Ispat. S, m ve n boyutlu bir katr Khalimsky manifoldu olsun. O halde bir
s € S i¢in ANg(s) ~ ANzn(p) ve ANg(s) ~ ANzm(q) olacak sekilde p € 7"
ve q € Z™ wvardwr. Homeomorfizma bagintist bir denklik bagintist oldugundan
ANgn(p) ~ ANzn(q) olur. O halde A(p) ~ A(q) dur. Bu durumda A(p) ve
A(q) deki agik noktalar ile kapaly noktalarin sayisy birbirine egittir. Yani p.
ve (o, p ve q daki ¢ift koordinatlarin saypsiny ve p, ve q,, p ve q daki tek
koordinatlarin sayising gostermek tizere 2P¢ = 29¢ ye 2P = 2% dur. Bu durum

1se m = n olmasy ile mumkindir.

Tanim 4.2.2. (Melin|, 2009) m > 4 bir ¢ift say: olmak dzere Z,, sonlu uzayina

Khalimsky cemberi denir.

ki Khalimsky cemberinin carpimindan Khalimksy 2-toru elde edilir.
Khalimsky 2-toru, 2 den biiyiik iki ¢ift tam sayi ile parametrelendirilir.
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Khalimsky 2-torunu elde etmenin bagka bir yolu, Khalimsky diizleminde bir
dikdortgen ele alarak reel diizlemde tor elde edilirken kullanilan yapigtirmalarla

ayni sekilde yapigtirmalar: yapmaktir.

Tamim 4.2.3. (Melin |, 12009) Bir Khalimsky n-toru T,,, m € (2Z)" ve her
1 <7 < nigin m; > 4 olmak tzere T,, = Zpp, X Lipy X ... X Loy, dir. Buradaks

(m1,ma, ...,my) nlisine tor kabul edilebilir n’li denir.

Sekil 4.1: (Melin |, [2009) Khalimsky Toru

Onerme 4.2.2. (Melin |, |2009) m ve m' tor kabul edilebilir n'li ve n'’lii ler
olsun. T,, ve T, torlarinin homeomorf olabilmeleri icin gerek ve yeter sart

n = n' ve tim iceriklerin siraswyla birbirine esit olmasidar.

Reel uzaydaki baglantihi 1-boyutlu manifold ya cemberdir ya da reel

dogrudur. Kat1 Khalimsky manifoldlari i¢in de ayni sonug verilebilir.

Onerme 4.2.3. (Melin , 2009) Baglantiy 1-boyutlu kate Khalimsky manifoldu

ya Khalimsky cemberidir ya da Khalimsky dogrusudur.

Ispat. X baglantily 1-boyutlu kate Khalimsky manifoldu, x € X keyfi bir nokta
vey ile z, X teki farkl noktalar olmak tizere A(x) = {y, 2z} olsun. Bu durumda
X sayilabilirdir ve her x € X i¢in ANx(x) ~ ANy (p) olacak sekilde bir p € 7
vardir. ANx(x) = {x,y,z} ve ANz(p) = {p—1,p,p+ 1} oldugundan y ve z ya
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agik ya da kapaly noktalardir. X \ {x} in baglantily oldugunu kabul edilsin. O
halde X \ {z} yay baglantily olacagindan y ve z yi baglayan bir Khalimsky yay:
A vardir ve y ile z ya agik ya da kapali noktalar oldugundan card(A) tektir.
O halde J = AU {z} bir Khalimsky ¢emberidir. X # J olsun. O halde X
baglantily oldugundan w, j € J ye yakin olacak sekilde bir w € X \ J vardar.
Bu durumda card(A(j)) > 2 olur ancak X, 1-boyutlu oldugundan bu mimkin
degildir. O halde X = J dir. Yani X Khalimsky ¢emberidir. X \ {z} baglantils
olmasin. y € By ve z € By olacak gekilde X\ {x} = ByU By olarak iki baglantily
bilesenin birlesimi seklinde yaxilsin. x agik ise m = 0 ve x kapalr ise m = 1
olmak tizere By ve By nin [m, 00|z ye homeomorf oldugu gdsterilirse ispat biter.
By de tek komsusu olan nokta tek nokta y noktasidir. y = ypm V€ Yma1, Y NiN
komsusu olsun. Benzer sekilde bir k > m sayist i¢in de yy1 de yi nin komsusu

olsun. Bu durumda

p:lmoolz = {yr:k2m}CB

ko= oy

stirekly dondstimind tanimlansin. Bu déntdsim tanimaindan dolays birebir ve
orten bir dondisiimdiir. Ustelik tersi de siireklidir. O halde ¢ homeomorfizmadar.
By # {yx : k > m} olsaydi. By baglantily oldugundan bazi noktalarn en az 3
komsusu olabilirdi ancak By, 1-boyutlu oldugundan bu imkansizdir. O halde
By = {yr : k > m} ve By >~ [m, 00z olur. Benzer gekilde By ~ [m, 00z oldugu

gasterilebilir. O halde X ~ 7 olur.

4.3 Reel Benzerler

Reel benzerler tahmin edilecegi {izere dijital Khalimsky manifoldlarinin
reel uzaydaki kargihklarndir. Saf Khalimsky manifoldlar1 Z™ in icine gémiilen
bir uzay olarak diigiiniilebilir. Bu durumda saf Khalimsky manifoldlarinin reel
benzerlerinin R™ in igine gomiilebilecegi sdylenebilir. Ancak kati Khalimsky
manifoldlar1 Z™ in icine gémiilemediginden bu diigiince ile reel benzerleri inga
edilemez. Kat1 Khalimsky manifoldunun reel benzerini inga edebilmek i¢in, bu
manifoldun her komsuluguna karst R™ in uygun pargalar1 belli bir kurala gore

bir reel manifold olusturacak sekilde yapigtirilmahidir (Melin |, [2009)).
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Kat1 Khalimsky manifoldlar1 yerel olarak sonludur. O halde acik
noktalarin kapaniglarinin birlegsimleri gseklinde yazlabilirler. p € Z" agik bir
nokta ise kapanist C(p) = {z € Z : ||z — p|lo < 1} dir. Bu yiizden
C, = {z € R" : ||z — p|llx < 1} kiibiiniin, C(p)’'nin reel benzeri olma
ihtimali vardir. O halde bu formdaki kiiplerin, Khalimsky maifoldlarinin reel
benzerlerini inga edebilmek i¢in kullanilabilecegi gosterilmelidir

(Melin | 2009).

X bir n-boyutlu kat1 Khalimsky manifoldu olsun. x € X acik noktasini
ele alinsi. C(z) i bir p € Z" i¢in C(p) ile tanmimlansin. O halde her y € C(z)
bir ¢ € C(p) ile tanimlanmig olur. Simdi de bir ¢ = (q1, 2, ..., ¢n) € Z" i¢in
q; tek oldugunda I, = (¢ —1,¢; + 1) ve g; ¢ift oldugunda I,, = {¢;} olmak
tizere R(q) = H I,, tanimlansin. Boylece C,, kiibii, R(q) kiimeleri tarafindan
C,= U R(q ) §ek11nde olugturulur (Melin | 2009).

q€C(p)

Ornek 4.3.1. (Melin |, (2009) p = (1,1) € Z? agk noktasin ele alnsin. p

noktasinin kapanis
Clp) = {z€Z:|lz—pll <1}
= {2 e Z:sup{|lz, —pall,n € {0,1}} < 1}
= {(1,1),(1,0),(0,1),(1,2),(2,1),(0,0),(2,2),(2,0),(0,2)}
dvr. Bu kapamisin reel benzeri olan C,, kibi
¢ = (1,1) i¢in R(q1) = H I, CR"=(0,2) x (0,2)

¢ = (1,0) icin R(qs) = f[ I, C R" = (0,2) x {0}

)

3 |

g3 = (0,1) dgin R(q3) = :l_llfql C R™ = {0} x (0,2)
a1 = (1,2) igin R(qi) = I] Iy C R = (0,2) x {2}

s
Il
_

g = (2,1) icin R(gs) = H I, CR" = {2} x (0,2)
g6 = (0,0) icin R(qs) = H1 I, € R" = {0} x {0}
¢ = (2,2) icin R(qr) = H I, € R" = {2} x {2}

Il
s

g3 = (2,0) i¢cin R(qs) I, CR"={2} x {0}

@
I
—_

Il
s
~

qo = (0,2) i¢in R(qo) o CR*={0} x {2}

N
Il
—
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olmak tizere

U R, =[0,2] x[0,2] dir.

¢:€C(p)

Tanim 4.3.1. (Melin |, (2009) n-boyutlu katr Khalimsky manifoldunun reel
benzeri

Mx =11(C, : p € X agik nokta)/w
bélim uzayr olarak tanymlanir. Burada My, hiicreleri tarafindan bélintilere
ayrilmagtir. Yani Mx = |J R(x) dir ve X bu bolinti altinda My den elde

zeX
edilen bir bolim uzayidir.

Onerme 4.3.1. (Melin |, 2009) X bir n-boyutlu kate Khalimsky manifoldu
olsun. A C X agik bir alt kime ise |J R(x), Mx te agiktir. B C X herhangi

z€A
bir alt kiime olsun, o halde |J) R(x)= U R(x) dir.

zeC(B) xeB

Onerme 4.3.2. (Melin |, (2009) X n-boyutlu katr Khalimsky manifoldu ise My

n-boyutlu reel manifolddur.

Ornek 4.3.2. (Melin |, |2009) Z" in reel benzeri R™, Khalimsky ¢emberinin S*

ve Khalimsky torununki de T dur.

Onerme 4.3.3. (Melin |, |2009) X, n-boyutlu kate Khalimsky manifoldu olsun.

Mx in kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart X in sonlu olmasidir.

Yukarida verilen érneklerde Khalimsky cemberinin reel benzerinin S* ve
Khalimsky torunun reel benzerinin 1" oldugu belirtilmigti. Benzer sekilde reel
benzeri S? olan 2-boyutlu kati Khalimsky manifolduna Khalimsky kiiresi
denilebilirdi. Ancak bu boélimde ulagilacak sonuclar bu cikarimin yanlis
olacagini gosterecektir. Yiizeyler icin topolojik bir invaryant olan Euler

karakteristigi bu ¢ikarim ¢iirtitmek i¢in kullanilacaktir (Melin | [2009)).

Onerme 4.3.4. (Melin |, 2009) Mx = S? olacak sekilde 2-boyutlu kats
Khalimsky manifoldu yoktur.

ispat. Kiire kompakt bir topolojik uzaydwr. O halde Mx = S?* olacak sekildeki
2-boyutlu katr Khalimsky manifoldu varsa sonlu olmalidir. 2-boyutlu sonlu kats
Khalimsky manifoldu X icin Mx in Euler karakteristigini hesaplansin. N, X

teki acik noktalarin sayist olsun. 2-boyutlu bir katr Khalimsky manifoldunda
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bir acik noktamin reel benzeri kare seklinde bir bolgedir. Mx bu bolgeler
yardimayla parcalara ayrilirsa, Mx reel, 2-boyutlu ve kompakt oldugundan,

FEuler karakteristigi
X(Mx) = (Késelerin sayist) - (Kenarlarin sayisi) + (Bélgelerin Sayis)

denklemi ile bulunabilir. Her kenar iki tane ac¢ik noktanwin reel benzerini
stmarladigindan 2N sayrda kenar vardwr. Benzer sekilde her nokta dort tane
acik noktamin reel benzeri olan bélgelerin kosesi olacagindan kise sayist N dir.
O halde x(Mx) = N —2N + N = 0 olur. Ancak kiirenin Fuler karekteristigi 2
oldugundan reel benzeri kiire olacak sekilde 2-boyutlu katr Khalimsky manifoldu

yoktur.

Sonug 4.3.1. (Melin |, |2009) X sonlu, 2-boyutlu katr Khalimsky manifoldu ise
Mx ya tordur ya da Klein sisesidir.
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5 EK ISLEMI

7" deki yakin komguluklarin dijital Khalimsky manifoldlarinin
tanimlanmasinda onemli bir rolii vardir ve dolayisiyla bu komsuluklarin ve
kesigimlerinin  yapist iyi anlagilmahdir. Bu yiizden, bu bdéliimde
yvakin komsuluklarim ve bu komsuluklarin kesigimlerinin anlagilmasinda

yardimeci olacak olan ek iglemi tanitilacaktir.

Tanim 5.0.1. (Melin |,|2009) X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. X veY 'nin
eki X VY ile gosterilen, X wve Y 'nin ayrik birlesimleri dizerinde tanymlanan
bir topologik uzaydir. Bu topolojik uzayda aciklar asagidaki sekilde tanimlanar.
(I)ANX, X te agik ve ANY =0 veya

(1) ANX =X ve ANY,Y de agik ise A, X VY de agiktor.

Kapaly kiimeler ise benzer sekilde;

(1)BN X, X te kapali ve BNY =Y wveya

(i) BN X =0 ve BNY,Y de kapals ise, B, X VY de kapalidur,

seklinde tanimlanar.

X ve Y iki en kii¢iik komguluk uzay1 olsun. z € X igin Nxyy (z) = Nx(z)
iken, y € Y i¢cin Nxvy(y) = Ny(y) U X tir. O halde iki en komguluk
uzayinin ekinin yine bir en kiiciik komsuluk uzay1 oldugu soylenebilir. X VY en
kiiciik komguluk uzay1 oldugundan {izerinde Alexandrov-Birkhoff 6n siralama
bagintisindan soz edilebilir. Her # € X ve herhangi bir y € Y icin ek
iglemi tammmindan Nxyy(y) = Ny(y) U X oldugundan = € Nxyy(y) dir
(Melin |, 2009).

Tki baglantili ve yerel sonlu uzaym eki yerel sonlu olmak zorunda degildir.
Uzaylar sonlu ve yerel sayilabilirse veya sadece sayilabilirse, bu iki uzaym eki
yerel sonlu olur. Iki uzaymn ekinin yerel sayilabilir olmast icin ise ikisi de hem

baglantili hem de yerel sayilabilir olmahdir (Melin |, 2009).

Notasyonda kolaylik olmasi acisindan tek noktali {p} kiimesi i¢in {p}V X

yerine p V X notasyonu kullanilacaktir.
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5.1 Temel Ozellikler

Onerme 5.1.1. (Melin |, |2009) Ek islemi en kiiciik komsuluk uzaylars X,Y ve
Z i¢in asagidaks 6zelliklerts saglar.

()X =0V X =XV0D (birim eleman)

()X VY)VZ =XV (YVZ) (birlesme dzelligi)

()(X VY)Y =YV X

Onerme 5.1.2. (Melin |, 2009) X veY en kiigiik komsuluk uzay olsun.
(1)X VY nin To-uzayr olmasi i¢in gerek ve yeter sart X ve Y nin Ty-uzayr
olmasidar.

(1) X VY nin kompakt olmase i¢in gerek ve yeter sart Y nin kompakt olmasidar.

(1)) X £ 0 ve Y # 0 ise X VY baglantilidr.

Ispat. (i)(<) X wve Y, Ty-uzay olsun. Ilk olarak X in X VY de agk
oldugu gosterilsin. X N X = X ve ek isleminin tanimi geregi X ve Y ayrik
olduklarindan X N'Y = 0 oldugundan X, X VY de aciktir. v € X wve
y € Y olsun. Bu durumda X, x i iceren bir acik iken y yi icermez. Alinacak
ikt eleman ayni kiimede oldugunda kabulden X wve Y, Ty-uzayr oldugundan
ozellikler saglanwr. X V'Y, Ty-uzayrdar.

(=) X VY, To-uzayr olsun. x1,x9 € X i¢in bu elemanlardan bir tanesini

weertp de digerini tcermeyen bir acik bulunabilir. Benzer sonu¢ Y uzayr icin de

gecerlidir. O halde X ve Y, Ty-uzayidur.

(13)(=)Y kompakt bir uzay olmasin. {A;}ier, Y nin sonlu bir alt drtisi
olmayan acik értisi olsun. Her i € I i¢in B; = A; U X seklinde tanimlansin.
BNX=AUX)NX =XwveBNY =AUX)NY = A, CY agk
oldugu icin {B;}icr, X VY nin sonlu bir alt ortisi olmayan agik ortisidir.
O halde X V'Y kompakt degildir. Karsit ters ézelliginden X V'Y kompakt ise
Y kompakttur.

(<)Y kompakt bir uzay olsun. {B;}icr, X VY nin agik ortisi olsun. Heri € 1
icin B; C X VY ag¢ik oldugundan ya B;NY =0 dir ya da B;NY CY agiktur.
Bu durumda agik ortindn elemanlarine B;NY seklinde kisitlanirsa {B;NY '}, Y
nin actk ortist olur. Y kompakt oldugundan bu ac¢ik ortintn sonlu bir ortist

vardir. B;NY # 0 oldugunda B;, X VY de acik oldugundan B;,NX = X olacag
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wein bu sonlu agik ortideki elemanlar X V'Y nin agik alt értisidir. O halde

X VY kompakttor.

(i1i) X V'Y topolojik uzaynda O ve X UY den baska hem agik hem de
kapaly olan baska bir kiime olmadigi gosterilirse ispat biter. A # 0, X UY
ve A C X VY olsun. Ispat durumlara ayrisin. Acik olma kuralimn ilk sarte
kullanilsin. Yani ANX, X te acgtk ve ANY =0 olsun. ANX # 0 ve X te
kapaly oldugunu kabul edilsin. ANY # Y iken A kapali olamaz. AN X = ()
oldugunda A, X te aciktir ve ANY = 0 oldugundan A, Y de kapalidir. Yani A
mn, X VY de kapalr olmasy beklenir. Ancak bu durumda A = () oldugundan bu
durum soz konusu degildir. Simdi acik olma kuralinin ikinci sarty ele alinsin.
ANX = X ve ANY, Y de acik olsun. ANY #Y veY de kapali oldugunu kabul
edilsin. ANX # () oldugundan A kapali olamaz. ANY =Y oldugunda A, Y de
acrktir ve ANX = X oldugundan A, X te kapalidir. Yani A kapalidir. Ancak
bu durum A = X UY durumunda mimkin oldugu icin baglantililige bozmaz.
Béylece ) ve X UY hari¢ hem acik hem de kapal kiime olmadigu gosterilmis
oldu. O halde X V'Y baglantilidur.

Not 5.1.1. (Melin |, 12009)X ve Y topolojik uzaylar olsun. X ve'Y ayni anda

bostan farkly uzaylar ise X V'Y, Ti-uzayr olamaz.

Ornek 5.1.1. (Melin |, 2009) RV S* kompakt bir Ty-uzaydur ancak Ty-uzays
degildir. x € S* ve y € R alimarsa, x in y yi icermeyen bir acik komsulugu

yoktur.

5.2 Ayrnigtirilabilir Uzaylar

Tamm 5.2.1. (Melin |, [2009) Z = X VY iken X = 0 veya Y = ) ise Z

ayristirilamazdr, aksi halde ayristirilabilirdir.

Not 5.2.1. (Melin |, 2009) Yerel sonlu ayristirilabilir en kicik komsuluk
uzaylary sonludur. Yaniy € Y iken X C Nz(y) dir, bu nedenle Z = XVY yerel

sonlu ise X sonludur. Dual olarak X bostan farkl oldugundan Y sonludur.

Onerme 5.2.1. (Melin |, |12009) En kiiciik komsuluk uzayr Z ayristirilabilir ise
her x,y € Z i¢in x,y € AN(z) olacak sekilde bir z € Z vardar.
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ispat. Z = X VY seklinde ayristurlabilir bir uzay olsun. Ispat durumlara
ayrilsin. x,y € X olsun. Bu durumda her z € Y i¢in x,y € N(z) olacagindan
x,y € AN(z) dir. x,y € Y olsun. Bu durumda her x € X i¢in x,y € C(z)
olacagindan x,y € AN(z) dir. € X vey € Y olsun. Bu durumda z = y
segilirse v € N (y) olacagindan x,y € AN(y) dir. O halde her x,y € Z igin
x,y € AN(2) olacak sekilde bir z € Z vardur.

Bu oOnermenin tersi dogru degildir. Siradaki ornek tersinin dogru

olmadigini gostermektedir.

Ornek 5.2.1. (Melin |, |2009) X = {a1,as,b,c1,c5} kiimesi N'(ay) = {a1},
N(as) = {az}, N(b) = {a1,b}, N(c1) = {a1,a2,b,c1} ve N(c2) = {a1,as,c} yi
baz kabul eden topoloji ile donalilmis olsun. Bu topolojiye gore a, ve as
actk noktalar iken, c¢1 ve co kapali noktalardir. X = AV C gseklinde
ayristirdabildigi varsayilsin. a; € A olmaldwr. Eger ay € C olsayds
ANn{ai} = 0 ve CNn{a} = {a1} olacagindan ay noktasi agik olmazda.
as de ayni sebepten dolayr A da olmalidir. ¢ € C olmali. Eger ¢ € A
olsaydi AN{c1} = {a1} ve CN{ci} = 0 olcagindan ¢, noktase kapale olamazde.
co de aym sebepten dolayr C de olmalidir. Ancak b ne A nin elemans olabilir,
ne de C nin elemant olabilir. Eger A wmn  elemant  olsayds
{a1,a2,b,c1} N A = {ay,a2,b} = A ancak {a1,a2,b,c,} NC = {1} C C agik
olmadigindan {ay,as,b,c1} agik olmazdi. Eger C nin elemans olsayd
{a1,b,c1,c0} N C = {b,c1,ce} = C ancak {ay,b,c1,c2} N A = {a;} C A

kapaly olmadigindan {a,b, c1, ca} kapaly olamazd.

Teorem 5.2.1. (Melin |, |[2009) X bir en kiigik komsuluk uzay olsun. Y ve Y
bostan farkl ve ayrstirdamaz then X =YV Z ve X =YV Z ise Y =Y wve
Z = Z dur.

ispat. X bir en Kicik komsuluk uzayr ve Y we Y ayristirilamaz ve bostan
farkly iken X =Y V Z ve X =Y V Z seklinde ayristirlabiliyor olsun. Y #* Y
ve p € Y\Y oldugu kabul edilsin. Eger g € Y \'Y olsaydi, q¢ € Z olurdu. ¢
nun Z uzerindeki topolojiye gére bir kapamist var oldugundan Cx(q) C Z olur.
q €Y vep € Z oldugundan p € Cx(q) C Z olur. Ancak p € Y oldugundan
bu bir celiskidir. O halde Y C Y dir. B=Y \ Y olsun. Keyfi olarak a € Y
ve b € B segilsin. b € X oldugundan b € Z olacakter. O halde a € Nx(b)
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dir. Boylece Y alt uzayina gegildiginde a € Ny (b) olur. Ek isleminde agiklarin
tansmane kullanarak Ny (b) = N(b) UY elde edilir. O halde Y,Y =Y V B
seklinde ayristiriabilir. Y ayristirdlamaz oldugundan bu bir celiskidir. O halde
Y =Y.

Sonug 5.2.1. (Melin |, |12009) X yerel sonlu en kii¢ik komsuluk uzays ise Y; ler
bostan farkl ve ayristirilamaz olmak tizere X =YV ... VY, seklinde tek tirli

yazlar.
Not 5.2.2. (Melin |, 12009) n > 1 i¢cin X ayristirdabilir ise X sonludur.

Not 5.2.3. (Melin |, |2009) Ek isleminde sadelestirme kuralv yoktur. Yani
AV X =BV X iken A~ B degildir.

Teorem 5.2.2. (Melin |, 2009) X en kiigik komsuluk wuzayr olsun.
X =Y1V..VY, olacak sekilde sonlu sayda yerel sonlu Yy, ..., Y, vzaylarinin var
oldugunu kabul edilsin. A ve B en kiiciik komsuluk uzaylar, olmak tizere

()X VA~XVDBise A~ B dir.

(i) AV X ~BV X ise A~ B dir.

ispat. Y bir en kiicik komsuluk uzayr olsun. Y deki agik zinciri, farkl nokta
ciftlerinin sonlu dizisi olarak her 0 < i < n—1i¢in y;.1 € Ny (y;) olacak gekilde
(Yo, Y1, -y Yn) olarak tamwmlansin. Burada agik zincirin boyu n, baslangict ise
Yo dar.

hy : Y — NN {oo}

y — hy(y) = sup{n : n,y den baslayan a¢ik zincirlerin boyu}
seklinde bir fonksiyon tanimlansin. X in yapisindan dolayr her x € X i¢in
hxvalx) sonludur. Ustelik her a € A igin her x € X, x € Nxya(a) oldugundan
hxva(a) > 1+ sup hxya(x) olur. Ayrica X e ek olan kiime ne olursa olsun X
deki elemanlar;f)e(n kii¢iik komsulugu ek olan kimeyle kesismediginden dolay
her x € X i¢in suphxya(z) = suphxyp(x) dir. ¢ : X VA - X VB

zeX zeX
zincirt zincire resmeden bir homeomorfizm olsun. O halde her v € X V A

icin hxya(z) = hxyp(p(x)) ve her a € A i¢in hxyp(p(x)) > 1+ Su)g hxve(z)
Te
olur. O halde o(X) = X ve ¢(A) = B dir. Béylece A~ B olur.

Not 5.2.4. (Melin |, 2009) n = 1 durumunda ya da her Y; sonlu iken X yerel

sonludur.
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6 Z" DEKI KOMSULUKLAR

Bu bolimde Z™ deki komsuluklarin yapisina odaklanilacaktir. Bu
komguluklar Khalimsky manifoldlarinin tanimlanmasinda yardimei bir rol
tistlenecektir. Bir yakin komguluk genel olarak p = (0,0,...,0,1,1,...;1)
seklinde bir noktanmin komsulugu olarak nitelendirilebilir. Bunun sebebi
koordinatlarin permiitasyonunun ve bir ¢ift vektor ile Oteleme yapmanin Z"
iizerinde homeomorfizma olmasidir. p € Z*™# olsun, p noktast «, 0 larin

saywisini ve (3, 1 lerin sayisimi temsil etmek iizere (o, 5) seklinde gosterilebilir

(Melin |, 2009).

Notasyonda bize kolayhk saglamasi i¢in N (p) = N ({(«, 8)) yerine sadece
N{a, B) notasyonu kullanilacaktir.

(a, B) € Z**P olsun. Khalimsky topolojisine gore tek noktalar agik
ve ift noktalar kapali noktalar oldugu igin NM{a,8) = [-1,1]% x {1}® ve
Cla,B) = {0}* x [0,2]5 olacaktir. Boylelikle p noktasimn komsuluk kiimesi
Afa,B) = (L1 x {117 U {0} x [0,20) \ ({0}° x {1}¥) olur
(Melin | 2009).

Not 6.0.1. (Melin |, |2009) Bir (o, 8) € Z°%F igin card(N(a, B)) = 3% iken
card(C{a, B)) = 3% dwr. Béylelikle card(Ala, B)) = 3% + 3% — 2 olur.

Ornek 6.0.1. (Melin , 2009) (1,1) € Z? i¢in
card(N(1,1)) = card([-1,1]z x {1})

= {(=1,1),(0,1), (1, 1)} = 3'

card(C(1,1))

({0} x [0,2]z)
= {(O’ O)’ (07 1)7 (07 2)} = 31

card(A(1,1)) = {(0,0),(0,1),(0,2),(~1,1)}

= 3'+3' -2

oldugundan card(A{a, B)) = 3% + 3% — 2 esitligi saglanar.
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Al ) = N, 8) U Cle,8)) \ {{o, )} esitligi gbz Oniine
alindiginda Ao, 8) ~ A(x,0) vV A(0,8) oldugu sdylenebilir. Boylece
AN (o, B) ~ A{a,0) V (a, 5) V A(0, B) oldugu gozlemlenebilir.

Onerme 6.0.1. (Melin |, 12009) Khalimsky uzayindaki bir saf noktanin yakin
komsulugu ayristiridlamaz. Yani A(a,0) ve A(0, B) ayristirilamaz.

ispat. Ispat durumlara ayrilsin. o = 1 igin (1,0) = 0 noktasidr.

N(0) = {-1,0,1} ve C(0) = 0 oldugundan A(0) = {—1,1} olur. Bu kiime

baglantaly degildir. Bu kiime ayristirilabilir olsayds, baglantily olmaliyds. O halde

A(1,0) ayrsturlabilir degildir. o > 1 d¢in (a,0) = (0,0,...,0) noktasider.
N

o tane

Ala, 0) = ([-1,1]3 U {0}*) \ {0}* der. Bu komguluktaki x = (—1,0,0,...,0) ve
y = (1,0,0,...,0) noktalar: arasindaki en kisa Khalimsky yayni olusturan
noktalar (-1,0,0,...,0),(-1,1,0,...,0),(0,1,0,...,0),(1,1,0,...,0) ve
(1,0,0,...,0) noktalardr. Yani bu noktalar arasindaki en kisa Khalimsky
yaymman  uzunlugu 4 tir. Khalimsky wuzayindaki saf noktalarin yakin
komsuluklary Ty-uzayr ve en ki¢ik komsuluk uzayr oldugundan, p(x,y) > 2
oldugu i¢in A{a, 0) ayristirilamaz. Benzer sekilde A(0, 5) nin da ayristirilamaz

oldugu gorilebilur.
Sonug 6.0.1. (Melin |, |2009) Bir noktanwn yakin komsulugunun
AN{a, ) ~ A{a,0) V {«, ) V .A(0, )

seklinde tek tirli ayrisims vardur.

6.1 Kesisimler

Bu boliimde 7Z"™ deki komsuluklarin kesisimlerinin yapisinin analizi
yapilacaktir. p = (a,8) ve ¢ € A(p) olsun. ¢, 1 < v < « iken
q = (o —,0 + ) olarak kabul edilsin ve bu durum ¢ € N(p) oldugunda
da gegerlidir. A = A(p) ve B = A(q) olsun. Bu durumda A ve B nin kesigimi

Cr = (=117 7" x {1}"")\ {g}
Cy = ({0} x[0,219)\ {p}
S = ({0} x [0,1]} x {1}°)\ {p, ¢}
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olmak {izere AN B = Cy; U S U (Y, seklinde yazilabilir. Burada

C1 = N(g\{q}
Cy = C(p)\{p}
S = (Clg)NN()\ {p,q}

esitlikleri mevcut olup C7, Cy ve S ayrik oldugundan AN B ~ C; V.SV (s
oldugu soylenebilir. C; ~ A{a — v, 0) oldugunu gostermek kolaydar.

0: Al —~,00) — )

(1, ooy Tary) = (21, Taesy, 1,0, 1)

bir dijital izomorfizma oldugundan C; ~ A(a — v,0) dir. Benzer sekilde
Cy ~ A0,y ve S ~ S, = [0,1]7,\{(1,1, ..., 1),(0,0,...,0)} oldugu gosterilebilir
(Melin | 2009).

Lemma 6.1.1. (Melin |, 2009) o, € N wve 1 > v > « iken
p = {(a,p) ve ¢ = (o« — v, — ) olsun. Bu durumda asaqidaki ayrisymlar
tektir.

AN @) (q) =~ Al —7,0) V q vV S, V A0, B)

AN (p) = Ala —~,0) V S, V pV A0, B)
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7 KHALIMSKY MANIFOLDLARI

Kati Khalimsky kiiresinin var olmadigi daha onceki bdoliimlerde
aciklanmigti, ancak kiire 6nemli bir geometrik yapidir. Bu nedenle kati
Khalimsky manifoldu tanimi, Khalimsky kiiresi tanimlanabilecek sekilde revize

edilecektir.

Tanim 7.0.1. (Melin |, 2009) X sayilabilir bir topolojik uzay olsun. Her x € X
i¢in AN (z) ile AN a4 (q) homeomorf olacak sekilde p € Z"t' ve q € A(p) var
1se X e n-boyutlu Khalimsky manifoldu denir.

Onerme 7.0.1. (Melin ,|2009) Her kate Khalimsky n-manifoldu bir Khalimsky

n-manifoldudur.

Ispat. S bir kati Khalimsky n-manifoldu olsun. Bir r = (o, ) € Z" alinsin.
p={(a+1,8),q={(a,B+1) € Z"" olacak sekilde p ve q elemanlars secilsin.
ANgn(r) ~ A, 0) V r V A0, B)
~ Ala,0) VgV S1 VA0, B) ~ AN 44 (q).-

Not 7.0.1. (Melin|,|2009) Her 1-boyutlu Khalimsky manifoldu, kate Khalimsky

manifoldudur.

Onerme 7.0.2. (Melin |, |2009) Baglantily 1-boyutlu Khalimsky manifoldu ya

Khalimsky cemberidir ya da Khalimsky dogrusudur.

Ornek 7.0.1. (Melin , (2009) Herhangi bir ¢ € Z" igin

Azn(c) =A{p : pzn(c,p) = 1}

kiimesi her x € Agn(c) i¢in AN, (x) =~ ANa,. () oldugundan bir
dijital Khalimsky manifoldudur. Eger ¢ bir saf nokta ise pzn(c,p) = ||¢ — D||oo

oldugundan bir r pozitif tam sayiss i¢in

S(e,r) ={p:lle = pllec =7}

bir dijital Khalimsky manifoldudur ve bu manifold r yaricaply kiiredir. ¢ karisik
nokta ise genellikle pzn(c,p) # ||c — pl|so oldugundan S(c,r) dijital Khalimsky

manifoldu olmak zorunda degildir.
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Onerme 7.0.3. (Melin |, 12009) Khalimsky manifoldunun boyutu tektir. Bir
Khalimsky manifoldunda boyut herhangi bir noktanin yakin komsulugu ile

tanamlanar.

Ispat. X, m ve n boyutlu bir dijital Khalimsky manifoldu olsun. O halde
bir v € X d¢in hem dyle bir p € Z™ vardwr ki ¢ € Azw(p) olmak izere
ANx(x) ~ ANa .., (q), hem de dyle bir p € Z" vardur ki § € Azn(p) olmak

7m+1

uzere

ANX(x) = ANAZn+1()(Q)

= AN, (@) = ANa,,.,. ()
= Agm+1(p) N Azm+1(q) =~ Agzn+1(p) N Azn+1(q)

olur. p= <Oé,ﬁ>7 q= <Oé _’776 +7>; p= <d75> ve q = <O~é - ’775+f?> alinsin.
a+ B =a+ B oldugunu gostermek ispate tamamlamak i¢in yeterli olacaktur.

Agm+1(p) N Azm+1(q) =~ Azn+1(p) N Azn+1(G) oldugundan
Al =7,0) V S, VA0, 8) = Al@ —7,0) v S5V A(0, B)

olur. Ala —~,0) ~ Ala —7,0) olsun. B # B olursa, ya =0 ve =1 ya da
B=1wvel=0olur. =0 ve =1 oldugu kabul edilsin. Bu durumda v=2
ve ¥ =1 olacagindan o — 2 = o — 1 olur ve buradan o+ = &+ B gelir. Yani

m = n. Diger durumlar ayn sekilde sonuglandirilabilir.

Reel uzaydaki kompakt n-boyutlu manifoldlarin bir s tamsayisi i¢in
R? in i¢cine gomiilebildigi bilinmektedir. Siradaki teorem bu 6zelligin Khalimsky
uzayindaki kargihgidir.

Teorem 7.0.1. (Melin |, |2009) Her sonlu Khalimsky n-manifoldu bir s

tamsayuse w¢in Z° in icine gomiilebilir.

ispat. X sonlu Khalimsky n-manifoldu ve pi,pa,....,pm € X olmak tzere
{Nx(p:)}y, X dzerindeki topoloji i¢in alt baz olsun. X sonlu Khalimsky
manifoldu oldugundan 1; : ANx(p;) = ANa,, ., (q)(r:) bir homeomorfizmadr.
AN, (a0 (1i) C Agnii(qi) oldugundan ve 1p; déniisimi bir homeomorfizma
oldugundan, ¢; : Nx(p;) = Agn+i(q;) donisimi, Agzn+(q;) nin bir a¢ik alt
kiimesi i¢in homeomorfizmdir. Nx(p;) C X oldugundan, ¢;, f; + X — Z™!
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stirekli dontstimine genisletilebilir.

2i + 1, € Nx(p)
Qi, X ﬁé/\/x(pz)

T

fonksiyonu almsin. A1 ({2i +1}) = Nx(p;) ve A7 (N ({2i})) = X oldugundan
i streklidir. f; ve \; stirekli oldugundan g; = (fi, \i) seklindeki déniisim de
stireklidir. O halde g doniigimii g = (g1, gy .o, Gm) = X — (Z"T2)™ seklinde
alimirsa g de streklidir.

v,y € X, x # y vex € Nx(p;) olsun. y € Nx(p;) ise 1; homeomorfizma
oldugundan ¢(x) # oily) ve doloysla g(x) # oy) olur. y ¢ Nx(p:)
ise \i(z) # N\i(y) olacagindan yine g(x) # g(y) olur. Yani g injektif bir
dontsumdiir.

gt 1 g(X) — X dinisiminin sirekli oldugunu oldujunu gdstermek
icin g(Nx(p;)) lerin agik oldugunu gdstermek yeterli olacaktir. Keyfi bir p;
elemany segilip, sabit tutulsun. 1 < j < m ve j # i i¢in Z; = Z""?* ve
Zi = ZM x {20 + 1} olsun. Z = Zy X Zy X .. Zpy C (Z"2)™ agikter.
Her x € Nx(pi) ig¢in g(x) € Z olacagindan, g(Nx(p;)) < Z olur.
O halde g(X) N Z = gWNx(p:) N Z = gNx(pi)) agik olur. Béylece

g~ ! siireklidir. O halde g gémme déniisimiidiir.
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8 SONUC

Calismadaki asil amagc dijital Khalimsky manifoldlarini
tanimlayabilmekti. Tezde, bu tanimlama siirecinde gerekli olan en kiigiik
komsuluk wuzaylari, dijital ve Khalimsky topolojisi ve manifoldlar gibi
kavramlar tanitildi. Yerel sonlu ve yerel sayilabilir uzaylar hakkinda bilgi verildi
ve ardindan tanmimlama siirecine gecildi.

Ik olarak saf Khalimsky manifoldu tanimlamasi yapildi. Bu tanmim cok
tuhaf uzaylar1 manifold olarak kabul ettiginden sonuclara ulagmak zordu. Bu
ylizden bir diger tanim olan kati Khalimsky manifoldu tanimi ortaya atildi.
Ancak bu tanim sayesinde bir¢ok sonuca ulagilmasina karsin, herhangi bir kati
Khalimsky manifoldunun reel benzerinin kiire olmamasi ve kiirenin goriintii
isleme siirecinde énemli bir rol oynamasi bizi yeni bir tanimlama yapmaya itti.
Boylece en kullamigh dijital Khalimsky manifoldu tanimina ulagildi.

Stire¢ sonucunda elde edilen tanim sayesinde 1-boyutlu dijital
Khalimsky manifoldlar1 siniflandirildi, bu manifoldlarin boyutlari tanimland:
ve reel benzerlerine uygun olarak gémme teoremi ispatlandi. Bu
sonuclarin ardindan baz1 problemler tiiretilebilir. 2 veya daha yiiksek
boyuttaki dijital Khalimsky manifoldlarinin simmiflandirilmas: hala acik bir
problemdir. Ayrica gdmme teoreminde, eger varsa boyutun sinirindan

bahsedilebilip bahsedilemeyecegi de ¢oziimlenememistir.
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