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ÖZET

D�J�TAL KHAL�MSKY MAN�FOLDLARI

TEM�ZEL, Gökhan

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal�

Tez Dan�³man�: Prof. Dr. �smet KARACA

A§ustos 2017, 50 sayfa

Dijital Khalimsky manifoldlar�, Euclid geometrisindeki ³ekillerin dijital

kar³�l�klar�n� belirlerken kullan�lan, görüntü i³leme ve bilgisayar gra�kleri gibi

alanlarda önemli bir yere sahip olan yap�lard�r. Bu tezde geometrik ve cebirsel

topolojideki araçlar�n dijital kar³�l�klar�ndan faydalanarak Khalimsky

manifoldlar�n� tan�mlamak için var olan olas�l�klar incelenecektir. Bu

incelemeleri yapabilmek için gerekli olan temel bilgiler sunulacakt�r. Khalimsky

manifoldlar�n�n farkl� ancak küre gibi önemli bir yap�y� tan�mlamada yetersiz

kalan tan�mlar� tan�t�lacakt�r. Ek i³lemi tan�t�lacak ve Khalimsky

manifoldlar�n� tan�mlamada kritik rol oynayan yak�n kom³uluklar�n ve

kesi³imlerinin analizi bu i³lem sayesinde yap�lacakt�r. Son olarak Khalimsky

manifoldlar�n�n tan�m� verilerek, reel benzerlerine uygun olarak bir pozitif

n say�s� için Zn in içine gömülebilece§i ispatlanacakt�r.

Anahtar sözcükler: Khalimsky topolojisi, dijital manifold, ek i³lemi,

topolojik gömme.
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ABSTRACT

DIGITAL KHALIMSKY MANIFOLDS

TEM�ZEL, Gökhan

MSc. in Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. �smet KARACA

August 2017, 50 pages

Digital Khalimsky manifolds, which are used for determining the digital

counterpart of images in Euclid geometry, play an important role in di�erent

areas such as image processing and computer graphics. In this thesis, the

possibilities for de�ning digital Khalimsky manifold will be studied by taking

advantage of the digital counterpart of the tools in geometric and algebraic

topology. Basic information will be provided in order to make these studies.

We will introduce di�erent de�nitions of the digital Khalimsky manifolds,

but this de�nitions are insu�cient to describe sphere which is a very

important structure. Join operator will be introduced and used to analyze

the adjacency neighborhoods and their intersections, needed for identifying

the digital Khalimsky manifold. Finally, we will give the de�nition of the

digital Khalimsky manifolds and it will be proved that these manifolds can

be embedded Zn for some positive integer n like real analogues.

Key Words: Khalimsky topology, digital manifold, join operator,

topological embedding.
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1 G�R��

Günümüzde bilgisayar hayat�m�z�n birçok alan�nda kulland�§�m�z ve

önemi gittikçe artan bir bulu³tur. Bilgisayar�n artan bu önemi ile geometrik

³ekillerin bilgisayar ortam�nda gözlemlenebilme ihtiyac� ortaya ç�km�³t�r.

Dijital geometri de bu ihtiyaçtan do§mu³tur ve bu ³ekillerin yani dijital

³ekillerin geometrisidir.

�nsanlar bilgisayar�n icad�ndan çok daha önce dijital nesneler çizmi³tir.

Binlerce y�ll�k mozaiklerde veya hal�larda bu tarz ³ekiller görmek mümkündür.

Bu nesneler ve bilgisayar ortam�nda çizilen ³ekiller aras�nda bir ili³ki kurmak

istenirse temelde ayn� mant�§�n yatt�§� görülebilir. Binlerce y�l önce ya da

günümüzde mant�k ayn�d�r ve çal�³�lan alan� grid noktalarla veya karelerle,

parçalara bölerek istenilen ³ekli olu³turmakt�r. E.G. Johnston ve A. Rosenfeld

(Johnston and Rosenfeld , 1970) yapt�klar� yay�nda dijital ³ekilleri grid

noktalar�n ve karelerin alt kümesi olarak ele alm�³lar ve bu ³ekiller aras�ndaki

geometrik uygulamalar üzerinde çal�³m�³lard�r.

Dijital geometri, klasik geometri de denilen Euclid geometrisindeki bir

kavram� al�p onun dijital kar³�l�§�n� bulma ³eklinde çal�³�r. Dijital geometrideki

temel kavramlar, Euclid geometrisindeki dijital kar³�l�klar� var olabilen

kavramlard�r. Dijital geometri kökleri graf teorisi ve dijital topolojiye dayanan

diskret geometrinin bir alt disiplini olarak da dü³ünülebilir. Bu tezin konusuna

uygun olarak dijital topolojiyi kullanmam�z gerekecektir. Dijital topolojide

esas olarak kullanaca§�m�z topoloji E�m Khalimsky'nin 1970'li y�llarda ortaya

koydu§u Khalimsky topolojisidir. Khalimsky topolojisi reel do§ru üzerindeki

Euclid topolojisinin, tam say�lar kümesi üzerindeki dijital kar³�l�§�d�r.

Topolojik çarp�m, yüzeyler, e§riler, temel grup ve homotopi gibi baz�

temel topolojik kavramlar dijital ³ekiller, resimler ve gra�kler üzerinde

çal�³�rken önemli rol oynarlar. Laurence Boxer (Boxer , 2006a) yapt�§� yay�nda

baz� temel topolojik kavramlar�n dijital kar³�l�klar� üzerinde çal�³m�³t�r. Dijital

yüzeyler bilgisayar ortam�nda üç boyutlu ³ekiller olu³turulurken kullan�lan bir

kavramd�r. �lk olarak 1980'li y�llarda çal�³�lan bu kavram hakk�nda

D.G. Morgantheler ve A. Rosenfeld (Morgenthaler and Rosenfeld , 1981)

yay�n yapm�³lard�r. Yapt�klar� bu çal�³mada yüzeyleri voksel

kümelerinden in³a etmi³lerdir. M. Couprie ve G. Bertrand
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(Couprie and Bertrand, 1998) ise çal�³malar�nda yüzeylerin birçok

yolla tan�mlanabilece§ini belirtmi³ ve kombinatorik topoloji yakla³�m� ile bir

tan�mlama yapm�³lard�r. Erik Melin (Melin , 2007) çal�³mas�nda bu yüzeylerin

özellikleri hakk�nda çal�³m�³ ve sürekli Khalimsky fonksiyonlar�n�n gra�§inin

bir yüzey belirtece§ini ileri sürmü³tür.

Dijital yüzeyleri daha iyi kavrayabilmek için onlar� s�n��and�rmak

istedi§imizde dijital manifoldlar� kullan�r�z. Erik Melin (Melin , 2009) de yerel

olarak Khalimsky n-uzay� gibi davranan dijital manifoldlar hakk�nda çal�³m�³

ve bu manifoldlar� s�n��and�rmak için denemelerde bulunmu³tur.

Bu tezde, tez konusu için temel kavramlar olan manifoldlar, dijital

topoloji ve Khalimsky topolojisi gibi konular� tan�t�lacakt�r. Manifoldlar

topolojik uzaylar olarak ele al�naca§�ndan gömme konusuna de§inilecektir.

Dijital olarak çal�³may� sa§layacak yerel sonlu uzaylara ve yerel say�labilir

uzaylara de§inilecektir. Zn deki kom³uluklar hakk�nda bilgi verilip, bu

kom³uluklar�n kesi³iminin ve yak�n kom³uluklar�n kesi³iminin analizini yapmak

için kullan�lacak ek i³lemi verilecektir. Son olarak Khalimsky manifoldlar�n�

tan�mlan�p, baz� sonuçlara de§inilecektir.
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2 ÖN B�LG�LER

2.1 Topoloji ve En Küçük Kom³uluk Uzaylar�

Bir topolojik uzaydaki aç�k kümelerin sonlu bir ailesinin kesi³iminin

aç�k oldu§u bilinmektedir. Ancak bu kümelerin key� bir ailesinin aç�k olmas�

gerekmemektedir. Dijital ortamda in³a edilen bir topolojik uzay ise sonludur

ve aç�k kümelerin herhangi bir ailesinin kesi³imi bu tür uzaylarda aç�kt�r.

Tan�m 2.1.1. (Alexandrov , 1937) X bir topolojik uzay ve {Aj}j∈J , X teki

aç�k kümelerin herhangi bir ailesi olsun.
⋂
j∈J

Aj aç�k bir küme ise X uzay�na

en küçük kom³uluk uzay� denir.

Not 2.1.1. (Melin , 2003) Bir en küçük kom³uluk uzay�n�n alt uzay� yine bir

en küçük kom³uluk uzay�d�r.

Örnek 2.1.1. X = {a, b, c, d} üzerinde bazlar� {a}, {b}, {a, c}, X olan bir

τ topolojisi mevcut olsun. Bu topolojinin aç�klar� yukar�da verilen bazlar

haricinde ∅, {a, b}, {a, b, c} kümeleridir ve (X, τ) uzay� bir en küçük kom³uluk

uzay�d�r.

Tan�m 2.1.2. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay ve B ⊂ X olsun. B nin

kapan�³�, B yi içeren tüm kapal� kümelerin kesi³imidir ve CX(B) ile gösterilir.

Dual olarak B yi içeren tüm aç�k kümelerin kesi³imini NX(B) temsil eder. Bu

küme her zaman aç�k olmak zorunda de§ildir, ancak bir en küçük kom³uluk

uzay� üzerinde çal�³�yorsak bu küme aç�k olacakt�r. Bu durumda NX(B), B yi

içeren en küçük kom³uluk ad�n� al�r.

Tezin geri kalan k�sm�nda kolayl�k sa§lamas� ad�na CX(B) ve NX(B)

yerine C(B) ve N (B) notasyonlar� kullan�lacakt�r. Ayn� ³ekilde yine kolayl�k

sa§lamas� için tek elemanl� bir kümeden bahsedilirken C({x}) veN ({x}) yerine

C(x) ve N (x) notasyonlar� kullan�lacakt�r.

Not 2.1.2. (Melin , 2004b) X ve Y en küçük kom³uluk uzaylar� olmak üzere

NX×Y (x, y) = NX(x)×NY (y)

e³itli§i vard�r.
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Not 2.1.3. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay ve x, y ∈ X olsun. y ∈ N (x)

olmas� için gerek ve yeter ³art x ∈ C(y) olmas�d�r.

�spat. y ∈ N (x) olsun. O halde Ni ler X de x eleman�n� içeren tüm aç�klar

olmak üzere y ∈
⋂
Ni dir. Tüm Ni ler y ve x i içerdi§inden tümleyenleri hem y

yi hem de x i içermez. Ni ler x i içeren tüm aç�klar oldu§undan x i içermeyen

her kapal�n�n y yi de içermedi§i söylenebilir. O halde y yi içeren tüm kapal�lar

x i de içermek zorundad�r. Kapan�³�n tan�m�ndan x ∈ C(y) olur. Di§er yön

benzer ³ekilde sonuçland�r�l�r.

Bir en küçük kom³uluk uzay�nda bir x ∈ X için N (x) = {x} ise yani {x}

aç�k ise bu x noktas�na aç�k nokta denir. C(x) = {x} ise yani {x} kapal� ise

bu x noktas�na kapal� nokta denir. E§er x noktas� ya aç�k ya da kapal� nokta

ise saf nokta olarak adland�r�l�r, ne aç�k ne de kapal� bir nokta ise de kar�³�k

nokta ad�n� al�r (Melin , 2009).

Bir topolojik uzayda sadece ∅ ve uzay�n kendisi hem aç�k hem de

kapal� kümeler ise bu uzaya ba§lant�l�d�r denir. Bir topolojik uzay�n ba§lant�l�

bile³eni ise kapsama ba§�nt�s�na göre maksimal olan ba§lant�l� alt uzayd�r

(Melin , 2009).

Lemma 2.1.1. (Melin , 2008a) X ba§lant�l� bir en küçük kom³uluk uzay�

olsun. O halde her x, y ∈ X için x = x0, y = xn ve her i ∈ {0, 1, ..., n− 1} için

{xi, xi+1} ba§lant�l� olacak ³ekilde sonlu bir (x0, x1, ...xn) dizisi vard�r.

�spat. x ∈ X ve Y , x ile sonlu bir dizi ile ba§l� olan noktalar�n kümesi olsun.

Bu durumda x ∈ Y olaca§�ndan Y bo³tan farkl�d�r. Key� bir y ∈ Y eleman�n�

alal�m. O halde N (y) ⊂ Y ve {y} ⊂ Y olur. O halde Y hem aç�k, hem de

kapal� bir kümedir. X ba§lant�l� ve Y hem aç�k, hem kapal�, hem de bo³tan

farkl� bir küme oldu§undan X = Y dir.

Lemma 2.1.2. (Melin , 2003) X bir en küçük kom³uluk uzay� ve y ∈ N (x)

olsun. O halde X de x den ba³lay�p y de biten bir yol vard�r.

�spat.

φ : I → X

t 7→

 x, t = 0

y, t > 0
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fonksiyonunu tan�mlayal�m. V ⊂ X aç�k alt küme olsun. O halde 3 durum söz

konusudur.

1. DURUM: x ∈ V ise V aç�k küme ve N (x), x i içeren en küçük

kom³uluk oldu§undan N (x) ⊂ V olur. Dolay�s�yla y ∈ V olur. O halde

φ−1(V ) = I olur.

2. DURUM: y ∈ V ve x /∈ V olsun. O halde φ−1(V ) = (0, 1] olur.

3. DURUM: y /∈ V olsun. y, x in en küçük kom³ulu§unda oldu§undan

x /∈ V olur. O halde φ−1(V ) = ∅ olur.

O halde φ süreklidir. Yani X de x den ba³lay�p, y de biten bir yol vard�r.

Teorem 2.1.1. (Melin , 2003) Bir en küçük kom³uluk uzay�n�n ba§lant�l�

olmas� için gerek ve yeter ³art uzay�n yol ba§lant�l� olmas�d�r.

Tan�m 2.1.3. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay ve x, y ∈ X olsun. {x, y},

X in ba§lant�l� bir alt uzay� ise x ve y yak�nd�r denir.

Not 2.1.4. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay ve x, y ∈ X olsun. x ve y nin

yak�n olmas� için gerek ve yeter ³art y ∈ N (x) ya da x ∈ N (y) olmas�d�r.

�spat. x ve y, X de yak�n olan iki nokta olsun. Bu durumda {x, y}

ba§lant�l�d�r. O halde ispatta alt uzay topolojisine geçilerek farkl� durumlar

incelenecektir. Bu durumlar {x, y} kümesinin ba§lant�l� olmas� göz önüne

al�narak olu³turulacakt�r.

1. DURUM : Alt uzay topolojisindeki aç�k kümeler ∅ ve X olsun. Bu

durumda ana topolojide x i içerip y yi içermeyen ya da y yi içerip x i içermeyen

bir aç�k yoktur. O halde y ∈ N (x) ve x ∈ N (y) dir.

2. DURUM : Alt uzay topolojisindeki aç�k kümeler ∅, {x} ve X olsun. Bu

durumda ana topolide y yi içerip de x i içermeyen bir aç�k yoktur. O halde

x ∈ N (y) dir.
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3. DURUM : Alt uzay topolojisindeki aç�k kümeler ∅, {y} ve X olsun. Bu

durumda ana topolojide x i içerip de y yi içermeyen bir aç�k yoktur. O halde

y ∈ N (x) dir.

Di§er yön benzer ³ekilde sonuçland�r�l�r.

Not 2.1.5. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay ve x, y ∈ X olsun. x ve y nin

yak�n olabilmesi için gerek ve yeter ³art y ∈ N (x) ∪ C(x) olmas�d�r.

�spat� bir önceki ispata benzer ³ekilde gösterilebilir.

X bir topolojik uzay ve x ∈ X olsun. x in yak�n kom³ulu§u N (x)∪ C(x)

kümesidir ve ANX(x) ile gösterilir. x e yak�n olan noktalar�n kümesi ise

ANX(x) \ {x} tir ve AX(x) ile gösterilir (Melin , 2009).

X bir en küçük kom³uluk uzay�, A,B ⊂ X ve A ∩ B = ∅ olsun. a ve

b yak�n olacak ³ekilde a ∈ A ve b ∈ B var ise A ve B yak�nd�r denir. Denk

ko³ul olarak A(A) ∩ B 6= ∅ veya A ∩ A(B) 6= ∅ ise A ve B yak�nd�r denir

(Melin , 2007).

ANX(x) ve AX(x) notasyonlar� yerine kolayl�k sa§lamas� amac�yla

AN(x) ve A(x) notasyonlar� tezin geri kalan�nda kullan�lacakt�r.

Not 2.1.6. (Melin , 2004b) En küçük kom³uluk uzay� X in T0-uzay� olabilmesi

için gerek ve yeter ³art her x, y ∈ X için N (x) = N (y) iken x = y olmas�d�r.

Tan�m 2.1.4. (Alexandrov , 1937) X bir en küçük kom³uluk uzay� ve x, y ∈ X

olsun. x � y ⇒ y ∈ N (x) ³eklinde tan�mlanan ba§�nt�ya Alexandrov-Birkho�

ön s�ralama ba§�nt�s� denir. Bu ba§�nt� yans�ma ve geçi³me özelliklerini her

zaman sa§lar. Ek olarak uzay, T0-uzay� ise ba§�nt� s�ralama ba§�nt�s� haline

gelir.

Not 2.1.7. (Melin , 2003) y ∈ N (x) ise N (y) ⊂ N (x) dir. Benzer ³ekilde

x ∈ C(y) ise C(x) ⊂ C(y) dir.

�spat. y ∈ N (x) ise x � y dir. N (y) = {p ∈ X : y � p} ve

Alexandrov-Birkho� ba§�nt�s� geçi³meli oldu§undan her p ∈ N (y) için x � p,
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yani p ∈ N (x) olur. O halde N (y) ⊂ N (x) dir. Di§er durum duallikten

gelmektedir.

Not 2.1.8. (Melin , 2003) {N (x) ∈ P(X) : x ∈ X}, X üzerindeki topoloji

için baz olarak kabul edilebilir.

�spat.
⋃
x∈X
N (x) = X oldu§u aç�kt�r. Her N (y), N (z) ve her x ∈ N (y)∩N (z)

için x ∈ N (x) ⊂ N (y) ∩N (z) olaca§�ndan bazd�r.

2.2 Dijital Topoloji

Dijital topoloji, bilinen anlamdaki topolojik kavramlar�n ve

özelliklerin dijital ortamdaki kar³�l�klar�n� bulmay� amaçlayan topolojinin bir

dal�d�r. Topolojinin bu dal� sayesinde, üzerinde çal�³�lan topolojik nesnelerin

dijital ortamdaki kar³�l�klar� ve bu ortamdaki özellikleri

incelenebilmektedir.

Kafes noktas� her bir koordinat� tam say� olan bir noktad�r. Ik, k-boyutlu

Euclid uzay�ndaki bir s�n�rl� kübün kafes noktalar�n�n kümesi olsun. O halde

n ∈ Z olmak üzere

Ik = {(x1, x2, ..., xk)|xi ∈ Z, 0 ≤ xi ≤ n, i = 1, 2, ..., k}

kümesine dijital resim denir. Ik üzerinde tan�ml� olan bir metrik ise ³u

özellikleri sa§lar;

• E§er p, q ∈ Ik farkl� noktalarsa dk(p, q) ≥ 1 dir.

• p, q ∈ I olsun. p ve q nun kom³u noktalar olmas� için gerek ve yeter ³art

dk(p, q) = 1 olmas�d�r

(Rosenfeld , 1986).

Tan�m 2.2.1. (Han , 2005) (Herman , 1993) Bir dijital görüntü X ⊆ Zn (n

bir pozitif tam say�) ve κ, X in elemanlar� aras�nda bir yak�nl�k ba§�nt�s� olmak

üzere (X, κ) ikilisidir.

Bir dijital görüntünün var olabilmesi için öncelikle bir yak�nl�k

ba§�nt�s� olmas� gerekti§i tan�mdan anla³�labilir. A³a§�da yak�nl�k ba§�nt�s�

tan�mlanacak ve örneklendirilecektir.
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Tan�m 2.2.2. (Boxer , 2006b) κ, 1 ≤ κ ≤ n olacak ³ekilde bir pozitif tamsay�

ve p = (p0, p1, ..., pn), q = (q0, q1, ..., qn) ∈ Zn iki farkl� nokta olsun. E§er

a³a§�daki ko³ullar sa§lan�yor ise p ve q cκ-yak�nd�r.

(i) |pi − qi| = 1 olacak ³ekilde en fazla κ tane indis vard�r.

(ii) |pi − qi| 6= 1 olacak ³ekildeki her j indisi için pj = qj

olmal�d�r.

Bu tan�mda cκ, p ∈ Zn noktas�nda yak�n olan noktalar�n say�s�n�

göstermektedir. κ ise yak�nl�k ba§�nt�lar�n� temsil eder. Zn deki bu ba§�nt�lar

cnt = n!
(n−t)!.t! olmak üzere ³u ³ekilde tan�mlanm�³t�r (Han , 2004).

κ ∈ {2n(n ≥ 1), 3n − 1(n ≥ 2),
r−2∑
t=0

cnt .2
n−t − 1(2 ≤ r ≤ n− 1, n ≥ 3)}

Bu ba§�nt�ya göre Z deki tek yak�nl�k ba§�nt�s� 2-yak�nl�kt�r. Yani Z

deki bir noktaya yak�nl�k ba§�nt�s� ile ba§l� 2 farkl� nokta mevcuttur. Z2 de

ise 4-yak�nl�k ve 8-yak�nl�k ba§�nt�lar� gözlemlenebilirken, Z3 te de 6-yak�nl�k,

18-yak�nl�k ve 26-yak�nl�k ba§�nt�lar� vard�r.

�ekil 2.1: (Ege and Karaca , 2015)2-yak�nl�k

Tan�m 2.2.3. (Boxer , 1999) Zn deki bir p noktas�n�n bir κ-kom³usu, o

noktaya κ-yak�n olan bir noktad�r.

Örne§in, Z deki her noktaya kom³u olan iki nokta mevcuttur. p ∈ Z

eleman�na yak�n olan noktalar p− 1 ve p+ 1 dir.

Tan�m 2.2.4. (Herman , 1993) Bir X dijital görüntüsünün κ-ba§lant�l� olmas�

için gerek ve yeter ³art her farkl� x, y ∈ X noktas� için x = x0, y = xr ve

i = 0, 1, ..., r − 1 iken xi ile xi+1 κ-kom³u olacak ³ekilde {x0, x1, ..., xr} ⊂ X

kümesinin var olmas�d�r.
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�ekil 2.2: (Ege and Karaca , 2015)4-yak�nl�k ve 8-yak�nl�k

�ekil 2.3: (Ege and Karaca , 2015)6-yak�nl�k, 18-yak�nl�k ve 26-yak�nl�k

Örne§in Z+, 2-ba§lant�l� bir uzayd�r.

Dijital düzlem, R2 düzlemindeki tam say� koordinatlara sahip noktalar�n

kümesidir ve Z2 ile gösterilir. (Eckhardt and Latecki, 1994) Genel olarak bir

dijital uzay ise, V bir noktalar kümesi ve π, V üzerinde yans�mal� olmayan,

simetrik bir ikili ba§�nt� olmak üzere (V, π) ikilisidir. Buradaki ba§�nt� yak�nl�k

ba§�nt�s�d�r. (Melin , 2008b) Örne§in (Z, 2), 2-yak�nl�kla donat�lm�³ bir dijital

uzayd�r.

Tan�m 2.2.5. (Rosenfeld , 1986) X ⊆ Ik ve Y ⊆ Im dijital görüntüler ve

f : X → Y bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun x0 ∈ X noktas�nda dijital

sürekli olabilmesi için gerek ve yeter ³art her ε ≥ 1 için x ∈ X olmak üzere

dk(x0, x) ≤ δ iken dm(f(x0), f(x)) ≤ ε olacak ³ekilde bir δ ≥ 1 say�s�n�n

var olmas�d�r. E§er f her x ∈ X noktas�nda sürekli ise f e dijital sürekli bir
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fonksiyon denir.

Teorem 2.2.1. (Rosenfeld , 1986) X ⊆ Zk0, Y ⊆ Zk1 ve f : X → Y bir

fonksiyon olsun. A³a§�daki ifadeler denktir.

(i) f dijital sürekli bir fonksiyondur.

(ii) X te k0-kom³u olan her p, q ∈ X noktalar� için ya f(p) = f(q) dur ya da

f(p) ve f(q) k1-yak�nd�r.

(iii)X in k0-ba§lant�l� her alt kümesinin f fonksiyonu alt�ndaki görüntüsü

k1-ba§lant�l�d�r.

�spat. (i ⇒ ii) f dijital sürekli, p ile q k0-kom³u olsun ve özel olarak ε = 1

alal�m. f dijital sürekli oldu§undan dk0(p, q) ≤ δ iken dk1(f(p), f(q)) ≤ 1

olacak ³ekilde öyle bir δ ≥ 1 say�s� vard�r. Bu durumda metri§in

tan�m�ndan dk1(f(p), f(q)) = 1 veya dk1(f(p), f(q)) = 0 olur. O halde

ya f(p) = f(q) dur ya da f(p) ve f(q) k1-kom³udur.

(ii⇒ i) p ile q k0-kom³u ve f(p) ile f(q) k1-kom³u olsun. O halde dk0(p, q) = 1

ve dk1(f(p), f(q)) = 1 dir. Yani her ε ≥ 1 için δ = 1 seçilirse f fonksiyonu

dijital sürekli olur.

(i ⇒ iii) f dijital sürekli bir fonksiyon ve A ⊂ X, k0-ba§lant�l� olsun.

a, b ∈ f(A) alal�m. a = f(p) ve b = f(q) olacak ³ekilde p, q ∈ A vard�r. A

k0-ba§lant�l� oldu§undan p = x0, q = xr ve i = 0, 1, ..., r − 1 iken xi ile xi+1

k0-kom³u olacak ³ekilde {x0, x1, ..., xr} ⊂ A vard�r. (ii) ³�kk�ndan xi ile xi+1

k0-kom³u iken f(xi) ile f(xi+1) in k1-kom³u oldu§u bilinmektedir.

O halde görüntüler e³it geldi§inde kümeden ç�karmak üzere

{f(x0), f(x1), ..., f(xr)} ⊂ f(A) kümesi a = f(x0) = f(p), b = f(xr) = f(q)

ve i = 0, 1, ..., r − 1 iken f(xi) ile f(xi+1) in k1-kom³u oldu§u

bir kümedir. Yani f(A) k1-ba§lant�l�d�r.

(iii ⇒ ii) f , X in k0-ba§lant�l� kümesini, k1-ba§lant�l� bir kümesine

götürsün. p, q ∈ X k0-kom³u olsun. O halde {p, q} k0-ba§lant�l�d�r.

Hipotezden {f(p), f(q)} da k1-ba§lant�l� kümedir. O halde ya f(p) = f(q) dur

ya da f(p) ile f(q) k1-kom³udur.

Örnek 2.2.1.

f : [0, 2]Z → [0, 4]Z

x 7→ x2
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fonksiyonu 2-ba§lant�l� {0, 1, 2} kümesini 2-ba§lant�l� olmayan {0, 1, 4}

kümesine resmeder. O halde f dijital sürekli bir fonksiyon de§ildir.

Örnek 2.2.2.

f : [0, n]Z → [0, n]Z

x 7→ x+ 1

fonksiyonu, 2-ba§lant�l� her alt kümeyi, yine 2-ba§lant�l� bir alt kümeye

götürece§inden dijital sürekli bir fonksiyondur.

Tan�m 2.2.6. (Boxer , 1999) X ⊆ Zk0 , Y ⊆ Zk1 ve f : X → Y bir fonksiyon

olsun. κ0-yak�nl�k ba§�nt�s� Zk0 da ve κ1-yak�nl�k ba§�nt�s� Zk1 da tan�mlans�n.

X in κ0-ba§lan�l� her alt kümesinin f alt�ndaki görüntüsü κ1-ba§lant�l� ise f e

(κ0, κ1)-süreklidir denir.

Önerme 2.2.1. (Boxer , 1999) Bile³ke i³lemi dijital süreklili§i korur.

�spat. f : X → Y (κ0, κ1)-sürekli ve g : Y → Z (κ1, κ2)-sürekli olsun.

κ0-ba§lant�l� A ⊂ X kümesini ele alal�m. g ◦ f(A) = g(f(A)) d�r. f(A), f

(κ0, κ1)-sürekli oldu§undan κ1-ba§lant�l�d�r. g (κ1, κ2)-sürekli oldu§undan da

g(f(A)) κ2-ba§lant�l�d�r. O halde g ◦ f : X → Z (κ0, κ2)-süreklidir.

Tan�m 2.2.7. (Boxer , 2005) X ⊆ Zk0 , Y ⊆ Zk1 ve f : X → Y bir fonksiyon

olsun. κ0-yak�nl�k ba§�nt�s� Zk0 da ve κ1-yak�nl�k ba§�nt�s� Zk1 da tan�mlans�n.

Bijektif f : X → Y fonksiyonu (κ0, κ1)-sürekli ve f−1 : Y → X fonksiyonu

(κ1, κ0)-sürekli ise f e dijital izomor�zma denir. Bu durumda X ve Y ,

(κ0, κ1)-izomor�ktir.

Örnek 2.2.3.

f : Z2 → Z2

(x, y) 7→ (x,−y)

³eklindeki dönü³üm Z2, 4-yak�nl�k ile donat�lm�³ iken bir dijital

izomor�zmdir.
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Tan�m 2.2.8. (Boxer , 1994) f, g : X → Y iki sürekli dijital fonksiyon olsun.

Bir pozitif m tamsay�s� için

F : X × [0,m]Z → Y

F (x, 0) = f(x)

F (x,m) = g(x)

olacak ³ekilde F dijital sürekli fonksiyonu varsa f ve g ye Y de dijital

homotoptur denir. F fonksiyonuna da dijital homotopi denir.

Önerme 2.2.2. (Boxer , 1994) Dijital homotopi, dijital sürekli fonksiyonlar

aras�nda bir denklik ba§�nt�s�d�r.

�spat. f : X → Y dijital sürekli bir fonksiyon olsun. Herhangi bir m pozitif

tamsay�s� için F (x, t) = f(x) ³eklinde tan�mlanan F : X × [0,m]Z → Y

fonksiyonu süreklidir. Üstelik F (x, 0) = f(x) ve F (x,m) = f(x) oldu§undan

f ile f aras�nda bir dijital homotopidir.

f, g : X → Y dijital homotop olan iki dijital sürekli fonksiyon olsun. O

halde F (x, 0) = f(x) ve F (x,m) = g(x) olacak ³ekilde F : X × [0,m]Z → Y

sürekli fonksiyonu vard�r. G(x, t) = F (x,m − t) fonksiyonu tan�mlans�n. G

fonksiyonu süreklidir ve G(x, 0) = g(x), G(x,m) = f(x) oldu§undan g ve f

aras�nda bir dijital homotopidir.

f, g, h : X → Y üç dijital sürekli fonksiyon, f ile g ve g ile h dijital

homotop olsun. O halde F (x, 0) = f(x), F (x,m0) = g(x), G(x, 0) = g(x) ve

G(x,m1) = h(x) olacak ³ekilde F : X × [0,m0] → Y ve G : X × [0,m1] → Y

dijital sürekli fonksiyonlar� vard�r.

H : X × [0,m0 +m1]Z → Y

(x, t) 7→

 F (x, t), t ∈ [0,m0]Z

G(x, t−m0), t ∈ [m0,m0 +m1]Z

fonksiyonu tan�mlans�n. H fonksiyonu süreklidir ve H(x,O) = f(x),

H(x,m0 +m1) = h(x) oldu§undan f ile h aras�nda dijital homotopidir.

Tan�m 2.2.9. (Boxer , 1994) r : X → Y dijital sürekli fonksiyon olsun.

Y ⊂ X ve her y ∈ Y için r(y) = y ise r ye dijital retraksion denir.
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Örnek 2.2.4. (Boxer , 1994) Ik kafes noktalar�n�n kümesi ve 0k ∈ Ik tüm

koordinatlar� s�f�r olan noktay� göstersin. 0 < p < k için

r(x1, x2, ..., xk) = (x1, ..., xp, 0, ..., 0) ³eklinde tan�mlanan r : Ik → Ip × {0m−p}

fonksiyonu bir dijital retraksiyondur.

Tan�m 2.2.10. (Boxer , 1994) Bir X dijital görüntüsü için birim dönü³üm,

sabit fonksiyona dijital homotop ise X dijital büzülebilirdir denir.

Teorem 2.2.2. (Boxer , 1994) X dijital büzülebilir bir uzay ve Y , X in dijital

retraksiyonu olsun. O halde Y dijital büzülebilirdir.

�spat. X dijital büzülebilir bir uzay olsun. O halde sabit bir x0 ∈ X için

F (x, 0) = x ve F (x, 1) = x0 olacak ³ekilde F : X × [0,m]Z → X dijital sürekli

fonksiyonu vard�r. r : X → Y dijital retraksiyon olsun.

G : Y × [0,m]Z → Y

(y, t) 7→ r(F (y, t))

³eklinde G fonksiyonunu tan�mlayal�m. G fonksiyonu dijital süreklidir ve

G(y, 0) = y, G(y, 1) = y0 oldu§undan Y dijital büzülebilirdir.

Bir noktal� dijital görüntü, X bir dijital görüntü ve x0 ∈ X olmak üzere

(X, x0) ikilisidir. f : (X, x0)→ (Y, y0) dijital sürekli bir fonksiyon ve f(x0) = y0

ise f e noktal� dijital sürekli fonksiyon denir. f : X → Y ve g : X → Y iki

noktal� dijital sürekli fonksiyon ve H : X × [0,m]Z → Y , f ile g aras�nda

dijital homotopi olsun. Her t ∈ [0,m]Z için H(x0, t) = y0 ise H noktal� dijital

homotopidir. f ve g aras�nda bir noktal� dijital homotopi var ise f ve g ayn�

noktal� dijital homotopi s�n�f�na aittir denir (Boxer , 1999).

f : [0,m]Z → X, (2, κ)-sürekli fonksiyonuna dijital κ-yol denir.

f(0) = f(m) ise f e dijital κ-loop denir. Bir f loopunun dijital homotopi s�n�f�

[f ]X ile gösterilir. f : [0,m0]Z → X, g : [0,m1]Z → X ve f(m0) = g(0) olacak

³ekilde X de iki dijital κ-yol olsun. (f · g) a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

(f · g) : [0,m0 +m1]Z → X

t 7→

 f(t), t ∈ [0,m0]Z

g(t−m0), t ∈ [0,m0 +m1]Z
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(Khalimsky , 1987a).

Tan�m 2.2.11. (Boxer , 1999) (X, x0) bir noktal� dijital görüntü ve
∏

1(X, p),

[f ]X , p noktas�ndaki loop s�n��ar�n�n kümesi olsun. Bu durumda çarp�m i³lemi

[f ]X · [g]X = [f · g]X

³eklinde tan�mlan�r.

Teorem 2.2.3. (Boxer , 1999)
∏

1(X, x0), · i³lemi alt�nda bir grup te³kil eder.

Bu gruba (X, x0) �n temel grubu denir.

2.3 Khalimsky Topolojisi

Khalimsky topolojisi tam say�lar do§rusu üzerinde tan�mlanan bir

topolojidir. Dijital ortamda kullan�lan bu topoloji 1960'l� y�llarda E�m

Khalimsky taraf�ndan ortaya at�lm�³t�r. Khalimsky'nin yapt�§� yay�nlar Rusça

oldu§u için, kendi ad�n� ta³�yan bu yeni topoloji uzun süre Sovyetler Birli§i

d�³�na ç�kamam�³t�r. Daha sonralar� yap�lan �ngilizce yay�nlar sayesinde

dünyada tan�l�nan bu topolojiyi kullanarak dijital geometride var olan baz�

problemler üzerinde çal�³m�³t�r.

Tan�m 2.3.1. (Khalimsky , 1987b) (Khalimsky, Kopperman and Meyer ,

1990)

f : R → Z

x 7→

 en yak�n tam say�, x 6= n+ 1
2

en yak�n çift tam say�, x = n+ 1
2

örten ve sürekli bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon alt�nda x çift tam say� ise

ters görüntüsü [n− 1
2
, n+ 1

2
], x tek tam say� ise ters görüntüsü (n− 1

2
, n+ 1

2
)

olacakt�r. Bu durumda f fonksiyonu sürekli oldu§undan, x çift tam say� ise {x}

kümesi kapal� bir küme ve x tek tam say� ise {x} kümesi aç�k bir küme olacakt�r.

Bu kümelerin olu³turdu§u topolojiye Z üzerindeki Khalimsky topolojisi denir.

Khalimsky düzlemi iki tane Khalimsky do§rusunun çarp�m� sonucunda

elde edilir. Daha genel bir ³ekilde dü³ünülecek olursa Khalimsky n-uzay�,

çarp�m topolojisi ile birlikte Zn dir (Melin , 2005).

Khalimsky düzlemi üzerindeki çarp�m topolojisinin baz� a³a§�daki

³ekildedir (Melin , 2005).

β = {(0, 0),±(0, 1),±(1, 0),±(1, 1),±(−1, 1)}
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�ekil 2.4: (Melin , 2008b)Khalimsky Do§rusu

�ekil 2.5: (Melin , 2003)Khalimsky Düzlemi

Khalimsky do§rusu bir en küçük kom³uluk uzay�d�r. Khalimsky

do§rusunda tek noktalar aç�k noktalar iken çift noktalar kapal� noktalard�r.

Buna göre N (2k + 1) = {2k + 1} iken N (2k) = {2k − 1, 2k, 2k + 1}

olur. Khalimsky düzleminde ise iki koordinat� birden tek olan noktalar

aç�k noktalar ve iki koordinat� birden çift olan noktalar kapal� noktalard�r.

Bu noktalar Khalimsky düzlemindeki saf noktalard�r. Bir koordinat�

tek, di§er koordinat� çift olan noktalar ise kar�³�k noktalar

olarak adland�r�l�r. q ∈ Z2 kar�³�k bir nokta olmak üzere

A(q) = {x ∈ Z2 : ||q − x||1 = 1} iken p ∈ Z2 saf bir nokta olmak üzere

A(p) = {x ∈ Z2 : ||p−x||∞ = 1} dir. Bir topolojik uzay�n T1/2-uzay� olabilmesi

için tek noktal� kümelerin ya aç�k ya da kapal� kümeler olmas� gerekmektedir.

Yukar�da verilen bilgilere dayanarak Khalimsky do§rusunun T1/2-uzay� oldu§u

ancak Khalimsky düzleminin T1/2-uzay� olmad�§� söylenebilir (Melin , 2004a).

p, Khalimsky düzlemindeki bir nokta olsun. p noktas� için ||q − p||∞ = 1

olacak ³ekilde q noktas�na p nin saf l∞-kom³usu denir. p = (p1, p2) bir kar�³�k
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nokta ise (p1, p2 + 1), (p1, p2 − 1), (p1 + 1, p2) ve (p1 − 1, p2) olmak üzere 4

tane saf l∞-kom³usuna sahiptir. Buna kar³�n p = (p1, p2) bir saf nokta ise

(p1, p2 + 1), (p1, p2−1), (p1 + 1, p2), (p1−1, p2), (p1 + 1, p2 + 1), (p1−1, p2−1),

(p1 +1, p2−1) ve (p1−1, p2 +1) olmak üzere 8 tane saf l∞-kom³usuna sahiptir.

p nin aç�k kom³ular�n�n olu³turdu§u kümeyi ON(p) = {x ∈ A(p) : x aç�k} ve

kapal� kom³ular�n�n olu³turdu§u kümeyi CN(p) = {x ∈ A(p) : x kapal�}

temsil eder. p noktas�ndaki çift koordinatlar�n say�s� m ve tek

koordinatlar�n say�s� n olmak üzere card(ON(p)) = 2m ve card(CN(p)) = 2n

dur. PN(p) = ON(p) ∩ CN(p), p noktas�n�n saf kom³ular�n�n olu³turdu§u

kümedir (Melin , 2004a).

Tan�m 2.3.2. (Melin , 2009) a, b ∈ Z ve a ≤ b olsun. [a, b] ∩ Z aral�§�na

Khalimsky aral�§� denir ve [a, b]Z ile gösterilir. a ve b noktalar� aral�§�n biti³

noktalar� olarak adland�r�l�r.

Tan�m 2.3.3. (Melin , 2009) X topolojik uzay�ndaki bir Khalimsky yay�,

Khalimsky aral�§�na izomorf olan X in bir alt uzay�d�r. E§er X deki herhangi

iki nokta bir Khalimsky yay�n�n biti³ noktalar� ise bu uzaya Khalimsky yay

ba§lant�l� denir. Bir Khalimsky yay� A n�n uzunlu§u card(A) − 1 ³eklinde

tan�mlan�r ve L(A) ³eklinde gösterilir.

Teorem 2.3.1. (Melin , 2009) Bir T0 en küçük kom³uluk uzay�n�n ba§lant�l�

olabilmesi için gerek ve yeter ³art bu uzay�n Khalimsky yay ba§lant�l� olmas�d�r.

X topolojik uzay� T0 ve ba§lant�l� en küçük kom³uluk uzay� ise bu teorem

X deki herhangi iki noktay� ba§layan en k�sa yay�n sonlu say�da nokta içerdi§ini

söyler.

Tan�m 2.3.4. (Melin , 2009) ρX(x, y) = min(L(A);A ⊂ X, x ve y yi içeren

Khalimsky yay�) ³eklinde X üzerinde tan�ml� metri§e yay metri§i denir.

Not 2.3.1. (Melin , 2008a) Y , X in bir alt uzay� olsun. Y üzerinde tan�ml�

olan yay metri§i X üzerindeki yay metri§inin k�s�tlan�³�na e³it olmak zorunda

de§ildir. Ancak her x, y ∈ Y için ρX(x, y) ≤ ρY (x, y) e³itsizli§i mevcuttur.

Önerme 2.3.1. (Melin , 2008a) X bir en küçük kom³uluk uzay� ve f : X → Z

sürekli bir fonksiyon olsun. O halde f , yay metri§ine göre Lip-1 fonksiyonudur.
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�spat. x, y ∈ X ve A, x ile y yi ba§layan en k�sa Khalimsky yay� olsun. O

halde A ile bir Khalimsky aral�§� I = [a, b]Z aras�nda η : I → A ³eklinde bir

izomor�zma vard�r. f ile η sürekli oldu§undan f ◦ η : I → Z de sürekli ve

Lip-1 fonksiyondur. O halde |f(x)− f(y)| ≤ L(A) = ρ(x, y) olur. Yani f , yay

metri§ine göre Lip-1 fonksiyondur.

Not 2.3.2. (Melin , 2008a) x ve y, Khalimsky do§rusundaki iki nokta olsun.

ρ(x, y) = |x− y| dir.

Khalimsky yaylar�n�n, Khalimsky aral�klar�na izomorf oldu§u verilmi³ti.

Khalimsky aral�§�ndaki noktalar ya aç�k ya da kapal� noktalar oldu§undan, bir

yay üzerindeki noktalar da yaya göre aç�k ya da kapal� noktalard�r

(Melin , 2008a).

X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay� ve x ile y, X te iki farkl�

nokta olsun. x ile y aras�nda x in aç�k nokta oldu§u bir Khalimsky yay� var

ise x e, y ye göre aç�k nokta denir. Benzer ³ekilde x ile y aras�nda x in kapal�

nokta oldu§u bir Khalimsky yay� var ise x e, y ye göre kapal� nokta denir

(Melin , 2008a).

2.4 Sürekli Fonksiyonlar�n Geni³lemeleri

X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay� ve A ⊂ X olsun. f : A→ Z

sürekli fonksiyonunu f
′

: X → Z sürekli fonksiyonuna geni³letilebilir mi? Bu

bölümde bu soruya cevap aranacakt�r.

Tan�m 2.4.1. (Melin , 2008a) X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay�

ve A ⊂ X olsun. f : A → Z fonksiyonu A daki iki farkl� x ve y noktas�

için a³a§�daki ko³ullardan birini sa§l�yorsa x ve y noktalar�na göre X de güçlü

Lip-1 fonksiyonu denir.

(1) |f(x)− f(y)| < ρ(x, y) ya da

(2) |f(x) − f(y)| = ρ(x, y) ve x, y ye göre aç�k(kapal�) ise f(x) tek(çift).

E§er f fonksiyonu A daki her farkl� noktalar çiftine göre X te güçlü Lip-1

fonksiyonu ise X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu denir.

Önerme 2.4.1. (Melin , 2008a) X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay�

ve f : X → Z bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun sürekli olmas� için gerek ve
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yeter ³art f fonksiyonunun X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu olmas�d�r.

�spat. (⇒) f sürekli bir fonksiyon ve x ile y, X deki iki farkl� nokta olsun. x,

y ye göre kapal� olacak ³ekilde bu iki noktay� ba§layan en k�sa Khalimsky yay�

da A olsun. O halde bir Khalimsky aral�§� I = [a, b]Z ve A aras�nda η : I → A

izomor�zmas� vard�r. Bu durumda f ◦ η da sürekli olur. f sürekli oldu§undan

yay metri§ine göre Lip-1 fonksiyonudur. O halde ya |f(x)−f(y)| < ρ(x, y) dir

ya da |f(x) − f(y)| = ρ(x, y) ve η−1(x), f(x) in paritesini belirledi§inden x,

y ye göre aç�k(kapal�) ise f(x) tektir(çifttir). O halde f , X e göre güçlü Lip-1

fonksiyonudur.

(⇐) f , X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu olsun. Her x ∈ X eleman� için

NX(x) ⊂ f−1(NZ(f(x)) oldu§unu göstermek yeterlidir. y ∈ N (x) olsun. Bu

durumda y ile x yak�n olaca§�ndan {x, y}, x ile y yi ba§layan bir Khalimsky

yay�d�r ve y ∈ N (x) oldu§undan x, y ye göre kapal�d�r. f(x) in paritesine göre

iki durumda incelensin. f(x) tek ise x, y ye göre kapal� ve f fonksiyonu, X

göre güçlü Lip-1 fonksiyonu oldu§undan |f(x) − f(y)| < ρ(x, y) = 1 dir. O

halde f(y) = f(x) ∈ NZ(f(x)) olur. f(x) çift ise benzer ³ekilde f fonksiyonu,

X göre güçlü Lip-1 fonksiyonu oldu§undan |f(x) − f(y)| ≤ ρ(x, y) = 1 dir.

NZ(f(x)) = {f(x − 1), f(x), f(x + 1)} oldu§undan f(y) ∈ NZ(f(x)) olur. O

halde f süreklidir.

Önerme 2.4.2. (Melin , 2008a) X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay�,

A ⊂ X ve f : A → Z fonksiyonu X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu olsun. O

halde f fonksiyonu, f
′
: X → Z e geni³letilebilir. Üstelik f

′
de X e göre güçlü

Lip-1 fonksiyonu olur.

Teorem 2.4.1. (Melin , 2008a) X ba§lant�l� bir T0 en küçük kom³uluk uzay�,

A ⊂ X ve f : A → Z bir fonksiyon olsun. f in f
′

: X → Z fonksiyonuna

geni³letilebilmesi için gerek ve yeter ³art f in X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu

olmas�d�r.

Teorem 2.4.2. (Melin , 2008a) X bir en küçük kom³uluk uzay�, A ⊂ X ve

f : A→ Z bir fonksiyon olsun. f in f
′
: X → Z fonksiyonuna geni³letilebilmesi

için gerek ve yeter ³art f in X e göre güçlü Lip-1 fonksiyonu olmas�d�r.
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2.5 Manifoldlar

Manifoldlar sezgisel olarak yüksek boyutlara sahip olabilecek e§riler

veya yüzeyler gibi dü³ünülebilir. Buradan her manifoldun, kabaca söylemek

gerekirse bir noktay� tan�mlamak için ihtiyaç duyulan ba§�ms�z parametrelerin

say�s� olan boyuta sahip oldu§u söylenilebilir.

n-boyutlu bir manifold, Euclid uzay� Rn de biçimlendirilen bir nesne

olarak da dü³ünülebilir. 1-boyutlu manifoldlar genellikle e§riler olarak

adland�r�l�r. En bilinen örne§i olarak reel do§ru verilebilir. Ayn� zamanda

çemberler, paraboller ve herhangi bir y = f(x) ³eklindeki sürekli bir

fonksiyonun gra�§i de 1-boyutlu manifold örne§i olarak dü³ünülebilir.

2-boyutlu manifoldlar yüzeylerdir. Bu manifoldlar için kullan�lan yayg�n

örnekler düzlemler ve kürelerdir. Ayr�ca silindirler, elipsoidler ve paraboloidler

2-boyutlu manifoldlara örnek olarak verilebilir.

Tan�m 2.5.1. (Lee , 2000) n-boyutlu manifold, n-boyutlu yerel Euclid uzay�

olan ikinci say�labilir bir Hausdor� uzayd�r.

Örnek 2.5.1. (Tu , 2008) R'nin her aç�k alt kümesi bir manifolddur.

R bir Hausdor� uzay�d�r. Hausdor� uzay� olma kal�tsal bir özellik

oldu§undan R nin her aç�k alt kümesi Hausdor� uzay�d�r. Benzer ³ekilde R bir

ikinci say�labilir oldu§undan ve ikinci say�labilir uzay olma kal�tsal bir özellik

oldu§undan R nin her aç�k alt kümesi ikinci say�labilir uzayd�r. Son olarak

R nin herhangi bir aç�k alt kümesindeki her nokta için kom³uluk bu kümenin

kendisi olarak seçilirse, üzerindeki birim fonksiyon homeomor�zma oldu§undan

R nin bir aç�k alt kümesine homeomorf olmu³ olur. Yani R nin herhangi bir

aç�k alt kümesindeki her noktan�n R nin bir aç�k alt kümesine homeomorf

olacak ³ekilde bir kom³ulu§u vard�r. O halde R nin her aç�k alt kümesi bir

manifolddur.

Örnek 2.5.2. (Tu , 2008)M = R×{0}∪{0}×R bir topolojik manifold de§ildir.

M bir topolojik manifold olamaz, çünkü p = (0, 0) noktas�n�n
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kom³ulu§unda Rn in bir aç�k alt kümesine homeomor�zma tan�mlanamaz. p

noktas�n�n kom³ulu§una U , Rn in herhangi bir aç�k alt kümesine G densin.

Kabul edilsin ki h : U → G bir homeomor�zma olsun. Bu durumda

h′ : U − {p} → G − {h(p)} de homeomor�zma olmal�. Ancak U − {p}'nin 4

ba§lant�l� bile³eni var iken G−{h(p)}'nin n = 1 için 2 ba§lant�l� bile³eni vard�r

ve n ≥ 2 için ba§lant�l�d�r. Bu yüzden h′ homeomor�zma de§ildir. O halde

M bir topolojik manifold olamaz.

Lemma 2.5.1. (Lee , 2000) Bir n-manifoldun herhangi bir aç�k alt kümesi de

bir n-manifolddur.

�spat. M bir n-manifold ve G,M nin bir aç�k alt kümesi olsun. Her q ∈ G

için M bir n-manifold oldu§undan Rn in bir aç�k alt kümesine homeomorf

olan M de bir kom³uluk vard�r. G üzerindeki alt uzay topolojisine

geçildi§inde her q ∈ G eleman� için bir aç�k bulunmu³ olur.

Homeomor�zmalar�n k�s�tlan�³� da homeomor�zma oldu§undan her q ∈ G için

Rn in bir aç�k alt kümesine homeomorf olan bir kom³uluk bulunabilir.

Öyleyse G, n-boyutlu yerel Euclid uzay�d�r. Hausdor� uzay� ve ikinci say�labilir

uzay olma özellikleri kal�tsal özellikler oldu§undan G, hem Hausdor� uzay� hem

de ikinci say�labilir uzayd�r. Sonuç olarak bir n-manifoldun

herhangi bir aç�k alt kümesi de bir n-manifolddur.

Lemma 2.5.2. (Lee , 2000) M bir m-manifold ve N bir n-manifold ise M×N

bir (m+n)-manifolddur.

�spat. x ∈ M × N olsun. x , m ∈ M ve n ∈ N olacak ³ekilde x = (m,n)

³eklinde yaz�labilir. M bir m-manifold oldu§undan m ∈ M in, Rm in bir A

aç�k alt kümesine homeomorf olan bir U kom³ulu§u vard�r. Benzer ³ekilde N

bir n-manifold oldu§undan n ∈ N in, Rn in bir B aç�k alt kümesine homeomorf

olan bir V kom³ulu§u vard�r. O halde U ×V ' A×B olur. U ×V , x ∈M ×N

in bir kom³ulu§u , A×B ⊆ Rm×Rn ve Rm×Rn ∼= Rm+n oldu§undan M ×N

bir (m+n)-boyutlu yerel Euclid uzay�d�r. Hausdor� uzaylar�n�n çarp�m� yine

Hausdor� uzay� ve ikinci say�labilir uzaylar�n çarp�m� yine ikinci say�labilir

uzaylar oldu§undan M × N hem Hausdor� uzay�d�r hem de ikinci say�labilir

uzayd�r. O halde M ×N , (m+n)-boyutlu manifolddur.
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Yerel Euclid uzay�n�n tan�m�ndan M topolojik uzay�ndaki her noktan�n

Rn in bir aç�k alt kümesine homeomorf olan bir kom³ulu§unun var olmas�

gerekti§i bilinmektedir. M deki bu kom³ulu§a U , homeomor�zmaya da φ

diyelim. (U, φ) ikilisine harita denir. Bir topolojik uzay�n (U, φ) ve (V, ψ) gibi

iki haritas�n�n C∞-uyumlu olabilmesi için

φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → φ(U ∩ V )

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

C∞-fonksiyonu olmal�d�r (Tu , 2008).

Tan�m 2.5.2. (Tu , 2008) Bir yerel Euclid uzay� üzerindeki atlas M =
⋃
α

Uα

olacak ³ekildeki iki³er olarak C∞-uyumlu haritalar�n bir koleksiyonudur ve

ϕ = {(Uα, φα)}α ile gösterilir.

Not 2.5.1. (Tu , 2008) Bir haritan�n bir atlas ile uyumlu olabilmesi için o

haritan�n atlastaki tüm haritalarla uyumlu olabilmesi gerekmektedir.

Lemma 2.5.3. (Tu , 2008) {(Uα, φα)} bir atlas olsun. (V, θ) ve (W,σ),

{(Uα, φα)} atlas� ile uyumlu ise, birbirleriyle de uyumludur.

Bir yerel Euclid uzay�ndakiM atlas� e§er daha büyük bir atlas taraf�ndan

içerilmiyorsa maksimal atlast�r. Maksimal atlas ile birlikte M manifolduna

smooth manifold denir. (Tu , 2008)

Lemma 2.5.4. (Tu , 2008) Her atlas bir tek maksimal atlas taraf�ndan içerilir.

�spat. ϕ = {(Uα, φα)} bir atlas olsun. Bu atlasa ϕ deki tüm haritalar ile ve

birbirleriyle uyumlu olan her (Vi, θi) haritas� eklensin. Yeni elde edilen atlasa,

ba³ka bir harita daha eklemek istenilirse, bu harita ayn� zamanda ϕ deki tüm

haritalarla da uyumlu olmak zorunda oldu§undan zaten yeni elde edilen atlasa

dahildir. O halde yeni elde edilen atlas maksimal atlast�r.

Yeni elde edilen atlas M ve M ′, ϕ yi içeren ba³ka bir maksimal atlas olsun. O

halde M ′ ndeki tüm haritalar ϕ ile uyumludur. ϕ ile uyumlu tüm haritalar

M de oldu§undan M ′ ⊆ M olur. Üstelik M ′ maksimal kabul edildi§inden

M = M ′ olur. Yani ϕ yi içeren maksimal atlas tektir.

Not 2.5.2. (Tu , 2008) Bir topolojik uzay Hausdor� uzay�, ikinci say�labilir

uzay ve bir atlasa sahip ise smooth manifolddur.
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Önerme 2.5.1. (Tu , 2008) {(Uα, φα)}, m-boyutlu M manifoldu üzerinde bir

atlas ve {(Vi, θi)} n-boyutlu N manifoldu üzerinde bir atlas olsun.

{(Uα × Vi, φα × θi)} ³eklindeki haritalar koleksiyonu da M × N üzerinde bir

atlas olur.

Örnek 2.5.3. (Tu , 2008) S1 ve R üzerinde atlaslar olan iki manifolddur.

O halde S1 × R ³eklinde tan�ml� sonsuz silindir ve S1 × S1 ³eklinde tan�ml�

tor üzerinde de atlaslar vard�r. Her atlas bir maksimal atlas taraf�ndan

içerildi§inden sonsuz silindir ve tor birer smooth manifolddur.

�ekil 2.6: (Tu , 2008)Sonsuz Silindir ve Tor
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3 YEREL SONLU VE YEREL SAYILAB�L�R

UZAYLAR

Bir bilgisayarda sonsuz çoklukta veri depolayabilmek imkans�zd�r.

Bu yüzden bir noktan�n sonsuz bir kom³ulu§a sahip oldu§u uzaylar

bilgisayar uygulamalar�nda tercih edilmez. Bu sebeplerden dolay� daha

kullan�³l� yeni kavramlar ortaya at�lm�³t�r. Bu kavramlar üzerinde çal�³madan

önce, bu kavramlarla ilgili ispatlar� anlamay� kolayla³t�racak baz�

kavramlardan bahsedilecektir.

A ve B birer küme olsun. A ve B nin e³it denklikte olmas� için gerek

ve yeter ³art A dan B ye birebir ve örten bir fonksiyon olmas�d�r. N do§al

say�lar kümesini göstermek üzere bir A kümesi N ile e³it denklikte ise A ya

numaraland�r�labilir denir. Bir A kümesinin say�labilir olmas� için gerek ve

yeter ³art o kümenin numaraland�r�labilir olmas�d�r (Willard , 1970).

Lemma 3.0.1. (Ilgaz , 1987) {A1, A2, ...} birbirinden ayr�k

numaraland�r�labilir kümelerin s�n�f� olsun. O halde
∞⋃
i=1

Ai de

numaraland�r�labilirdir.

�spat. A1 = {a11, a12, ...}

A2 = {a21, a22, ...}

.

.

.

An = {an1, an2, ...}

.

.

.

olsun. O halde
∞⋃
i=1

Ai = {aij : (i, j) ∈ N× N} olur.

f :
∞⋃
i=1

Ai → N× N

aij 7→ (i, j)
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birebir ve örten bir fonksiyondur. N×N numaraland�r�labilir oldu§undan
∞⋃
i=1

Ai

de numaraland�r�labilirdir.

Tan�m 3.0.1. (Melin , 2009) Bir en küçük kom³uluk uzay�ndaki her noktan�n

sonlu yak�n kom³ulu§u varsa bu uzaya yerel sonlu uzay denir. E§er say�labilir

yak�n kom³ulu§u varsa da yerel say�labilir uzay denir.

Önerme 3.0.1. (Melin , 2009) X yerel sonlu bir uzay olsun. X ba§lant�l� bir

küme ise say�labilirdir.

�spat. X in T0-uzay� olmad�§�n� kabul edilsin. O halde ayn� kom³ulukta olan

noktalar�n ayn� denklik s�n�f�nda oldu§u X̃ bölüm uzay�ndan bahsedilebilir. Bu

durumda X̃ uzay� ³u ³ekilde yaz�ls�n.

X̃ = {[x1], [x2], ...}

Buradaki denklik s�n��ar� ayn� kom³ulukta olan noktalardan olu³ur. X bir yerel

sonlu uzay oldu§undan her x ∈ X için bir sonlu yak�n kom³uluk vard�r. O

halde bu denklik s�n��ar� sonlu say�da eleman içermektedir. Sonlu bir küme

say�labilirdir ve bu durumda da numaraland�r�labilirdir. Numaraland�r�labilir

kümelerin herhangi birle³imi de numaraland�r�labilir oldu§undan ve denklik

s�n��ar�n�n birle³imi X i verdi§inden X de numaraland�r�labilirdir. O halde X

say�labilirdir. X, T0-uzay� olsun. X ayn� zamanda en küçük kom³uluk uzay�

ve ba§lant�l� oldu§undan, X Khalimsky yay ba§lant�l�d�r. O halde X uzay�

üzerinde yay metri§inden söz edilebilir. Bir x ∈ X için

Bn(x) = {y ∈ X : px(x, y) ≤ n} aç�k yuvar� ele al�ns�n. n üzerinden yerel

sonlulu§u esas alarak tümevar�m yap�ls�n. n = 0 için

Bn(0) = {y ∈ X : px(x, y) ≤ 0} = {x} sonludur. n için

do§ru kabul edilsin. Yani Bn(x) sonlu olsun. Bir Khalimsky yay� [a, b]Z

Khalimsky aral�§�na homeomorf oldu§undan ve her c, c + 1 ∈ [a, b]Z 2-yak�n

oldu§undan Khalimsky yay�ndaki noktalar da iki³erli olarak birbirine yak�nd�r.

Bn+1(x) sonlu mu? Bn(x)'in sonlu oldu§u kabul edildi.

Bn+1(x) = Bn(X) ∪ {y ∈ X : px(x, y) = n+ 1}

Yani n boyundaki Khalimsky yaylar�na sadece tek nokta eklenerek elde edilen

yaylar�n içerdi§i farkl� noktalar Bn(x) kümesine dahil edilecektir. Khalimsky
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yaylar�ndaki noktalar iki³erli olarak yak�n oldu§undan eklenecek tek nokta

x i içeren yaydaki en az 1 noktaya yak�n olacakt�r. Eklenecek nokta yak�n

olaca§�ndan yak�n kom³ulukta olacakt�r. Bu nokta biti³ noktalar�ndan birine

yak�n olursa, o noktalar�n kom³ulu§u sonlu oldu§undan sonlu say�da nokta

eklenebilir. E§er biti³ noktalar�n�n aras�ndaki 2 noktaya yak�nsa sonlu iki

kümenin kesi³imi yine sonlu olaca§�ndan yine sonlu say�da nokta eklenebilir.

O halde Bn+1(x) sonludur. X Khalimsky yay ba§lant�l� oldu§undan her x i biti³

noktas� kabul eden bir Khalimsky yay� mevcuttur.
∞⋃
n=0

Bn(x) = X ve say�labilir

kümelerin birle³imi say�labilir oldu§undan X say�labilirdir.

Önerme 3.0.2. (Melin , 2009) Bir en küçük kom³uluk uzay� X in say�labilir

olmas� için gerek ve yeter ³art yerel say�labilir ve say�labilir çoklukta ba§lant�l�

bile³ene sahip olmas�d�r.

�spat. (⇒) X en küçük kom³uluk uzay� ve say�labilir uzay olsun. O halde her

x ∈ X in yak�n kom³ulu§u X in bir alt kümesi olaca§�ndan say�labilir olur. O

halde X yerel say�labilir uzayd�r. Ayn� ³ekilde ba§lant�l� bile³enler de X'in alt

kümelerinden olu³aca§�ndan ba§lant�l� bile³en say�s� say�labilirdir.

(⇐) X yerel say�labilir uzay ve say�labilir say�da ba§lant�l� bile³ene sahip

olsun. X ba§lant�l� ise ispat önerme 3.0.1. e benzer ³ekilde yap�l�r. X ba§lant�l�

olmas�n. O halde X in say�labilir say�da ba§lant�l� bile³eni vard�r. Her bile³en

say�labilir mi? X in bir bile³eni X1 olsun. Her x ∈ X1 için say�labilir bir yak�n

kom³uluk vard�r ve bu kom³uluk ba§lant�l� bile³enin içinde kal�r. Bu bile³en

ba§lant�l� ve yerel say�labilir oldu§undan say�labilirdir. Bile³eni key� olarak

seçti§imiz için X in her bile³eni say�labilirdir. O halde X say�labilirdir.

Önerme 3.0.3. (Melin , 2009) X bir en küçük kom³uluk uzay�, S ⊆ X aç�k

noktalar�n kümesi ve T ⊆ X kapal� noktalar�n kümesi olsun. X bir T0-uzay�

ve yerel sonlu bir uzay ise X = C(S) = N (T ) dir.

�spat. �spat yap�l�rken e³itli§in sadece X = C(S) k�sm� gösterilecektir. Di§er

k�s�m duallikten gelecektir. S, X deki aç�k noktalar�n kümesini göstersin.

y0 ∈ X olsun. N (y0) tek elemanl� bir küme ise y0 ∈ S olur. N (y0) tek elemanl�

bir küme olmas�n. X bir yerel sonlu uzay oldu§undan y0 �n sonlu bir yak�n

kom³ulu§u vard�r. N (y0) ⊂ AN(y0) oldu§undan N (y0) da sonludur. N (y0) �n
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eleman say�s� k ≥ 0 olmak üzere k + 1 olsun. Bir yk ∈ N (y0) seçilsin. �lk

önce N (y0) da olmayan hiçbir eleman�n N (yk) da olamayaca§� gösterilsin.

1 ≤ i ≤ k için yi ∈ N (y0) olsun. Bu durumda y0 4 yi olur. Böylece

N (yi) ⊂ N (y0) d�r. Yani X −N (y0) daki hiçbir eleman N (y0) daki herhangi

bir eleman�n en küçük kom³ulu§unda olamaz. �imdi N (y0) daki bir noktan�n

aç�k oldu§u yani en küçük kom³u§unun tek elemanl� oldu§u gösterilsin.

X, T0-uzay� oldu§undan Alexandrov-Birkho� ba§�nt�s� k�smi s�ralama

ba§�nt�s�d�r. Bu yüzden elemanlar kar³�la³t�r�labilirdir. Yani indisleme uygun

³ekilde yap�l�rsa N (yk) ⊂ N (yk−1) ⊂ ... ⊂ N (y1) ⊂ N (y0) ³eklinde bir

zincir elde edilebilir. Üstelik y1 ∈ N (y0) ve X,T0-uzay� oldu§undan

y0 /∈ N (y1) dir. Benzer ³ekilde in³a devam ettirildi§inde N (yk) n�n kendisinden

ba³ka bir eleman� içeremeyece§i elde edilir. yk ∈ N (y0) oldu§undan

y0 ∈ C(yk) olur. Böylece X den seçilen key� bir noktan�n ya aç�k nokta ya da bir

aç�k noktan�n kapan�³�nda oldu§u elde edilir.
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4 KHAL�MSKY MAN�FOLDLARINI TANIM-

LAMA DENEMELER�

Bu bölümde iki farkl� tan�m arac�l�§�yla Khalimsky manifoldlar�

ara³t�r�lmaya ba³lanacakt�r. Bölümün sonunda bu tan�mlar�n yetersiz

kalaca§� görülecektir. �lk olarak verilen tan�m manifold tan�m�n� çok geni³

olarak ele al�rken, ikinci tan�m ise gere§inden fazla

k�s�tlayacakt�r.

4.1 Saf Khalimsky Manifoldlar�

Tan�m 4.1.1. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay olsun. X say�labilir bir uzay

ve X in, her Ui, Zn in bir aç�k alt kümesine homeomorf olacak ³ekilde (Ui)i∈Λ

aç�k örtüsü var ise X e n-boyutlu saf Khalimsky manifoldu denir.

Örnek 4.1.1. (Melin , 2009) m ≥ n olmak üzere Zn m-boyutlu saf Khalimsky

manifoldudur.

Z say�labilir bir küme ve say�labilir kümelerin say�labilir say�daki çarp�m�

say�labilir oldu§undan Zn say�labilirdir. Her x ∈ Zn için x ∈ Ui aç�§� al�ns�n.

φ : Ui → Ui × {1}m−n

(x1, ..., xn) 7→ (x1, ..., xn, 1, ..., 1)

³eklinde tan�mlans�n. Ui ⊆ Zn aç�k ve {1} ⊆ Z aç�k oldu§undan

Ui × {1}m−n ⊆ Zm aç�kt�r. φ nin homeomor�zma oldu§u gösterilsin. φ nin

bijektif oldu§u aç�kt�r. Ui de birbirine yak�n olan herhangi bir p ve q noktalar�

için φ(p) ve φ(q) da farkl� olan koordinat say�s� φ nin tan�m�ndan

dolay� de§i³meyece§inden görüntüler de yak�nd�r. O halde φ süreklidir. Benzer

³ekilde

φ−1 : Ui × {1}m−n → Ui

(x1, ..., xn, 1, ..., 1) 7→ (x1, ..., xn)

³eklinde tan�mlanan ters fonksiyonun da sürekli oldu§u gösterilebilir. Her

x ∈ Zn için bir Ui aç�§� al�nd�§�ndan Zn =
⋃
Ui dir ve Ui ler Zm in bir aç�k alt

kümesine homeomorf oldu§undan Zn m-boyutlu saf Khalimsky manifoldudur.
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Örnek 4.1.2. (Melin , 2009) J bo³tan farkl� say�labilir bir indeks kümesi

olsun. J tane [1, 3]Z Khalimsky aral�§� al�ns�n ve aç�k 1 noktas�na yap�³t�r�ls�n.

Elde edilen uzay
⋃
j∈J

[1, 3]Z ile gösterilebilir. Bu uzay J indeks kümesi ve

[1, 3]Z Khalimsky aral�§� say�labilir oldu§undan say�labilirdir. J tane [1, 3]Z

ile bu uzay örtülür ve birim dönü³üm ile Z in [1, 3]Z aç�k alt kümesine bu

aral�klar homeomorf k�l�nabilir. Öyleyse
⋃
j∈J

[1, 3]Z, 1-boyutlu saf Khalimsky

manifoldudur. 1-boyutlu manifoldlar e§ri olarak dü³ünüldü§ünde her nokta en

fazla iki noktaya yak�n olmal�d�r. Bu uzayda ise 1 noktas� J tane 2 noktas�na

yak�nd�r.

Saf Khalimsky manifoldu tan�m� bir önceki örnekteki gibi garip

manifoldlar ortaya ç�kard�§�ndan pek kullan�³l� de§ildir.

4.2 Kat� Khalimsky Manifoldlar�

Tan�m 4.2.1. (Melin , 2009) X bir topolojik uzay olsun. X say�labilir bir uzay

ve her x ∈ X için ANX(x) ile ANZn(p) homemorf olacak ³ekilde p ∈ Zn var

ise X e n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu denir.

Önerme 4.2.1. (Melin , 2009) Kat� Khalimsky manifoldlar�n boyutu tektir.

�spat. S, m ve n boyutlu bir kat� Khalimsky manifoldu olsun. O halde bir

s ∈ S için ANS(s) ' ANZn(p) ve ANS(s) ' ANZm(q) olacak ³ekilde p ∈ Zn

ve q ∈ Zm vard�r. Homeomor�zma ba§�nt�s� bir denklik ba§�nt�s� oldu§undan

ANZn(p) ' ANZm(q) olur. O halde A(p) ' A(q) dur. Bu durumda A(p) ve

A(q) deki aç�k noktalar ile kapal� noktalar�n say�s� birbirine e³ittir. Yani pe

ve qe, p ve q daki çift koordinatlar�n say�s�n� ve po ve qo, p ve q daki tek

koordinatlar�n say�s�n� göstermek üzere 2pe = 2qe ve 2po = 2qo dur. Bu durum

ise m = n olmas� ile mümkündür.

Tan�m 4.2.2. (Melin , 2009) m ≥ 4 bir çift say� olmak üzere Zm sonlu uzay�na

Khalimsky çemberi denir.

�ki Khalimsky çemberinin çarp�m�ndan Khalimksy 2-toru elde edilir.

Khalimsky 2-toru, 2 den büyük iki çift tam say� ile parametrelendirilir.
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Khalimsky 2-torunu elde etmenin ba³ka bir yolu, Khalimsky düzleminde bir

dikdörtgen ele alarak reel düzlemde tor elde edilirken kullan�lan yap�³t�rmalarla

ayn� ³ekilde yap�³t�rmalar� yapmakt�r.

Tan�m 4.2.3. (Melin , 2009) Bir Khalimsky n-toru Tm, m ∈ (2Z)n ve her

1 ≤ i ≤ n için mi ≥ 4 olmak üzere Tm = Zm1 × Zm2 × ...× Zmn dir. Buradaki

(m1,m2, ...,mn) n'lisine tor kabul edilebilir n'li denir.

�ekil 4.1: (Melin , 2009)Khalimsky Toru

Önerme 4.2.2. (Melin , 2009) m ve m′ tor kabul edilebilir n'li ve n�lü ler

olsun. Tm ve Tm′ torlar�n�n homeomorf olabilmeleri için gerek ve yeter ³art

n = n′ ve tüm içeriklerin s�ras�yla birbirine e³it olmas�d�r.

Reel uzaydaki ba§lant�l� 1-boyutlu manifold ya çemberdir ya da reel

do§rudur. Kat� Khalimsky manifoldlar� için de ayn� sonuç verilebilir.

Önerme 4.2.3. (Melin , 2009) Ba§lant�l� 1-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu

ya Khalimsky çemberidir ya da Khalimsky do§rusudur.

�spat. X ba§lant�l� 1-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu, x ∈ X key� bir nokta

ve y ile z, X teki farkl� noktalar olmak üzere A(x) = {y, z} olsun. Bu durumda

X say�labilirdir ve her x ∈ X için ANX(x) ' ANZ(p) olacak ³ekilde bir p ∈ Z

vard�r. ANX(x) = {x, y, z} ve ANZ(p) = {p−1, p, p+1} oldu§undan y ve z ya
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aç�k ya da kapal� noktalard�r. X \ {x} in ba§lant�l� oldu§unu kabul edilsin. O

halde X \ {x} yay ba§lant�l� olaca§�ndan y ve z yi ba§layan bir Khalimsky yay�

A vard�r ve y ile z ya aç�k ya da kapal� noktalar oldu§undan card(A) tektir.

O halde J = A ∪ {x} bir Khalimsky çemberidir. X 6= J olsun. O halde X

ba§lant�l� oldu§undan w, j ∈ J ye yak�n olacak ³ekilde bir w ∈ X \ J vard�r.

Bu durumda card(A(j)) > 2 olur ancak X, 1-boyutlu oldu§undan bu mümkün

de§ildir. O halde X = J dir. Yani X Khalimsky çemberidir. X \ {x} ba§lant�l�

olmas�n. y ∈ B1 ve z ∈ B2 olacak ³ekilde X \{x} = B1∪B2 olarak iki ba§lant�l�

bile³enin birle³imi ³eklinde yaz�ls�n. x aç�k ise m = 0 ve x kapal� ise m = 1

olmak üzere B1 ve B2 nin [m,∞[Z ye homeomorf oldu§u gösterilirse ispat biter.

B1 de tek kom³usu olan nokta tek nokta y noktas�d�r. y = ym ve ym+1, y nin

kom³usu olsun. Benzer ³ekilde bir k > m say�s� için de yk+1 de yk nin kom³usu

olsun. Bu durumda

ϕ : [m,∞[Z → {yk : k ≥ m} ⊂ B1

k 7→ yk

sürekli dönü³ümünü tan�mlans�n. Bu dönü³üm tan�m�ndan dolay� birebir ve

örten bir dönü³ümdür. Üstelik tersi de süreklidir. O halde ϕ homeomor�zmad�r.

B1 6= {yk : k ≥ m} olsayd�. B1 ba§lant�l� oldu§undan baz� noktalar�n en az 3

kom³usu olabilirdi ancak B1, 1-boyutlu oldu§undan bu imkans�zd�r. O halde

B1 = {yk : k ≥ m} ve B1 ' [m,∞[Z olur. Benzer ³ekilde B2 ' [m,∞[Z oldu§u

gösterilebilir. O halde X ' Z olur.

4.3 Reel Benzerler

Reel benzerler tahmin edilece§i üzere dijital Khalimsky manifoldlar�n�n

reel uzaydaki kar³�l�klar�d�r. Saf Khalimsky manifoldlar� Zn in içine gömülen

bir uzay olarak dü³ünülebilir. Bu durumda saf Khalimsky manifoldlar�n�n reel

benzerlerinin Rn in içine gömülebilece§i söylenebilir. Ancak kat� Khalimsky

manifoldlar� Zn in içine gömülemedi§inden bu dü³ünce ile reel benzerleri in³a

edilemez. Kat� Khalimsky manifoldunun reel benzerini in³a edebilmek için, bu

manifoldun her kom³ulu§una kar³� Rn in uygun parçalar� belli bir kurala göre

bir reel manifold olu³turacak ³ekilde yap�³t�r�lmal�d�r (Melin , 2009).
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Kat� Khalimsky manifoldlar� yerel olarak sonludur. O halde aç�k

noktalar�n kapan�³lar�n�n birle³imleri ³eklinde yaz�labilirler. p ∈ Zn aç�k bir

nokta ise kapan�³� C(p) = {x ∈ Z : ||x − p||∞ ≤ 1} dir. Bu yüzden

Cp = {x ∈ Rn : ||x − p||∞ ≤ 1} kübünün, C(p)'nin reel benzeri olma

ihtimali vard�r. O halde bu formdaki küplerin, Khalimsky maifoldlar�n�n reel

benzerlerini in³a edebilmek için kullan�labilece§i gösterilmelidir

(Melin , 2009).

X bir n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu olsun. x ∈ X aç�k noktas�n�

ele al�ns�n. C(x) i bir p ∈ Zn için C(p) ile tan�mlans�n. O halde her y ∈ C(x)

bir q ∈ C(p) ile tan�mlanm�³ olur. �imdi de bir q = (q1, q2, ..., qn) ∈ Zn için

qi tek oldu§unda Iqi = (qi − 1, qi + 1) ve qi çift oldu§unda Iqi = {qi} olmak

üzere R(q) =
n∏
i=1

Iqi tan�mlans�n. Böylece Cp kübü, R(q) kümeleri taraf�ndan

Cp =
⋃

q∈C(p)
R(q) ³eklinde olu³turulur (Melin , 2009).

Örnek 4.3.1. (Melin , 2009) p = (1, 1) ∈ Z2 aç�k noktas�n� ele al�ns�n. p

noktas�n�n kapan�³�

C(p) = {x ∈ Z2 : ||x− p||∞ ≤ 1}

= {x ∈ Z2 : sup{||xn − pn||, n ∈ {0, 1}} ≤ 1}

= {(1, 1), (1, 0), (0, 1), (1, 2), (2, 1), (0, 0), (2, 2), (2, 0), (0, 2)}

d�r. Bu kapan�³�n reel benzeri olan Cp kübü

q1 = (1, 1) için R(q1) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = (0, 2)× (0, 2)

q2 = (1, 0) için R(q2) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = (0, 2)× {0}

q3 = (0, 1) için R(q3) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {0} × (0, 2)

q4 = (1, 2) için R(q4) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = (0, 2)× {2}

q5 = (2, 1) için R(q5) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {2} × (0, 2)

q6 = (0, 0) için R(q6) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {0} × {0}

q7 = (2, 2) için R(q7) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {2} × {2}

q8 = (2, 0) için R(q8) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {2} × {0}

q9 = (0, 2) için R(q9) =
n∏
i=1

Iq1 ⊂ Rn = {0} × {2}
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olmak üzere ⋃
qi∈C(p)

Rqi = [0, 2]× [0, 2] dir.

Tan�m 4.3.1. (Melin , 2009) n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldunun reel

benzeri

MX =
∐

(Cp : p ∈ X aç�k nokta)/ω

bölüm uzay� olarak tan�mlan�r. Burada MX , hücreleri taraf�ndan bölüntülere

ayr�lm�³t�r. Yani MX =
⋃
x∈X

R(x) dir ve X bu bölüntü alt�nda MX den elde

edilen bir bölüm uzay�d�r.

Önerme 4.3.1. (Melin , 2009) X bir n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu

olsun. A ⊂ X aç�k bir alt küme ise
⋃
x∈A

R(x), MX te aç�kt�r. B ⊂ X herhangi

bir alt küme olsun, o halde
⋃

x∈C(B)

R(x) =
⋃
x∈B

R(x) dir.

Önerme 4.3.2. (Melin , 2009) X n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu ise MX

n-boyutlu reel manifolddur.

Örnek 4.3.2. (Melin , 2009) Zn in reel benzeri Rn, Khalimsky çemberinin S1

ve Khalimsky torununki de T dir.

Önerme 4.3.3. (Melin , 2009) X, n-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu olsun.

MX 'in kompakt olmas� için gerek ve yeter ³art X in sonlu olmas�d�r.

Yukar�da verilen örneklerde Khalimsky çemberinin reel benzerinin S1 ve

Khalimsky torunun reel benzerinin T oldu§u belirtilmi³ti. Benzer ³ekilde reel

benzeri S2 olan 2-boyutlu kat� Khalimsky manifolduna Khalimsky küresi

denilebilirdi. Ancak bu bölümde ula³�lacak sonuçlar bu ç�kar�m�n yanl�³

olaca§�n� gösterecektir. Yüzeyler için topolojik bir invaryant olan Euler

karakteristi§i bu ç�kar�m� çürütmek için kullan�lacakt�r (Melin , 2009).

Önerme 4.3.4. (Melin , 2009) MX = S2 olacak ³ekilde 2-boyutlu kat�

Khalimsky manifoldu yoktur.

�spat. Küre kompakt bir topolojik uzayd�r. O halde MX = S2 olacak ³ekildeki

2-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu varsa sonlu olmal�d�r. 2-boyutlu sonlu kat�

Khalimsky manifoldu X için MX in Euler karakteristi§ini hesaplans�n. N , X

teki aç�k noktalar�n say�s� olsun. 2-boyutlu bir kat� Khalimsky manifoldunda
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bir aç�k noktan�n reel benzeri kare ³eklinde bir bölgedir. MX bu bölgeler

yard�m�yla parçalara ayr�l�rsa, MX reel, 2-boyutlu ve kompakt oldu§undan,

Euler karakteristi§i

χ(MX) = (Kö³elerin say�s�) - (Kenarlar�n say�s�) + (Bölgelerin Say�s�)

denklemi ile bulunabilir. Her kenar iki tane aç�k noktan�n reel benzerini

s�n�rlad�§�ndan 2N say�da kenar vard�r. Benzer ³ekilde her nokta dört tane

aç�k noktan�n reel benzeri olan bölgelerin kö³esi olaca§�ndan kö³e say�s� N dir.

O halde χ(MX) = N − 2N +N = 0 olur. Ancak kürenin Euler karekteristi§i 2

oldu§undan reel benzeri küre olacak ³ekilde 2-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu

yoktur.

Sonuç 4.3.1. (Melin , 2009) X sonlu, 2-boyutlu kat� Khalimsky manifoldu ise

MX ya tordur ya da Klein ³i³esidir.
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5 EK ��LEM�

Zn deki yak�n kom³uluklar�n dijital Khalimsky manifoldlar�n�n

tan�mlanmas�nda önemli bir rolü vard�r ve dolay�s�yla bu kom³uluklar�n ve

kesi³imlerinin yap�s� iyi anla³�lmal�d�r. Bu yüzden, bu bölümde

yak�n kom³uluklar�n ve bu kom³uluklar�n kesi³imlerinin anla³�lmas�nda

yard�mc� olacak olan ek i³lemi tan�t�lacakt�r.

Tan�m 5.0.1. (Melin , 2009) X ve Y birer topolojik uzay olsunlar. X ve Y 'nin

eki X ∨ Y ile gösterilen, X ve Y 'nin ayr�k birle³imleri üzerinde tan�mlanan

bir topolojik uzayd�r. Bu topolojik uzayda aç�klar a³a§�daki ³ekilde tan�mlan�r.

(i)A ∩X,X te aç�k ve A ∩ Y = ∅ veya

(ii)A ∩X = X ve A ∩ Y, Y de aç�k ise A,X ∨ Y de aç�kt�r.

Kapal� kümeler ise benzer ³ekilde;

(i)B ∩X,X te kapal� ve B ∩ Y = Y veya

(ii)B ∩X = ∅ ve B ∩ Y, Y de kapal� ise, B,X ∨ Y de kapal�d�r,

³eklinde tan�mlan�r.

X ve Y iki en küçük kom³uluk uzay� olsun. x ∈ X içinNX∨Y (x) = NX(x)

iken, y ∈ Y için NX∨Y (y) = NY (y) ∪ X tir. O halde iki en kom³uluk

uzay�n�n ekinin yine bir en küçük kom³uluk uzay� oldu§u söylenebilir. X∨Y en

küçük kom³uluk uzay� oldu§undan üzerinde Alexandrov-Birkho� ön s�ralama

ba§�nt�s�ndan söz edilebilir. Her x ∈ X ve herhangi bir y ∈ Y için ek

i³lemi tan�m�ndan NX∨Y (y) = NY (y) ∪ X oldu§undan x ∈ NX∨Y (y) dir

(Melin , 2009).

�ki ba§lant�l� ve yerel sonlu uzay�n eki yerel sonlu olmak zorunda de§ildir.

Uzaylar sonlu ve yerel say�labilirse veya sadece say�labilirse, bu iki uzay�n eki

yerel sonlu olur. �ki uzay�n ekinin yerel say�labilir olmas� için ise ikisi de hem

ba§lant�l� hem de yerel say�labilir olmal�d�r (Melin , 2009).

Notasyonda kolayl�k olmas� aç�s�ndan tek noktal� {p} kümesi için {p}∨X

yerine p ∨X notasyonu kullan�lacakt�r.
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5.1 Temel Özellikler

Önerme 5.1.1. (Melin , 2009) Ek i³lemi en küçük kom³uluk uzaylar� X, Y ve

Z için a³a§�daki özellikleri sa§lar.

(i)X = ∅ ∨X = X ∨ ∅ (birim eleman)

(ii)(X ∨ Y ) ∨ Z = X ∨ (Y ∨ Z) (birle³me özelli§i)

(iii)(X ∨ Y )′ = Y ′ ∨X ′

Önerme 5.1.2. (Melin , 2009) X ve Y en küçük kom³uluk uzay� olsun.

(i)X ∨ Y nin T0-uzay� olmas� için gerek ve yeter ³art X ve Y nin T0-uzay�

olmas�d�r.

(ii)X∨Y nin kompakt olmas� için gerek ve yeter ³art Y nin kompakt olmas�d�r.

(iii)X 6= ∅ ve Y 6= ∅ ise X ∨ Y ba§lant�l�d�r.

�spat. (i)(⇐) X ve Y , T0-uzay� olsun. �lk olarak X in X ∨ Y de aç�k

oldu§u gösterilsin. X ∩ X = X ve ek i³leminin tan�m� gere§i X ve Y ayr�k

olduklar�ndan X ∩ Y = ∅ oldu§undan X,X ∨ Y de aç�kt�r. x ∈ X ve

y ∈ Y olsun. Bu durumda X, x i içeren bir aç�k iken y yi içermez. Al�nacak

iki eleman ayn� kümede oldu§unda kabulden X ve Y , T0-uzay� oldu§undan

özellikler sa§lan�r. X ∨ Y , T0-uzay�d�r.

(⇒) X ∨ Y , T0-uzay� olsun. x1, x2 ∈ X için bu elemanlardan bir tanesini

içerip de di§erini içermeyen bir aç�k bulunabilir. Benzer sonuç Y uzay� için de

geçerlidir. O halde X ve Y , T0-uzay�d�r.

(ii)(⇒)Y kompakt bir uzay olmas�n. {Ai}i∈I , Y nin sonlu bir alt örtüsü

olmayan aç�k örtüsü olsun. Her i ∈ I için Bi = Ai ∪X ³eklinde tan�mlans�n.

Bi ∩ X = (Ai ∪ X) ∩ X = X ve Bi ∩ Y = (Ai ∪ X) ∩ Y = Ai ⊂ Y aç�k

oldu§u için {Bi}i∈I , X ∨ Y nin sonlu bir alt örtüsü olmayan aç�k örtüsüdür.

O halde X ∨ Y kompakt de§ildir. Kar³�t ters özelli§inden X ∨ Y kompakt ise

Y kompaktt�r.

(⇐)Y kompakt bir uzay olsun. {Bi}i∈I , X ∨Y nin aç�k örtüsü olsun. Her i ∈ I

için Bi ⊂ X ∨Y aç�k oldu§undan ya Bi ∩Y = ∅ dir ya da Bi ∩Y ⊂ Y aç�kt�r.

Bu durumda aç�k örtünün elemanlar�n� Bi∩Y ³eklinde k�s�tlan�rsa {Bi∩Y }, Y

nin aç�k örtüsü olur. Y kompakt oldu§undan bu aç�k örtünün sonlu bir örtüsü

vard�r. Bi∩Y 6= ∅ oldu§unda Bi, X∨Y de aç�k oldu§undan Bi∩X = X olaca§�
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için bu sonlu aç�k örtüdeki elemanlar X ∨ Y nin aç�k alt örtüsüdür. O halde

X ∨ Y kompaktt�r.

(iii) X ∨ Y topolojik uzay�nda ∅ ve X ∪ Y den ba³ka hem aç�k hem de

kapal� olan ba³ka bir küme olmad�§� gösterilirse ispat biter. A 6= ∅, X ∪ Y

ve A ⊂ X ∨ Y olsun. �spat durumlara ayr�ls�n. Aç�k olma kural�n�n ilk ³art�

kullan�ls�n. Yani A ∩ X, X te aç�k ve A ∩ Y = ∅ olsun. A ∩ X 6= ∅ ve X te

kapal� oldu§unu kabul edilsin. A ∩ Y 6= Y iken A kapal� olamaz. A ∩ X = ∅

oldu§unda A, X te aç�kt�r ve A∩Y = ∅ oldu§undan A, Y de kapal�d�r. Yani A

n�n, X ∨Y de kapal� olmas� beklenir. Ancak bu durumda A = ∅ oldu§undan bu

durum söz konusu de§ildir. �imdi aç�k olma kural�n�n ikinci ³art� ele al�ns�n.

A∩X = X ve A∩Y , Y de aç�k olsun. A∩Y 6= Y ve Y de kapal� oldu§unu kabul

edilsin. A∩X 6= ∅ oldu§undan A kapal� olamaz. A∩Y = Y oldu§unda A, Y de

aç�kt�r ve A ∩X = X oldu§undan A, X te kapal�d�r. Yani A kapal�d�r. Ancak

bu durum A = X ∪ Y durumunda mümkün oldu§u için ba§lant�l�l�§� bozmaz.

Böylece ∅ ve X ∪ Y hariç hem aç�k hem de kapal� küme olmad�§� gösterilmi³

oldu. O halde X ∨ Y ba§lant�l�d�r.

Not 5.1.1. (Melin , 2009)X ve Y topolojik uzaylar olsun. X ve Y ayn� anda

bo³tan farkl� uzaylar ise X ∨ Y , T1-uzay� olamaz.

Örnek 5.1.1. (Melin , 2009) R ∨ S1 kompakt bir T0-uzay�d�r ancak T1-uzay�

de§ildir. x ∈ S1 ve y ∈ R al�n�rsa, x in y yi içermeyen bir aç�k kom³ulu§u

yoktur.

5.2 Ayr�³t�r�labilir Uzaylar

Tan�m 5.2.1. (Melin , 2009) Z = X ∨ Y iken X = ∅ veya Y = ∅ ise Z

ayr�³t�r�lamazd�r, aksi halde ayr�³t�r�labilirdir.

Not 5.2.1. (Melin , 2009) Yerel sonlu ayr�³t�r�labilir en küçük kom³uluk

uzaylar� sonludur. Yani y ∈ Y iken X ⊂ NZ(y) dir, bu nedenle Z = X∨Y yerel

sonlu ise X sonludur. Dual olarak X bo³tan farkl� oldu§undan Y sonludur.

Önerme 5.2.1. (Melin , 2009) En küçük kom³uluk uzay� Z ayr�³t�r�labilir ise

her x, y ∈ Z için x, y ∈ AN(z) olacak ³ekilde bir z ∈ Z vard�r.
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�spat. Z = X ∨ Y ³eklinde ayr�³t�r�labilir bir uzay olsun. �spat durumlara

ayr�ls�n. x, y ∈ X olsun. Bu durumda her z ∈ Y için x, y ∈ N (z) olaca§�ndan

x, y ∈ AN(z) dir. x, y ∈ Y olsun. Bu durumda her x ∈ X için x, y ∈ C(z)

olaca§�ndan x, y ∈ AN(z) dir. x ∈ X ve y ∈ Y olsun. Bu durumda z = y

seçilirse x ∈ N (y) olaca§�ndan x, y ∈ AN(y) dir. O halde her x, y ∈ Z için

x, y ∈ AN(z) olacak ³ekilde bir z ∈ Z vard�r.

Bu önermenin tersi do§ru de§ildir. S�radaki örnek tersinin do§ru

olmad�§�n� göstermektedir.

Örnek 5.2.1. (Melin , 2009) X = {a1, a2, b, c1, c2} kümesi N (a1) = {a1},

N (a2) = {a2},N (b) = {a1, b},N (c1) = {a1, a2, b, c1} ve N (c2) = {a1, a2, c2} yi

baz kabul eden topoloji ile donat�lm�³ olsun. Bu topolojiye göre a1 ve a2

aç�k noktalar iken, c1 ve c2 kapal� noktalard�r. X = A ∨ C ³eklinde

ayr�³t�r�labildi§i varsay�ls�n. a1 ∈ A olmal�d�r. E§er a1 ∈ C olsayd�

A ∩ {a1} = ∅ ve C ∩ {a1} = {a1} olaca§�ndan a1 noktas� aç�k olmazd�.

a2 de ayn� sebepten dolay� A da olmal�d�r. c1 ∈ C olmal�. E§er c1 ∈ A

olsayd� A∩{c1} = {a1} ve C ∩{c1} = ∅ olca§�ndan c1 noktas� kapal� olamazd�.

c2 de ayn� sebepten dolay� C de olmal�d�r. Ancak b ne A n�n eleman� olabilir,

ne de C nin eleman� olabilir. E§er A n�n eleman� olsayd�

{a1, a2, b, c1} ∩ A = {a1, a2, b} = A ancak {a1, a2, b, c1} ∩ C = {c1} ⊂ C aç�k

olmad�§�ndan {a1, a2, b, c1} aç�k olmazd�. E§er C nin eleman� olsayd�

{a1, b, c1, c2} ∩ C = {b, c1, c2} = C ancak {a1, b, c1, c2} ∩ A = {a1} ⊂ A

kapal� olmad�§�ndan {a1, b, c1, c2} kapal� olamazd�.

Teorem 5.2.1. (Melin , 2009) X bir en küçük kom³uluk uzay� olsun. Y ve Ỹ

bo³tan farkl� ve ayr�³t�r�lamaz iken X = Y ∨ Z ve X = Ỹ ∨ Z̃ ise Y = Ỹ ve

Z = Z̃ d�r.

�spat. X bir en küçük kom³uluk uzay� ve Y ve Ỹ ayr�³t�r�lamaz ve bo³tan

farkl� iken X = Y ∨ Z ve X = Ỹ ∨ Z̃ ³eklinde ayr�³t�r�labiliyor olsun. Y 6= Ỹ

ve p ∈ Y \ Ỹ oldu§u kabul edilsin. E§er q ∈ Ỹ \ Y olsayd�, q ∈ Z olurdu. q

nun Z üzerindeki topolojiye göre bir kapan�³� var oldu§undan CX(q) ⊂ Z olur.

q ∈ Ỹ ve p ∈ Z̃ oldu§undan p ∈ CX(q) ⊂ Z olur. Ancak p ∈ Y oldu§undan

bu bir çeli³kidir. O halde Ỹ ⊂ Y dir. B = Y \ Ỹ olsun. Key� olarak a ∈ Ỹ

ve b ∈ B seçilsin. b ∈ X oldu§undan b ∈ Z̃ olacakt�r. O halde a ∈ NX(b)
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dir. Böylece Y alt uzay�na geçildi§inde a ∈ NY (b) olur. Ek i³leminde aç�klar�n

tan�m�n� kullanarak NY (b) = NB(b) ∪ Ỹ elde edilir. O halde Y , Y = Ỹ ∨ B

³eklinde ayr�³t�r�labilir. Y ayr�³t�r�lamaz oldu§undan bu bir çeli³kidir. O halde

Y = Ỹ .

Sonuç 5.2.1. (Melin , 2009) X yerel sonlu en küçük kom³uluk uzay� ise Yi ler

bo³tan farkl� ve ayr�³t�r�lamaz olmak üzere X = Y1 ∨ ... ∨ Yn ³eklinde tek türlü

yaz�l�r.

Not 5.2.2. (Melin , 2009) n > 1 için X ayr�³t�r�labilir ise X sonludur.

Not 5.2.3. (Melin , 2009) Ek i³leminde sadele³tirme kural� yoktur. Yani

A ∨X = B ∨X iken A ' B de§ildir.

Teorem 5.2.2. (Melin , 2009) X en küçük kom³uluk uzay� olsun.

X = Y1∨...∨Yn olacak ³ekilde sonlu say�da yerel sonlu Y1, ..., Yn uzaylar�n�n var

oldu§unu kabul edilsin. A ve B en küçük kom³uluk uzaylar� olmak üzere

(i)X ∨ A ' X ∨B ise A ' B dir.

(ii)A ∨X ' B ∨X ise A ' B dir.

�spat. Y bir en küçük kom³uluk uzay� olsun. Y deki aç�k zinciri, farkl� nokta

çiftlerinin sonlu dizisi olarak her 0 ≤ i ≤ n−1 için yi+1 ∈ NY (yi) olacak ³ekilde

(y0, y1, ..., yn) olarak tan�mlans�n. Burada aç�k zincirin boyu n, ba³lang�c� ise

y0 d�r.

hY : Y −→ N ∩ {∞}

y 7−→ hY (y) = sup{n : n, y den ba³layan aç�k zincirlerin boyu}

³eklinde bir fonksiyon tan�mlans�n. X in yap�s�ndan dolay� her x ∈ X için

hX∨A(x) sonludur. Üstelik her a ∈ A için her x ∈ X, x ∈ NX∨A(a) oldu§undan

hX∨A(a) ≥ 1 + sup
x∈X

hX∨A(x) olur. Ayr�ca X e ek olan küme ne olursa olsun X

deki elemanlar�n en küçük kom³ulu§u ek olan kümeyle kesi³medi§inden dolay�

her x ∈ X için sup
x∈X

hX∨A(x) = sup
x∈X

hX∨B(x) dir. ϕ : X ∨ A → X ∨ B

zinciri zincire resmeden bir homeomor�zm olsun. O halde her x ∈ X ∨ A

için hX∨A(x) = hX∨B(ϕ(x)) ve her a ∈ A için hX∨B(ϕ(x)) ≥ 1 + sup
x∈X

hX∨B(x)

olur. O halde ϕ(X) = X ve ϕ(A) = B dir. Böylece A ' B olur.

Not 5.2.4. (Melin , 2009) n = 1 durumunda ya da her Yi sonlu iken X yerel

sonludur.
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6 Zn DEK� KOM�ULUKLAR

Bu bölümde Zn deki kom³uluklar�n yap�s�na odaklan�lacakt�r. Bu

kom³uluklar Khalimsky manifoldlar�n�n tan�mlanmas�nda yard�mc� bir rol

üstlenecektir. Bir yak�n kom³uluk genel olarak p = (0, 0, ..., 0, 1, 1, ..., 1)

³eklinde bir noktan�n kom³ulu§u olarak nitelendirilebilir. Bunun sebebi

koordinatlar�n permütasyonunun ve bir çift vektör ile öteleme yapman�n Zn

üzerinde homeomor�zma olmas�d�r. p ∈ Zα+β olsun, p noktas� α, 0 lar�n

say�s�n� ve β, 1 lerin say�s�n� temsil etmek üzere 〈α, β〉 ³eklinde gösterilebilir

(Melin , 2009).

Notasyonda bize kolayl�k sa§lamas� için N (p) = N (〈α, β〉) yerine sadece

N〈α, β〉 notasyonu kullan�lacakt�r.

〈α, β〉 ∈ Zα+β olsun. Khalimsky topolojisine göre tek noktalar aç�k

ve çift noktalar kapal� noktalar oldu§u için N〈α, β〉 = [−1, 1]αZ × {1}β ve

C〈α, β〉 = {0}α × [0, 2]βZ olacakt�r. Böylelikle p noktas�n�n kom³uluk kümesi

A〈α, β〉 = ([−1, 1]αZ × {1}β ∪ {0}α × [0, 2]βZ) \ ({0}α × {1}β) olur

(Melin , 2009).

Not 6.0.1. (Melin , 2009) Bir 〈α, β〉 ∈ Zα+β için card(N〈α, β〉) = 3α iken

card(C〈α, β〉) = 3β'd�r. Böylelikle card(A〈α, β〉) = 3α + 3β − 2 olur.

Örnek 6.0.1. (Melin , 2009) 〈1, 1〉 ∈ Z2 için

card(N〈1, 1〉) = card([−1, 1]Z × {1})

= {(−1, 1), (0, 1), (1, 1)} = 31

card(C〈1, 1〉) = ({0} × [0, 2]Z)

= {(0, 0), (0, 1), (0, 2)} = 31

card(A〈1, 1〉) = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (−1, 1)}

= 31 + 31 − 2

oldu§undan card(A〈α, β〉) = 3α + 3β − 2 e³itli§i sa§lan�r.
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A〈α, β〉 = (N〈α, β〉 ∪ C〈α, β〉) \ {〈α, β〉} e³itli§i göz önüne

al�nd�§�nda A〈α, β〉 ' A〈α, 0〉 ∨ A〈0, β〉 oldu§u söylenebilir. Böylece

AN〈α, β〉 ' A〈α, 0〉 ∨ 〈α, β〉 ∨ A〈0, β〉 oldu§u gözlemlenebilir.

Önerme 6.0.1. (Melin , 2009) Khalimsky uzay�ndaki bir saf noktan�n yak�n

kom³ulu§u ayr�³t�r�lamaz. Yani A〈α, 0〉 ve A〈0, β〉 ayr�³t�r�lamaz.

�spat. �spat durumlara ayr�ls�n. α = 1 için 〈1, 0〉 = 0 noktas�d�r.

N (0) = {−1, 0, 1} ve C(0) = 0 oldu§undan A(0) = {−1, 1} olur. Bu küme

ba§lant�l� de§ildir. Bu küme ayr�³t�r�labilir olsayd�, ba§lant�l� olmal�yd�. O halde

A〈1, 0〉 ayr�³t�r�labilir de§ildir. α > 1 için 〈α, 0〉 = (0, 0, ..., 0)︸ ︷︷ ︸
α tane

noktas�d�r.

A〈α, 0〉 = ([−1, 1]αZ ∪ {0}α) \ {0}α'd�r. Bu kom³uluktaki x = (−1, 0, 0, ..., 0) ve

y = (1, 0, 0, ..., 0) noktalar� aras�ndaki en k�sa Khalimsky yay�n� olu³turan

noktalar (−1, 0, 0, ..., 0), (−1, 1, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0), (1, 1, 0, ..., 0) ve

(1, 0, 0, ..., 0) noktalar�d�r. Yani bu noktalar aras�ndaki en k�sa Khalimsky

yay�n�n uzunlu§u 4 tür. Khalimsky uzay�ndaki saf noktalar�n yak�n

kom³uluklar� T0-uzay� ve en küçük kom³uluk uzay� oldu§undan, ρ(x, y) > 2

oldu§u için A〈α, 0〉 ayr�³t�r�lamaz. Benzer ³ekilde A〈0, β〉 n�n da ayr�³t�r�lamaz

oldu§u görülebilir.

Sonuç 6.0.1. (Melin , 2009) Bir noktan�n yak�n kom³ulu§unun

AN〈α, β〉 ' A〈α, 0〉 ∨ 〈α, β〉 ∨ A〈0, β〉

³eklinde tek türlü ayr�³�m� vard�r.

6.1 Kesi³imler

Bu bölümde Zn deki kom³uluklar�n kesi³imlerinin yap�s�n�n analizi

yap�lacakt�r. p = 〈α, β〉 ve q ∈ A(p) olsun. q, 1 ≤ γ ≤ α iken

q = 〈α − γ, β + γ〉 olarak kabul edilsin ve bu durum q ∈ N (p) oldu§unda

da geçerlidir. A = A(p) ve B = A(q) olsun. Bu durumda A ve B nin kesi³imi

C1 = ([−1, 1]α−γZ × {1}β+γ) \ {q}

C2 = ({0}α × [0, 2]βZ) \ {p}

S = ({0}α−γ × [0, 1]γZ × {1}
β) \ {p, q}
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olmak üzere A ∩B = C1 ∪ S ∪ C2 ³eklinde yaz�labilir. Burada

C1 = N (q) \ {q}

C2 = C(p) \ {p}

S = (C(q) ∩N (p)) \ {p, q}

e³itlikleri mevcut olup C1, C2 ve S ayr�k oldu§undan A ∩ B ' C1 ∨ S ∨ C2

oldu§u söylenebilir. C1 ' A〈α− γ, 0〉 oldu§unu göstermek kolayd�r.

θ : A〈α− γ, 0〉 → C1

(x1, ..., xα−γ) 7→ (x1, ..., xα−γ, 1, ..., 1)

bir dijital izomor�zma oldu§undan C1 ' A〈α − γ, 0〉 d�r. Benzer ³ekilde

C2 ' A〈0, β〉 ve S ' Sγ = [0, 1]γZ\{(1, 1, ..., 1), (0, 0, ..., 0)} oldu§u gösterilebilir

(Melin , 2009).

Lemma 6.1.1. (Melin , 2009) α, β ∈ N ve 1 ≥ γ ≥ α iken

p = 〈α, β〉 ve q = 〈α − γ, β − γ〉 olsun. Bu durumda a³a§�daki ayr�³�mlar

tektir.

ANA(p)(q) ' A〈α− γ, 0〉 ∨ q ∨ Sγ ∨ A〈0, β〉

ANA(q)(p) ' A〈α− γ, 0〉 ∨ Sγ ∨ p ∨ A〈0, β〉
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7 KHAL�MSKY MAN�FOLDLARI

Kat� Khalimsky küresinin var olmad�§� daha önceki bölümlerde

aç�klanm�³t�, ancak küre önemli bir geometrik yap�d�r. Bu nedenle kat�

Khalimsky manifoldu tan�m�, Khalimsky küresi tan�mlanabilecek ³ekilde revize

edilecektir.

Tan�m 7.0.1. (Melin , 2009) X say�labilir bir topolojik uzay olsun. Her x ∈ X

için AN(x) ile ANA(p)(q) homeomorf olacak ³ekilde p ∈ Zn+1 ve q ∈ A(p) var

ise X e n-boyutlu Khalimsky manifoldu denir.

Önerme 7.0.1. (Melin , 2009) Her kat� Khalimsky n-manifoldu bir Khalimsky

n-manifoldudur.

�spat. S bir kat� Khalimsky n-manifoldu olsun. Bir r = 〈α, β〉 ∈ Zn al�ns�n.

p = 〈α + 1, β〉, q = 〈α, β + 1〉 ∈ Zn+1 olacak ³ekilde p ve q elemanlar� seçilsin.

ANZn(r) ' A〈α, 0〉 ∨ r ∨ A〈0, β〉

' A〈α, 0〉 ∨ q ∨ S1 ∨ A〈0, β〉 ' ANA(p)(q).

Not 7.0.1. (Melin , 2009) Her 1-boyutlu Khalimsky manifoldu, kat� Khalimsky

manifoldudur.

Önerme 7.0.2. (Melin , 2009) Ba§lant�l� 1-boyutlu Khalimsky manifoldu ya

Khalimsky çemberidir ya da Khalimsky do§rusudur.

Örnek 7.0.1. (Melin , 2009) Herhangi bir c ∈ Zn için

AZn(c) = {p : ρZn(c, p) = 1}

kümesi her x ∈ AZn(c) için ANAZn (c)(x) ' ANAZn (c)(x) oldu§undan bir

dijital Khalimsky manifoldudur. E§er c bir saf nokta ise ρZn(c, p) = ||c− p||∞
oldu§undan bir r pozitif tam say�s� için

S(c, r) = {p : ||c− p||∞ = r}

bir dijital Khalimsky manifoldudur ve bu manifold r yar�çapl� küredir. c kar�³�k

nokta ise genellikle ρZn(c, p) 6= ||c− p||∞ oldu§undan S(c, r) dijital Khalimsky

manifoldu olmak zorunda de§ildir.
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Önerme 7.0.3. (Melin , 2009) Khalimsky manifoldunun boyutu tektir. Bir

Khalimsky manifoldunda boyut herhangi bir noktan�n yak�n kom³ulu§u ile

tan�mlan�r.

�spat. X, m ve n boyutlu bir dijital Khalimsky manifoldu olsun. O halde

bir x ∈ X için hem öyle bir p ∈ Zm vard�r ki q ∈ AZm(p) olmak üzere

ANX(x) ' ANAZm+1 (p)(q), hem de öyle bir p̃ ∈ Zn vard�r ki q̃ ∈ AZn(p̃) olmak

üzere

ANX(x) ' ANAZn+1 (p̃)(q̃)

⇒ ANAZm+1 (p)(q) ' ANAZn+1 (p̃)(q̃)

⇒ AZm+1(p) ∩ AZm+1(q) ' AZn+1(p̃) ∩ AZn+1(q̃)

olur. p = 〈α, β〉, q = 〈α − γ, β + γ〉, p = 〈α̃, β̃〉 ve q = 〈α̃ − γ̃, β̃ + γ̃〉 al�ns�n.

α + β = α̃ + β̃ oldu§unu göstermek ispat� tamamlamak için yeterli olacakt�r.

AZm+1(p) ∩ AZm+1(q) ' AZn+1(p̃) ∩ AZn+1(q̃) oldu§undan

A〈α− γ, 0〉 ∨ Sγ ∨ A〈0, β〉 ' A〈α̃− γ̃, 0〉 ∨ Sγ̃ ∨ A〈0, β̃〉

olur. A〈α− γ, 0〉 ' A〈α̃− γ̃, 0〉 olsun. β 6= β̃ olursa, ya β = 0 ve β̃ = 1 ya da

β = 1 ve β̃ = 0 olur. β = 0 ve β̃ = 1 oldu§u kabul edilsin. Bu durumda γ = 2

ve γ̃ = 1 olaca§�ndan α− 2 = α− 1 olur ve buradan α+ β = α̃+ β̃ gelir. Yani

m = n. Di§er durumlar ayn� ³ekilde sonuçland�r�labilir.

Reel uzaydaki kompakt n-boyutlu manifoldlar�n bir s tamsay�s� için

Rs in içine gömülebildi§i bilinmektedir. S�radaki teorem bu özelli§in Khalimsky

uzay�ndaki kar³�l�§�d�r.

Teorem 7.0.1. (Melin , 2009) Her sonlu Khalimsky n-manifoldu bir s

tamsay�s� için Zs in içine gömülebilir.

�spat. X sonlu Khalimsky n-manifoldu ve p1, p2, ..., pm ∈ X olmak üzere

{NX(pi)}mi=1, X üzerindeki topoloji için alt baz olsun. X sonlu Khalimsky

manifoldu oldu§undan ψi : ANX(pi)→ ANAZn+1 (qi)(ri) bir homeomor�zmad�r.

ANAZn+1 (qi)(ri) ⊂ AZn+1(qi) oldu§undan ve ψi dönü³ümü bir homeomor�zma

oldu§undan, ϕi : NX(pi) → AZn+1(qi) dönü³ümü, AZn+1(qi)'nin bir aç�k alt

kümesi için homeomor�zmdir. NX(pi) ⊂ X oldu§undan, ϕi, fi : X → Zn+1
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sürekli dönü³ümüne geni³letilebilir.

λi : X → Z

x 7→

 2i + 1, x ∈ NX(pi)

2i, x /∈ NX(pi)

fonksiyonu al�ns�n. λ−1
i ({2i+ 1}) = NX(pi) ve λ−1

i (N ({2i})) = X oldu§undan

λi süreklidir. fi ve λi sürekli oldu§undan gi = (fi, λi) ³eklindeki dönü³üm de

süreklidir. O halde g dönü³ümü g = (g1, g2, ..., gm) : X → (Zn+2)m ³eklinde

al�n�rsa g de süreklidir.

x, y ∈ X, x 6= y ve x ∈ NX(pi) olsun. y ∈ NX(pi) ise ψi homeomor�zma

oldu§undan ϕi(x) 6= ϕi(y) ve dolay�s�yla g(x) 6= g(y) olur. y /∈ NX(pi)

ise λi(x) 6= λi(y) olaca§�ndan yine g(x) 6= g(y) olur. Yani g injektif bir

dönü³ümdür.

g−1 : g(X) → X dönü³ümünün sürekli oldu§unu oldu§unu göstermek

için g(NX(pi)) lerin aç�k oldu§unu göstermek yeterli olacakt�r. Key� bir pi

eleman� seçilip, sabit tutulsun. 1 ≤ j ≤ m ve j 6= i için Zj = Zn+2 ve

Zi = Zn+1 × {2i + 1} olsun. Z = Z1 × Z2 × ...Zm ⊂ (Zn+2)m aç�kt�r.

Her x ∈ NX(pi) için g(x) ∈ Z olaca§�ndan, g(NX(pi)) ⊂ Z olur.

O halde g(X) ∩ Z = g(NX(pi)) ∩ Z = g(NX(pi)) aç�k olur. Böylece

g−1 süreklidir. O halde g gömme dönü³ümüdür.
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8 SONUÇ

Çal�³madaki as�l amaç dijital Khalimsky manifoldlar�n�

tan�mlayabilmekti. Tezde, bu tan�mlama sürecinde gerekli olan en küçük

kom³uluk uzaylar�, dijital ve Khalimsky topolojisi ve manifoldlar gibi

kavramlar tan�t�ld�. Yerel sonlu ve yerel say�labilir uzaylar hakk�nda bilgi verildi

ve ard�ndan tan�mlama sürecine geçildi.

�lk olarak saf Khalimsky manifoldu tan�mlamas� yap�ld�. Bu tan�m çok

tuhaf uzaylar� manifold olarak kabul etti§inden sonuçlara ula³mak zordu. Bu

yüzden bir di§er tan�m olan kat� Khalimsky manifoldu tan�m� ortaya at�ld�.

Ancak bu tan�m sayesinde birçok sonuca ula³�lmas�na kar³�n, herhangi bir kat�

Khalimsky manifoldunun reel benzerinin küre olmamas� ve kürenin görüntü

i³leme sürecinde önemli bir rol oynamas� bizi yeni bir tan�mlama yapmaya itti.

Böylece en kullan�³l� dijital Khalimsky manifoldu tan�m�na ula³�ld�.

Süreç sonucunda elde edilen tan�m sayesinde 1-boyutlu dijital

Khalimsky manifoldlar� s�n��and�r�ld�, bu manifoldlar�n boyutlar� tan�mland�

ve reel benzerlerine uygun olarak gömme teoremi ispatland�. Bu

sonuçlar�n ard�ndan baz� problemler türetilebilir. 2 veya daha yüksek

boyuttaki dijital Khalimsky manifoldlar�n�n s�n��and�r�lmas� hala aç�k bir

problemdir. Ayr�ca gömme teoreminde, e§er varsa boyutun s�n�r�ndan

bahsedilebilip bahsedilemeyece§i de çözümlenememi³tir.
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