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OZET
TEMEL CEBIRLER VE LOJIKLER UZERINE
KALKAN, Tugge
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali

Tez Danismant: Dog. Dr. Tahsin ONER

Agustos 2017, 45 sayfa

Bu tez sekiz bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tanitilarak, konu ile ilgili yapilan ¢aligsmalar

hakkinda 6n bilgi verildi.

Ikinci béliimde tezin okunabilirligini kolaylastirmak igin bazi temel

kavramlar verildi.

Uciincii boliimde, temel cebirlere ait temel tanim ve kavramlar verilerek,
kafeslerle olan iliskisinden bahsedildi. Ayrica, temel cebirlerin aksiyom
sistemlerinin bagimsizligr gosterildi ve bu aksiyomlara denk olan farkli imzalarda

aksiyom sistemleri tanimlandi.

Dordiincii boliimde, ortomodiiler kafeslere ve MV-cebirlerine ait tanimlar

verilerek temel cebirlerle arasindaki baglantidan bahsedildi.
Besinci boliimde, temel cebirlerin kongriians ve siizge¢ tanimlar1 verildi.

Altinc1 boliimde, gerektirme temel cebir (implication basic algebra) kavrami

ve bazi 6zellikleri verilerek aksiyomlarinin bagimsizligi gosterildi.

Yedinci bolimde, bir temel cebirin herhangi bir araliginin temel cebir

oldugu gosterildi.

Sekizinci boliimde, temel cebirlerde Yang-Baxter denklemlerinin

¢Oziimlerinden bahsedildi.

Anahtar sozciikler: Temel cebirler, antiton involiisyonlu kafesler.






ABSTRACT

ON BASIC ALGEBRAS AND LOGICS

KALKAN, Tugce

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Dog. Dr. Tahsin ONER
August 2017, 45 pages

This thesis consists of eight chapters.

In the first chapter , the topic of thesis was introduced and preliminary

information about the studies which is related to the topic of thesis was given.

In the second chapter, some basic concepts was presented to ease readability

of thesis.

In the third chapter, basic definitions and concepts which are belong to basic
algebra was given and it was referred about relation with lattice. Also, indepence
of axiom systems of basic algebra was shown and axiom systems which are equal

to this axiom systems in different signatures was defined.

In the fourth chapter, definitions which are belong to orthomodular lattices

and MV-algebras was given and it was referred about relation with basic algebras.

In the fifth chapter, definitions of congruence and filter of basic algebras

was given.

In the sixth chapter, the concept of implication basic algebra and its some

properties were given and independence of axioms was proved.

In the seventh chapter, it was proved that any interval of a basic algebra is a

basic algebra.

In the eighth chapter, the solutions of Yang-Baxter equations in basic

algebras were mentioned.

Key words: Basic algebra; lattices with antitone involutions.
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1. GIRIS

Klasik mantigin kalkiiliisiiniin cebirsel aksiyomlastirilmast Boole cebirleri,
yani tek tiimleyenli sinirl kafesler tarafindan verilir fakat tiim muhakemeler iki-
degerli klasik lojik aracilifiyla tanimlanamayabilir. Yirminci yiizyillda benzer
girisimler klasik olmayan lojiklerin cebirsel aksiyomlastirilmasi, 6rnegin, sezgisel
lojikler (Brouwer ve Heyting cebirleri), ¢ok degerli lojikler (Lukasiewicz, Chang
MV- cebirleri ve Post cebirleri), kuantum mekanigi lojigi (ortomodiiler kafesler

ve kismi sirali kiimeler) ve fuzzy lojigi i¢in yapild.

Kuantum  mekanigi  lojiginin  ortomodiiler  kafesler = yardimiyla
aksiyomlastirilmas: 1940 yillarinda G. Birkhoff ve J. von Neumann tarafindan

bulundu.

Klasik olmayan lojigin bir 6rnegi olan J. Lukasiewicz’in ¢ok degerli

coe e

........

ortak 0Ozelligi, cebirsel benzerliklerinin, kafesinin her Kkesitinin bir antiton

involiisyon ile donatilma 6zelligine sahip sinirh kafesler olmasidir.

Bu gozlemler 15181nda, kesit antiton involiisyonlu kafesler ve temel cebirler,
yani kesit antiton involiisyonlu sinirli kafeslerle birebir benzeyen (2, 1, 0) tipli

(A;®,—,0) cebirlerin varyetesi ile caligilmistir.

Bu nedenle MV-cebirleri ve ortomodiiller kafeslerin bir ortak

genellestirilmesi tizerine odaklanildi ve sonuglanan cebirlerin 6zellikleri incelendi.

Bu calismada, ikinci boliimde, temel cebirlere ve kafeslere ait bazi temel

tanimlar ve kavramlar verilerek aralarindaki iliskiye deginildi.

Uciincii boliimde, temel cebir tanimi verilerek 6zellikleri incelendi. Temel
cebirler ile kafesler arasindaki baglant1 incelendi. Temel cebirlerin aksiyomlarinin
bagimsizlig1r gosterildi. Temel cebirler i¢in farkli islemler verildi ve aksiyom
sistemi alternatif olarak bu islemlerle tanimlandi. Temel cebirlerin aksiyom

sistemine denk yeni sistemler tanimlandi.



Dordiincii boliimde, ortomodiiler kafes ve MV- cebir tanimi verilerek, temel
cebirlerle arasindaki baglanti incelendi. Bir MV- cebiri bir temel cebir ile ayni tipe
ve imzaya sahip oldugu i¢in her MV- cebirinin bir temel cebir olup olmadigi

arastirildi.

Besinci boliimde, temel cebirler i¢in kongriians, siizge¢ ve monotonluk

tanimi verilerek aralarindaki iligski yorumlandi.

Altinc1 boliimde, ligiincili boliimde bahsedilen gerektirme islemi yerine farkli
sembol kullanilarak gerektirme temel cebir tanimi verildi. Bu cebirin aksiyom

sisteminin bagimsizlig gosterildi.

Yedinci boliimde, bir temel cebirin herhangi bir alt araliginin tekrar temel
cebir olup olmadig arastirildi ve bu aralifin temel cebir olmasi i¢in gerekli
islemler tanimlandi. Ayrica, bir sinirh kafesin herhangi bir alt araligi temel cebir

oldugunda kafesin de temel cebir oldugu sonucuna varildi.

Tezin son boliimii olan sekizinci boliimde, temel cebirlerde Yang-Baxter

denklemlerinin ¢oziimlerinden bahsedildi.



2. ON BILGILER

Burada, tezin okunabilirligini kolaylastirmak amaciyla bazi tanim ve

kavramlar verilmistir [Davey and Priestley, 2002].
Tamim 2.1 Bir birlestirmeli yar: kafes (join-semilattices), her x, y € A igin,

(@) xvx=x,
(b) xvy=yvx,
© (xvy)vz=xv(yvz).

0zdesliklerini saglayan bir (A,v) grupoiddir.

Birlestirmeli yar1 kafes, herhangi iki elemaninin bir supremuma sahip

oldugu (A, <) posetidir; diger bir deyisle, her X, y € A i¢in,
() X<y & xvy=y,
(i) xvy=sup(x,y)
dir.
Tamim 2.2 Bir kesistirmeli-yar: kafes (meet-semilattice), her x, y € A igin,

(@) XAX=Xx,
(b) xAy=YyAX,
€) XAYAZ=XA(YA2).

Ozdesliklerini saglayan bir (A, A) grupoiddir.

Kesistirmeli yar1 kafesler, herhangi iki elemaninin bir infumuma sahip

oldugu (A <) posetidir; diger bir deyisle, her X, y € A i¢in,

(i) X<y & xXAy=X,

(i) xAy:=inf(x,y)

dir.



Bir kafes (lattice) asagidaki 6zellikler gergeklenecek sekilde (2,2) tipinde
bir (A;v, ) cebiridir:

(@) (A, Vv)bir birlestirmeli yar1 kafes,
(b) (A, A) bir kesistirmeli yar1 kafes,

(c) herx,y e Aigin (XvVY)AX=X Ve (XAY)VX=X.

Kafesler herhangi iki elemant bir supremum ve infimuma sahip olan (A, <)

posetidir; yani,

(1) X<y &Xvy=y < XAY=X,

(if) xvy:=sup(x,y) ve xAy:=inf(x,y)

dir.
Tamm 2.3 Bir (A;v,A) Kkafesi

XvyY)Arz=(XAr2)v(yArz)
ya da denk olarak

xXAy)vz=(Xv2)A(yvz)
0zdesligini sagliyorsa dagilmal kafes (distributive lattice) olarak adlandirilir.
Tamm 2.4 Bir (A;v, ) kafesi

(xvy)a(xvz)=xv(y(xv)
0zdesligine denk olan
X<Z=>(XVvY)AZ=XV(YAZ)
0zdesligini saglarsa modiiler (modular) olarak adlandirtlir.
Tamm 2.5 Bir f : A— A doniisiimii X,y € A igin
x<y=f(xX)< f(y)

0zdesligini saglarsa, 0 zaman f ye izoton (isotone) denir. Benzer sekilde,



x<y= f(y)<f(x)
0zdesligi saglaniyorsa, f ye antiton (antitone) denir.
Her x € A i¢in
f(f(x))=x
0zdesligi saglaniyorsa, f ye bir involiisyon (involution) denir.

En biiyiik eleman 1 olan bir (A <) poseti verilsin. Her ae A i¢in [a,]1]

aralig1 tizerinde

(i) her xe[a,1] igin f,(f,(X))=X,

(if) her x,ye[a,1] icin x<y= f (y) < f,(X)
olacak sekilde bir f, :[a,1] —[a,1] antiton involiisyon déniisiimii vardir. Bu tez
boyunca f,(x) yerine x* notasyonunu kullanacagiz. Boylece her x e[a,1] i¢in
X** =X ve x<y=y*<x®
dir.
Tamim 2.6 (A;<) bir poset olsun. a € A igin [a,1] kapali araliklar1, (A;<)

posetinin kesiti (section) ve xe[a,1] i¢in X+>x* dontsimi kesit antiton

involiisyon (section antitone involution) olarak adlandirilir.

(A;<) en biiyiik elemani 1 olan (A;<,(*),.,,1) notasyonu ile temsil edilen

kesit antiton involiisyon ile donatilmig bir posettir.

Tammm 2.7 L=(L;v,A) en biiyiik eleman1 1 olan bir kafes olsun. Eger £ nin

uiretilmis poseti (induced poset) (L;<), kesit antiton involiisyonlu bir poset ise

(Lsvy A () acar ) yapist kesit antiton involiisyonlu bir kafes olarak adlandirilir.

Tamm 2.8 L= (L;v,A,1) en kiiglik eleman1 0 ve en biiyiik eleman1 1 olan bir

kafes olsun. Eger

XAX'=0ve xvx =1



olacak sekilde L nin X+ X' doniisiimii varsa, L ye tiimleyen (complementation)

ile donatilmis denir.
Tanmim 2.9 Eger
X"=X ve x<y=y <X

olacak sekilde L nin bir x> x’ doniisiimii varsa, £ ye bir antiton involiisyonlu

kafes (lattice with an antitone involution) denir.
L bir antiton involiisyonlu kafes ise 0 zaman
xXvy)=x'Ay ve (xay)=xvy
De-Morgan yasalar1 gerceklenir.

Tanmmm 2.10 £ tiimleyeni olan sinirli ve antiton involiisyonlu bir kafes ise,

(L;v,A,,0,2) yapisina bir ortokafes (ortholattice) denir.
Tamm 2.11 Bir (L;v,A,’,0,1) ortokafesi
Xv(X'A(xvy))=xvy
veya
XSy=>xv(X'Ay)=y
0zdesligini saglarsa ortomodiiler kafes (orthomodular lattice) olarak adlandirilir.

Tamim 2.12 Timleyeni olan bir dagilmali kafese bir Boole ve (L;v,A,’,0,1)

yapisina da bir Boole cebiri (Boolean algebra) denir.

Her Boole cebiri bir ortomodiiler kafes ve dolayisiyla bir ortokafestir. Bir
ortomodiiler kafesin bir Boole cebiri olmasi i¢in gerek ve yeter sart dagilmali
olmasidir. Daha ayrintili bilgi [Beran, 1984] ve [Birkhoff, 1936] kaynaklarindan

elde edilir.



3. TEMEL CEBIR VE AKSiYOM SISTEMIi

Chajda ve Emanovsky [Chajda and Emanovsky, 2004] tarafindan yapilan
caligmalar ile ilk olarak ele alinmaya baslayan temel cebir kavrami farkli klasik

olmayan lojikler i¢in kullanilan 6nemli bir kavramidir.

Tamm 3.1 [Chajda,2015] A=(A;®,—,0) bir cebir olsun; burada A bostan farkli

bir kiime; @, A {izerinde ikili islem, —, A iizerinde bir birli islem ve 0 seckin

elemandir. Her X, y, Z € A i¢in asagidaki 6zdeslikler gergeklenir ise A ya bir temel

cebir (basic algebra) denir.
(BAl) x®0=x,
(BA2) —x=X,
(BA3) A(—XxDy)®Yy=—(—y®X)DX,
(BA4) —(~(—(x@y)@y)®2)D(XD2)=-0.

Eger, A degisme 6zelligini saglarsa degismeli temel cebir olarak adlandirilir.

—0=1ile gosterelim.

Lemma 3.2 [Chajda, 2015] Her A=(A;®,—,0) temel cebiri asagidaki 6zellikleri

saglar:

(@ x®1=1=1®x,
(b) 0®x=x,
(c) x&x=L1

Teorem 3.3 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun.

(@ x<yeger ve yalmiz eger —x®y=1 ile tanimlanan < bagintisi, A

tizerinde en kiigiik ve en biiyiik elemanlari, sirasiyla, O ve 1 olan bir kismi
siralamadir.
(b) x<yo—Xx>—y.

() x<yise Xx®z<y®z ve x®z>—-yDz dir.



d) y<x@y.
Teorem 3.4 [Chajda, 2015] Her A=(A;®,—,0) temel cebiri i¢in, (A;<) poseti

XVY=—(—XDY)DY Ve XAY=—(—XV-y)
olmak tzere bir sinirh kafestir.

Teorem 3.5 [Chajda, 2015] Herhangi bir A=(A;®,—,0) temel cebiri verilsin. O

zaman L(A) = (A v, A, (f,).ca 0:1)

f.(x)=—x®a
olmak {izere kesit antiton involiisyonlu bir sinirli kafestir.

Teorem 3.6 [Chajda, 2015] L= (A; v, A,(f,),.4 0,1) kesit antiton involiisyonlu bir

sinirl kafes olsun. O zaman A(L) = (L,®,—,0) atanmis cebiri (assigned algebra)

x®y=(x"vy)’ ve =x=x°,
olmak {izere bir temel cebirdir.
Teorem 3.7 [Chajda, 2015] L= (L;Vv, A, (f,),.4 0,1) kesit antiton involiisyonlu bir
siurh kafes ve A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun. O zaman L(A(L))=L ve
A(L(A))=Adir.
Temel cebirleri diistindiigtimiizde, tretilmis kafeslerin herhangi 6nemli

kafes Ozdesligini saglamasina gerek yoktur. Fakat degismeli temel cebirlerde

durum farklidir.

Teorem 3.8 [Chajda, 2015] Her degismeli temel cebirin iiretilmis kafesi (induced
lattices) dagilmalidir.

Ornek 3.9 Teorem 3.8 in tersinin dogru olmadigimi bir &rnekle gdsterelim.

Asagidaki kafesi goz oniinde bulunduralim:



1
b d
a C
0
Sekil 1

Bu kafesin 0°=1, a®=—-a=a, b°=—b=b, ¢®=-c=c, d’°=—-d=d, 1°=0
olmak {iizere kesit antiton involiisyonlu ile bir kafes oldugu aciktir. Teorem 3.6

dan asagidaki islemleri ile tanimli H =({O,a,C,b,d,1};®,—|,O) temel cebirini

atayabiliriz.
@ | 0 a C b d 1
0| O a C b d 1
a a 1 C b d 1
C C a 1 b d 1
b b a C 1 d 1
d d a C 1 1
1 1 1 1 1 1 1

x| 1 a ¢ b d O

H nin degismeli olmadig1 asagidaki gibi gosterilebilir:

b®d =(—bvd) =(bvd) =1 =—1®d =0®d =d
d®b=(-dvb)’ =(dvh)’=1"=—1®b=0®b=b

b&d=d®db



10

Fakat Sekil 1 deki iretilmis kafes dagilmalidir ¢iinkii, M3-Ns Teoremine

gore, L kafesinin dagilmali olmast i¢in gerek ve yeter sart N,+— L ya da

M, > L bir gdmmesinin olmamasidir.

0 0
M3 N5
Lemma 3.10 [Chajda, 2015] A=(A;®,—0) bir temel cebir ve
LA)=(AV,iA(*)2ea 0,), A nin tiretilmis kafesi olsun. O zaman
@) (xAy)®z=(xD2) A (yD2),
(b) L(A) dagilmaliise (Xvy)@z=(X®2)v(yD2)
dir.
Uyan 3.11 [Chajda, 2015] Bir temel cebir degismeli ise 0 zaman
ZOXAY)=(ZDX)A(zDY)

0zdesligi gerceklenir fakat degismeli olmayan durumlarda dogru olmasina gerek

yoktur.

Lemma 3.12 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve L£(A) atanmis

kafesi olsun. O zaman

(@) her x,ye A icin x®y=(XAy’)®Y,

(b) xile y kiyaslanabilir ise, X® Yy =x® (y A X°)

dir.



11

Teorem 3.13 [Chajda, 2015] Bir A=(A;®,—,0) cebrinin degismeli olmasi igin

gerek ve yeter sart agagidaki iki kosulu saglamasidir:
(i) x<y icin, (x°)¥) =y*
(i) x®(yAx)=x®y.
Yukaridaki (i) ve (ii) kosullar1 birbirinden bagimsizdir.

Lemma 3.14 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0), Teorem 3.13 iin (i) kosulunu

saglayan bir temel cebir ve X,y <a, A nin elemanlari olsun. O zaman
(@) Eger a*=a’ ise x=y,
(b) ¥ =a" Aa’ ve @Y =a* va’

dir.

Sonu¢ Teorem 3.15 [Chajda, 2015] Dogrusal sirali (linearly order) bir temel
cebirin degismeli olmasi i¢in Teorem 3.13 (i) kosulunun ger¢eklenmesi bir gerek

ve yeter kosuldur.

A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve £(A), A nin iiretilmis kafesi olsun.

Teorem 3.3 (b) den, Xx,yeA igin x<yise —y<-—x dir. O zaman
—yvz<—xvz dir. Her zeA igin x®@z=(—xvz)'<(—yvz) =y®z dir. O

halde her temel cebir asagidaki kosulu saglar:

X<y ise Xx®z<ydDz.

Ayrica A nin degismeli olmasi durumunda X<y—=z®&x<z®y kosulu

gerceklenir.

Tamm 3.16 [Chajda, 2015] Bir A=(A;®,—,0) temel cebir olsun.
XSYy=ZOX<zDYy

gerektirmesi gergeklenirse o zaman A ya monoton denir.



12

Her degismeli temel cebir monotondur.

A=(A;®,—,0) yapisinin monoton olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

zeAigin Z—> X<z — Yy olmasidir.

(BA1l), (BA2), (BA3) ve (BA4) aksiyomlarinin bagimsiz oldugunu

gostermek icin bagimsizlik kavramini kisaca agiklayalim.

Verilen bir {F1, F,, ..., Fy} formiller kiimesinin bagimsiz oldugunu
gostermek igin 1 # j olmak {izere her 1 < j < n i¢in her bir F; formiillerini
gergekleyen fakat F;j formiilii diger formiillerin bir sonucu olan bir dogruluk deger

atamasi1 bulmak yeterlidir.

Teorem 3.17 (BA1), (BA2), (BA3) ve (BA4) aksiyomlar1 bagimsizdir.

Kamit B = {0, 1} kiimesinin ele alalim.

Durum (1) B=(B;®,—,0) cebirsel yapisini géz oniinde bulunduralim; burada @

ikili islemi her X,y eBigin x® y =0 ile tamimli ve —-0=0, —1=1dir.

(BA2), (BA3) ve (BA4) aksiyomlarin1 sagladigimi fakat (BA1)

aksiyomunu saglamadigin1 gosterelim:

e (BA2) aksiyomu:
X=0i¢in =—0=—-0=0 ve x=1 igin —1=—1=1 olduguna gore
(BA2) aksiyomu saglanir.

e (BA3) aksiyomu:

—(—x®y)®y=-—0®Yy
=0®y
=0

ve
=0®x
=0
olduguna gore (BA3) aksiyomu saglanir.

e (BA4) aksiyomu:
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(—(0DY)D2)D (XD Z)==(—-0D2)D (XD 2)
=-0®(xD2)
=0®(xD2)
=0

= —|O
olduguna gore (BA4) aksiyomu saglanir.
e (BAL) aksiyomu:

X=11i¢in 1®0=0=1.

Durum (2) Her X,y €B i¢in @ ve — islemleri asagidaki gibi tanimlansin:

| 0 1 ﬁ‘o 1
ol 0 1 ‘1 1
111 1

(BAl), (BA3) ve (BA4) aksiyomlarim1 sagladigini fakat (BA2)

aksiyomunu saglamadigini gosterelim:

e (BA1) aksiyomu:
Xx=01i¢in 0®0=0 ve x=1 i¢in 1&0=1 olduguna gore (BA1)

aksiyomu saglanir.

e (BA3) aksiyomu:
—(—xDYy)By=-(1DYy)DYy
=-l®y
=1®y
=1

ve
(YD X)D X =—=(1DX) D X
=—1®X
=1®X
=1

olduguna gore, (BA3) aksiyomu saglanir.
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e (BA4) aksiyomu:
—(-(lPy)D2)D(xD2)=—(1D2)D (XD 2)
=1®(xDz)
=1
=—0

olduguna gore, (BA4) aksiyomu saglanir.
e (BAZ2) aksiyomu:
X=0i¢cin —0=—1=1+#0 olduguna goére bu aksiyom saglanmaz.

Durum (3) Her x,y eBi¢in @ ve — islemleri asagidaki gibi tanimlansin:

® | o 1 —|‘0 1
00 1 ‘1 0
111 o

(BAl), (BA2) ve (BA4) aksiyomlarin1 sagladigimi fakat (BA3)

aksiyomunu saglamadigini gdsterelim:

e (BA1) aksiyomu:
x=0i¢in 0©0=0 ve x=1 i¢in 1®0=1 olduguna gore (BA1)
aksiyomu saglanir.

o (BA2) aksiyomu:
Xx=01i¢cin —0=—1=0 ve x=1 i¢cin —I1=—-0=1 olduguna
gore (BA2) aksiyomu saglanir.

o (BA4) aksiyomu:

X =Yy =0 alt durumunu inceleyelim:
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(A(—~(0D0)DO) D7) ® (0D 2) = ~((-0D0) B 2) D (0D 2)
- (-(1®0)®2)® (0D 7)

==(1®2)® (0@ 2)
=—-(0®2)®(0®2)
=1

=—0

x =y =1 alt durumunu inceleyelim:

~((—-(1O) @Y ®2)® (1D 7) =~((-00) ®2) ® (1D 2)
= (-18)®2)D(1®2)

=—(-002)®(1®D2)
=-(1®z2)®(1®2)
=1

=—0

x=0 ve y =1 alt durumunu inceleyelim:

(=08 BN ®2) D (0D 2) = ((-1ON D7) ® (0D 2)
= (00D @2)® (0@ 2)

==(1®2)® (0@ 2)
=-(0®2)® (0@ 2)
=1

=-0

x=1 ve y =0 alt durumunu inceleyelim:

(A(~1DO)D0) D 2) D (1D 2) = ((-1D0) D 2) B (1 2)
=(—=(0®0)®2)®(1®7)

=—(-002)®(1D2)
=—(1®2)®(1D2)
=1

=-0

O halde (BA4) saglanir.

e (BA3) aksiyomu:

Xx=1ve y=0 i¢in
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—(—xDy)®y=—(-120)®0
=—(0®0)®0
=080
=1®0
=1

ve
—(my®x)®x=—(-001) @1
=—(1el) el
=-081
=1®1
=0

olduguna gore (BA3) aksiyomu saglanmaz.

Durum (4) Her x,y eBi¢in @ ve — islemleri asagidaki gibi tanimlansin:

N - ‘0 1
0 0 1 ‘ 0 1
1 1 1

sagladigmi fakat (BA4)

(BAl), (BA2) ve (BA3) aksiyomlarini

aksiyomunu saglamadigini gdsterelim:

e (BA1) aksiyomu:
x=0i¢in 0®0=0 ve x=1 i¢in 1®0=1 olduguna gore (BAL)

aksiyomu saglanir.

e (BAZ2) aksiyomu:
Xx=01i¢cin —0=—0=0 ve x=1 igin —1l=—1=1 olduguna

gore (BA2) aksiyomu saglanir.

e (BA3J) aksiyomu:

X=Yy =0 ve x=Yy=1alt durumu agiktir.



17

x=0 ve y=1alt durumu i¢in

=—(0®l®1

=1e1
=1@1
=1

ve

—(—y@®X)Dx==(-1®0)®0
=—(1®0)®0
=100
=1®0
=1

olduguna gore aksiyom bu alt durum i¢in gergeklenmis olur
X =1 ve y =0alt durumu yukaridaki benzer sekilde
gerceklenebilir.

e (BAA4) aksiyomu:
x =y =1 alt durumunu inceleyelim:

~(~(-(1®)®N®2) B (1®2) =~(-(-1O)®2) B (1®2)
= (—-(1®)®2)®(1®72)

==(1®2)D (1D 2)
=-(1®z)®(1D2)
=1

#0

:—|0

O halde (BA4) aksiyomu ger¢eklenmez.

Teorem 3.18 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) yapisi (BA1), (BA3), (BA4)

aksiyomlarini saglayan (2,1,0) tipinde bir temel cebir olsun. O halde asagidakiler

denktir:

(@) A, (BA2) aksiyomunu saglar,
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(b) A, 0®x=x ve —0=0 6zdesliklerini saglar.

Sonu¢ Teorem 3.19 [Chajda, 2015] (2,1,0) tipinde bir A=(A;®,—,0) yapisinin

temel cebir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (BA3) ve (BA4) aksiyomlarinin

saglanmas1 ve asagidaki 6zdesliklerin gergeklenmesidir:
(BAl+) x®@0=x=0®>Xx,
(BA2-0) ——0=0,
(BA3-) -0®&x=—0.

Bir A=(A;®,—,0), temel cebirinde asagidaki islemleri tanimlayabiliriz:

X>Yy=—X®Y, xXOQY==(—XD-y).

Bir temel cebir

—X=X—>0, Xx®y=(Xx—>0)->Yy,
ya da
X@y=—(-x0-y)
oldugundan, alternatif olarak (—,0) imzasi ile tanimlanabilir [Chajda, 2015].

O halde (BA1l)-(BA4) temel cebir aksiyomlarin1 sadece gerektirme
baglacini kullanarak yeniden asagidaki gibi ifade edebiliriz:

e (BA1)-(BA2) aksiyomlari: (X —>0)—>0=x

(x>0 —>0=-x—>0
=——X®0
=Xx®0
=X
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(x—>0)—>0==-x—>0
== —|—|X® 0
=—X

=X

e (BA3)aksiyomu: (x—>Yy)—>y=(y—>X)—>X

(X>y) > y=(x®y)->y
=—=(—x®y)®y
=—(-y®X) DX
=(-y®x) > X
=(y—>Xx)—>X

e (BA4) aksiyomu: (x—>y)—>Yy)—>2)>(X—>2)=0—->0

(x=>y)=>y)>2) > x>)=((-x®Yy) > y) > 7) > (—xD2)
=((x®Yy)®Yy) > 7) > (-xD2)
= (H(=(=x©Y)®Y)®7) > (—xD7)
=(=(A(xDY)®y)®7)® (xD7)
=-0
=—0®0
=0-0
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4. TEMEL CEBIRLER OLARAK ORTOMODULER KAFESLER VE

MV-CEBIRLERI

Her temel cebir alternatif olarak bir Kesit antiton involiisyonlu sinirli kafes

olarak goz oniinde bulundurulabilir. Simdi A temel cebirinin bir x elemani igin
—x degillemesinin L(A) indirgenmis kafesinde x in tiimleyeni oldugu
inceleyecegiz.

Lemma 4.1 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve xe A igin olsun.
—x in L(A)=(AV,A(*),ea 0,1)  tiretilmis kafesinde x in bir tiimleyeni olmasi
icin gerek ve yeter sart X® X = X 0zdesliginin saglamasidir.

Sonu¢ Teorem 4.2 [Chajda, 2015] Eger A=(A;®,—,0) temel cebiri x® x=x
0zdesligini saglarsa, o zaman L(A) indirgenmis kafesi bir ortokafestir.

Her £=(L;v,A,+0,1) ortomodiiler kafesin kesit antiton involiisyonlu

kafes olduguna daha once deginilmisti; burada aelL ve xe[al] icin her

kafesinin involiisyonu x* = X" v a dir. Ayrica ortomodiilerlik yasasina gore
XAX*=XA(X"va)=a ve Xxvx*=xvx-va=1

dir. Boylece x*, [a,]] araliginda x in tiimleyenidir. O halde bir
L=(L;v,A,+40,1) ortomodiler kafesini bir A(L)=(L;®,—0) temel cebirine

doniistiirmek i¢in asagidaki tanimlamalar yapabiliriz:
—X=x"ve Xx®y=(x"vy) =(x'vy) vy=(XAy)vy.
Teorem 4.3 [Chajda, 2015] A=(A;®,—0) bir temel cebir ve

LA)=(AViA (*)aa 0,1)  iretilmis kafes olsun. O zaman (A;v,A,—,0,1)

yapisinin ortomodiiler kafes olmasi igin gerek ve yeter sart A yapisinin asagidaki

0zdesligi saglamasidir:

ye(xay)=y
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veya, denk olarak,
XSYy=yodx=y.

MV-cebir kavrami, 1950 lerin sonlarinda Chang [Chang,1958] ve

PR

cebirsel ara¢ olarak tanitildi. Orijinal tanim birkag¢ yazar tarafindan basitlestirildi.

Mundici [Mundici,1996] tarafindan verilen tanimlama asagidaki gibidir:

Tammm 4.4 [Chajda, 2015] (2,1,0) tipinde bir A=(A;®,—,0) cebirsel yapisi

asagidaki aksiyomlar1 saglarsa o zaman bir MV- cebiri olarak adlandirilir:
(MV1) x®(y@2)=(x@Yy)Dz,
(MV2) x®@y=y®Xx,
(MV3) x®0=x,
(MV4) ——x=x,
(MV5) x®—-0=-0, burada 1=—-0 dir,
(MVB) —«(—Xx®@Yy)@y=—(—y®X)DX.

Bir MV- cebiri bir temel cebir ile ayn1 tipe ve imzaya sahiptir. Bu nedenle

bir MV- cebirinin bir temel cebir olup olmadigini arastiralim.

Her MV- cebiri (BA1)-(BA3) aksiyomlarini saglar. (BA4) aksiyomu igin

asagidaki gozlemlerde bulunabiliriz.
XVY==(—-XDY)DY Ve XAY=—(—XVv—Yy)

olmak tizere, her MV- cebirinin bir simirhi (A;v, A,0,1) kafesine neden olmasini

ve her acAve xe[a,]] igin

X—x=—x®a

doniisiimiiniin, [a,1] araliginda bir antiton involiisyon olmasini kullanabiliriz.
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O halde A MV- cebiri igin L(A) = (A;v,A,(*),., 0,1) yapisi1 kesit antiton

ach,

involiisyonlu bir kafestir ve Teorem 3.6 dan bir temel cebirdir.

Lemma 4.5 [Chajda, 2015] Her MV- cebiri, iiretilmis kafesi dagilmali olan bir

temel cebirdir.

Yukaridaki lemmanin 6nemli bir sonucu temel cebirlerin ¢ok-degerli
Lukasiewicz lojiklerinin aksiyomlastirilmasini yansitmasi olarak ifade edilebilir.
Ayrica Teorem 4.3 ile birlikte, temel cebirler ortomodiiler kafeslerin ve MV-
cebirlerinin genel bir aksiyomlastirilmasint  verir. Bdylece ¢ok-degerli
Lukasiewicz lojiklerinde oldugu gibi kuantum mekanigi lojiklerinin bir cebirsel

aksiyomlastirmasini da verir.

Teorem 4.6 [Kolarik, 2013] Bir temel cebirin MV- cebiri olmas1 igin gerek ve

yeter sart birlesmeli olmasidir.
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5.TEMEL CEBIRLERIN KONGRUANS VE SUZGECLERI

Bir cebir tizerindeki her kongriians [1], ¢ekirdegiyle tek tiirlii belirlenir;
yani 6, ¢ bu cebir iizerinde [1], =[1],olacak sekilde iki kongriians ise 0 zaman

6=¢ dir. Bu durum temel cebirlerde de gecerlidir. Bu nedenle temel cebir

tizerinde bir kongriians tanimlamak icin sadece ¢ekirdegini tanimlamamiz gerekir.

Tamm 5.1 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve F A olsun. Eger

leF veher a,b,ceAigin

(F1) acF ve a—>beF ise beF,

(F2) a>b olmak tizere a >beF ise (b >c) >(a—>c)eF
Ozdeslikleri saglaniyorsa F ye A da bir siizge¢ denir.

Bir uyumlu siizge¢ (compatible filter)

(F3) a—>beF ve b>acF ise (c>a)—>(c—>b)eF
kosulunu saglayan bir siizgegtir.

A da tiim siizgeglerin kiimesini F(A) ve tiim uyumlu stizgeglerin kiimesini

CF(A) ile gosterelim.

Lemma 5.2 [Chajda, 2015] A bir temel cebir ve 1€ F — A olsun. O zaman

(@) FeF(A)ise F, (A;<) de bir sira siizgegtir (order filter).
(b) A degismeli ise F in (F1) kosulunu saglamasi igin gerek ve yeter sart F

in © altinda kapali bir sira siizgeg olmasidir.

(c) A bir MV- cebiri ise Fe F(A) olmasi i¢in gerek ve yeter sart F in (F1)

kosulunu saglamasidir.

Tamm 5.3 [Chajda, 2015] A nin bir sag kongriiansi, her a,be @ ve c €A igin

(a,b)efd=(a—>c,b—>c)eb
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kosulunu saglayan A iizerinde bir denklik bagintisidir.
Con,(A) ile A iizerinde sag kongriianslarin kiimesini gosterelim. Her
6 e Con(A) igin
(a,b)ef <= (—a,—b)eb
dir.

Lemma 5.4 [Chajda, 2015] Her A temel cebiri i¢in Con,(A) S Con(L(.A)) dur.
Eger A degismeli veya ortomodiiler ise o zaman Con,(.A) = Con(A) dur.

Teorem 5.5 [Chajda, 2015] A bir temel cebir ve Fe F(.A) olsun.

(a,b)ed(F) < a—>beF veb—acF

ile tammli O(F) bagmtis, [1],;) =F olmak iizere A iizerinde bir sag

kongriianstir. Eger F bir uyumlu siizgeg ise &(F) , A lizerinde bir kongriianstir.

Lemma 5.6 [Chajda, 2015] A bir temel cebir ve Fe F(.A) olsun. Her a,b €A igin
asagidaki kosullar denktir:

@) (ab)<O(F)

(b) c>a,b ve c—»a, c —>beF olacak sekilde ¢ € Avardir.

(c) f>a,g>bve f »>a=g —Db olacak sekilde f,g e F vardir.

(d f>—a, g>—bve f ©a=g Ob olacak sekilde f,geF vardir.

Stizgecler ve uyumlu siizgecler ideal terimler altinda kapali alt kiimeler

olarak karakterize edilebilir.

Teorem 5.7 [Chajda, 2015] A bir temel cebir ve 1€ F c A olsun. Fe F(.A) olmasi

i¢in gerek ve yeter sart

LY Y2) = (Y = (Y, = X)) =X,
t, (X, X5 %5, Y) = (Y = %) = %) = X)) = (%, > X,) = %)
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ideal terimleri altinda kapali olmasidir.

Bir siizgecin uyumlu olmasi igin gerek ve yeter sart

(X, X5, X5, Y) = (% = (X, = (Y = X)) = (% = (%, = X)),
t4(X11 X5y Yi» yz) = ((yl - X1) - Xz) - (X1 - (yz - Xz))

ideal terimleri altinda kapali olmasidir.

Sonu¢ Teorem 5.8 [Chajda, 2015] € bir sag kongriians (kongriians) olsun. O
zaman [1],, O([1],) = @ olacak sekilde bir siizge¢ (uyumlu siizgeg) dir.

Teorem 5.9 [Chajda, 2015] Her A temel cebiri i¢in 0+>[1],ve F > 6(F)
doniisimleri, Con, (A)=(Con, (4),c) ve F(A)=(F(A),c) kafesleri ve
Con(A)=Con(A),c) ve CF (A)=(CF (A),c) Kkafesleri arasinda karsilikli
olarak ters izomorfizmlerdir.

Sonu¢ Teorem 5.10 [Chajda, 2015] Her A temel cebiri i¢in Con (A),
Con(£(A)) nin alt kafesi olan Con, (A) nin bir alt kafesidir. Boylece
CF (A), dagilmal1 kafes olan F(A) nin alt kafesidir.

Bir temel cebirin x<y=z®x<z®y 0zdesligini saglamas1 durumda

monoton oldugunu biliyoruz. Her degismeli temel cebir monotondur. Monoton
temel cebir durumunda, b <a kabul ederek (F3) sartini sadelestirebilecegimizi ve

Teorem 5.7 de t, terimini atlayabilecegimizi gosterecegiz.
Teorem 5.11 [Chajda, 2015] A bir monoton temel cebir olsun. Her Fe F(A)
stizgeci icin agsagidakiler denktir:

(@) F bir uyumlu siizgegtir.
(b) F, t, terimi altinda kapalidir.

(c) Her a,b,ce Aigin a—>beF ve a>b ise (c—>a)—>(c—>b)eF

Eger A degismeli ise F(A) =CF (A) dir.
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6. TEMEL CEBIiRLERIN GEREKTIiRME BAGLACI UZERINE
KISITLAMALARI

Bolim 3 de belirtildigi gibi, X — y=-—Xx® y olmak lizere A=(A;®,—,0)

temel cebiri {—), O} imzasi ile alternatif olarak g6z Oniinde bulundurulabilir.

Kuantum mekanigi lojiginde — operatoriiniin lojiksel gerektirme baglaci roliinii
oynadigimi belirtelim. Bu konuda pek ¢ok ¢alisma yapilmistir [Abbott, 1967] ve
[Chajda and Halas, 2005].

Kisalik i¢in — yerine o semboliinii kullanacagiz.

Tammm 6.1 [Chajda, 2015] Gerektirme temel cebir (2) tipindeki asagidaki
ozelliklerin saglandigi bir (A;-) cebiridir:

(11) (XeX)ox=X,
(12) (xey)ey=(yex)ex,
(13) (((xoy)ey)ez)o(xoz)=XeoX.

[k olarak gerektirme temel cebirlerin birkag 6zelligini verecegiz. Ozellikle

her temel cebirin bir cebirsel sabit 1 e sahip oldugunu gosterelim.

Lemma 6.2 [Chajda, 2015] (A;°) bir gerektirme temel cebir olsun. O zaman bir

cebirsel sabiti olan 1€ A elemani vardir ve (A;°) asagidaki 6zdeslikleri saglar:

(@) xex=1,

(b) xol=1,

() lox=x,

(d) ((xey)ey)ey=xey,
(€) yo(xoy)=1.

Teorem 6.3 (11), (12), (13) aksiyomlar1 bagimsizdir.

Kamt iki elemanl A= ({0,1} : o) grupoidini goz dniinde bulunduralim.

Durum (1) oikili islemi, xoy =0 olacak sekilde tanimlansin.
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(I2) ve (I3) aksiyomlarinin

saglanmadigini gosterelim:
e (12) aksiyomu:
(Xey)ey=0¢y
=0
ve
(y o x) oX=00X
=0

olduguna gore (12) aksiyomu saglanir.

e (I3) aksiyomu:

(((xey)oy)ez)e(xoz) =((0cy)oz)<0
=(002)00
=000
=0
=000
=XoX

olduguna gore (13) aksiyomu saglanir.

e (I1) aksiyomu:

X=1ligin (1lo1)e1=001=0#1

Durum (2) o ikili islemi agagidaki gibi tanimlansin.

° 0 1
0 0 0
1 1 1

(I1) ve (I3) aksiyomlarinin saglandigimi fakat (12)

saglanmadigini gosterelim:

e (I1) aksiyomu:

saglandigmi fakat (I1) aksiyomunun

aksiyomunun
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x =0 igin (050)c0=000=0ve x=1 igin (lol)ol=101=1

olduguna gore (I1) aksiyomu saglanir.

e (I3) aksiyomu:

x=1 ve y=0 alt durumunu inceleyelim:

((xoy)oy)oz)o(xoz) =(((120)°0)oz)o(lo2)
=((120)02)o(1o2)
=(1oz)o(loz)
=101
= XoX

x=0 ve y=1 alt durumunu inceleyelim:

(((xey)oy)oz)o(xez) =(((001)c1)cz)o(0-2)
=((01)°z)-(0-2)
=(002)0(002)
=000
=XoX

x =y =0 alt durumunu inceleyelim:

((xoy)ey)oz)o(xoz) =(((00)°0)o2z)<(0-2)
=((000)02)2(0-2)
=(002)o(002)
=000
=XoX

x =y =1 alt durumunu inceleyelim:

((xey)oy)oz)o(xoz)=(((LoL)ol)oz)o(loz)
=(1el)oz)o(loz)
= (Lo2)o (1o2)
=101
=XoX

olduguna gore (13) aksiyomu saglanir.

o (12) aksiyomu:
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Xx=1ve y=0 igin,

(Xoy)oy=(120)-0
=1OO
-1

ve

(Yox)ox=(001)0ol
:Ool
=0

olduguna gore (12) aksiyomu saglanmaz.

Durum (3) o ikili islemi asagidaki gibi tanimlansin.

o 0 1
0 0 0
1 0 1

(11) ve (12) aksiyomlarinin saglandigim1 fakat (I13) aksiyomunun

saglanmadigini gosterelim:
e (I1) aksiyomu:

x=0 i¢in (000)c0=050=0ve x=1 i¢in (lol)ol=1c1=1

olduguna gore (I1) aksiyomu saglanir.

e (12) aksiyomu:
x=y=1ve x=y=0 i¢in esitlik zaten saglanir.
x=1 ve y =0 alt durumunu inceleyelim:

(xey)oy=(10)<0
=000
=0

ve
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(yox)ox=(001)01
=001
=0

x=0 ve y=1 alt durumunu inceleyelim:

(xoy)oy=(0o)ol
:Ool
=0

ve
(yoX)ox=(120)c0
= 0 [0} 0
=0
olduguna gore (12) saglanur.
o (I3) aksiyomu:
x=1ve y=0 ig¢in,

(((xoy)ey)ez)e(xez) =(((10)20)cz)o(lo2)
=((000)°2)>(1-2)
=(002)o(loz)
=00(lo2)

=101
:XOX

olduguna gore (13) saglanmaz.

Teorem 6.4 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun. o ikili islemi,

Xeoy=—X@® Yy ile tanimlansin. O zaman, (A;°) bir gerektirme temel cebiridir.
Lemma 6.5 [Chajda, 2015] (A;c) bir gerektirme temel cebiri olsun. A iizerinde <

ikili bagintisi

X<y & xoy=1
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ile tanimlansin. O zaman < bagintis1 her Xe A i¢in X<1 olacak sekilde A

tizerinde bir kismi siralamadir. Ayrica her X,y,z € A igin
Z<XozZ Ve X<Yy=> Yyoz<Xoz
dir.
Uyan 6.6 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve xoy=-—x® yolsun.

O zaman (A;°) gerektirme temel cebirinin tiretilmis kismi siralamasi, Teorem 3.3

de tanimlanan A nin kismi siralamast ile gakisir.

Teorem 6.7 [Chajda, 2015] (A;°) bir gerektirme temel cebiri ve <, bu cebirin

tiretilmis kismi siralamasi olsun. O zaman (A;<)

Xvy=(xey)ey
olmak {izere en biiyiik elemani 1 olan bir birlestirmeli yar1 kafestir.

Teorem 6.8 [Chajda, 2015] (A;c) bir gerektirme temel cebiri ve (A;v), bu

cebirin {iretilmis yar1 kafesi olsun. Her p € A i¢in, [p,1] araligi
her x,y €[p,4] i¢in x® =xo=p ve XA, y=((Xop)v(yep))op
olmak iizere x> x” antiton involiisyon ile ([p,1];v,A,") bir kafestir.

Sonu¢ Teorem 6.9 [Chajda, 2015] (A;c) bir gerektirme temel cebiri ve <, bu
cebirin tretilmis kismi siralamasi olsun. O zaman (A;<), her pe A i¢in [p,1]
araligi bir ([p,1]9, -1, P temel cebir olmak iizere en biiyiik eleman: 1 olan

bir birlestirmeli yar1 kafestir; burada
her x,y €[p,1] igin X®  y=(Xop)oy ve = X=Xop
dir.

([p,;®,,—,, P) yapisina aralik temel cebiri (interval basic algebra) denir.

Teorem 6.8, bir gerektirme temel cebirinin yar1 kafes yapisini tanimladigini ifade

eder. Teorem 6.8 in tersi de dogrudur.
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Teorem 6.10 [Chajda, 2015] (A;v,1), her pe A igin [p,1] arahg x> x°
antiton involiisyon ile bir kafes olacak sekilde en biiyiik eleman1 1 olan bir
birlestirmeli yar1 kafes ve xoy=(xvy)’ olsun. O zaman, (A;°) bir gerektirme

temel cebiridir.

Teorem 6.11 [Chajda, 2015] (A;°) en kiigiik elemani 0 olan bir gerektirme temel

cebiri olsun. —x=x00 ve Xx@®y=(xo0)oy islemleri tanimlansin. O zaman

A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve xoy=—x®Yy dir.

Sonu¢ Teorem 6.12 [Chajda, 2015] (A;°) bir degismeli gerektirme temel cebiri

ve (A;v), (A;0) nin iiretilmis yar1 kafesi olsun. O zaman

(@) her peA igin ([p,1];®,,—,, p) aralik temel cebiri bir degismeli temel

cebirdir.

(b) her pe Aigin ([p,1],v,A,) aralik kafesi dagilmalidir.
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7. ARALIK TEMEL CEBIRLERI

A=(A;®,—,0) bir temel cebir ve a<b olmak iizere a, b € A olsun. Bu

bolimde, A nin bir [a,b] araliginin tekrar bir temel cebir olup olmayacag
sorusuna yanit arayacagiz. 0, 1 € A olduguna gore incelememizi sadece [0,b] ya

da [a,1] araliklarina da indirgeyebiliriz.

Teorem 7.1 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun. <, A nin

tiretilmis siralamasi ve a € A olsun. [a,1] araligi iizerinde —, ve @, islemleri
— X=—X®a, X, y=—(—xDa)dy
ile tanimlansin. O zaman ([a,1];®,,—,,a) bir temel cebirdir.

Her A=(A;®,—,0) temel cebiri (liretilmis siralamaya gore) bir kafes

oldugundan ve herhangi bir [a,1] araligi i¢in —, ve @, islemleri, A nin — ve @
islemleri araciligiyla ifade edilebildigi icin a<bolmak iizere a,be Aolma
durumunda —, ve —, ya da @, ve @, islemleri arasindaki iliski, yukaridaki
teoremden ([a,1];®,,—,,a) yapisinin bir temel cebir olmas: ile ifade edilebilir ve

[b,1], [a,1] araligi iginde bir araliktir. Bu nedenle asagidaki sonucu verebiliriz:

Sonu¢ Teorem 7.2 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir, a,be A ve
a<b olsun. O zaman her x,y €[b,1] igin

—X=—,X®,b ve X®, y=—,(—, XD, b)D, y
dir.

A=(A;®,—,0) ile iiretilen L(A) tam kafesi A mn araliklarindan

birlestirildigi i¢in karmagsik birlesim kosulu (patchwork condition) olarak

adlandirilir.

Simdi problemin tersini diisiinelim. £=(L;v, A,0,1) bir sinirh kafes olsun

ve [a,1] aralig iizerinde (her a € L igin olmasina gerek yoktur) ([a,1];®,,—,,a)
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temel cebiri tanimlansin. (L;®,—,0) bir temel cebir ve ([a,1];®,,—,,a), L nin

aralik temel cebiri olacak sekilde @ ve — islemlerini oldugunu asagidaki 6rnekle

gosterelim:

Ornek 7.3 A=(A;®,—, c) temel cebirini goz éniinde bulunduralim. Uretilmis

kafesi

Sekil 2

ile gosterilebilir. ® ve — iglemlerini asagidaki gibi tanimlanabilir.

ﬁx‘l d e a

o
o
@

e

Tablo 1

Asagidaki kafesi g6z 6niinde bulunduralim:

Sekil 3
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@ ve — islemleri asagidaki tablolardaki gibi tanimlansin:

@ | 0 a b C d e f 1
0| O a b C d e f 1
a a a d f d e 1 1
b | b d b e d 1 f 1
C C e f C 1 e f 1
d|d d d 1 d 1 1 1
e e e 1 f 1 e 1 1
f f 1 f e 1 1 f 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tablo 2

A={0,a,b,c,d,e f,1} icin A=(A;®,—,0) bir temel cebirdir. Fakat AL,

A nin aralik temel cebiri degildir ¢iinkii karmasik birlesim kosulu saglanmaz:

d®,e=—(—dda)de
=—(cPa)de
=—ede
=b®de
=1

ve
d®e=e

olduguna gore, d ®, e =d @e elde edilir.



36

Tablo 3

Karsit olarak, eger A iizerinde ®@ve — islemleri Tablo 3 deki gibi
tanimlanir ise o zaman bir temel cebir elde ederiz ve karmasik birlesim kosulu

sagladigi asagidaki durumlardan elde edilir:
Durum I:

d®,e=—(-d®da)de
=—(d®a)De
=—ade d®de=e
=ade
=e
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Durum II:
a®,d=—(—-a®a)®d
=—(a®a)@d
=—1&d
=0&d
=d

a®d=d

Durum I11:

ad,e=—(—-ada)de
=—(a®a)®de
=-l®e
ade=e
=0®e
=e

Durum 1V:
d®,1=—(-d®a)d1
=—(d®a)®1
=—-a®1
=a®l
=1

del=1

Durum V:
ed@,1=—(—eda)®l
=—(e®a)d1
=—a®l
=a®dl
=1

e®l=1

Simdi bir A=(A;®,—,0) aralik temel cebirinin bir baska aralik alt cebirini
elde etmek igin [0,b] alt aralig: iizerinde tanimlanacak islemleri ifade etmeye

calisalim. [a,1] iist aralig1 da benzer sekilde temsil edilebilir.
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Teorem 7.4 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun. <, A nm

iiretilmis siralamas1 ve be A olsun. [0,b] arahi@ iizerinde —°, @° islemlerini

asagidaki gibi tanimlansin:
—|bX = —(X@b) y X@b y = —|(—|(X® (y@)_lb)) @ﬁb)
O zaman ([0,b];®",—",0) bir temel cebirdir.

Teorem 7.5 [Chajda, 2015] A=(A;®,—,0) bir temel cebir olsun. <, A nm

tiretilmis siralamasi, a <b olmak iizere a,b € A olsun. [a,b] aralig1 iizerinde —f;,

@2 islemleri asagidaki gibi tanimlansin:

X® Y = —(—~A(~(~(~(xPa)BD(~(—yPa)D(—b®a))) Da)Pa)®(—bPa))Da

O zaman A (a,b) = ([a,b];®°,—,a) bir temel cebirdir.
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8.TEMEL CEBIRLERDE YANG-BAXTER DENKLEMLERININ
COZUMLERI UZERINE

Bu béliimde, temel cebirlerde kiime-teorik Yang-Baxter denklemlerinin
sonuglarini inceleyecegiz. k bir cisim olsun ve k cismi {izerinde tensor ¢arpim

tanimlansin. V. k uzayi i¢in 7:(V®wW) > w®UvV ile tanimli biikiim déniisimiinii
7:V ®V -V ®V ile, V uzayinin birim doniisiimiinii 1:V —V ile gosterelim.
R:V ®V —V ®V k —lineer doniisiimii i¢in R? =R®1, R®*=1®R,
R®=(I®7)(R®I)(z®1)olsun.

Tamn 8.1 [Nichita,2015] Bir Yang-Baxter islemi tersinir R:V ®V -V ®V

k —lineer doniisiimidiir ve asagidaki Yang-Baxter denklemini saglar:
R12 ° R23 e RlZ — R23 e R12 ° R23 (l)

Eger R (1) denklemini saglarsa, Ro7 ve 7oR asagidaki kuantum Yang-Baxter

denklemini saglar:
R12 ° R13 ° R23 — R23 ° R13 ° R12 (2)
Lemma 8.2 [Nichita,2015] (1) ve (2) denklemleri birbirine denktir.

Kiime-teorik Yang-Baxter denklemi ve temel cebirler arasindaki iliskiyi

gostermek icin agsagidaki tanimi1 verelim.

Tamm 8.3 [Nichita,2015] X bir kiime ve S: X x X — X x X, S(u,v) = (U',V)

bir donilisiim olsun. S doniisiimii,
SP=XxXxX = XxXxX, S?(u,v,w)=(U"V,w),
S =XxXxX—=>XxXxX, S®u,v,w)=(u,v,w),

SE=XxXxX = XxXxX, S®u,v,w)=(U’v,w)

olmak tzere
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S?oSP08% =5% 8% o8"
denklemine denk olan
S?68%08% =5% 57057
denklemini saglarsa kiime-teorik Yang-Baxter denklemi igin bir ¢oziimdiir.

Lemma 8.4 (A;®,—,0) bir temel cebir olsun. S(x, y) = (—y,—x) kiime-teorik

Yang-Baxter denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Kamt: S”ve S* asagidaki gibi tanimlansin:

Slz(x1 Y, Z) = (_'y1_‘X’ Z)
st(X, y! Z) = (X! —Z, _‘y)

Her (x,Y,2) € Ax Ax A igin S%oS5% 05" =5 5% 5% denkleminin

gergeklendigini gdsterelim. (BA2) yi kullanarak;

gl2, g%, SlZ(X’ y,2) = g2 (823(812 (%,Y,2)))
= $%(S%(—y,—x,2))
= §%(=y,—z,——X)
=S"(—y,—z,X)
= (=—z,—Y, X)

=(2,¥,%)
= (Z,—|—|y,—|—|X)

=5%(z,—x,—Y)

= §%(——z, =X, )

= S$%(8"(x,—z,~y)
=S%(S%(5*(x,Y,2)))
=5%05%05%(x,y,2)

elde edilir. O halde . S(x,y) = (—y,—x) temel cebirlerde kiime-teorik Yang-

Baxter denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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Lemma 8.5 (A;®,—,0) bir temel cebir ve ac A olsun. f, : x —> x* =—x®a

dontigiimii [a,1] aralig: tizerinde antiton involiisyondur. S(x,y) = (y?*,x*) kiime-

teorik Yang-Baxter denkleminin bir ¢6ztimiidiir.

Kamt: S“ve S* asagidaki gibi tanimlansin:

$*(xy,2)=(y*,x*,2)
$%(x,y,2) =(x,2%y")

Her (X,Y,2) € Ax Ax A igin $%0S5% 05" =5%-5%-S5% denkleminin

gerceklendigini gdsterelim.

Teorem 3.4 den (x*)* =(—x®a)* =—(—x@Da)@a=xva=Xx olmasini

kullanarak,

S§%0S8%06S%(x,y,2) =S%(S*(S™(x,Y,12)))
=S%(S%(y*,x*, 7))
=S%(y", 2% (x*)")
=S%(y*,72%,X)
=((z*)*,(y*)", %)
=(z,y,%)

$26526 88 (x,y,2)= SZ(SZ(S®(x, y,2)))
=87(s*(x.2%,y))
=S=(() %)
= S3(z2,x%,y?)
=(z.(y")" (x)%)
=(z,y.%)

elde edilir. O halde S(x,y)=(y? x*) temel cebirlerde kiime-teorik Yang-Baxter

denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Lemma 8.6 (A;®,—,0) bir temel cebir olsun. S(x,y) =(x®y,0) kiime-teorik

Yang-Baxter denkleminin bir ¢éziimiidiir.
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Kamt: S ve S? asagidaki gibi tammlansin:

S?(x,y,2)=(x®Vy,0,2)
S®(x,y,2)=(x,y®z,0)

Her (x,Y,2) € Ax Ax A igin $%0S5% 05" =555 5% denkleminin

gerceklendigini gosterelim. Lemma 3.2 (b) yi kullanarak;

gl2,g2,g12 (X,y,2) = gL2 (823(812 (x,V,2)))
=S%(S*(x@Yy,0,2))
=(x®y,0©2,0)
=(x®vy,z0)
=(x®y®z0,0)

823 o SlZ o 823 (X, y, Z): SZS(SlZ (823 (X, y’ Z)))
=S%®(S™(x,y®z,0))
=S®(x®y®z0,0)
=(x®y®z,000,0)
=(x®y®z0,0)

elde edilir. O halde S(x,y)=(x®Yy,0) temel cebirlerde kiime-teorik Yang-

Baxter denkleminin bir ¢oziimiidiir.
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