D

BILECIK SEYH EDEBAL]
UNIVERSITESI

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitiist

Enerji Sistemleri Miihendisligi Anabilim Dah

GOZENEKLI ORTAM BOYUNCA AKAN AKISKANIN
NON-LINEER YORUNGESINI BELIRLEMEDE FINSLER
GEOMETRISI KULLANMA

Derya ULUG
YUKSEK LISANS

TEZ DANISMANI
Yrd.Do¢.Dr. Salim CEYHAN

BILECIK, 2017
Ref. No: 10150966


https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/tezlerim.jsp?sira=0

D

BILECIK SEYH EDEBAL]
UNIVERSITESI

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitiist

Enerji Sistemleri Miihendisligi Anabilim Dah

GOZENEKLI ORTAM BOYUNCA AKAN AKISKANIN
NON-LINEER YORUNGESINI BELIRLEMEDE FINSLER
GEOMETRISI KULLANMA

Derya ULUG
YUKSEK LIiSANS

TEZ DANISMANI
Yrd.Do¢.Dr. Salim CEYHAN

BILECIK, 2017



LECIK SEYH EDEBALI
NIVERSITESI

‘:'I’I -—

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSTIY

Graduate School of Sciences

Department of Department Name

FINSLER GEOMETRY FOR NONLINEAR PATH OF
FLUIDS FLOW THROUGH POROUS MEDIA

Derya ULUG

Master Degree

THESIS Advisor
Yrd. Do¢.Dr. Salim CEYHAN

BILECIK, 2017



BILECIK SEYH EDEBALI UNiVERSITESI

b FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS
JURI ONAY FORMU

Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitistt Yonetim Kurulunun
17/05/2017 tarih ve 26 sayih karariyla olusturulan jiiri tarafindan 06/06/2017 tarihinde
tez savunma smavi yapilan Derya ULUG ‘un  “Gozenekli Ortam Boyunca Akan
Akigkanin Non-Lineer Yoriingesini Belirlemede Finsler Geometrisi Kullanma”™ bashkh
tez ¢ahigmasi Enerji Sistemleri Mithendisligi Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS tezi
olarak oy birligi/ oy ¢oklugu ile kabul edilmigtir.

JURI

UYE
(TEZ DANISMANI): Yrd.Dog.Dr. Salim CEYHAN w/(/

x Al <7 7
UYE : Yrd.Do¢.Dr. Omer Kadir MORGUL »77‘/) ,

=7
UYE: Yrd.Do¢.Dr. Senol AVCl / // /
C.C._ /7

e ——
Y5 —— .é
et _—

g O

—

e
- -

ONAY

Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunun
3 Tl RRETEERS 1 1 By (TS DN PRI sayil karari.



TESEKKUR

Tez galismam siiresince bilgisini ve destegini benden hi¢bir zaman esirgemeyen
degerli danismanim Yrd. Dog¢. Dr. Salim CEYHAN’a ve maddi manevi her tiirli
desteklerini benden higbir zaman esirgemeyen aileme tesekkiirlerimi sunarim.



OZET

Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca Darcy kanununa uyan Finsler
geometrisi ile belirlenmis akigkan akisinin lineer olmayan yollar1 incelenmistir.
Homojen olmayan anizotropik gozenekli bir ortamdaki bir akiskan akisinin dogrusal
olmayan yollarin1 belirlemek i¢in bir Finsler uzayindaki geodezikler kullanilir. Darcy
akigskan akisinin dogrultuya bagli olmasi nedeniyle Riemannian ve Finsler geodezikleri
arasinda belirgin farklar olusur. Fiziksel uzayda optimum olarak egrilmis bir
yol(geodezik), homojen olmayan gozenekli ortam boyunca maksimum akisini veya en
kisa tasmim siiresini garanti eder. Homojen olmayan goézenekli bir ortam boyunca
kararli bir Darcy akigkan akisina uygulanan toplam direnci en aza indirgemek ig¢in
Fermat’in varyasyonel prensibi kullanilir. Bu prensip yardimiyla bir akiskan akisinin
karsilastig1 direncin daha diisiik oldugu bir bolgede bulunmasini saglayacak sekilde bir
yol ¢izdigi goriiliir. Bu yolun Finsler geometrisindeki geodeziklere karsi geldigi
belirlenmistir (Yajima & Nagahamab, 2015). Bu ¢alismada gozenekli ortamin hidrolik
iletkenlik direncinin ¢esitli fonksiyonel yapilar1 ele alinarak incelenmis ve grafiksel

olarak verilmistir.
Anahtar Kelimeler:

Homojen olmayan ortam boyunca Darcy akisi; Fermat varyasyonel prensibi; Finsler

geometrisi.



ABSTRACT

Nonlinear paths of the fluids flow determined by the Finsler geometry
conforming to Darcy's law have been investigated through inhomogeneous porous
media. Geodesics in a Finsler space are used to determine the nonlinear paths of a fluid
flow in inhomogeneous anisotropic porous medium. Significant differences occur
between the Riemannian and Finslerian geodesics due to the directional dependence of
Darcy’s flow of fluids. In an optimum path (a geodesic) in physical space, it guarantees
the maximum flux or shortest transition time of the fluid through inhomogeneous
porous medium. Fermat’s variational principle is used to minimizing the total resistance
through inhomogeneous porous medium. The fluid streamlines move between areas
exposed to minimal resistance. Therefore, the path of Darcy’s flows of fluid can be
defined by geodesics in Finsler geometry (Yajima & Nagahamab, 2015). The various
functional properties of the hydraulic conductivity of porous media are examined and
given graphically. In this study, various functional structures of hydraulic resistance of
the inhomogeneous porous media are examined and the results obtained are given

graphically.

Keywords: Darcy’s flow of fluids through inhomogeneous media; Fermat’s variational

principle; Finsler geometry.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Kisaltmalar

£ : Gozeneklilik

V, : Kat1 i¢gindeki bosluk hacmi

Vi : Kat1 matris hacmini

H : Hidrolik yiik

h : Basing yiikii

z : Bir referans diizeyine olan uzakligini veren kot yiikii
AL : Akisin meydana geldigi yol

Q - Akim miktarini (debi, m®/sn ) ,

A : Silindirik borunun kesit alanini (mz),

K : Hidrolik iletkenligi (m/sn),

dh/dl: Hidrolik egimi

vV : Akiskanla hareket eden hacim (m®)

| . Akigkan akimi

P : Hidrolik dirence karsilik gelen direnci

x!  :Diinya’nin yer yiizeyine yatay yonlendirmesi
x? : Dlinya’nin igine dikey yonlendirmesi



1. GIRIS

Evrendeki tiim canli ve cansiz varliklar, iki nokta arasinda hareket ederlerken
enerji kayiplarini en aza indirgeyecek sekilde hareket ederler. Bu fizikte veya mekanikte
enerjinin korunumu ilkesi olarak adlandirilir. Genellikle akiskanlar, 1smlar ve ses
dalgalar1, gozenekli homojen olmayan ortamlarda hareket etmektedirler ve gbézenekli
ortamdan kaynaklanan bir basinca veya yogunluk farkina maruz kalirlar. Basincin veya
yogunluk farkinin en az oldugu yon dogrultusunda hareket ederler. Gozenekli ortam
boyunca akiskanin basing farki ile akiskan akisi arasinda dogrusal bir iliski oldugunu
deneysel calismalar sonucu modelleyen en eski yasa Henry Darcy(1856) tarafindan
ortaya cikarilmistir. Bu yasa, gdzenekli ortamdaki sivi hareketini anlamamiza yardimei
olan temel bir yasadir. Darcy Yasasi, gozenekli ortamdaki akigkan akis oraninin, iki

kesit arasindaki hidrolik egimle dogru orantili oldugunu belirtmektedir.

Gozenekli ortamlarda akigkan akisi gozeneklerin sekline, tanecik caplarina ve
bosluklar arasindaki kii¢iik akis kanallarinin sekli gibi ¢esitli gézeneklilik 6zelliklerine
gore degisim gostermektedirler. Bu parametreler gozenekli ortamin akis iletkenliginin
bir Ol¢iisii olan gegirgenligi vermektedir. Dogal gozenekli ortamlarda kati bilesenin
sekli diizglin geometriye sahip degildir. Kat1 kismin hem sekli hem de gozenekli ortam
icindeki dagilimi rastgeledir. Biitiin bu 6zelliklere sahip olan gbzenekli bir ortam iginde
akiskanin aktig1 bosluklari, onlarin yiizey alanlarini belirlemek ve mikroskobik
boyutlarda hesap yapmak olduk¢a zordur (Baytas, 2015). Gergek gbzenekli bir sistem,
sonsuz sayida sinirlt dar, diisey homojen katmanlar olarak degerlendirilir (Sieniutycz,
2007).

Darcy kanunu tarafinda belirtilen akiskan akis hareketi, akiskan akis hizinin
hidrolik yiik basinciyla orantili oldugunu belirtir (Yajima & Nagahamab, 2015). Akis ve
hidrolik yiik arasindaki oranti sabiti hidrolik iletkenliktir. Bu durumda, hidrolik
iletkenlik homojen olmayan bir konuma bagli oldugu igin, akigskan akis ¢izgisi diiz bir
cizgi degildir (Yajima & Nagahamab, 2015). Hidrolik iletkenlik akiskanin degil,
icinden gectigi kat1 gozenekli malzemenin bir 6zelligidir. Bu nedenle, farkli hidrolik
iletkenlik ortamlar1 altindaki ¢esitli uygulama alanlar i¢in genellestirilebilir bir model

ortaya ¢ikarmak iizere ¢ok sayida ¢aligma yapilmistir.



Gozenekli ortam, siirekli ve daimi akis olarak kabul edilir (Baytas, 2015) . Daimi
ve stirekli akista, iki bolgeyi birbirinden ayiran piiriizsiiz bir ara yiizey iizerinden, higbir
kaynaga ya da batma olmaksizin, bir akisin oldugu kabul edilmektedir. Gozenekli ortam
boyunca akigkan akisin konuma bagli bir hidrolik iletkenlik tarafindan kivrildigini
gosteren minimum siire Fermat prensibiyle formiile edilmistir. Go6zenekli ortamda
akiskanin taginmasi akis cizgisinin egimi ile iligkilendirilmektedir, bu yiizden rasyonel
degisken prensibi i¢in egriligin nicelik bakimindan etkisine bakilmaktadir. Fermat’in
varyasyonel prensibi, fiziksel alanda optimal kavisli yolun, gézenekli ortam igerisindeki
akiskanin maksimum aki veya en kisa gegcis siiresini garanti edecegini ifade eder.
Homojen olmayan go6zenekli bir ortamdaki bir akiskanin dogrusal olmayan kararh
yollart i¢in minimum zamanin Fermat benzeri bir prensibi, akiskan akis cizgilerinin
konuma baglh hidrolik iletkenlik tarafindan egrildigini gostermek i¢in formiile
edilmistir. Sismik 151n teorisine benzer sekilde yani homojen olmayan ortamlar boyunca
akiskan akiginin seyahat zamani veya akis yolunun hesaplanmasi Fermat'in varyasyonel
ilkesine dayanir ve ¢ok sik bagvurulan yontemlerden biridir (Yajima & Nagahamab,
2015). Buradaki amag, herhangi bir anda akan akiskanin en kisa gegis siiresi ve
akigkanin  yolunu tanimlayan yer koordinatlarinin hesaplanmasidir. Fermat'in
varyasyonel prensibine gore Darcy akisi olarak adlandirilan akigkan akisinin non-lineer
yoriingesi bir Finsler uzayinda geodezikler ile tanimlanir. Homojen olmayan ortam i¢in
dogrultuya bagl Darcy akiskani Kropina metrigi adi verilen 6zel bir Finsler metrigini

Verir.

Homojen olmayan gdzenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler ile tanimlanir ve formiile edilir. Bu durumda, sapma egrilik tansorii Darcy
akiginin yoriingesinin geodeziklerin sapmast i¢in Jacobi kararsiz oldugunu ima eder
(Yajima & Nagahamab, 2015) . Buna goére Darcy akisina dogrultu bagimliliginin etkisi

Riemannian ve Finsler geodezikleri arasindaki farklarla gosterilir.

Bu ¢alismada, homojen olmayan gozenekli bir ortam boyunca kararli bir Darcy
akiskan akisina uygulanan toplam direnci en aza indirgemek i¢in Fermat’in varyasyonel
prensibi kullanilmistir. Akiskan daima yiiksek basing yiikiinden daha diisiik basing
yiikiiniin oldugu bir bolgeye dogru akmaktadir. Gergekte toplam direnci minimize eden

iki nokta arasinda uzanan 1sinin nispeten biiylik bir kismi gozenekli ortamin daha az



yogun oldugu bolgede kalir. Bu prensip yardimiyla bir akiskan akisinin karsilastigi
direncin daha diisiik oldugu bir bolgede bulunmasini saglayacak sekilde bir yol ¢izdigi
gorlliir. Bu yolun Finsler geometrisindeki geodeziklere karsi geldigi belirlenmistir
(Ochoa-Tapia, Valdes-Parada, & Alvarez-Ramirez, 2007). Bu ¢alismanin amaci,
homojen olmayan g6zenekli bir ortamin hidrolik iletkenlik direncinin ¢esitli fonksiyonel

yapilari ele alinarak incelemek ve grafiksel olarak sunmaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Icinden bir akiskani gecirebilen gdzenekli bir ortamda enerji gegisi ve akiskan
akis1 konusu fizik, makine, otomotiv, uzay ve havacilik, malzeme bilimi gibi birgok
uygulama alanlarini ilgilendirmektedir. G6zenekli ortamlar teknolojik gelismeler ile
birlikte bilim ve tipta karsimiza ciktig1r gibi giinlilk hayatimizin her sahasinda da
karsilagmaktayiz. Gézenekli ortam modiillerine, dogal gézenekli ortamlar olarak; deniz
kumu, akcigerlerimizden gaz gecisi, petrol tlirevleri ya da sanayi atiklarinin toprak
tarafindan emilmesi, uzay ve hava araglarinda aerodinamik yap1 ile 1sinmanin 6niine
gecilmesi, damarlarda kan akisi, jeotermal kaynaklardaki tuzlu suyun dolagsmasi gibi
bir¢ok ornek verilebilir. Gozenekli ortamda Olglilemeyen akis ve ortam Ozelliklerine
yonelik calismalar mithendislik ve bilimin ¢ok degisik alanlarini ilgilendirmektedir.
Gozenekli ortamlarda akis problemlerine uygun olabilecek matematiksel modelin

bulunmasi i¢in hala ¢alismalara devam edilmektedir.

Cogu gozenekli katilar homojen olmayan ve anizotropiktir. Icinden akiskan
akisinin gectigi gozenekli katilar gozeneklilik ve gegirgenlik bakimindan ¢ok farkl
ozellikler gosterebilmektedirler. Srinivasan (2016) ve arkadaslarn tarafindan yapilan
makalede, ortamin homojen olmadigi, viskozite ve siirtiinmenin basinca bagli oldugunu
kabul edilmistir. Daha sonra, genellestirilmis Darcy ve Brinkman modelleri de dikkate
alinarak, Srinivasan (2016) ve arkadaglar1 yiiksek basing gradyanlarindan dolay1
homojen olmayan gozenekli ortam boyunca iki farkli gecgirgenlik dagilimi igin
dikdortgen plaka igerisindeki akiskan akisini arastirmiglardir. Darcy ve Brinkman
modellerini kullanan ¢6ziimlerin homojen olmamasina, yani gegirgenlige ve dolayisiyla
Darcy sayisina bagli olarak ya biiylik olciide farkli ya da hemen hemen ayni
olabilecegini gézlemlemislerdir (Srinivasan & Rajagopal, 2016) .

Nichele (2015) ve arkadaslari, kayalardaki petrol akis simiilasyonlar: i¢in Darcy-
Brinkman denklemlerini arastirmiglardir. Darcy-Brinkman denklemi, petrol emilim
problemlerinin yakinlik kosullarin1 da degerlendirmislerdir. Sonuglarda Darcy
formiilasyonunun Darcy-Brinkman denklemine gére daha sade ve kesinlik agisindan

tercih edildigini gostermislerdir (Nichele & Teixeira, 2015).



Gozenekli ortamdaki akiglart modellemek igin farkli yasalar kullanilmistir. Bu akis
modellerindeki bir diger ¢aligma ise Marusic’-Paloka (2012) ve arkadaslari tarafindan,
bir catlakta olusan akisin Brinkman ve Darcy yasalarina gore karsilastirilmasidir.
Yaptiklar1 ¢alismalarin sonuglar1 incelendiginde Brinkman yasasinin kullanimini1 hakl

cikardigini belirtmislerdir (Marusic’-Paloka, Paz anin, & Marusic, 2012).

Yajima (2011), bir sismik 151n yolu i¢in elastik sabitlerin diferansiyel geometrik
ifadeleri, Finsler geometrisine dayanarak zayif anizotropik ortam igin incelemislerdir.
m-root metrigindeki Finsler parametrelerini faz hiz yiizeylerinden hesaplamislardir.
Dalga cephesinden gelen eliptik farklar Finsler parametreleri ile ifade edilebilir. Finsler
parametreleri ile zayif anizotropi parametrelerinden olusan elastik sabitleri arasinda bir
korelasyon oldugunu bulunmustur. Ozellikle, Finsler parametresinin geometrik bir
durumu, zayif anizotropik parametrelerde bir sinirlandirma sagladigi bulunmustur.
(Yajima, Yamasakib, & Nagahamac, Finsler metric and elastic constants for weak
anisotropic media, 2011).

Yeralt1 sularinin yapay beslenmesine farkli bir yaklasim getiren Demir (2011),
yiizey alt1 yontemlerinden biri olan beslenme kuyularint kullanmistir. Dogrusal Darcy
Kanunu ve Kiitlenin Korunumu Ilkesi kullanilarak, belirli kabuller ve smir sartlarinda
akiferlerde siirekli ve siireksiz besleme durumlar1 i¢in boyutsuz birer esitlik elde
edilmistir. Besleme doniisiimii-zaman grafikleri ¢ikartilmistir. Bu grafikler yardimiyla

basingli ve basingsiz akiferlerin yapay beslenmesi kiyaslanmistir (Demir, 2011).

Yajima ve arkadaslar1 (2009), anizotropik ortamdaki sismik 1sin yolunun Finsler
geometrisi ile belirlemislerdir. Anizotropik homojen olmayan ortamdaki sismik 15mn
teorisi, Finsler geometrisi olarak adlandirilan lineer olmayan geometri temel alinarak
incelenmistir. Iki boyutlu 151n yolu igin, anizotropik ortamdaki sismik dalga cephesi,
Finsler parametreleri ile geometrik olarak ifade edilmistir. Ger¢ek bir kayanin
elastikiyet(gecirgenlik) sabitlerini kullanarak, Finsler parametreleri kaya i¢inde yayilim
gosteren bir dalga Onciisii olarak tahmin edilmektedir. Sonu¢ olarak, anizotropik
parametreler, dalga cephesi seklinin bir daire degil, bir iiste dogru olarak adlandirilan
disbtlikey bir egriyle ifade edildigini gosterir. Ger¢ek kayanin piiriizliiliik parametresi,

dalga kenar1 seklinin bir fraktal egriyle ifade edildigini gosterir. Dalga oniiniin ve 151nin



bir diklik yoniinden, anizotropik ortamdaki sismik dalga cephesi 1s1n yolunun fraktal

yapistyla ilgili oldugu agiklanmistir (Yajima & Nagahama, 2009).

Yajima ve arkadaglar1 (2007), Kawaguchi uzayina dayali olarak, bir anizotropik
ortamda sismik bir 151 yolu boyunca Zermelo'nun kosullar1 altinda bir kirilmaya
karsilik geldigini agiklamiglardir. Kawaguchi uzayindaki 6zel bir fonksiyonu da bazi
Finsler metrigi ile (m-root metrigi veya 1-form metrigi) elde edilmistir. Sismik 1$1nin
degisken bir problem gibi diisiintildiigiinde, Snell yasas1 Euler vektoriinden tiiretilmis ve
sismik dalga boyu, sismik Finsler metrigi tarafindan m-degerleri ile siniflandirilmistir.
Ayrica, Kawaguchi uzayi ile bir bagka 1sin teorisi arasindaki iligkiyi arastirmiglardir
(Yajima & Nagahama, “Kawaguchispace, Zermelo’s condition and seismic ray path
Nonlinear Analysis, 2007).

Ochoa-Tapia ve arkadaslar1 (2007), uzaysal ortalama yontemleri kullanilarak,
homojen olmayan gozenekli ortamdaki kayma gerilmesini tanimlanmasinda Newton'un
viskozite yasasindan Darcy benzer sekilde bir yasa tliretmislerdir. Sireklilik ve
momentum denklemlerinin ortalamasi alinarak Darcy yasasini ii¢ denklem ile katki
saglanmistir: (i) klasik Darcy yasasina benzer sekilde, mikroskobik basing gradyanlarina
ve yer ¢ekim kuvvetlerine bagl bir terim; (ii) uzaysal porozite gradiyentleri tarafindan
indiiklenen kesitli konvektif bir terim; (ii1) kesirli bir Brinkman tipi diizeltme. Bu {i¢
durum iginde, karsilik gelen gegirgenlik tensorleri temsil eden hiicre igindeki bir kesirli
sinir deger problemleri hesaplanmigtir (Ochoa-Tapia, Valdes-Parada, & Alvarez-
Ramirez, 2007).

Darcy Kanununa yeni bir bakis agis1 getiren Altunkaynak ve arkadaslar1 (2006),
yeralt1 suyu akim hizini, dogrusal olmayan dinamik iletkenlik parametresinin mesafesi
ile degisimi seklinde tanimlamistir. Dinamik iletkenlik, hidrolik yiik ile hidrolik
iletkenligin ¢arpimi olarak tanilanir. Hidrolik egim sifirdan farkli olmasi durumda
yeralti duyu akis hareketi olugsmayabilir. Yeraltt suyunun hareketinin olusabilmesi igin
hidrolik egimin belirli bir esik degeri agmasi gerektigini matematiksel olarak ispat
edilmistir. Yeralti suyu akim hizinin hesaplanmasinda hidrolik iletkenlik ile hidrolik
egim aym1 anda degismesi durumunda bu hesaplamanin miimkiin oldugunu

tanimlamistir (Altunkaynak & Sen , 2006).



Finsler geometrisinin, anizotropik homojen olmayan ortamdaki sismik 15in
teorisinin ¢aligmasi i¢in verimli bir platform oldugu atifta bulunduklar1 galismalardan
referans alinmuistir. Bucatarua ve arkadaslari (2005), referans aldiklar1 ¢alismalara
istinaden, Finsler metriginin, anizotropik homojen olmayan ortamdaki 1sinlar ve dalga
cepheleri i¢in en optimal sonucu olusturdugunu gostermisleridir. Elastik anizotropik
homojen olmayan ortamlarda, i1sinlarin ve dalga yiizeylerinin, faz-hiz fonksiyonu
tarafindan indiiklenen metrige gore birbirine dik oldugunu kanitlamislardir. Elastik
izotropik homojen olmayan ortamdaki 1sinlarin ve dalga cephelerinin standart diklik
Ozelligi bu formiilasyona 6zel bir 6rnekle agiklanmistir (Bucatarua & Slawinskia,
2005).

Giirarslan (2004), iki boyutlu yeraltt suyu akimmin modellenmesinde sonlu
farklar hesap semasi kullanarak ¢6zmiistiir. Belirli sinir kosullar1 altinda, degisken
zemin Ozelliklerini igeren zamana bagl kismi diferansiyel denklemler, “ardisik asiri
rahatlama” teknigi kullanilarak ¢6ziilmiistiir. Baz1 6rnekler gelistirilen ¢6ziim modeli ile

¢oOziilmiis ve hidrolik yilik degerleri agisindan irdelenmistir.

Bona ve arkadaslar1 (2002), Fermat'n ‘“hareket siiresi” ilkesine dayanarak,
milkemmel elastikiyet sartina gore bir sinyalin hizinin belirlenmesinde yalnizca
yoniiniin ve konumunun bir fonksiyonu oldugu incelemislerdir. Yatay diizgiin ve keyfi
olarak anizotropik ortamda parametrik egriler olarak 1smn yollarinin genel bir
formiilasyonu, 1sin yollarimi ve varis siirelerini hesaplamak icin kullanmislardir.
Ortamin anizotropisi, boyutu, yonii ve sekli dikey eksende noktadan noktaya
degisebilen temel dalga cepheleri ile tanimlamiglardir. Genel formiilasyon 6rnek olarak

yatay olarak iiniform, eliptik olarak anizotropik bir ortam ile diizenlenmistir.

Sieniutycz (2000), 1s1 akist i¢in Fermat prensibine bir dinamik programlama
yaklagimi ile incelemistir. Is1 akiginin sabit oldugu durumlarda, Fermat varyasyonel
prensibinin dogrusal olmayan 1s1 iletimin de yeterli olabilecegi bu c¢alismada
aragtirtlmistir (Sieniutycz, 2000). Fiziksel bir teorinin koklerini gozden gegirmisler ve
teorinin minimum entropi liretiminin bir sonucu olarak ortaya ¢iktig1, termodinamik
tersinmezlik ile tutarli bir bigime donistiirilmistir. Minimum direnci agiklayan
potansiyel fonksiyonlar, analitik ve sayisal yontemlerle elde etmislerdir. Termal ve

optik 1sinlarin yayilimi arasindaki farklar tartisilmis ve en basit optik 1sinlarin



Riemmanyen geometrisi ile tanimlanabilmesine karsin, termal 1sinlar igin gegerli olan

Finsler geometrisi oldugunu ortaya koymuslardir (Sieniutycz S., 2000).



3. GOZENEKLI ORTAMLAR

Glnliik hayatimizda, teknolojide ve dogada her yerde karsilasilan bir malzemeye
gozenekli ortam olabilmesi i¢in malzeme kendi boyutlar1 ile karsilastirildiginda
icerisinde ¢ok kiicik ve birbiriyle baglantili bosluklar icermesi seklinde
tanimlanabilmektedir. En genel anlamiyla kati matris i¢inde bulunan bosluklar
olusturdugu ortama bir gdzenekli ortam olarak ifade edilir. Bu kat1 matris i¢inde diizenli
veya diizensiz bir dagilim gosteren bosluklardan gecen akiskan akisi, hiicre zarindaki
yaymim gibi mikroskobik diizeydeki akiskan akisini, siinger, kumas parcas1 bitki hiicre
ve dokulart Sekil 3.1’de dogadaki Orneklerinden olan deniz kumunu ve odun Sekil
3.2’de ya da daha biiylik 6l¢eklerdeki petrol sahalarindaki petrol gibi bir ¢ok 6rnek
olusturur. Akigskan (hava su vb. gibi) katt malzemenin bir ucundan girip 6biir ucundan

c¢ikabilmelidir. Ortam i¢inde birim zamanda bir akiskan akis1 olmalidir.

a) b)
Sekil 3.1. a) Elektron mikroskobunda ¢igegin tag yapraklari b) Ceviz yapragmimn kesiti
(https://ziraatyapma.blogspot.com.tr/2012_12 01 archive.html, 2017).

S b)
Sekil 3. 2.a) Deniz kumu b)Tahta (https://it.wikipedia.org/wiki/Truciolato, 2017).
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Bosluklarin biiyiikliikleri dikkate alindiginda molekiiler olgekte oldugu gibi
kilometrelerce biyiikliikteki bir magara kadar da olabilmektedirler. Bosluklarin
boyutlar1 kiigiildiikge akiskan ve kati matris arasindaki kuvvet daha onemli hale

gelmektedir.

3.1. Gozeneklilik ve Hidrolik iletkenlik

Gozenekli ortamlarda bosluklar homojen veya homojen olmayan seklinde
dagilmaktadirlar. Dogal gozenekli ortam i¢inde bulunan bosluklarin biiyiik bir kismi
diizensiz ve dagmik bir yap1 sergilemektedirler. Gozenekli ortamin, mikroskobik
Ozellikleri gozenek yapisinin degiskenliginin diizensizliginden ve rastgele olusundan
etkilenir. Gozeneklilik, ortamdaki bosluk hacminin malzemenin toplam hacmine orani

olarak bilinir. Gozeneklilik, “ € “ seklinde gosterilip agsagidaki gibi tanimlanmaktadir.

€= (3.1)

V,, kat1 icindeki bosluk hacmi ve Vj ise kati matris hacmini gostermektedir
(Baytas, 2015). En 6nemli gozenek yapisi1 degiskenleri gozeneklilik, gegirgenlik ve akis

yatag1 olarak bilinir.

Gegirgenlik (hidrolik iletkenlik), K, gdzenekli ortamda icerisinden gaz, hava, sivi,
akim vb. akigkanlarin gegebilmesine karsi elverisliliginin bir Olgiisii veya malzeme
icinden akigkanin ge¢me kolayliginin bir Slgiisiidiir. Gozenekli ortamlardaki akiskan
akisin gecirebilme veya iletebilme yetenegi ile olgiilebilmekte ve ortami olusturan
tanelerin ¢api, tane sekli ve dizilisi gibi temel 6zelliklere bagli olan gegirgenlik ile
tanimlanmaktadir. Gegirgenlik akiskanin o6zelligi degil icinden akiskan gecen bir
gozenekli ortamin geometrisine baghdir (Kulga, 2010). Gegirgenlik gbzenekli ortamin
kiitle gecis ozelligi ile ifade edilirken, gozeneklilik ve bu durumda makroskobik akis

yatagi yapisi gozenekli ortamin 6zelligini temsil eder.

3.2. Hidrolik Yiik
Hidrolik yiik (H), bir piyezometrenin tabanindaki noktanin iizerinde olusan
pozitif basing yiikkii ([7) ile bu noktanin belirli bir referans diizeyine olan uzakligini

veren kot yiikiiniin (z) toplamina esittir(H = [ + z) (Giiltekin, 2015).
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Akim, hidrolik yiik farkinin en biiyiik oldugu iki nokta arasinda meydana gelir.
Baska bir deyisle, hidrolik gradyanin en biiylik degerde oldugu dogrultu akim yoniinii
belirlemektedir. Hidrolik gradyan belirli bir hidrolik yiik farkina sahip iki es potansiyel
dogrultu arasinda gradyanin en biiyiik degeri alabilmesi i¢in akisin meydana geldigi

yolun (4L) en kisa yol olmasi gerekmektedir.

3.3. Darcy Yasasi

Gozenekli ortamlarda su gecirgenligini ilk defa Henry Darcy tarafindan 1856
yilinda temiz su projesi kapsaminda yaptig1 deneysel ¢alismalar sonucu bilinen en eski
akig modelini ortaya ¢ikarmistir. Darcy’nin deney diizenegi, i¢inde temiz kum bulunan
A kesit alanl silindirik bir borudan olusmaktadir. Sekil 3.3’dekine benzer deneyi
kullanarak borulardaki akim hiz1 ile hidrolik e8im arasinda lineer bir baginti
bulundugunu goéstermistir. Gozenekli ortamdaki su akisini denetleyen gradyan, hidrolik
gradyan veya hidrolik egim olarak tanimlanir (Giltekin, 2015). Akis silindirin st
kismindan giren su ¢ok yavastir ve asaglr dogru kum taneleri arasinda siiziilerek iner.
Akis daimi, gozenekli ortam 6zdes ve akis tek yonliidiir (Baytas, 2015). Darcy’nin
yaptig1 deneysel caligmalar neticesinde, akiskanin diizenegin kum ile dolu kismina
girdigi Ust ve ¢iktig1 alt seviyedeki basing farki ile akigkan hizi arasinda dogrusal bir

iligki oldugunu bulunmustur.

(9]

||c Ah

) Zemin érnegi
<A —

Sekil 3. 3. Darcy’nin deney diizeneginin temsili gosterimi.
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A ve B seviyeleri arasindaki fark A ise zeminin giris - C ve ¢ikis - D noktalari
arasindaki hidrolik egim A[1/AL olarak ifade edilebilir. Hidrolik gradyan, iki nokta
arasindaki enerji farki ile ilgilidir. Gozenekli ortamda akiskan akisi sirasinda en fazla
enerji kayb1 akiskanin gézenekli ortamla veya kat1 matris siirtlinmesi sonucu meydana

gelir (Sieniutycz, 2007).

Sekil 3.3. yardimi ile Darcy denkleminin ilk hali denklem 3.2°deki gibi

yazilabilir.
Q dr
=K m (3.2)

Burada Q, akim miktarini (debi, m3/8n) , A, silindirik borunun kesit alanini (mz),
K, hidrolik iletkenligi (m/sn) ve d[1/dl,: hidrolik egimi vermektedir.

Darcy yaptig1 calisma ile gozenekli bir malzemedeki akiskan akisinin hidrolik
gradyani ile gdzenekli ortami tanimlayan hidrolik iletkenlige (K) bagl oldugunu ortaya
koymustur. Darcy yasasi, sizinti ivmelenmesi ve akisin en uygun tasinimini
icermektedir. Bu nedenden dolay: siirtinme ihmal edilmektedir (Sieniutycz, 2007).
Miihendislik uygulamalarinda borulardaki hidrolik yiik kaybini hacimsel akig orani

cinsinden agiklamak icin Darcy yasasi ¢ok tercih edilir.
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4. DARCY AKISININ HOMOJEN OLMAYAN ORTAM BOYUNCA FINSLER
METRIiGI

Fermat'in varyasyonel prensibine gore Darcy akisi olarak adlandirilan akiskan
akisinin nonlineer yoriingesi bir Finsler uzayindaki geodezikler ile tanimlanabilir. Buna
gore yapilan hesaplamalar sonucunda, homojen olmayan ortam i¢in dogrultuya baglh
Darcy akiskan akisinin nonlineer yoriingesini tanimlamak i¢in Finsler metriginin 6zel

bir sinifi olan Kropina metrigi tiiretilmistir (Yajima & Nagahamab, 2015).

4.1. Homojen Olmayan Gozenekli Ortamlarda Akisin Siirekli Varyasyonel

Yollarn

Bir akiskan akisinin hizi, yalnizca yoniiniin ve konumunun bir fonksiyonu oldugu
Fermat prensibine dayanmaktadir. Akiskan akisi, iki nokta arasinda toplam direnci en
aza indirgeyecek sekilde izlenen bir yolda akiskanin nicelik olarak biiyiik bir kismi akis
direncinin daha diistik oldugu bolgeden (ortamin "daha seyrek" bir bolgesi) gecerek en
az siirede akisi tamamlayacak sekilde yolunu belirler. Sekil 4.1 de gorildugi gibi
dogrusal olmayan Darcy akisi i¢in Fermat prensibi 1s18in farkli ortamlardan gegerken
kirilmasinin, akigkan aksinin homojen olmayan ortamlardan gecerken kirilmasi seklinde
ele alinmistir. Akis hareketiyle 1sinin biikiilme olayi, iki farkli diren¢ oranlari olan

q1/q- i¢in akigkan hareketine karsilik gelir (Sieniutycz, 2007).

Coordinate x
Sekil 4. 1. Dogrusal olmayan Darcy akis igin Fermat prensibi (Sieniutycz, 2007) .
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Homojen olmayan goézenekli bir ortamdaki akiskan akisinin dogrusal olmayan
kararli yollart i¢in minimum siirede yolunu tamamlamasi akigskan akis ¢izgilerinin
konumuna bagli hidrolik iletkenlik tarafindan egrildigini gostermektedir ve Fermat
benzeri bir prensip ile formiile edilmesine olanak saglamistir. Bu prensip, Darcy’nin
akiskan akiglarindaki kararli nonlineer yoriingelerinin optimal yolunu aciklar. Bu
prensibe gore, homojen olmayan ortamlarda dogrusal olmayan akisin yoriingesi, yatay
diizgiin ve keyfi parametrik egriler olan akis yollarin1 ve varis siirelerini hesaplamakta
kullanilan genel bir fonksiyondur. Bununla birlikte, gézenekli ortamdan azami akiskan
akisina neden olan ve bu ortamdaki akisin kalma siiresini miimkiin oldugunca kisa tutan

yolun minimum dirence sahip olmasi saglanmis olur.

Ortamin anizotropisi metrik tansoriin yone bagimliligiyla uyumludur. Bu Finsler
uzaytr adi verilen Riemanyen olmayan anizotropik ortam igin 1sin teorisinin
kullanilabilmesi akiskan teorisinde de kullanilabilmesi anlamma gelir. Oklidyen
olmayan 1s1n teorisi i¢in kristaller ve kayalar gibi anizotropik ortamlar isin yoriingesinin

bir geometrik dzelligiyle baglantilidir (Yajima & Nagahamab, 2015).

Ortamin anizotropik olmasi durumunda dikey eksendeki boyutu, yoni ve sekli
noktadan noktaya degisebilen temel dalga cepheleri ile tanimlanir. Sekil 4.1°de sivi
kiitle akigina dik kesitiyle dl uzunlugu boyunca aktarilir. Dikey kesit alani, [ ile
degisebilen A alanina sahiptir, bu hacim farki dV = A dl sekilinde gosterilmektedir.
Burada V hacmi, akiskanla hareket eden hacim tizerine ilave edilmektedir, bu durumda
x ve y stvinin akist ve Lagrange koordinatlar1 olup, uzayda sabit bir alana akmak yerine
akigkanin hareketine ilave yapilir. Akigkan akimi [ = dQ/dt'yi, sistem tarafindan
birim zaman basina aktarilan akigkanin miktar1 (kiitle veya hacim) olarak verilmektedir.
Homojen olmayan ortam boyunca akim I korunan bir 6zellik kabul edilmistir (I = I; =
I;). Sistemin kararl akis kosullarinda oldugu yani, debinin zamanla degismedigi kabul

edilir. Ayrica burada hidrolik dirence karsilik gelen p direnci kullanilmaktadr.
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4.2. Homojen Olmayan Ortam Boyunca Darcy Akisinin Finsler Metrigi

Bu ¢aligmada, homojen olmayan bir gézenekli ortam boyunca akan Darcy akisinin
iki boyutlu yolu incelendi. (x*) = (x, x?) koordinatlar1 diinyanin i¢ kisminn bir kesit
alanin yerel koordinatlar olarak alindi. Burada, x!, diinyanin yiizeyine yatay yonelimi
ve x2, diinyanin i¢ine dogru dikey yonelimi gosteren koordinatlari Sekil 4.2°de

tanimlamaktadir.

x! Diinya'nm yer yiizeyine yatay yonelmesi

Diinya’nin icine dogru dikey yonelmesi

Sekil 4. 2. Darcy akiginin iki boyutlu yolu (xi) = (x1,x2) koordinatlart.

Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanin yolu, iki sabit x, ve
Xp noktalar1 arasindaki toplam direnci minimuma indirgeyen Fermat'in varyasyonel

prensibi kullanilarak ve p = I?p/A almarak asagidaki sekilde ifade edilmistir

5] =6 pdl = & fj:przdl —0. 1)

Burada A4, [ ve I, sirasiyla, akisa dik olan akig tiipiiniin degisken kesit alani, akisin
uzunlugu ve bir sistemden gegen toplam akigan akisidir. p, Darcy kanunu tarafindan
verilen k iletkenliginin ¢arpmaya gore tersi veya direncidir (Yajima & Nagahamab,
2015):

vi = k(x)) 2 (4.2)

dxt

Burada v' akiskanin akis hizi ve u = H hidrolik yiiktiir (hareket eden suyun

hiz1 ile akimm meydana geldigi iki nokta arasindaki enerji seviyesi farkidir). k:
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gecirgenlik, gézenekli ortamin akis iletkenligi/direncin bir 6l¢iisiidiir. Denklem (3.2)’de
ilk hali verilen Darcy akisi, Sieniutycz (2007)’nin yaptigi ¢alismada iki veya daha
yiiksek boyutlu akigskan akisi i¢in, denklem (4.1) ve (4.2) ile tamimlanmustir. p, genel

olarak hem x* hem de x2'nin bir fonksiyonu olarak tanimlanabilir: p(x%) = (x1, x?).

4.3. Darcy Akisinin Geometrik Yapisi ve Finsler Metrik Fonksiyonu
Yukaridaki kosullara dayanarak, bir Darcy akisinin Finsler metrigi asagidaki

adimlar takip edilerek tiiretilmistir (Yajima & Nagahamab, 2015). Yerel koordinatlar
(x%) = (x1,x%) olan M, Diinya'nin i¢ kesitine karsilik gelen iki boyutlu bir manifold
(¢ok katmanli) olmak iizere (xi,yi) yerel koordinatlari TM teget demeti iizerinde

tammlanmustir. Burada y' = dx!/dt ve t zamandir. dl = ./(y1)? + (y?)? dt esitligi
(4.1) varyasyonel denklemde yerine yazildiginda:

5 = 6 [P EEX JODZ + ()2 dt = 0. (4.3)

Fermat'in varyasyonel prensibi Darcy akigkan akisinin yolunun seklini belirler. Darcy

akismnin yolu ile yatay x  ekseni arasindaki ac1 @ ile verilirse:

" dxz y2
y =tanf :ﬁ:;’ (44)
dx? . _ dx?
cosO = N OOk sinf = [CTORTCTO (4.5)

Ak tiipliniin x? ekseni iizerinde sabit alam A, ile gosterildiginde, akisa dikey
degisken alan, A = A, cos@ ile ifade edilir. Bu durumda, (4.5)’ten A kesit alaninin

akigkanin akis yoniine bagli oldugu goriiliir ve

Aoyt

I N A 4.6
yH2+(y?)? (4.6)

A(y') =

seklinde tanimlamir. Denklem (4.6)'min y“’ye bagimliligi, Darcy akismin Finsler
geometrisi ile formiile edilebilecegini gosterir (Sieniutycz, 2007). Denklem (4.3) ve

(4.6)’dan Darcy akisinin temel fonksiyonu denklem (4.7) ile asagidaki gibi verilmistir:



17

: . 2 i 142 2N2
L(x.y!) = I pA(:){(y );(y ) } 4.7)

Denklem (4.7) ile verilen Finsler metrigi y"’ye gore 1. dereceden homojendir.
Dolayisiyla denklem (4.7), Finsler uzayindaki temel fonksiyonun homojenlik kosulunu
karsilamaktadir. (Sieniutycz, 2007)’e gore korunumlu aki diisiintildiiginde akim yani, |

sabittir: 1=lp, (4.7)’deki Finsler fonksiyonu denklem (4.8)’deki gibi yeniden yazilirsa:
. . . 142 2N\2
L(x'y') = Kop(x') (£ (48)

Burada K, = I,*/ A, olarak yazilmistir. Denklem (4.8)’de Finsler fonksiyonunun bir

Kropina metrigi oldugu goriilmektedir:

L(xi, y1) =% . (4.9)

Burada, a = (aij(xk)yiyf)l/z Riemanniyen metrik ve B = b;(x/)y, 1-formdur.
Denklem (4.9)’da Finsler fonksiyonu (4.8)’de yerine koyarak asagidaki esitlikler elde
edilir:

aij = Kop(x¥)8;j by =1, b, = 0. (4.10)

Iki boyutlu Minkowski uzay1 metrik fonksiyonu ele alindiginda:

— . 142 2N\2
L(y') = Ko {222 > y*fy ) (4.11)

Daha sonra Finsler fonksiyonu denklem (4.8)’de yeniden yazilabilir:

L=pHL. (4.12)
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Bu calismada, direng (p), p(x!) = e +Bx* polarak kabul edilir. Bu durumda Darcy

akisinin Finsler fonksiyonu, L (4.11)’in konform déniisiimiiyle elde edilir:
. . 12 2N\2
L(Xl, yl) — pax'+px? {KO & )y+1_(y ) } (4.13)

4.4. Darcy Akisinin Finsler Geometrik Nesneleri Ve Akiskan AKisinin Yollar:
Darcy akisinin Kropina metriginin geometrik nesnelerini ele alalim. Ilk 6nce,

metrik tensor tanimindan

1 9212
94 = 23y70y7 ° (414)
1+ 3y? 4y

= (K~D)? , . 4.15
gl] ( Op) _4y3 2(1 + 3y 2) ( )
elde ederiz.

Metrik g = det(g;;)’ in belirleyicisi,

gij = 2(Kop)*(1 + y?)3 (4.16)

dolayisiyla, Darcy akisinin metrik tensorii pozitif tanimlidir. Buna gore asagidaki

notasyonu kullanarak:

' 1
Nny) = Ty (4.17)

Aki tlipiiniin kesit alan1 A degismezse, yani A sabitse, metrik tensér Riemannian

forma indirgenir, yani metrik tensor yalniz manifold {izerindeki noktaya baghdir,

9ij = gij(xk):

gij = (Kop)?8ij (4.18)
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burada, K = I,%/A sabittir. Diger bir Finsler geometrik nesnesi, Cartan tensoriinii ele

aldigimizda:
10 ij
Cijic = Eﬁ . (4.19)

Darcy akis1 igin yerel katsayilar C; . dur,
2y 1
C111 = —6(Kop) 1o Ci12 =C121 = (211 = —;C111,
1 1
Cia2 =C212 = (1 = _ﬁcnb Cyzz = _ﬁc111 (4.20)
Ayrica, konneksiyon katsayilar tanimlanirsa,

yil =1 gi (er@_M). (4.21)

2 oxJ axk dx!

Denklem (4.15) kullanilarak iki boyutlu Finsler uzayi i¢in konneksiyon katsayilart:

v = N[0 )b — 2y3 (1 +3y™)p,] (4.22)
Yiz =V21 = Q(y’)[4(y’3p~,1 +(1+ 3y,4)ﬁ,2)] , (4.23)
Va2 = —2q()[(1+3y™)p, +2y3p,] (4.24)
v =rriz, (4.25)
Y2 = V5 = T()’I)Vzlz , (4.26)
V3, =004y +3yD)p, + 0(y)p,] . (4.27)

Bu islemler yapildiginda, w(y) = 1+ 3y? + 3y“* — 7y,

143y
2(1+3y2) "’

143y 72
(1+y )3’

q(y) = r(y)=-— (4.28)

ve
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py=2kr (4.29)

,L Ixt

Konneksiyon katsayilarinin Kg’a bagimli olmadigi goriilebilir. Daha sonra, geodezik

denklemler

d2xt
dt?

+2G6'(x/,y7) =0, (4.30)

ile ifade edilir. G* = yjikyjyk/Z, denklem (4.22) ile (4.27) arasinda yazildiginda, Darcy

akis geodezikleri agsagidaki fonksiyonlar gibi tanimlanir:

1
2(1+y?2)

G'= [(1 -y, + Zylzﬁ,z](yl)za (4.31)

G = —4(”1,2) [(4y)51 + (=1 + 4y% +¥y™®)p.](v? (4.32)

Sieniutycz (2007)’nin ¢alismasina dayanarak, diren¢ degisiminin p tstel bir
formda verildigi incelenmistir: p(x1) = e™" . Bu calismada, direng degisiminin p istel
formu: p(xt,x2) = e® +Ax* geklinde ele alinmustir. Daha sonra, denklem (4.31) ve
(4.32)’nin yalmzca y'’ye bagh oldugu belirlenmistir. Darcy akisinin geodezik olarak
akigin yolu Sekil 4.1°de gosterilmektedir. Sieniutycz (2007)’nin ¢alismasinda, baslangig
kosullari, sirasiyla, x*(0) = x2(0) = 0, y*(0) = 1, y2(0) = —2 ve x1(0) = x2(0) =
0, y*(0) =1, y?(0) =—1 olarak alinmis, baslangi¢ kosullarindan ilki a =1
durumunda direncin monoton olarak arttifi ve ikinci baglangic kosulu a = -1
durumun da ise direncin monoton olarak azaldigi verilmistir. Her iki durumda da Finsler

ve Riemaniyen geodezikler arasindaki farkin zamanla biiyiidiigi gosterilmistir.
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5. FINSLER GEOMETRISI iLE ELDE EDILEN DARCY AKISININ
YOLLARININ DEGERLENDIRILMESI

Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanin kiitle akisinin diizgiin
olmayan bir dagilim gostermesine, hidrolik diren¢ ve gozenekliliginin yerel
degisimlerinin neden oldugunu gostermektedir (Yajima & Nagahamab, 2015).
Akiskanlar daima yiliksek basing yiikiinden daha disiik basing yiikiiniin oldugu bir
bolgeye dogru akmaktadir. Diger bir degisle, homojen olmayan goézenekli ortamlarda
akis yolu, seklinin daha diisiik direngli bolgelerdeki akiskanin en uzun kalis siiresine

karsilik gelen seklini saglayan yonde kivrilmasina neden olur.

Homojen olmayan gézenekli bir ortam boyunca kararli bir Darcy akigkan akisina
uygulanan toplam direnci en aza indirgemek icin Fermat’in varyasyonel prensibi
kullanilmistir (Yajima & Nagahamab, 2015). Darcy akiginin ve sismik 1s1n yoriingesinin

varyasyonel prensibi arasindaki iliski oldugu goriilebilir.

Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler ile tanimlanir ve formiile edilir. Ortamin anizotropisi metrik tansoriin yone
bagimliligiyla uyusur. Bu Finsler uzay1 adi verilen Riemannyen olmayan bir uzayda
tanimlanan anizotropik ortam igin 1sin teorisi anlamina gelir (Yajima & Nagahamab,
2015). Bu yiizden, Darcy akisinin dogrultu bagimliliginin etkisi Riemannyen ve Finsler

geodezikleri arasindaki farklarla gosterilir.

Kesintisiz egriler Finsler geodezikleri ve kesikli egriler ise Riemannyen
geodezikleri olarak belirlenmistir. Baslangig kosulu olarak x!(0) = x2(0) = 0,
y1(0) = 1, y2(0) = —2, t = 20 sn alinmustir ve Euler-Langrange denklemleri (4.30),
bu kosul altinda hem Finslerian hem de Riemaniyen durumlar1 i¢in Mathematica
sembolik islemci yardimiyla ¢oziilmistiir. Bu ¢oziimlere ait Darcy akiskan akisinin

cesitli durumlar i¢in nonlineer yoriingeleri asagidaki grafiklerde verilmistir:
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xt Diinva’mn ver viizevine vatay vinlendirmesi
" I!jl.l] 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

-0.2}

~0.4}

X~ Diinva nm icine dikey yvonlendirmesi

-1.0}

-1.2

Sekil 5.1. Kesintisiz egri Finsler geodezikleri (4.8), Kesikli egri Riemannyen
godezikleri (4.18) a=1,8 = —1.

Sekil 5.1. incelendiginde, « = 1,8 = —1 durumun da direncin monoton olarak
arttigl, dolayisiyla Darcy akigkan akismmin diinya ylizeyine dogru yoneldigi

goriilmektedir.
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x”  Diinva mn ver viizeyvine vatay vénlendirmesi
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Sekil 5.2. Kesintisiz egri Finsler geodezikleri (4.8), Kesikli egri Riemannyen
geodezikleri (4.18) a =1, 8 = 0.

Sekil 5.2. incelendiginde, @« = 1, B = 0 durumunda direncin monoton olarak

arttig1 belirlenmistir. Dolayisiyla akisin diinyanin i¢ine dogru yoneldigi goriilmektedir.
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X" Diinva'nn ver yiizeyine yatay yonlendirmesi
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x° Dinya’nmn icine dikey vonlendirmesi

|
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-1.2
Sekil 5.3. Kesintisiz egri Finsler geodezikleri (4.8), Kesikli egri Riemannyen
geodezikleri (4.18) a =1, 8 = 1.

Sekil 5.3. incelendiginde, @ =1, B = 1durumunda x, > x; oldugu Yyerlerde
direnc monoton olarak azalacagindan Darcy akigskan akiginin diinyanin i¢ kismina dogru

daha az direncle karsilastigi i¢in yoneldigi goriilmektedir.
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x° Danva’mn ver yizevine vatay vonlendirmesi
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Sekil 5.4. Kesintisiz egri Finsler geodezikleri (4.8), Kesikli egri Riemannyen
geodezikleri (4.18) a = -1, = 0.

Sekil 5.4. incelendiginde, « = —1, f = 0 durumunda direng¢ monoton olarak
azalmaktadir. Dolayisiyla Darcy akigkan akist diinyanin i¢ine dogru hizla

ilerlemektedir.
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i e = . - — " »
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Sekil 5.5. Kesintisiz egri Finsler geodezikleri (4.8), Kesikli egri Riemannyen
geodezikleri (4.18) a = -1, B = —1.

Sekil 5.5. incelendiginde, @ = —1, f = —1 durumunda, baslangigta akigkanin
asagl yonli hiz1 yatay hizimin iki kati olmasini da gézoniine alirsak, x, > x; oldugu
yerlerde direng monoton olarak artacagindan Darcy akigskan akisinin olduk¢a yavas

diinyanin yiizeyine dogru yonelecegi sdylenebilir.

Bu grafiklerdeki farkliliklar, Finslerian ve Reimaniyen geodezikler arasindaki
farkliliklardan kaynaklandigini sdyleyebiliriz. Finslerian ve Riemaniyen geodezikler

arasindaki farklarin zamanla arttig1 kolayca goriilmektedir.
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6. SONUC VE ONERILERI

Bu calismada, homojen olmayan gozenekli ortamlardaki Darcy akisinin dogrusal
olmayan akig yollarmin belirlenmesinde Finsler geometrisi kullanilarak incelenmistir.
Gergekte toplam direnci minimize eden iki nokta arasinda uzanan 1s1nin nispeten biiyiik
bir kism1 gozenekli ortamin daha az yogun oldugu bolgede kalir. Bu prensip yardimiyla
bir akiskan akiginin karsilagtigi direncin daha diisiik oldugu bir bolgede bulunmasini
saglayacak sekilde bir yol ¢izdigi goriiliir. Gergekte toplam direnci minimize eden iki
nokta arasinda uzanan 1s1nin nispeten biiylik bir kismi gézenekli ortamin daha az yogun
oldugu bolgede kalir. Bu yiizden, Darcy akisinin dogrultu bagimliligimin etkisi
Riemannyen ve Finsler geodezikleri arasindaki farklarla gosterilir. Darcy akiginin ve
sismik 151 yoriingesinin varyasyonel prensibi arasindaki iliski oldugu goriilebilir. Bu
yiizden, Darcy akisinin dogrultu bagimlhihigmin etkisi Riemannyen ve Finsler

geodezikleri arasindaki farklarla gosterilir.

Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler ile tanimlanabilir ve formiile edilebilir. Darcy aksimnin yon bagimliliginin
etkisi, Finsler uzayindaki geodeziklerle geometrik olarak gosterilebilir. Bu tez
calismasinda, diren¢ degisimi p(x!,x?) = X’ +px® sekilde alinmistir. Ortaya ¢ikan
degisik direng durumlarinda Darcy akiskan akisinin belli bir baslangi¢ kosullar1 altinda
dogrusal olmayan yollarin grafikleri verilmistir. Bu grafiklere bakarak homojen
olmayan go6zenekli ortamlarda Darcy akigkan akiginin yoriingesinin Finsler geometrisi

kullanilarak daha dogru bir sekilde elde edilebilecegi sdylenebilir.
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EK-1: Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda

geodezikler, a =1, g = —1

Lix1 x2 ,yl ,y2 J:=p[x1,x2]*KO0*((y1"2+y2"2)/y1)
"0i=1/202L/(0y'0y’) metrik tansoriinde asagidaki hesaplamalar yapilir:";
"gu=L*La+L*Lg
O12=L1*Lo+L*L12=021;

O20=Lo"LotL* oo™,

g11=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y1]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,
y1.y2]{y1,2}]l;

g12=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,

y1,y2],y1,y2]];
g21=g12;

g22=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y2]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,x2,
y1,y2],{y2,2}]];

g=Simplify[{{911, 912},{g21,g22}}];

ginv=Simplify[Inverse[g]];

"0ij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesab1: (21) nolu denklemden";
011x1=D[g11,x1];911x2=DJ[g11,x2];
012x1=D[g12,x1];912x2=DJ[g12,x2];
021x1=D[g21,x1];921x2=D[g21,x2];
022x1=D[g22,x1];922x2=D[g22,x2];

['113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+DJ[g[[1,1]].x1]-

D[o[[1,1]],x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-D[9[[1,1]].x2])];

I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-

?l[g[[lr,IZ]],X1])+l/2*ginV[[1,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]].X2]-D[g[[1,2]],x2])];
21—1 112,

I'1,,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-

D[o[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]],x2]+D[g[[2,2]] x2]-D[9[[2,2]] x2])];

I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[g[[1,1]],x1]-

D[o[[1,1]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]],x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[9[[1,1]],x2])];

I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]],x2]-

Ez[g[[lrg]],X1])+1/2*9inV[[2,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[9[[1,2]],XZ]-D[Q[[l,Z]],XZ])];
21— 12,

[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[g[[1,2]].x2]+DI[g[[2,1]].x2]-

Dlol[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+DI[g[[2,2]] x2]-D[g[[2,2]] x2])];

"Gl=1/2 75 y‘yk; 1,j,k=1,2, ifadesinden Spray katsayilar1 bulunacak.";

Gl=Slmphfy[1/2*(F111*y1 *y1+F112*y1 *y2+F121*y2*y1+F122*y2*y2)]

(Y12 (2 y1 y2 p(0,D)[x1,x2]+(y1%-y2%) p(1,0)[x1,x2))2 (y1*+y2?) p[x1,x2])

G2=Simplify[1/2*(T211*y 1 *y1+1215*yl *¥2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)]

((-y1*+4 y1? y22+y2*) p(0,1)[x1,x2]+4 y1° y2 p(1,0)[x1,x2])/(4 (y1?+y2?) p[x1,x2])
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"p[xl,x2]=eaxl+ﬁx2 almarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";

SetAttributes[3,Constant];SetAttributes|a,Constant];

p[x1,x2]=Exp[a*x1+p*x2];

p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1];

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{y1l->x1t],y2->x2'[t]}

G2=G2/ {yl->x1[t] y2->x2'[t]} , ’ .

(EX e B @M o pxITen2 BB xIT] RMEK en2 B (K12 g ane12)))(2

(L2

(E-xl ax2 P Bl et oo (I3 oTHEX a2 BB (RIMIy (xl’”)[t]z

(22 NIE (XI)[E+(x22)[E]))

o=1;p=-1;

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
iv={x1[0]==0,x2[0]==0,x1'[0]==1.0,x2'[0]==-2.0};
Fs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Finslerl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Fs[[1,1]],x2[t]/.Fs[[1,2]]}].{t,0,20},AxesOri
gin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}}];

"RIEMANNiAN DURUMU INCELEME";

"If the cross-sectional area A of flux tube does not change, namely A is a constant, the
metric tensor is reduced to the Riemannian form gij:gij(xk):(Kop)ZSij, Ko=Subscript[l,
0]%/A is a constant.":

g=Subscript[K, 0]**p[x1,x2]*2*IdentityMatrix[2];

ginv=Simplify[Inverse[g]];

"gij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";

g11x1=D(g[[1,1]] x1];

911x2=D[g[[1,1]].x2];

912x1=D[g[[1,2]].x1];

912x2=D[g[[1.2]].x2];

921x1=D[g[[2,1]] x1];921x2=D[g[[2,1]]x2];

922x1=D[g[[2,2]] x1];922x2=D[g[[2,2]],x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[g[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]].x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[g[[1,11].x2])];
I'112=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[Elr,IZ]]_,Xll)+1/2*ginV[[l,Z]]*(D[g[[Z,Z]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[l,2]],x2])];
F12=Siri12|c’)lify[1/2*ginv[[l,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
Dlg[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+D[g[[2.2]].x2]-DI9[[2,2]].x2])];
I'21;=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[9[[1,1]].x1]-
DIg[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]]x1]-DIg[[1,1]].x2])];
I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[9[[1,1]].x2]-
Dlo[[1.2]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2.2]] x1]+DIg[[1.2]].x2]-DIg[[1.2]].x2])];
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[21=1217;
I22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x2]+D[9g[[2,1]].x2]-
Dlg[l2.2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]].x2]+DI[g[[2,2]].x2]-DIgl[[2,2]].x2])];
"G'=1/2 75 yy*:ij.k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
G1=Simplify[ 1/2*(T'1 11 *y 1 ¥y 14T 1 1%y 1 ¥y2+T 10 %y2*y 14T 1 0*y2*y2)];
G2=Slmp11fy[ 1/2*(F211*y1 *yl +F212*y1 *y2+F221*y2*y1 +F222*y2*y2)] ;
"p[xl,x2]=e”1+3x2 almarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p(1,0)[x1,x2]=DJ[p[x1,x2],x1] ;
0(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];
G1=G1/{y1l->x1t],y2->x2'[t]};
G2=G2/.{y1l->x1'[t],y2->x2'[t]};
eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
Rs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Riemannll=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Rs[[1,1]],x2[t]/.Rs[[1,2]]}].{t,0,20} Axes
Origin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}} PlotStyle->{Orange,Dashed, Thick}];
sonuc=Show[Finslerll,Riemannll,Frame->True,Method->{"AxesInFront"-
>False,"ScalingFunctions”->None},FrameTicks->{{All,None},{None,All}}]
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EK-2: Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler,a =1,8= 0

Lix1_x2 ,yl ,y2 ]=p[x1,x2]*KO0*((y1"2+y2"2)/y1l)

"gi=1/202L/ (8y'8y’) metrik tansoriinde agagidaki hesaplamalar yapilir:";
"gr=L1*Ly+L* Ly

O12=L1*Lo+L*L12=021;

O22=Lo*Lo+L*Loo;"s

g11=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y1]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,x2,
y1.y2]{y1.2}1];

g12=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,

y1,y2],y1,y2]];
g21=g12;

g22=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y2]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,
y1,y2],{y2,2}]];

g=Simplify[{{911, 912},{921,922} }];

ginv=Simplify[Inverse[g]];

"0ij metrik tensoriin pozitif taniml oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";
011x1=D[g11,x1];911x2=D[g11,x2];
012x1=D[g12,x1];912x2=D[g12,x2];
021x1=D[g21,x1];921x2=D[g21,x2];
022x1=D[g22,x1];922x2=D[g22,x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[g[[1,1]].x1]-
Dlg[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-D[g[[1,1]],x2])];
I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?1[9[[1F,12]],X1])+l/2*ginV[[1,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]].X2]-D[9[[1,2]],X2])];
21—1 112,
I'1,,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,2]].x2]+D[9[[2,1]].x2]-
Dlol[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+D[g[[2,2]] x2]-D[g[[2,2]].x2])];
I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[g[[1,1]],x1]-
Dlo[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+DI[g[[1,2]] x1]-D[g[[1,1]].x2])];
I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*9inV[[2,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[g[[l,2]],X2]-D[g[[l,2]],x2])];
21— 12,
[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[g[[1,2]].x2]+DI[g[[2,1]].x2]-
Dlo[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+DI[g[[2,2]] x2]-D[g[[2,2]] x2])];
"G'=1/2" 3 yly*: i j k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
Gl=Slmphfy[1/2*(F111*y1 *y1+F112*y1 *y2+F121*y2*y1+F122*y2*y2)]
(Y22 (2 y1 y2 p(0,1)[x1,x2]+(y1%-y2%) p(1,0)[x1,x2))2 (y1*+y2?) p[x1,x2])
G2=Slmphf2y[l/2*(l"211*yl *y1+F212*y1 *¥2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)]
((-y1*+4 y1? y22+y2*) p(0,1)[x1,x2]+4 y1° y2 p(1,0)[x1,.x2])/(4 (y1?+y2?) p[x1,x2])

" [Xl,x2]=eaxl+ﬂx2 alinarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p g
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SetAttributes[3,Constant];SetAttributes[a,Constant];

p[x1,x2]=Exp[a*x1+p*x2];

p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1];

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{y1l->x1t],y2->x2'[t]}

G2=G2/{yl- >x]; [t] y2->x2'[t]} .

(E x1 ox2 B (xI™) (2 Exl atx2 B B xITt] x2TtHExl otx2 B o (XIM)[t]2 (Xz/\;)[t )))/(2

((XlN)[t] +(X2N)[t 1%)

(Ex o-X2 Ex] otx2 B o IM[t]3 X2 [tHEx]l otx2 B B (-IM[ +4 (XIN)[]
2M[HHE2MT N (KIM[E*+H(x2V)[])
o=1;p=0;

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
iv={x1[0]==0,x2[0]==0,x1'[0]==1.0,x2'[0]==-2.0};
Fs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Finslerl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Fs[[1,1]],x2[t]/.Fs[[1,2]]}].{t,0,20},AxesOri
gin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}}];

"RIEMANNiAN DURUMU INCELEME";

"If the cross-sectional area A of flux tube does not change namely A is a constant, the
metric tensor is reduced to the Riemannian form gi=g IJ(x )=(Kop)?dij, Ko=Subscript[l,
0]%/A is a constant."
g=Subscript[K, O]Z*p[xl,XZ]AZ*IdentityMatrix[2];
ginv=Simplify[Inverse[q]];

"0ij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";
Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";
911x1=D[g[[1,1]].x1];

911x2=D[g[[1,1]].x2];

912x1=D[g[[1,2]].x1];

912x2=D[g[[1,2]].x2];
921x1=D[g[[2,1]],x1];921x2=D[g[[2,1]],x2];
922x1=D[g[[2,2]],x1];922x2=D[g[[2,2]].x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[o[[1,1]],x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-D[9[[1,1]].x2])];
I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[Elr,IZ]]_,Xll)ﬂ/Z*ginV[[1,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]].X2]-D[g[[1,2]],x2])];
F1Z:Sirﬁelify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
D[o[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+D[9[[2,2]] x2]-D[9[[2,2]] x2])];
['271:=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[9[[1,1]],x1]-
Dlo[[1,1]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]],x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[9[[1,1]],x2])];
I21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]],x2]-
?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*ginV[[2,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[1,2]],x2])]:
2171 2123
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[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9[[1,2]],x2]+D[9[[2,1]],x2]-
DIg[[2.2]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]].x2]+DI[g[[2,2]].x2]-DIg[[2.2]] x2])];
"G'=1/27xyly*:i j k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
G1=Slmp11fy[ 1/2*(F1 11*}’1 *y1+F1 12*y1 *y2+F 1 21*y2*y1+F122*y2*y2)] ;
G2=Simplify[ 1/2*(I 211 *y 1 ¥y 14T 210*y 1 ¥y2+T 251 %y2*y 1+1 220*y2*y2)];
"p[xl,x2]=eaxl+/3x2 alinarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1] ;

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{yl->x1'[t],y2->x2'[t]};

G2=G2/{y1l->x1t],y2->x2'[t]};

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];

eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];

Rs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Riemannl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Rs[[1,1]],x2[t]/.Rs[[1,2]]}].{t,0,20},Axes
Origin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}} PlotStyle->{Orange,Dashed, Thick}];
sonuc=Show[Finslerll,Riemannll,Frame->True,Method->{"AxesInFront"-

>False,"ScalingFunctions”->None},FrameTicks->{{All,None},{None,All}}]
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EK-3: Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler,a=1,=1

Lix1_x2 ,yl ,y2 ]=p[x1,x2]*KO0*((y1"2+y2"2)/y1l)

"gi=1/202L/ (8y'8y’) metrik tansoriinde agagidaki hesaplamalar yapilir:";
"gr=L1*Ly+L* Ly

O12=L1*Lo+L*L12=021;

O22=Lo*Lo+L*Loo;"s

g11=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y1]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,x2,
y1.y2]{y1.2}1];

g12=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,

y1,y2],y1,y2]];
g21=g12;

g22=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y2]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,
y1,y2],{y2,2}]];

g=Simplify[{{911, 912},{921,922} }];

ginv=Simplify[Inverse[g]];

"0ij metrik tensoriin pozitif taniml oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";
011x1=D[g11,x1];911x2=D[g11,x2];
012x1=D[g12,x1];912x2=D[g12,x2];
021x1=D[g21,x1];921x2=D[g21,x2];
022x1=D[g22,x1];922x2=D[g22,x2];

I'112=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]].x1]-
D[g[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,11].x1]+D[9g[[1,2]].x1]-DIg[[1,1]].x2])];
I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?1[9[[1F,12]],X1])+1/2*ginV[[1,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[9[[1,2]],XZ]-D[Q[[l,Z]],XZ])];
21=1 1125
['1=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[9g[[2,1]],x2]-
D[g[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]].x2]+D[9[[2,2]].x2]-DIg[[2,2]].x2])];
[211.=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[9[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]]x1]+D[g[[1,2]].x1]-DIg[[1,1]].x2])];
[21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9[[1,2]],x1]+D[9g[[1,1]],x2]-
?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*9inV[[2,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[9[[1,2]],XZ]-D[Q[[LZ]],XZ])];
21=1212;
[2,,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
Dlg[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(DIgl[2.2]] x2]+DIgl[[2.2]].x2]-DI9[[2.2]].x2])];
"Gl=1/2 75 y‘yk; 1,j,k=1,2, ifadesinden Spray katsayilar1 bulunacak.";
Gl=Slmphfy[1/2*(F111*y1 *y1+F112*y1 *y2+F121*y2*y1+F122*y2*y2)]
(Y22 (2 y1 y2 p(0,1)[x1,x2]+(y1%-y2%) p(1,0)[x1,x2))2 (y1*+y2?) p[x1,x2])
G2=Slmphf2y[l/2*(l"211*yl *y1+F212*y1 *¥2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)]
((-y1*+4 y1? y22+y2*) p(0,1)[x1,x2]+4 y1° y2 p(1,0)[x1,.x2])/(4 (y1?+y2?) p[x1,x2])
"p[xl,x2]=eaxl+ﬂx2 alinarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
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SetAttributes[3,Constant];SetAttributes[a,Constant];

p[x1,x2]=Exp[a*x1+p*x2];

p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1];

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{y1l->x1t],y2->x2'[t]}

G2=G2/{yl- >x]; [t] y2->x2'[t]} .

(E X1 ox2 B (xI™) (2 Exl atx2 B B xITt] x2TtHExl otx2 B o (XIM)[t]2 (Xz/\;)[t )))/(2

((XlN)[t] +(X2N)[t 1%)

(Ex o-x2 Ex] otx2 B o IM[t]3 X2 [tHEx]l otx2 B B (-IM[ +4 (XIN)[]
2M[HHE2MT N (KIM[E*+H(x2V)[])
o=1;p=1;

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
iv={x1[0]==0,x2[0]==0,x1'[0]==1.0,x2'[0]==-2.0};
Fs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Finslerl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Fs[[1,1]],x2[t]/.Fs[[1,2]]}].{t,0,20},AxesOri
gin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}}];

"RIEMANNiAN DURUMU INCELEME";

"If the cross-sectional area A of flux tube does not change namely A is a constant, the
metric tensor is reduced to the Riemannian form gi=g IJ(x )=(Kop)?dij, Ko=Subscript[l,
0]%/A is a constant."
g=Subscript[K, O]Z*p[xl,XZ]AZ*IdentityMatrix[2];
ginv=Simplify[Inverse[q]];

"0ij metrik tensoriin pozitif taniml oldugunun ispat1";
Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";
911x1=D[g[[1,1]].x1];

911x2=D[g[[1,1]].x2];

912x1=D[g[[1,2]].x1];

912x2=D[g[[1,2]].x2];
921x1=D[g[[2,1]],x1];921x2=D[g[[2,1]],x2];
922x1=D[g[[2,2]],x1];922x2=D[g[[2,2]].x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[o[[1,1]]x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[9[[1,1]].x2])];
I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[Elr,IZ]]_,Xll)ﬂ/Z*ginV[[1,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]].X2]-D[g[[1,2]],x2])];
F1Z:Sirﬁp’)lify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
D[o[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]],x2]+D[g[[2,2]] x2]-D[9[[2,2]] x2])];
['271:=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[9[[1,1]],x1]-
Dlo[[1,1]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]],x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[9[[1,1]],x2])];
I21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*9inV[[2,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[1,2]],x2])]:
2171 2123
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[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9[[1,2]],x2]+D[9[[2,1]],x2]-

DIlg[l2,2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]].x2]+DIg[l2,2]].x2]-DI[gl[2,2]].x2])];
"G'=1/27 3 yly*:i,j k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
Gl =Slmp11fy[ 1/2*(F1 11*}’1 *yl +I'1 12*y1 *y2+F 1 21*y2*y1+F 1 22*y2*y2)] ;
G2=Simplify[ 1/2*(I 211 *y 1 ¥y 14T 210*y 1 ¥y2+T 251 %y2*y 1+1 220*y2*y2)];
"p[xl,x2]=eaxl+/3x2 alinarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1] ;

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{yl->x1'[t],y2->x2'[t]};

G2=G2/{y1l->x1t],y2->x2'[t]};

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];

eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];

Rs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Riemannl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Rs[[1,1]],x2[t]/.Rs[[1,2]]}].{t,0,20},Axes
Origin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}} PlotStyle->{Orange,Dashed, Thick}];
sonuc=Show[Finslerll,Riemannll,Frame->True,Method->{"AxesInFront"-

>False,"ScalingFunctions”->None},FrameTicks->{{All,None},{None,All}}]

X" Diinva'nin ver yiizeyine yatay yonlendirmesi
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EK-4: Homojen olmayan gdzenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler,a = -1, =0

Lix1 x2 ,yl ,y2 ]:=p[x1,x2]*KO*((y1"2+y2"2)/y1)
"0i=1/202L/(0y'0y’) metrik tansoriinde asagidaki hesaplamalar yapilir:";
"gu=L*La+L*Lg
O12=L1*Lo+L*L12=021;

O20=Lo*LotL* oo™,

g11=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y1]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,
y1.y2] {y1,2}]l;

g12=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,

y1,y2],yl,y2]];
g921=g12;

g22=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y2]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,x2,
y1,y2]{y2,2}]];

g=Simplify[{{g11, 912} {921,922} }];

ginv=Simplify[Inverse[q]];

"gij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi1: (21) nolu denklemden";
011x1=D[g11,x1];911x2=DJ[g11,x2];
012x1=D[g12,x1];912x2=D[g12,x2];
021x1=D[g21,x1];921x2=D[g21,x2];
022x1=D[g22,x1];922x2=D[g22,x2];

I'11;=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]].x1]-
D[g[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]].x1]+D[g[[1,2]].x1]-DI[g[[1,11].x2])];
I'112=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[g[[1,2]],x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[[lr,IZ]],X1])+1/2*9inV[[1,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[9[[1,2]],XZ]-D[Q[[LZ]],XZ])];
2171 112,
['12,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]],x2]+DJ[g[[2,1]],x2]-
Dlg[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(DI[g[[2,2]].x2]+DI[g[[2,2]] x2]-D[gl[[2,2]].x2])];
['21:=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]].x1]-
Dlg[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]].x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[g[[1,11].x2])];
['21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]],x2]-
?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*ginV[[2,2]]*(D[9[[2,2]],X1]+D[g[[1,2]].X2]-D[g[[1,2]],x2])];
2171 412,
[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x2]+D[9[[2,1]],x2]-
Dlg[l2,2]],x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(DI[g[[2,2]].x2]+DIg[[2,2]].x2]-DIgl[[2,2]].x2])];
"G'=1/27 3 yy*: i,j,k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
G1=Simplify[1/2*(I L1a*y1*y 14T Lip*y 1 *y2 4T 1o *y2*y 1 +T 1%y 2*y2)]
(Y12 (2 y1 y2 p(0,D[x1,x2]+(y1%y2%) p(1,0)[x1.x2])/(2 (y1*+y2°) p[x1,x2])
G2=Simplify[1/2*(I 211*y1*y 1+ 210%y 1 *y2 T 251 *y2*y 1 +1255*y2*Y2)]
((-y1*+4 y12 y22+y2*) p(0,1)[x1,x2]+4 y1° y2 p(1,0)[x1,x2])/(4 (y1%+y2?) p[x1,x2])
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"p[xl,x2]=eaxl+ﬁx2 almarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";

SetAttributes[B,Constant];SetAttributes[a,Constant];

p[x1,x2]=Exp[a*x1+p*x2];

p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x1];

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{y1l->x1t],y2->x2'[t]}

G2=G2/ {yl->x1[t] y2->x2'[t]} , ’ .

(EX e B @M o pxITen2 BB xIT] RMEK en2 B (K12 g ane12)))(2

(L2

(E-xl ax2 P Bl et oo (I3 oTHEX a2 BB (RIMIy (xl’”)[t]z

(22 NIE (XI)[E+(x22)[E]))

o=1;p=0;

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
iv={x1[0]==0,x2[0]==0,x1'[0]==1.0,x2'[0]==-2.0};
Fs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Finslerl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Fs[[1,1]],x2[t]/.Fs[[1,2]]}].{t,0,20},AxesOri
gin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}}];

"RIEMANNiAN DURUMU INCELEME";

"If the cross-sectional area A of flux tube does not change, namely A is a constant, the
metric tensor is reduced to the Riemannian form gij:gij(xk):(Kop)ZSij, Ko=Subscript[l,
0]%/A is a constant.":

g=Subscript[K, 0]**p[x1,x2]*2*IdentityMatrix[2];

ginv=Simplify[Inverse[q]];

"gij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";

g11x1=D(g[[1,1]] x1];

911x2=D[g[[1,1]].x2];

912x1=D[g[[1,2]].x1];

912x2=D[g[[1.2]].x2];

921x1=D[g[[2,1]] x1];921x2=D[g[[2,1]],x2];

922x1=D[g[[2,2]] x1];922x2=D[g[[2,2]],x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[g[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]].x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[g[[1,11].x2])];
I'112=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[Elr,IZ]]_,Xll)+1/2*ginV[[l,Z]]*(D[g[[Z,Z]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[l,2]],x2])];
F12=Siri12|c’)lify[1/2*ginv[[l,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
Dlg[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[gl[[2,2]] x2]+D[g[[2,2]].x2]-D[g[[2,2]].x2])];
I'21;=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+D[9[[1,1]].x1]-
DIg[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-DIg[[1,1]].x2])];
I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[9[[1,1]].x2]-
Dlo[[1.2]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(DIg[[2,2]]. x1]+D[g[[1,2]].x2]-DIg[[1.2]].x2])];
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[21=1217;
I'22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[g[[1,2]].x2]+DI[g[[2,1]],x2]-

Dlg[l2.2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(DIg[[2,2]].x2]+DIg[[2.2]] x2]-DIgl[[2,2]].x2])];
"G'=1/2 75 yy*:i j k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
G1=Simplify[ 1/2*(T'1 11 *y 1 ¥y 14T 1 1%y 1 ¥y2+T 10 %y2*y 14T 1 0*y2*y2)];
G2=Slmp11fy[ 1/2*(F211*y1 *yl+F212*y1 *y2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)] ;
"p[xl,x2]=e”1+3x2 almarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p(1,0)[x1,x2]=DJ[p[x1,x2],x1] ;

0(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/{y1l->x1t],y2->x2'[t]};

G2=G2/.{y1l->x1'[t],y2->x2'[t]};

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];

eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];

Rs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Riemannll=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Rs[[1,1]],x2[t]/.Rs[[1,2]]}].{t,0,20} Axes
Origin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}} PlotStyle->{Orange,Dashed, Thick}];
sonuc=Show[Finslerll,Riemannll,Frame->True,Method->{"AxesInFront"-

>False,"ScalingFunctions”->None},FrameTicks->{{All,None},{None,All}}]
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EK-5: Homojen olmayan gozenekli ortam boyunca akan akiskanlar, Finsler uzayinda
geodezikler, a = -1, 8 = -1

Lix1_x2 ,yl ,y2 ]=p[x1,x2]*KO0*((y1"2+y2"2)/y1l)

"gi=1/202L/ (8y'8y’) metrik tansoriinde agagidaki hesaplamalar yapilir:";
"gr=L1*Ly+L* Ly

O12=L1*Lo+L*L12=021;

O22=Lo*Lo+L*Loo;"s

g11=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y1]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,x2,
y1.y2]{y1.2}1];

g12=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y1]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,

y1,y2],y1,y2]];
g21=g12;

g22=Simplify[D[L[x1,x2,y1,y2],y2]*D[L[x1,x2,y1,y2],y2]+L[x1,x2,y1,y2]*D[L[x1,X2,
y1,y2],{y2,2}]];

g=Simplify[{{911, 912},{921,922} }];

ginv=Simplify[Inverse[g]];

"0ij metrik tensoriin pozitif taniml oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";
011x1=D[g11,x1];911x2=D[g11,x2];
012x1=D[g12,x1];912x2=D[g12,x2];
021x1=D[g21,x1];921x2=D[g21,x2];
022x1=D[g22,x1];922x2=D[g22,x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[g[[1,1]].x1]-

D[o[[1,1]],x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-D[9[[1,1]].x2])];

I'11,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-

?l[g[[lr,IZ]],X1])+1/2*ginV[[1,2]]*(D[g[[2.2]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[1,2]],X2])];
21—1 112,

I'1,,=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,2]].x2]+D[9[[2,1]].x2]-

D[o[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,2]],x2]+D[g[[2,2]] x2]-D[9[[2,2]] x2])];

I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]].x1]+D[g[[1,1]],x1]-

D[o[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]],x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[9[[1,1]],x2])];

I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-

?2[9[[1r,22]],X1])+1/2*9inV[[2,2]]*(D[g[[2,2]],X1]+D[9[[1,2]],X2]-D[9[[1,2]],X2])];
21— 12,

[22,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[g[[1,2]].x2]+DI[g[[2,1]].x2]-

Dlo[[2,2]] x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]] x2]+DI[g[[2,2]] x2]-D[g[[2,2]] x2])];

"Gl=1/2 75 y‘yk; 1,j,k=1,2, ifadesinden Spray katsayilar1 bulunacak.";

61:S|mpllfy[1/2*(F111*yl *y1+F112*y1 *y2+F121*y2*y1+F122*y2*y2)]

(Y12 (2 y1 y2 p(0,1)[x1,x2]+(y1%-y2%) p(1,0)[x1,x2))2 (y1*+y2?) p[x1,x2])

G2=Slmphf2y[l/2*(l"211*yl *y1+F212*y1 *¥2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)]

((-y1*+4 y1? y22+y2*) p(0,1)[x1,x2]+4 y1° y2 p(1,0)[x1,.x2])/(4 (y1?+y2?) p[x1,x2])

" [Xl,x2]=eaxl+ﬂx2 alinarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p g
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SetAttributes| f,Constant];SetAttributes[a,Constant];

p[x1,x2]=Exp[a*x1+p*x2];

p(1,0)[x1,x2]=D[p[x1,x2]x1];

p(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2];

G1=G1/.{y1->x1'[t],y2->x2'[t]}

GZZGZ/.{y1->x1:[t],y2->x2'[t]} ' ' '

(E-xl oa-x2 B (xIM[t]2 (2 Exl atx2 B B xITt] x2TT+Ex]l o+x2 B a ((xlA)[t]Z_(Xz/\;)[t]Z)))/(Z

(IIHX2T))

(E-xl o-x2 B Ex] otx2 B o IM[t]3 X2'[t]+Exl atx2 B B (-(xlA')[t]4+4 (Xl/\’)[t]z
X2MEPHE2MENIE (xIM[EPHE2M[E)
o=-1;p=1;

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];
eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];
iv={x1[0]==0,x2[0]==0,x1'[0]==1.0,x2'[0]==-2.0};
Fs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2}{t,0,20}];

Finslerl1=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Fs[[1,1]],x2[t]/.Fs[[1,2]]}].{t,0,20},AxesOri
gin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}}];

"RIEMANNiAN DURUMU INCELEME";

"If the cross-sectional area A of flux tube does not change, namely A is a constant, the
metric tensor is reduced to the Riemannian form gij:gi,—(x"):(Kop)ZSij, Ko=Subscript[l,
0]%/A is a constant.";

g=Subscript[K, 0]**p[x1,x2]*2*IdentityMatrix[2];

ginv=Simplify[Inverse[q]];

"gij metrik tensoriin pozitif tanimli oldugunun ispat1";

Simplify[Det[g]];

"Cristoffel katsayilarinin hesabi: (21) nolu denklemden";

g11x1=D(g[[1,1]] x1];

911x2=D[g[[1,1]].x2];

912x1=D[g[[1,2]].x1];

912x2=D[g[[1.2]].x2];

921x1=D[g[[2,1]]x1];921x2=D[g[[2,1]],x2];
922x1=D[g[[2,2]],x1];922x2=D[g[[2,2]],x2];

I'113=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]1*(D[9g[[1,1]],x1]+D[g[[1,1]],x1]-
D[g[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[g[[2,1]].x1]+D[g[[1,2]] x1]-D[g[[1,11].x2])];
I'112=Simplify[1/2*ginv[[1,1]]*(D[9g[[1,2]].x1]+D[g[[1,1]].x2]-
?l[g[Elr,IZ]]_,Xll)+1/2*ginV[[l,Z]]*(D[Q[[Z,Z]],X1]+D[g[[1,2]],X2]-D[g[[l,2]],x2])];
F12=Siri12|c’)lify[1/2*ginv[[l,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[g[[2,1]],x2]-
Dlg[[2,2]].x1])+1/2*ginv[[1,2]]*(D[gl[[2,2]] x2]+D[g[[2,2]].x2]-DI9g[[2,2]].x2])];
I'21;=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,1]],x1]+DJ[g[[1,1]].x1]-
Dlo[[1,1]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,1]] x1]+D[g[[1,2]],x1]-DIg[[1,1]].x2])];
I'21,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[9g[[1,2]],x1]+D[9[[1,1]].x2]-
Dlo[[1.2]].x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2.2]] x1]+DIg[[1.2]].x2]-DIg[[1.2]].x2])];
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[21=1217;
I2,,=Simplify[1/2*ginv[[2,1]]*(D[g[[1,2]],x2]+D[9[[2,1]].x2]-
D[g[[2,2]],x1])+1/2*ginv[[2,2]]*(D[g[[2,2]].x2]+DI[9[[2,2]].x2]-DI9[[2,2]] x2])];
"G'=1/2 75 yy*:ij.k=1,2, ifadesinden Spray katsayilari bulunacak.";
G1=Simplify[ 1/2*(T'1 11 *y 1 ¥y 14T 1 1%y 1 ¥y2+T 1 50*y2*y 14T 1 0% y2*y2)];
G2=Slmp11fy[ 1/2*(F211*y1 *yl+F212*y1 *y2+F221*y2*y1+F222*y2*y2)] ;
"p[xl,x2]=e”1+3x2 almarak Euler-Lagrange denklemleri asagidaki gibi elde edildi:";
p(1,0)[x1,x2]=DJ[p[x1,x2],x1] ;

0(0,1)[x1,x2]=D[p[x1,x2],x2]:

G1=G1/{y1l->x1t],y2->x2'[t]};

G2=G2/.{y1l->x1'[t],y2->x2'[t]};

eql=Simplify[x1"[t]==-2*G1];

eq2=Simplify[x2"[t]==-2*G2];

Rs=NDSolve[{eql,eq2,iv},{x1,x2},{t,0,20}];

Riemannll=ParametricPlot[Evaluate[{x1[t]/.Rs[[1,1]],x2[t]/.Rs[[1,2]]}].{t,0,20} Axes
Origin->{0,0},PlotRange->{{0,1.2},{0,-1.4}} PlotStyle->{Orange,Dashed, Thick}];
sonuc=Show[Finslerll,Riemannll,Frame->True,Method->{"AxesInFront"-

>False,"ScalingFunctions”->None},FrameTicks->{{All,None},{None,All}}]
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