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OZET

DEGISMELI OLMAYAN HALKALARDA COHEN VE
KAPLANSKY TEOREMLERININ GENELLEMELERI

BURCU KAYIKC(CI
Yiiksek Lisans, Matematik Bolumii
Tez Danigsmani: Dog. Dr. Pinar AYDOGDU
Agustos 2017

Degismeli halka teorisinde, bir halkanin yapisinin belirlenmesinde asal idealler oldukga
onemli araglardir. Bu tez calismasinda, yapi teoremlerinden Cohen ve Kaplansky’ye ait
teoremler ele alinacaktir. Tezin amaci, 6zellikle Reyes’in 2010 ve 2012 yillarinda yaptigi
caligmalar1 dikkate alarak Cohen ve Kaplansky Teoremleri’nin degismeli olmayan halka-
lardaki genellemelerini incelemektir. Girig boliimiinde, tez konusunun tarihsel geligimi
ve halka teorisindeki énemi aciklanmaktadir. Tkinci boliim, tez icin gerekli olan temel
bilgileri icermektedir. Ugiincii boliimde, Cohen ve Kaplansky Teoremleri’'nin degismeli
halkalardaki rolleri tizerinde durulmustur. Ayrica, Anderson ve Dumitrescu’nun {ize-
rinde caligtigi S-Noether halka yapisi tanitilmig ve bu halka siifinin bazi1 6zellikle-
rinden bahsedilmistir. Dordiincii boliimde, asal ideallerin degismeli olmayan halkalar-
daki tek yonlii genellemesi iizerinde durulmug ve tamamen asal sag idealler ve Oka
aileleri gibi baz1 kavramlar tanitilmigtir. Bu kavramlarin degismeli olmayan bir halka
yapisini belirlemedeki rolii uygulamali olarak incelenmistir. Beginci boliim, Cohen ve
Kaplansky Teoremleri'nin Oka aileleri ve nokta sifirlayici kiimeler yardimiyla elde edilen
degigmeli olmayan halkalardaki genellemelerini icermektedir. Son béliimde ise Cohen
ve Kaplansky Teoremleri'nin farkl yaklagimlarla elde edilen genellemeleri tizerinde du-
rulmugtur. Koh, Chandran ve Michler tarafindan ele alinan genellemelerin yani sira,

S-Noether halka yapisinin degigsmeli olmayan halkalardaki genellemesi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal idealler, tek yonlii asal idealler, tamamen asal idealler, No-
ether halka, S-Noether halka, temel ideal halkasi, Oka ailesi, nokta sifirlayici kiimeler.
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ABSTRACT

GENERALIZATIONS OF COHEN AND KAPLANSKY
THEOREMS IN NONCOMMUTATIVE RINGS

BURCU KAYIKC(CI
Master of Science, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Pinar AYDOGDU
August 2017

In commutative setting, prime ideals are very important tools to determine the struc-
ture of a ring. In this thesis, some structure theorems will be discussed which belong to
Cohen and Kaplansky. The aim of this thesis is to examine the noncommutative gene-
ralizations of Cohen and Kaplansky Theorems, especially considering Reyes’s works in
2010 and 2012. The introductory chapter consists of informations about the importance
and the historical improvement of the thesis subject. The second chapter contains basic
information needed throughout the thesis. In the third chapter, Cohen and Kaplansky
Theorems and their roles in commutative rings are emphasized. Also, S-Noetherian
ring structure which was defined by Anderson and Dumitrescu is introduced and some
features of this structure are indicated. In the fourth chapter, one-sided generalizati-
ons of prime ideals in noncommutative settings are examined and some concepts like
completely prime ideals and Oka families are described. Their role in the structure of
a noncommutative ring is examined with applications. The fifth chapter is concerned
with the noncommutative generalizations of Cohen and Kaplansky Theorems by the
Oka families and the point annihilator sets. In the last chapter, noncommutative ge-
neralizations of Cohen and Kaplansky Theorems obtained by different approaches are
investigated. Among the generalizations discussed by Koh, Chandran and Michler, the

noncommutative generalization of S-Noether ring structure is also examined.

Keywords: Prime ideals, one-sided prime ideals, completely prime ideals, Noetherian

ring, S-Noetherian ring, principal ideal ring, Oka family, point annihilator set.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINI

R R birimli ve birlesmeli halka

Mg M birimsel sag R—modiil

DM, M; modiillerinin dik toplami

IIM; M; modiillerinin dik ¢arpimi

ann,.(m) m € M’nin sifirlayicisi

r.anng(x) x € R'nin sag sifirlayicisi

l.anng(x) x € R’nin sol sifirlayicisi

I <R I R’nin ideali

A<M A M’nin alt modiili

AL . M A M’nin genig alt modiilii

A<, M A M’nin yogun alt modiilii

E(M) M modiiliiniin injektif zarfi

Rad(M) M modiiliiniin Jacobson Radikali

J(R) R halkasinin Jacobson Radikali

Z(RR) = Z, R halkasinin sag tekil ideali

Z(rR) =2 R halkasimin sol tekil ideali

C(0) R halkasinin diizenli elemanlarimin kiimesi
U(R) R halkasinin birimsel elemanlarinin kiimesi
Satg(I) I idealinin S-doymuslugu

Soc(M) N | N <, M} =&{L | L Mnin basit alt modiilii}
Z (M) M modiiliintin tekil alt modiili

Hompg(M, N) M’den N’ye R—modil homomorfizmalarinin kiimesi
Endg(M) = Ey M’nin R-modiil endomorfizmalariin kiimesi
Cek(f) f homomorfizmasimin g¢ekirdegi

Gor(f) f homomorfizmasimin goriintii kiimesi

Z Tamsayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

Zn, Z/nZ devirli grubu

Lo Priifer p—grup



1 GIRiS
Degismeli halka teorisinden iyi bilindigi gibi asal idealler, halka yapisini belirlemede

kullanilan en temel aracglardir. Bu tez ¢alismasinda, bazi yapi teoremlerinden Cohen ve

Kaplansky’e ait olanlar ele alinacaktir.

Cohen Teoremi: [1] Degigmeli bir R halkasinin Noether olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

R’nin her asal idealinin sonlu tiretilmis olmasidir.

Kaplansky Teoremi: [2] Degismeli bir Noether R halkasiin temel ideal halkasi olmasi

icin gerek ve yeter kosul R'nin her maksimal idealinin temel ideal olmasidir.

Bu galigmalarin ardindan elde ettigi sonuglarla Cohen’in elde ettigi sonuclar1 bir araya

getiren Kaplansky, agagidaki sonuca ulagmistir:

Kaplansky-Cohen Teoremi: [2] Degismeli bir R halkasinin temel ideal halkasi olmasi

i¢in gerek ve yeter kogul her maksimal idealin temel ideal olmasidir.

Degismeli halkalarda maksimal bir ideal olma bir asal ideal olmay1 gerektirdiginden,
Cohen Teoremi'nde oldugu gibi Kaplansky Teoremi de halkanin yapisini belirlemek i¢in
asal ideallerin kontroliiniin yeterli oldugunu belirtir. Degismeli olmayan halkalarda iki
yonlii asal idealler ¢aligilmig olmasina ragmen, Cohen ve Kaplansky Teoremleri’'nin ifade
ettigi anlamda degismeli halkalarin yapisini kontrol edememislerdir. Buradaki sorun,
karmasik bir yapiya sahip pek cok halkanin az sayida iki yonlii ideale sahip olmasidir.
Etkileyici orneklerden biri basit halkalardir. Basit halkalarin bir tek asal ideali olmasina

ragmen ¢ogunlukla tek yonlii ideallerinin ilging yapilar: vardir.

2012’de Anderson ve Dumitrescu degigmeli S-Noether halka kavramini tanimlamiglardir
(bkz. [3]). Bu tanima gore, R bir halka, S C R bir garpimsal kapal kiime olmak iizere,
bir I < R igin sI C J C I olacak bigimde sonlu iiretilmis (sirasiyla, temel) bir J < R
ideali ve bir s € S varsa, I idealine S-sonlu (sirasiyla, S-temel) denir. R'nin her
ideali S-sonlu (sirasiyla, S-temel) ise, R’ye S-Noether (siraswyla, S -TIH) halka denir.
Anderson ve Dumitrescu, Cohen Teoremi’'ni bu tanima uyarlayarak R halkasinin bir
S-Noether halka olmasi igin gerek ve yeter kosulun halkadaki her asal idealin S-sonlu
olmasi oldugu sonucuna varmiglardir. Dolayisiyla, bu ¢alismaya gore, asal idealler S-

Noether halkalarin yapisini kontrol etmek icin yeterlidir.

Degismeli halkalardaki asal ideal prensibi, eger F bir Oka ailesi ise, bu ailenin tiimle-
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yeni olan F ailesinin maksimal elemanlarmim, R degismeli halkasinin asal idealleri
oldugunu soyler. Dolayisiyla degismeli cebirde “maksimal idealin asal olmasini ge-
rektiren” pek cok sonug asal ideal prensibi kullanilarak dogrudan elde edilir. 2010’da
Reyes, degismeli halkalardaki asal ideallerin tek yonli bir genellemesi olarak “tama-
men asal sag ideal”leri ve bu ideallerin bir alt kiimesi olan “comonoform sag idealler”i
tanimlamigtir (bkz. [4]). R bir halka ve P, R'nin bir 6z sag ideali olmak iizere, ab € P
iken a € P veya b € P kosulu saglaniyorsa, P’ye tamamen asal sag ideal denir. Bu-
nun yani sira Reyes, degismeli halkalarda kullanilan ideallerin Oka ailesi kavramini

degismeli olmayan halkalara tasiyarak, sag ideallerin Oka ailesini tanimlamigtir.

R degismeli olmayan bir halka olmak tizere, sag ideallerden olusan bir F ailesi agagidaki
ozellikleri saglasin:

e Re F,

e [z C Rsag ideali ve a € R elemani icin [ +aR € Fvea 'l ={re R|ar €
I} € F iken I € F'dir.

Bu durumda, F ailesine bir sag Oka ailesi denir.

F, bir R halkasinin sag ideallerinin bir Oka ailesi olsun. O halde, her I € Max(F )
tamamen asal sag idealdir. Boylece, Reyes degismeli halkada verilen Asal Ideal Pren-

sibi'ni degismeli olmayan halkalarda tamamen asal sag ideallere tagimistir.

Verilen tanimlarin denklikleri ve sagladigi 6zellikler, 6érnekler ve uygulamalar: ile Re-
yes’in ayni ¢aligmasinda belirtilmig ve derlenerek bu tez caligmasinin dordiincii boli-

miinde yer almigtir.

2012’de Reyes, Oka aileleri yardimiyla Cohen ve Kaplansky Teoremleri'nin degismeli
olmayan halkalardaki genellemelerini elde etmistir (bkz. [5]). Degismeli olmayan hal-
kalarda sag ideallerin belirli 6zelliklerini test etmek i¢in “nokta sifirlayici kiime” kav-
ramini tanimlamis ve bu kavram yardimiyla elde ettigi genellemeler ve uygulamalar

tezin besinci boliimiinde ayrintili olarak incelenmigtir.

Bir R halkasinda C sag R-modiillerin bir sinifi ve S sag ideallerin bir sinifi olsun.
Sifirdan farkli her M € C modiiliiniin & kiimesi i¢inde bir nokta sifirlayici sag ide-
ali varsa, S kiimesine C i¢in bir nokta sifirlayict kiime denir. Tim sag R-modiillerin
nokta sifirlayict kiimesine R halkasinin (sag) nokta sifirlayicy kiimesi denir. Ttim No-

ether sag R-modiillerin nokta sifirlayic1 kiimesine R halkasimin (sag) Noether nokta



sifirlayicy kumesi denir. Tamimlanan bu kavramlar ve kavramlarin sagladigi ozellikler
dogrultusunda Cohen Teoremi, Kaplansky-Cohen Teoremi ve Kaplansky Teoremi'nin
degismeli olmayan genellemeleri su sekilde verilmigtir:

Degismeli Olmayan Cohen Teoremi: Bir R halkasi i¢in S kiimesi bir sag Noether nokta

sifirlayici kiime olsun. R’nin bir sag Noether halka olmasi icin gerek ve yeter kosul S
icindeki her sag idealin sonlu iiretilmis olmasidir.

Degismeli Olmayan Kaplansky-Cohen Teoremi: S, bir R halkasinin benzerlik altinda

kapali olan bir sag Noether nokta sifirlayici kiimesi olsun. R’nin bir temel sag ideal
halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul S icindeki her sag idealin temel olmasidir.

Degismeli Olmayan Kaplansky Teoremi: Noether bir R halkasinin bir temel sag ideal

halkas1 olmasi icin gerek ve yeter kogul halkadaki tiim maksimal sag ideallerin temel

sag ideal olmasidir.

Altinc1 bolimde, Cohen ve Kaplansky Teoremleri'nin literatiirde yer alan degismeli
olmayan halkalardaki diger genellemeleri tizerinde durulmustur. Ayrica, bu genelleme-
lerin, Reyes’in elde ettigi versiyonlarla nasil iligkilendirilebilecegi tartigilmigtir. Bunun
yani sira li¢iincii boliimde verilen S-Noether halkalarin degigmeli olmayan genellemeleri
incelenmigtir.

1971 yilinda, tek yonlii asal ideal tanimini su sekilde vermistir: R bir halka, I

C
ve Ar,Br C R sag idealler olsun. Al C [ ve AB C I iken A C I veya B C

R
1
kosulunu saglayan I sag idealine Koh-asal sag ideali denir (bkz. [6]). Bu tanimla Koh,
yukaridaki iki teoremi de genellemeyi bagarmigtir. Ancak, Chandran da 1978 yilinda
Cohen ve Kaplansky teoremleri igin bir genelleme vermis (bkz. [7]), ancak Koh'un
sonucunun Chandran’in sonucunu gerektirdigi gozlenmigtir. Diger taraftan 1972 yilinda
Michler, “bir R halkasi, I C R sag ideali ve a,b € R ic¢in, aRb C [ iken a € [
veya b € I kogulunu saglayan [r sag idealine Michler-asal sag ideal denir” tanimini
vermigtir (bkz. [8]). Michler de bu tanimi kullanarak Cohen Teoremi’'ni genellemistir.
Michler’'in tanimladig1 asal sag ideallerin kiimesi, Koh'un asal sag idealler kiimesinin
bir alt kiimesi oldugundan, Cohen Teoremi’'nin Michler versiyonu Kohun versiyonunun

bir genellemesidir.

1994 senesinde Smith, tam sinirli halkalar tizerinde Cohen Teoremi’'nin bir bagka versi-
yonunu ispatlamigtir. R bir asal halka olmak iizere, R'nin her genig sag ideali sifirdan

farkli bir ideal igerirse R’ye sag swnurly halka denir. R halkasinin her asal faktorii bir

3



sag siirl halkaysa, R’ye sag tam simirl halka denir. Smith’in elde ettigi sonuca gore,
sag tam siirh bir R halkasinin sag Noether olmasi igin gerek ve yeter kogul her asal
idealin sag ideal olarak sonlu iiretilmis olmasidir (bkz. [9]).

2017°de Bilgin, Reyes ve Tekir, ti¢lincii boliimde degismeli S-Noether halkalar igin ve-
rilen Cohen Teorem’nin degigsmeli olmayan S-Noether halkalar iizerindeki versiyonunu,
Reyes’in teknikleri kullanilarak elde etmislerdir (bkz. [10]). R bir halka, S C R bir
carpimsal kapali kiime ve Ir C R bir sag ideal olmak iizere, Is C J C [ olacak bigimde
bir s € S ve sonlu iiretilmis bir Jr C R sag ideali varsa, Ir’ye bir S-sonlu sag ideal
denir. R'nin her sag ideali S-sonlu ise, R’ye bir sag S-Noether halka denir. Elde edilen
sonuca gore, i degismeli olmayan bir halka ve S C R bir carpimsal kapali kiime olmak
lizere, R'nin bir sag S-Noether halka olmasi igin gerek ve yeter kogul her tamamen asal

sag idealinin S-sonlu olmasidir.

Gortildiigii gibi tek yonlii asal ideal tizerinde yapilan galigmalar yeni degildir. Bu
caligmalarin ortak noktasi ise, tek yonli asal ideal tanmimlarinin, degismeli halkalar-
daki asal ideal taniminin basitce deformasyonu seklinde ele alinmasidir. Bu nedenle, bu
yapilarin kullanilmasi degigmeli teorideki kadar etkin olamamigtir. Ancak 2010 yilindaki
[4] caligmasinda Reyes degismeli halka teorisinden gelen sonuglarin sistematik bir ana-
lizini yaparak, tek yonli asal ideallere daha farkli bir yaklagim sunmugtur. Cohen ve
Kaplansky, teoremlerin ispatini celigki elde etme yontemiyle yapmiglardir. Ulagmak is-
tedikleri sonucun aksini varsayarak, belli bir ozelligi saglamayan elemanlarin bogtan
farkli bir kiimesini olugturmuslar ve Zorn Onteoremi ile bu kiimenin maksimal ele-
manini elde etmislerdir. “Maksimal asali gerektirir” kuralindan yola c¢ikarak celigki elde
etmisgler ve boylece istedikleri sonuclara ulagmisglardir. Reyes ¢aligmalarinda, sozi edilen

teknigi Oka aileleri yardimiyla degismeli olmayan halkalara tagimigtir.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tez boyunca R ile degismeli olmasi gerekmeyen birlesmeli ve birimli bir halka temsil
edilecektir. Modiiller, aksi belirtilmedikcge, birimsel sag R-modiiller olacaktir. Tamlik

bolgesi ile degismeli olmasi gerekmeyen sifir-bolensiz bir halka kastedilecektir.

2.1 Temel Halka ve Modiul Terimleri

Tanmim 2.1.1 [11] R bir halka, M bir R-modil ve N, M’nin bir alt modiilii olsun.
M'nin sifirdan farkli her X alt modiilii ile N'nin arakesiti sifirdan farkli ise, N'ye
M’nin bir genis (essential) alt modilii denir ve N <., M ile gosterilir. M ise N 'nin

genis geniglemesi (essential extension) olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.2 [11] Bir R halkasi i¢in I sag ideali R'nin bir genis alt modiili ise, I’ye

genis sag ideal denir.

Tanim 2.1.3 [11] R bir halka, M bir R-modil ve N, M’nin bir alt modiilii olsun.
M’nin herhangi bir N' alt modiilii, N N N’ = 0 6zelligine gore maksimal ise, N’ alt

modiiliine N ’nin M ’deki tamlayans (complement) denir.
Zorn Onteoremi’'nden her N < M alt modiiliiniin M’de bir tamlayan1 vardir.
Onerme 2.1.4 [11] N < M olsun. N, N 'nin M ’deki tamlayan ise N ®N' <. M "dir.

Tanim 2.1.5 [11] M bir sag R-modiil olsun. m € M igin {r € R | mr = 0} kiimesine

m’nin sag sifirlayicisy (right annihilator) denir ve r.anng(m) ile gosterilir.

Tanim 2.1.6 [11] M bir sol R-modiil olsun. m € M i¢in {r € R | rm = 0} kiimesine

m’nin sol sifirlayicisy (left annihilator) denir ve l.anng(m) ile gosterilir.

Tamim 2.1.7 [11] Bir R halkasinin sag (swraswyla, sol) sifirlayict ideali R'nin bir alt

kiimesinin sag (sirasiyla, sol) sifirlayicisina egit olan bir sag (sirasiyla, sol) idealdir.

Tanim 2.1.8 [11] M bir sag R—modil olsun. Eger m € M i¢in ann,.(m) <. Rp ise
m’ye tekil (singular) eleman denir. M nin tekil elemanlarimin kiimesi Z(M) ile gésterilir

ve M’nin tekil alt modili (singular submodule) olarak adlandiriler.



Tanim 2.1.9 [11] Mg sag modiilii ve Z(M) tekil alt modiilii i¢in M = Z(M) oluyorsa
Mpr modiiliine tekil modil (singular module) denir. Z(M) = 0 kogulu saglaniyorsa Mg

modiiliine tekilsiz (non-singular module) denir.

Uyar1 2.1.10 [11] R'nin sag tekil ideali Z(Rp) ile sol tekil ideali Z(rR) genel olarak
birbirine esit degildir. (Ornek icin, bkz. [12, Exercise 1, p. 36])

Onerme 2.1.11 [11] R halkas: tizerindeki bir M sa§ R-modiilii icin,

Z(M)={m e M | mI =0 olacak bi¢imde I <. Rr vardur}

Tanim 2.1.12 [13] R bir halka olmak iizere e* = e kogulunu saglayan e € R elemanina
eskare (idempotent) eleman denir.

Bir halkada 0 ve 1 elemanlar1 her zaman egkaredir.

Tanim 2.1.13 [13] M # 0 bir modiil olsun. M modiliiniin 0 ve M’den farkli dik

toplanam yok ise M’ye ayristirilamaz modiil (indecomposable module) denir.

Tanim 2.1.14 [13] I, bir R halkasinin bir sag ideali olmak tizere her x € [ i¢in 2" =0
olacak sekilde bir n € N bulunabiliyorsa, I'ya nil sag ideal denir. Eger I" = 0 olacak
sekilde bir n € N bulunabiliyorsa I’ya bir dstel sifur (nilpotent) sag ideal denir.

Tanim 2.1.15 [13] Bir 0 # M modiiliiniin asikar olmayan hicbir alt modiilii yoksa
M’ye basit modiil (simple module) denir.

Onteorem 2.1.16 [14] (Schur Onteoremi) Her basit modiiliin endomorfizma halkas

bir bolimli halkadar.

Tanim 2.1.17 [14] M nin tiim basit alt modiillerinin toplami, ayn1 zamanda tiim genis

alt modiillerinin arakesitidir ve Soc(M) ile gosterilir.

Tamim 2.1.18 [13] Bir M sag R-modiliiniin Jacobson radikali, M’nin tiim maksi-
mal alt modiillerinin arakesitidir ve Rad(M) ile gosterilir. Bir R halkasi i¢in Jacobson

radikali J(R) veya J ile gosterilir. Rad(gR) = J(R) = Rad(Rg) dir.

Tanim 2.1.19 [14] {7, }aea, bir M modiiliiniin basit alt modiillerinin bir ailesi olsun.

Eger M = 1T, yazlabiliyorsa ya da buna denk olarak Soc(M) = M ise, M’ye
acA
yaribasit modil (semisimple module) denir.



Teorem 2.1.20 [14] Bir R halkasi i¢in asagqidaki ifadeler denktir:
(1) Tim sag R-modiller yaribasittir.
(2) Tiim sol R-modiiller yaribasittir.
(3) Rg yarbasittir.
(4)

4) rR yarbasittir.

Tanim 2.1.21 [14] Onerme 2.1.20’deki denk kosullardan birini saglayan bir R hal-

kasia yaribasit (semisimple) halka denir.

Tanmim 2.1.22 [14] Bir R halkasindaki tiim asal ideallerin ara kesiti olan ideale yarasal

(semiprime) ideal denir.

Tamim 2.1.23 [14] 0 idealinin yariasal oldugu R halkasina yariasal (semiprime) halka

denir.

Tanim 2.1.24 [15] Bir R halkasi i¢in R/J(R) bir sol Artin halkaysa veya denk olarak,
R/J(R) bir yaribasit halkaysa, R’ye bir yarwyerel (semilocal) halka denir.

Onerme 2.1.25 [15] Bir R halkasinan sonlu sayida maksimal sol ideali varsa, R bir

yarwyerel halkadar.

Tanim 2.1.26 [13] I, bir R halkasinin bir tek yonlii ideali olsun. a € R igin a®* —a € T
iken e —a € I olacak sekilde e? = e € R varsa eskareler I 'ya gore yiikselir (idempotents

lift modulo I) denir.

Tanim 2.1.27 [15] R bir yariyerel halka olmak iizere, R/J(R)nin egkare elemanlar
R’ye yiikseltilebilirse, R halkasina yaritam (semiperfect) halka denir.

Tanim 2.1.28 [13] I, bir R halkasinin alt kiimesi olmak tizere I’daki her bir aq, as, . . .
dizisi i¢in ay,.a,_1...as.a1 = 0 olacak gekilde bir n > 1 tamsayisi bulunabiliyorsa,
I'ya sag T—istel sifur (right T -nilpotent) denir. Eger I’daki her bir ai,as, ... dizisi
i¢in ay.as...a,_1.a, = 0 olacak gekilde bir n > 1 tamsayis1 bulunabiliyorsa, I'ya sol
T—istel sifer denir. Bu tanimdan, her tistel sifir idealin sag ve sol T—iistel sifir oldugu

aciktir. Ayrica, her sag veya sol T—listel sifir idealin bir nil ideal oldugu aciktar.

Tanim 2.1.29 [15] Bir R halkas: i¢in R/J(R) yaribasit ve J(R) sag (swrasiyla, sol)
T-ustelsifir ise, R'ye sag (siraswyla, sol) tam halka denir. R bir sol ve sag tam halka ise,

R’ye tam halka denir.



Teorem 2.1.30 [15] Bir R halkasi i¢in asagqidaki ifadeler denktir:

(1) R’nin bir tek maksimal sol ideali vardur.

(2) R’nin bir tek maksimal sag ideali vardor.

(3) R/J(R) bir bélimli halkadur.

(4) R\U(R), R’nin bir idealidir.

(5) Herhangi bir n € N i¢in a; + ...+ a, € U(R) iken a; € U(R) olacak bi¢imde
1=1,...,n vardr.

(6) a+beU(R) ise, a € U(R) veya b € U(R) dir.

Tanim 2.1.31 [15] Teorem 2.1.30’daki denk kogullardan birini saglayan R halkasia
bir yerel (local) halka denir.

Teorem 2.1.32 [15] Bir R halkasi i¢in asaqidaki ifadeler denktir:
(1) Her a € R i¢in axa = a olacak bi¢imde bir x € R elemany vardr.
(2) Her temel sol (sag) ideal bir eskare eleman tarafindan tretilmaigtir.
(3) Her temel sol (sag) ideal R R’nin (Rg’nin) bir dik toplananidur.
(4) Her sonlu tretilmis sol (sag) ideal bir eskare eleman tarafindan dretilmistir.
(5)

5) Her sonlu tretilmis sol (sag) ideal g R nin (Rg 'nin) bir dik toplananidar.

Tanim 2.1.33 [15] Teorem 2.1.32’deki denk kosullardan birini saglayan bir R hal-

kasina von Neumann duzenli halka denir.

Tanim 2.1.34 [13] M ve U, R-modiiller olsun. Eger her f : K — U monomorfizmasi
ve her v : K — M homomorfizmas: i¢in hf = v olacak gekilde bir h : U — M
homomorfizmasi varsa M’ye U—injektif (U—injective) denir. Eger M her U modiilii i¢in

U—injektif ise M’ye injektif modiil (injective module) denir.

Onteorem 2.1.35 [13] (Baer Kriteri) M sag R-modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) M bir injektif modildir.
(2) M bir R-injektif modiildiir.
(3) Her sag ideal I < Rg ve her R—homomorfizma h : [ — M i¢in h(a) = za

(a € I) olacak sekilde x € M vardar.

Tamim 2.1.36 [13] M ve U, R—modiiller olsun. Eger her f : M — N homomorfizmasi

ve her 7 : U — N epimorfizmasi i¢in vh = f olacak sekilde h : M — U homomorfizmasi
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varsa M’ye U-projektif (U-projective) denir. Eger M her U modiilii igin U—projektif
ise M’ye projektif (projective) denir.

Tamim 2.1.37 [13] M bir sag R-modill, (z4)acsr € M ve (fo)acr € Hompg(M,R) olsun.
Eger her x € M icin
(1) hemen hemen her « € [ igin f,(z) =0,

(2) 2= 2 falw)za
aec
kogullar saglaniyorsa ((4)aer, (fo)aer) Giftine M'nin dual tabani (dual basis) denir.

Onteorem 2.1.38 [13] (Dual Taban ()nteoremi) M 'nin bir projektif sag R-modil ol-

mast i¢cin gerek ve yeter kosul M 'nin dual tabana sahip olmasidar.

Onteorem 2.1.39 [15] (Schanuel Onteoremi) R bir halka ve M bir R-modiil olsun. P,
ve Py projektif modiiller olmak tizere 0 — K — P, — M — 0 ve

0—=L— P,— M — 0 tam dizileri alinsin. O zaman, K ® P, = L ® P, dir.

Onteorem 2.1.40 [15] (Nakayama Onteoremi) R bir halka ve Iz C R bir saj ideal
olsun. O zaman, asagidaks ifadeler denktir:
(1) I <€ J(R)
(2) Mg sonlu iretilmis bir sag R-modiil olmak tizere, IM = M ise M =0 dur.
)

(3
N+IM =M ise N =M dir.

M/N sonlu iiretilmis olacak bi¢imde segilen bir Ng C Mg sag alt modiilii i¢in,

2.2 Degismeli Halkalarda Asal Idealler

Bu alt boliim boyunca R bir degismeli halkay1 temsil edecektir.

Tanim 2.2.1 [16] /, R halkasinin bir ideali olsun. Her a,b € R igin ab € I iken a € [

veya b € I kosulu saglaniyorsa, I’'ya bir asal ideal denir.

Onerme 2.2.2 [16] R/I’mun bir tamlik bolgesi olmasu icin gerek ve yeter kosul I 'nin

asal ideal olmasidar.

Tanim 2.2.3 [16] S C R alt kiimesi verilsin. Her a,b € S i¢in ab € S ve 1 € S

oluyorsa, S’ye carpimsal kapalr kime denir.



Onerme 2.2.4 [16, Theorem 1] S, R halkasinda ¢arpimsal kapaly bir kime olsun. I,

S ile ayrik olma ozelligine gore maksimal olan bir ideal ise, I asaldur.

J, carpimsal kapali bir S kiimesi ile ayrik olan bir ideal olsun. Zorn Onteoremi
ile J ideali, S ile ayrik olma ozelligine gore maksimal olan I idealine genigletilebilir.

Dolayisiyla, elimizde bir asal ideal insa edebilecegimiz bir metot vardir.

Tanim 2.2.5 [16] S C R garpimsal kapali bir kiime olsun. Her a,b € R igin ab € S

iken a € S ve b € S kosulu saglaniyorsa S kiimesine doymus (saturated) kiime denir.

Onerme 2.2.6 [16, Theorem 2] Bir S C R kiimesi i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) S bir doymus carpimsal kapale kiimedir.

(2) S’nin timleyeni, R’nin asal ideallerinin kiime-teorik birlesimidir.

Ornek 2.2.7 [16, p. 3] S, bir R halkasindaki sifir-bolen olmayan tiim elemanlarin bir
kiimesi olsun. Bu durumda, S bir doymus carpimsal kapali kiimedir. Dolayisiyla, R

halkasindaki sifir-bolen elemanlar, asal ideallerin birlegimidir.

Siradaki iki teoremle carpimsal kapali bir kiime kullanmadan asal ideal elde etmenin

iki yolu verilecektir.

Onerme 2.2.8 [16, Theorem 6] R bir halka ve A bir R-modiil olsun. I, A’nin sifirdan
farkly elemanlarnin tim sifirlayicilary arasinda maksimal olan bir ideal olsun. O halde,

I bir asal idealdir.

Onerme 2.2.9 [16, Theorem 7| Sonlu dretilmis olmayan bir I ideali, R i¢indeki sonlu

tretilmis olmayan tim ideallerin arasinda maksimal olsun. O halde, I bir asal idealdir.

2.3 Sonluluk Kosullari

Tanimlar 2.3.1 [15, p. 20] Bir M modiiliiniin alt modiillerinin her bogtan farkh
kiimesi bir maksimal (sirasiyla, minimal) elemana sahipse M modiiliine Noether (sirasiyla,
Artin) modil denir. R bir halka olsun. Rg bir Noether (sirasiyla, Artin) modiil ise R’ye
bir sag Noether (siraswyla, sag Artin) halka denir. Sol Noether (sirasiyla, sol Artin)
halka benzer gekilde tanimlanir. Hem sag hem de sol Noether (sirasiyla, sag ve sol

Artin) olan R halkasina Noether (siraswyla, Artin) halka denir.
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Onerme 2.3.2 (14, p. 1] M bir modil ve A < M olsun. Asagqidaki ifadeler denktir:
(1) M Noether’dir.
(2) M ’nin alt modiillerinin her artan dizisi Ay C Ay C A3 C -+ igin,
AL C Ay C A3 C--- C A, = A,y olacak bigimde bir n € Z vardar.

(3) M nin her alt modili sonlu tretilmistir.

Onerme 2.3.3 [14, p. 2] Bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) R (sag) Noether’dir.
(2) R’nin (sag) ideallerinin her artan dizisi [y C I, C I3 C -+ d¢in
L CL CI3C .- C1I, =1, olacak bicimde bir n € Z* vardar.

(3) R nin her (sag) ideali sonlu dretilmistir.

Onerme 2.3.4 [15, 4.15] (Hopkins-Levitzki Teoremi) R bir saj (suraswyla, sol) Artin

halka olsun. O zaman, R bir sag (siraswyla, sol) Noether halkadur.

Tanim 2.3.5 [11, p. 57] R bir halka ve 0 - K — F — M — 0 R-modiillerin bir tam
dizisi olsun. K bir sonlu iiretilmis modiil ve F' bir sonlu iiretilmig serbest modiil ise,

Mg modiiliine sonlu gdsterimli (finitely presented) denir.

Onerme 2.3.6 [11, Onerme 4.8] R bir halka ve M, M, M" R-modiiller olsun.

modiliu de sonlu gosterimlidir.

Onerme 2.3.7 [11] R bir halka, M Noether bir sag R-modil ve f : M — M bir

orten homomorfizma olsun. O halde, f birebirdir.

Onerme 2.3.8 [11] R bir halka, N Artin bir saj R-modiil ve g : N — N bir birebir

homomorfizma olsun. O halde, g ortendir.

Tanim 2.3.9 [11] Mg bir modiil olsun. M nin alt modiillerinden olugan ve (V; =0
i€l
olan her {N; |i € I} kiimesi icin, (| N; = 0 kogulunu saglayan sonlu bir J C [ alt
jed
kiimesi varsa, Mg'ye sonlu egiiretilmis (finitely cogenerated) modil denir.

Bu tanima denk olarak, M ’nin sonlu esiiretilmis bir modil olmasi icin gerek ve

yeter kogul Soc(M) sonlu iiretilmesi ve Soc(M) <. M olmasidir.

Onerme 2.3.10 [11] Artin modiiller sonlu esiiretilmistir.
11



Sonug 2.3.11 [11] Artin modiillerin her faktori sonlu esiretilmistir.

Tanim 2.3.12 [11] Tiim birebir endomorfizmalar: otomorfizma olan modiile cohopfian

modil denir.
Ornek 2.3.13 [11] Onerme 2.3.8'den, Artin modiiller cohopfiandur.

Tamim 2.3.14 [11] Bir R halkasinda her a,b € R i¢in ab = 1 iken ba = 1 kogulu

saglaniyorsa R halkasina Dedekind-sonlu halka (Dedekind-finite ring) denir.

Onerme 2.3.15 [11] R halkasinan Dedekind-sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Ir < Rg sag ideali i¢in R=1& R iken I =0 olmasidar.

Onerme 2.3.16 [11] Bir R halkas: saj Noether ise, Dedekind-sonludur-.

Tanim 2.3.17 [14] Bir M modiilii i¢in, alt modiillerin
Ag=0< A1 <...<A,=A

zinciri her ¢ = 1,...,n igin A;/A;_; faktér modiilii basit olacak bi¢imde olugturula-
biiliyorsa, bu zincire M modiiliiniin kompozisyon serisi (composition series) denir. Bu-
rada n sayisina serinin kompozisyon uzunlugu denir. Kompozisyon serisi olan bir modiil

sonlu uzunluktadar.

Onerme 2.3.18 [14] Bir M modiiliiniin Artin ve Noether olmas i¢in gerek ve yeter

kosul modiiliin sonlu uzunlukta olmasidir.

Onerme 2.3.19 [17] R bir degismeli halka veya bir sol Noether halka ise, her sonlu

tiretilmis Artin sol R-modiil sonlu uzunlukludur.

ispat: R bir sol Noether halka ve rpM bir sonlu iiretilmig Artin modil olsun. gpM
modiili sonlu tiretilmig oldugundan Noetherdir. Hipotezde Artin oldugunun da belir-
tilmesi dolayisiyla, M sonlu uzunluklu olur.

R degismeli bir halka olsun. M = 2R + .. + z,R olup M modiilii devirli Artin alt
modiillerin bir sonlu dik toplami olarak yazilacagindan, M devirli kabul edilebilir. Bir
I C R ideali icin M = R/I formunda yazlabilir. R degismeli bir halka olarak kabul
edildiginden I bir ideal olur. gk M nin Artin olmasi ve R <— R/I birebir eglemesinden
dolay1, R/I Artin halka olur. Onerme 2.3.4 ile, R/I bir Noether halkadir. Béylece M

sonlu uzunluklu olur. O
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Ornek 2.3.20 [17, Example 4.28] Degismeli ve sol Noether olmayan bir halka tizerinde

sonsuz uzunluklu devirli bir Artin sol modiil olugturulacaktir.

Q

zQ sonlu tretilmemis oldugu i¢in, R= halkas1 sol Noether degildir.

Q Z

e= eskare elemani i¢in, Re= ideali tretilir. Bu, basit for-

00 Q 0 Q

munda almsin ve Z,), Z'nin (p) asal idealindeki lokalizasyonu olmak {izere
L)

alt modiili diigiintlsiin.

a 0 0 0 0 O 0
= (a,b € Q, ¢ € Z) oldugundan, Re’nin
b ¢ x 0 cr 0 Q

tizerindeki etkisi sifirdir. Dolayisiyla G, Q'nun alt grubu olmak itizere; nun

Q

alt modiilleri formundadir. Ote yandan, Q/Zpy = Zpo olur ve Zyo Z-modiil

G
Q

olarak sonsuz uzunluktadir. Boylece, M= / devirli R-modiilii igin,

Q Ly

, 0 0
MDOM = / =~ Q/Z modiilii de sonsuz uzunlukta olur. Yani M

Q L)

modiliiniin sonsuz uzunlukta bir alt moduli vardir.

/ O / /
M/M = Q / basit R-modiildiir. Ayrica M = Z,~ oldugundan, M

Q Q
bir Artin Z-modiildiir. Dolayisiyla, M bir Artin R-modiil olur ve istenen elde edilir.

2.4 Krull Boyut Ve Kritik Modiiller

Tanim 2.4.1 [14] Bir R halkasi iizerindeki modiiller i¢in Krull boyutu tanimlamak
amaciyla, oncelikle sonludtesi tiimevarim kullanilarak, her « ordinali i¢in R-modiille-
rin K, smiflar1 tanimlanacaktir. Baglangic olarak, K_; smifi sadece sifir modiiliinden
olugsun. Bir a > 0 ordinali diistiniilstin. Eger her # < « ordinali i¢gin Kz tanimlanmigsa

K,, M R-modiillerinin gu 6zelligi saglayan bir smifi olsun: Her (sayilabilen)
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My> M, > My > ---

alt modil zinciri igin M;/M;+, € |J Kp kosulu sonlu sayida haric 4 indisi i¢in saglansin.
Eger bir M R-modiili bir Ka’yaﬁjx?tse, bu ozelligi saglayan en kiigiik @ ordinaline M
nin Krull boyutu denir.

Ote yandan M modiilii herhangi bir K,’va ait degilse M nin Krull boyutu yoktur

denir.

Uyari1 2.4.2 [14] Krull Boyutu « olan bir M modiilii i¢in gosterim K.boy(M) = «
seklinde yapilacaktir.

Onerme 2.4.3 [14] Bir M modiilii i¢in, K.boy(M) = 0 olmasu igin gerek ve yeter kosul
M +# 0 olmast ve M nin alt modiilleri tizerinde azalan zincir kosulunu saglamasidir.

Diger bir deyisle K.Boy(M) = 0 olan bir M modili sifirdan farkl bir Artin modildir.

Onerme 2.4.4 [14] M bir modil ve bir o ordinali i¢in K.Boy(M) < a olsun. M 'nin
N alt modiilii igin K.Boy(N) < a ve K.Boy(M/N) < «’dar.

Onerme 2.4.5 [14] M bir modiil ve N, M 'nin bir alt modiilii olsun. O zaman,
K.Boy(M) 'nin taniml olmasu i¢in gerek ve yeter kosul K.Boy(N) ve K.Boy(M/N) nin

tanimly olmasidir. Bu durumda,
K.Boy(M) = max{K.Boy(N), K.Boy(M/N)}

olur.

Tanmim 2.4.6 [14] Bir R halkasinin tiim asal ideallerinin arakesitine asal radikal (prime

radical) denir.

Tanim 2.4.7 [14] P bir R halkasinin bir asal ideali olsun. P’nin 6z olarak igerdigi

herhangi bir asal ideal yoksa, P’ye minimal asal ideal (minimal prime ideal) denir.

Tamim 2.4.8 [14] Bir R halkasi i¢in Rp sag modiiliintin (varsa) Krull boyutuna R nin
sag Krull boyutu denir ve r.K.Boy(R) ile gosterilir.
Benzer gekilde, sol Krull da tanimlamr ve [.K.Boy(R) ile gosterilir.
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Onerme 2.4.9 [18, Corollary 3.8] R sag Krull boyutu olan bir halka ve N, bu halkanin

asal radikali olsun. Bu durumda,

r.K.Boy(R) = sup{r.K.Boy(R/P) | P € Spec(R)}
= sup{r.K.Boy(R/P;) |i=1,..m;m e Z"}

= r.K.Boy(R/N)

olur.

Tanim 2.4.10 [18] x € R olsun. Her » € R icin 2r = 0 iken r = 0 oluyorsa, z’e
sag diizenli (right reqular) eleman denir. Denk olarak r.anng(z) = 0 kogulunu saglayan
x elemam sag diizenlidir. Benzer sekilde sol dizenli (left regular) eleman tanimi da
verilebilir.

Sag ve sol diizenli olan elemana diizenli (reqular) eleman denir.

Onerme 2.4.11 [18] R halkasmm diizenli elemanlarmm kiimesi C(0) carpimsal ka-

palidir.

Onteorem 2.4.12 [5, Lemma 7.2] R halkas: asaqidaki ézellikleri saglayan bir halka
olsun.

(1) Dizenli (swraswyla, sol diizenli) elemanlarin ¢arpimsal kapaly kiimesi doymus
olsun.

(2) s € R elemanymin bir (siraswyla, sol) dizenli eleman oldugu Rs formundaki sol
1dealler tzerinde artan zincir kosulu saglansin.

(3) Halkadaki her maksimal sag ideal temel olsun.

O halde, b € R bir (siraswyla, sol) diizenli eleman ise, R/DR sonlu uzunluktadur.

Onerme 2.4.13 [18, Lemma 6.3.9] R sag Krull boyutu olan bir halka ve ¢ € C(0)

olsun. Bu durumda;
K.Boy(R/cR) < r.K.Boy(R)

olur.

Onerme 2.4.14 [18, Proposition 6.3.10] R sag Krull boyutu olan yarasal bir halka

olsun. Bu durumda,

15



r.K.Boy(R) = sup{ K.Boy(R/E) + 1| E <. Rgr}

olur.
Onerme 2.4.15 [14, Lemma 15.3] M bir Noether modiil ise, K.Boy(M) tanimbidar.

Tanim 2.4.16 [14] a > 0 bir ordinal ve M bir modiil olsun. M nin sifirdan farkl her
N alt modiili i¢in K.Boy(M/N) < « iken K.Boy(M) = « kogulu saglaniyorsa, M
modiliine a-kritik (critical) modil denir. o« > 0 ordinali ve M modiilii i¢in M a-kritik

bir modiil ise, M’ye kritik modil denir.

0-kritik modiiller basit modiillerdir. Krull boyutu olan bir M modiiliiniin 1-kritik
olmasi icin gerek ve yeter kosul M nin tim 0z faktorleri Artin iken M ’nin Artin olma-

masidir. Ornegin, Z kendi iizerinde 1-kritik modiildiir ( [14, p. 259]).

Tanim 2.4.17 [19, p.9] Ir bir R halkasinin sag ideali olsun. R/I modiilii a-kritik

modiil ise I sag idealine a-egkritik (cocritical) sag ideal denir.

Tanim 2.4.18 [19, p.9] Bir « ordinali ve Iy sag ideali i¢in I a-egkritik ise, Ir’ye

eskritik sag ideal denir.

Onerme 2.4.19 [14, Exercise 15H] M bir a-kritik modil olsun. N, M 'nin sifirdan

farkl, bir alt modili ise N modili de c-kritiktir.

Onerme 2.4.20 [14, Lemma 15.8] M Krull boyutu olan sifirdan farkl bir modiil olsun.
O halde, M 'nin kritik alt modili vardwr. Ancak, M kendisiyle ayni Krull boyuta sahip

bir alt modile sahip olmak zorunda degildir.

2.5 Ore Kimeler, Klasik Kesirler Halkas1 ve Goldie Teoremi

Tanim 2.5.1 [14] X, bir R halkas1 i¢inde ¢arpimsal kapal bir kiime olsun. Her x € X

ve r € R icin ry = xs olacak bicimde bir y € X ve s € R bulunuyorsa, X kiimesi sag

Ore kosulunu saglar denir. Sag Ore kogulunu saglayan kiimelere sag Ore kime denir.
Benzer gekilde sol Ore kiime tanimi da yapilir. Bir Ore kiimesi hem sag hem sol Ore

olan ¢arpimsal kapali bir kiimedir.

Uyar: 2.5.2 [14] Degigmeli halkalarda her garpimsal kiime Ore kiimedir.
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Tanim 2.5.3 [14] R bir tamhk boélgesi olsun. R icindeki sifirdan farklh elemanlar bir

sag Ore kiime olusturursa R’ye sag Ore bélgesi denir.

Tanim 2.5.4 [14, p. 126] R bir halka ve A bir sag R-modiil olmak iizere,
t(A) ={a € A| x € R diizenli eleman: i¢in ax = 0}
alt modiliine R'nin burulmaly (torsion) alt modili denir.

Tanim 2.5.5 [14, p. 126] ¢(A) = A kosulunu saglayan Ag modiiliine burulmals (tor-

sion) modil denir.

Tanim 2.5.6 [14, p. 126] t(A) = 0 kosulunu saglayan Ap modiiliine burulmasuz (torsion-

free) modiil denir.

Tanim 2.5.7 [18] R bir halka ve X C R diizenli elemanlarin bir ¢arpimsal kapal
kiimesi olsun. S O R halkas: agsagidaki 6zellikleri saglasin:

(1) X’in her eleman1 S i¢inde tersinirdir.

(2) S’nin her elemani, bazi1 a € R ve r € X i¢in az™! formunda yazihr.

S halkasma R i¢in X ’e baglh sag klasik kesirler halkas: denir. Bu durumda R, S
icinde bir sag diizen halkadir (right order ring) denir.

Benzer sekilde sol klasik kesirler halkas: da tanimlanir.

Tanim 2.5.8 [18, 2.2.5] M # 0 ve M’nin sifirdan farkli her alt modiilii genis ise, M’ye

diizgin modil (uniform module) denir.

Tanim 2.5.9 [18, 2.2.6] Bir M modiilii sifirdan farkli alt modiillerin sonsuz dik top-

lamini icermiyorsa, M modilinin sonlu dizgun boyutu vardyr denir.

Onerme 2.5.10 [18, 2.2.6] M modilinin sonlu dizgin boyutu olsun. N, M 'nin bir

alt modulu ise, N 'nin de sonlu dizgun boyutu vardar.

Onteorem 2.5.11 [18, Lemma 2.2.7] Sifirdan farkle M modilinin sonlu diizgin bo-

yutu varsa, M bir dizgun alt modul icerir.

Onteorem 2.5.12 [18, Lemma 2.2.8] M sonlu diizgiin boyutu olan bir modilse, M
genis bir alt modul icerir ve bu genis alt modul duzgin alt modillerin sonlu dik top-

lamadar.
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Teorem 2.5.13 [18, Theorem 2.2.9] M sonlu dizgiin boyutu olan bir modil olsun.
éUi alt modili M 'nin dizgun alt modillerinin M i¢inde genis olan sonlu bir dik
ztzo;olamz olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanar:

(1) M ’nin ssfirdan farkl olt modiillerinin her dik toplama en fazla n tane dik topla-
nan igerir.

(2) M 'nin dizgin alt modiillerinin dik toplaminan M i¢inde genis olmasu i¢in gerek

ve yeter kosul dik toplamin tam olarak n tane dik toplanan icermesidir.

Tanim 2.5.14 [18, 2.2.10] Teorem 2.5.13’te gegen negatif olmayan n sayisina dizgin
boyut (uniform dimension) veya Goldie boyut (Goldie dimension) adi verilir ve bir
M modiiliintin diizgiin boyutu u.Boy(M) ile gosterilir. M sonlu diizgiin boyuta sahip
degilse, u.Boy(M) = oo olarak yazlir.

Onerme 2.5.15 [20, 6.2] Krull boyutu olan bir modilin sonlu dizgin boyutu varder.

Tanim 2.5.16 [18, 2.3.1] Bir R halkas1 agagidaki kogullar1 saglasin:
(1) Rp sonlu diizgiin boyuta sahiptir.
(2) R sag sifirlayicilar {izerinde artan zincir kogulunu saglar.
O halde, R halkasina sag Goldie halkas: denir.

Sol Goldie halkasi da benzer sekilde tanimlanir.

Onerme 2.5.17 [18, Proposition 2.3.1] Q, R’nin sag klasik kesirler halkasi olsun.
(1) @ bir sag Goldie halkaysa, R de bir sag Goldie halkadur.

(2) @ bir yarbasit Artin halkaysa, R bir yarasal sag Goldie halkadar.
(3) @ bir basit Artin halkaysa, R bir asal sag Goldie halkadur.

Teorem 2.5.18 [18, Theorem 2.3.6] (Goldie Teoremi) Bir R halkast i¢in asagidaki
ifadeler denktir:

(1) R bir yarasal sag Goldie halkasidar.

(2) R yarasaldir, Z, =0 ve sag u.Boy(Rgr) < oo dur.

(3) Q, R’nin yaribasit Artin sag kesirler halkasidar.

Dahasi, R’nin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul Q) 'nun bir basit halka olmasidar.

Onerme 2.5.19 [18, Proposition 6.3.5] Sag Krull boyutu olan yariasal R halkast sag
Goldie halkadr.
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Onerme 2.5.20 [11, 11.13] R, bir yarasal sag Goldie halka olsun. Bu durumda,
(1) R’nin diizenli elemanlarinin kimesi doymustur.

(2) R halkasinin genis sag idealleri dizenli bir eleman iceren sag ideallerdir.

Onerme 2.5.21 [21, Theorem C] Bir sol Noether temel sag ideal halkasi asal halkalarla

ile Artin halkalarin bir dik toplama seklinde yazilar.

Onerme 2.5.22 [22, Theorem 1] Iy C R sag ideali igin
C(I)={ce R|c+I,R/I halkasimn bir dizenli elemana}

kiimesi tanimlansin. Asal radikali N olan Noether bir R halkasinn, bir Artin halka
ile bir yarasal halkanin dik toplama olarak yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul her

¢ € C(N) igin N = cN = Nc olmasidar.

Sonug 2.5.23 [22, p. 346] R, asal radikali N olan bir Noether halka ve her ¢ € C(N)
icin N = ¢N olsun. Bu durumda, eRe yariasal halka, (1 — e)R(1 — e) Artin halka,
eR(1—e)=0ve

(1—e)R(1—e) eR(1—e)
0 eRe

I

R

olacak sekilde bir e € R egkare elemani vardir.

2.6  Yogun ve Monoform Modiiller

Bu alt bolimde genel bir halkadaki comonoform sag ideal kavramindan bahsedile-
cektir. R halkasimin bu 6zel Ir sag idealleri, R/I modilii tizerine bir kogul koyarak

tanimlanacaktir.

Tanmim 2.6.1 [11, Definition 8.2] R bir halka, M bir R-modil ve N C M bir alt
modiil olsun. Her z,y € M ve sifirdan farkh z eleman igin x(y ' N) # 0 oluyorsa, Mg

modiiliine yogun (dense) modil denir ve N <, M ile gosterilir.

Uyar: 2.6.2 Bir Mgz modili igin E(M), M nin injektif zarfim géstersin. Yani E(M)

injektiftir ve M nin maksimal genig geniglemesidir.
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Onerme 2.6.3 [11, Proposition 8.6] Bir Mg modili ve bir N C M alt modiili igin
asagidaki ifadeler denktir:

(1) N<a M,

(2) Homp(M/N, E(M)) =0,

(3) N CU C M olacak bigimde bir Ug alt modiilii i¢in Homg(U/N, M) = 0 dur.

Onerme 2.6.4 [11] R bir halka ve My bir modiil olsun. Her N C M alt modiili igin
N <; M ise N <, M olur.

Yukaridaki onermenin tersi her zaman dogru degildir.

Ornek 2.6.5 [11, Example 8.3(1)] R = Z ve p asal olmak fizere n > 1 icin
M = Z/p"™'Z modiilii ile N = pZ/p"*'Z alt modiilii alimsin. M’nin alt modiilleri
pZ O P*Z D --- biciminde bir zincir olusturur. Dolayisiyla M nin her alt modiiliiniin
N ile arakesiti sifirdan farkhidir. Boylece N <. M olur.

Ancak N <4 M degildir. Ornegin, y =1 € M ve = p® € M olsun. yr € N icin

p'T = p'pk = p*t1k = 0 elde edilir. Yani z(y~*N) = 0 olur.

Onerme 2.6.6 [11, Proposition 8.7] Bir R halkasi ve Mg modiilii i¢in asagidaki ifa-
deler saglanar.

(1) Her N C U C M i¢in N <4 M olmast i¢in gerek ve yeter kosul N <4 U wve
U <; M olmasidar.

(2) NN ' C M i¢in N <4 M ve N' <4 M ise NN N <4 M olur.

(3) Mg tekilsiz bir modiil ise N <. M olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N <4 M

olmasadar.

Onerme 2.6.7 [19, Proposition 2.6] Sifirdan farkle Mg modili i¢in asagidaki ifadeler
denktir:

(1) Sufirdan farkly her N C M alt modiili icin N <q4 M “dir.

(2) Sufirdan farkl her devirli C C M alt modili i¢in C <4 M “dir.

(3) Her z,y,2 € M ve x,z # 0 i¢gin x[y " (2R)] # 0 dar.

(4) Sifirdan farkle her f € Homg(M, E(M)) birebirdir.

(5) Her N C M alt modiili i¢in sifirdan farkl f € Homg(N, M) (siraswyla, sifirdan
farkly f € Homg(N, E(M))) birebirdir.

(6) Mg dizgindir ve devirli her C' C M alt modili igin sifirdan farkl
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f € Homg(C, M) birebirdir.
(7) M ’nin herhangi bir oz faktor modiliniin herhangi bir alt modilinden M ye

(siraswyla, E(M)’ye) giden sifirdan farkly bir R-homomorfizmast yoktur.

Yukaridaki 6nermenin (6) kogulunda M modiiliiniin diizgiin olmasi kogulunun ge-

rekliligi tizerine basit bir ornek verilebilir.

Ornek 2.6.8 [4, p. 907] k bir boliimlii halka, V} bir vektor uzayi olsun. Sifirdan farklh
devirli bir C' < V' alt modiilii i¢in, sifirdan farkli her f : ' — V' homomorfizmasi bire-
birdir. Gergekten, C basit oldugundan Cek(f) = 0 veya Cek(f) = C olmalidir. Fakat f
sifirdan farkli segildiginden Cek(f) = 0 olur ve bdylece f birebirdir. Ancak boy,V > 1
ise V'nin biitiin alt modiilleri dik toplanandir. Dolayisiyla, V' diizgiin degildir.

Tanim 2.6.9 [19] Onerme 2.6.7’deki denkliklerden birini saglayan My modiiliine mo-
noform modiil denir. Pr < R sag ideali i¢in R/P modiilii monoform ise, Pr sag idealine

comonoform ideal denir.

Ornek 2.6.10 [4] Basit modiiller monoformdur, ¢iinkii basit modiillerin sifir ve ken-
dilerinden bagka alt modiilii yoktur ve bir modiil kendi tizerinde yogun oldugundan,

Onerme 2.6.7(1) kosgulu saglanir. Boylece basit modiiller monoform olur.

Ornek 2.6.11 [4] Maksimal sag idealler comonoformdur, ¢iinkii maksimal bir M sag

ideali i¢gin R/M basit modiil olur ve dolayisiyla monoformdur.

Onerme 2.6.12 [19, Proposition 2.6] Bir R halkast i¢in Mg modilic monoform ise,

M 'nin sifirdan farkly her endomorfizmasiy birebirdir.

Onerme 2.6.13 [19, Proposition 2.6] Monoform modiillerin alt modiilleri de mono-

formdur.

Onerme 2.6.14 [4, Lemma 6.4] Pr < R comonoform saj ideali ve x € R\P igin x~'P

sag ideali comonoformdur.

Onerme 2.6.15 [4] I < R ideali ve I C Jg ise Jp C Rg sag idealinin comonoform

olmasu igin gerek ve yeter kosul J/I'nin R/ iginde comonoform sag ideal olmasidar.

Onerme 2.6.16 [4, Proposition 6.5] Bir P < R idealinin comonoform sag ideal olmast

icin gerek ve yeter kosul R/ P nin sag Ore bélgesi olmasidar.
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Sonug 2.6.17 [4, Corollary 6.7] Degismeli bir R halkasinda asal ideal olma kavrama

ile comonoform ideal olma kavrama denktir.

Onerme 2.6.18 [18] (1) Kritik bir modiil daima monoformdur.

(2) Eskritik bir sag ideal comonoformdur.
Sag ideal olarak eskritik olan (iki yo6nlii) idealleri karakterize etmek miimkiindiir.

Onerme 2.6.19 [5, Proposition 3.13] Bir R halkasi ve P < R ideali i¢in asagidaki
ifadeler denktir:

(1) P bir sag ideal olarak egkritiktir.

(2) R/P sag Krull boyutu olan bir (sag Ore) bélgedir.

Ornek 2.6.20 [19, Example 10.1] k& degismeli bir tamlik bolgesi olmak iizere,
R = k[xy,xs,...] halkasimin Krull boyutu yoktur. Ciinkii bir R[z] polinom halkasinin

Krull boyutu olmast igin gerek ve yeter kogul R halkasinin sag Noether olmasidir.

Ornek 2.6.21 5, Example 3.14] Onerme 2.6.19 yardimiyla, (sag veya sol) kritik ol-
mayan bir (sag ve sol) comonoform ideal olugturulabilir.

Eger R halkasi, Krull boyutu olmayan degismeli bir tamlik bolgesi ise, {0} ideali
asaldir ve Onerme 2.6.16 ile comonoformdur. Fakat Onerme 2.6.19’den dolay1, R’nin
Krull boyutu olmadigindan, {0} ideali egkritik olamaz. Ornek 2.6.20°deki & degismeli

bir tamhik bolgesi olmak tizere, R = k[xy, 22, ...] halkas: ele alinabilir.

Onteorem 2.6.22 [5, Lemma 3.16] My yar, Artin bir R-modil olsun. Asagqidaki ifa-
deler denktir:

(1) M monoformdur.

(2) Sifirdan farkl bir Kr C M alt modili i¢in Soc(M) ve Soc(M]K) nin sifirdan
farkl, izomorf alt modiiller:t yoktur.

(3) Soc(M) basittir ve M ’nin herhangi bir 6z faktérine gomilemez.

2.7 Gabriel Filtreleri

Tanim 2.7.1 [23] Bir R halkasinin sag ideallerinden olugan F ailesi asagidaki kogullar
saglasin: Iy, Jg sag idealleri icin,
o/ c FvedDIise J e Fdir.
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o[ Je FiseINJe Fidir.
e/ c Fvexc€ Riken z7 ' € Fdir.
e[ € Fveher z €[ icin 27 'J € F olacak bicimde Jr sag ideali varsa J € F'dir.

Boyle bir F ailesine sag Gabriel filtresi denir.
Tanim 2.7.2 [23] Verilen bir F sag Gabriel filtresi ve Mg modiilii igin
tr(M)={m e M | ann(m) € F}

kiimesine M nin F-burulmaly alt modili denir.
tr(M) = M kosulu saglaniyorsa M’ye F-burulmaly modiil denir. t=(M) = 0 kogulu

saglaniyorsa M’ye F-burulmasiz modil denir.

Uyar: 2.7.3 [23] Bir F sag Gabriel filtresi ve bir I sag ideali verilsin. I € F olmasi

icin gerek ve yeter kogul R/I modiilintin F-burulmal olmasidir.

Tanim 2.7.4 [23] Bir R halkasinda, modiillerden olusan bir simf faktér modiil, keyfi
dik toplam ve genisleme altinda kapali olma kosullarini saglhiyorsa, bu sinifa kalitsal

burulmaly sinuf (hereditary torsion class) denir.

Onerme 2.7.5 [23] Bir F sag Gabriel filtresi icin, tiim F-burulmah sag R-modiillerin
simifi olan Tr := {Mg | M F-burulmal modiil} smifi kalitsal burulmali simf olma

aksiyomlarini saglar.

Uyar1 2.7.6 [23] Verilen bir Eg injektif modiili i¢in {Mg | Hom(M, E) = 0} siufi

kalitsal burulmali bir simiftir.

Tanim 2.7.7 [23] Yukarida verilen {Mg | Hom(M, E) = 0} smifina E tarafindan es
tretilen burulmaly sinaf denir. Buna iligkin sag Gabriel filtresine F tarafindan estiretilen
sag Gabriel filtre denir. E’'nin burulmasiz oldugu en biiyiik sag Gabriel filtre budur.

IR sag ideali i¢in F; ile E(R/I) tarafindan egiiretilen sag Gabriel filtre gosterilecek-
tir. Bu durumda, F; = {Jg | Homgr(R/J, E(R/I)) = 0} olur.
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3 DEGISMELI HALKALAR

Bu boliimde, diger boliimlerdeki calismalara 1sik tutacak olan degismeli halkalar tize-
rindeki Cohen ve Kaplansky Teoremleri irdelenecektir. Bu boliim boyunca, R birimli

ve degismeli bir halkay1 temsil edecektir.

3.1 Degismeli Halkalarda Cohen ve Kaplansky Teoremleri

Degismeli cebirdeki, Cohen ve Kaplansky’e ait iki iinlii teorem, degigmeli bir halkada
her idealin sonlu tiretilmis (sirasiyla, temel) olup olmadigini test etmek icin sadece asal
idealleri kontrol etmenin yeterli oldugunu ifade eder. Asagida, bu teoremler ispatlariyla

verilmigtir.

Teorem 3.1.1 [1] (Cohen Teoremi) R halkasinin Noether olmasi icin gerek ve yeter

kosul her asal idealin sonlu tretilmis olmasidar.

Ispat: (=) Acktr.

(<) R Noether olmasm. O zaman,
© = {I < R |I sonlu iiretilmeyen ideal}

kiimesi bogtan farkli olur ve kapsama ozelligine gére kismi siralidir. Zorn Onteoremi’nden
©’nin bir maksimal elemani vardir. © kiimesinin bir maksimal elemani1 P’nin, asal ideal
oldugu gosterilerek celigski bulunacak ve dolayisiyla R halkasinin Noether oldugu so-
nucuna varilacaktir. R halkasi sonlu {iretilmig oldugundan P C R’dir. a,b € R\ P ve
ab € P olsun. O zaman, P C P + Ra’dir ve P’nin maksimalliginden dolay1 P + Ra

sonlu tretilmistir. py, pa,..,pn € P ve 11,73, ..,7, € R olmak lizere P + Ra ideali
p1t+nra,...,pn+rpa

tarafindan iretilsin. K := (P : a) olsun. O zaman, P C P + Rb C K’dir. P'nin
maksimalliginden, K sonlu tiretilmigtir. Boylece, aK ideali de sonlu tiretilmis olur.
Iddia: P = Rpy + ... + Rp,, + aK olur:
P O Rp; + ... + Rp, + aK oldugu aciktir. Kapsamanin diger yoniinii gostermek
icin r € P C P+ Ra alinsin. O zaman, r = ¢;(p; + r1a) + -+ + ¢u(py + mpa) olacak

bigimde ¢y,...,¢, € R vardir. Simdi (D> ¢ry)a = r — D ¢p; € P olur. Dolaysiyla,
i=1 i=1

> eiri € (P :a) = K ve buradan
i=1
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r= > cpi+ (Qocri)a € Y Rp; +ak
i=1 i=1 i=1
elde edilir. Sonug¢ olarak, P'nin sonlu iiretilmis oldugu cgeligkisi elde edilir. O halde,
ab ¢ P olmahdir. Bu ise P idealinin asal oldugu anlamina gelir. Boylece sonlu tiretilmis

olmayan bir asal ideal bulunmug olur. Bu durumda varsayim yanligtir ve R halkasi

Noether’dir. O

Teorem 3.1.2 [2] (Kaplansky Teoremi) Bir Noether R halkasinin temel ideal halkas

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin her maksimal idealinin temel ideal olmasidar.

Ispat: (=) Acktrr.

(<) Her a,b € R i¢in aR + bR idealinin temel ideal oldugunu gostermek yeterlidir.
Eger aR+ bR = R ise ispat biter. aR+ bR # R olsun. O zaman, bir cR C R maksimal
ideali i¢cin aR + bR C ¢R olur. Buradan, a = a;c ve b = byc olacak sekilde a1,b; € R
vardir. aR C a; R dir. Eger ay R+ bR = R ise, aR+ bR = cR olur ve ispat biter. Eger
degilse, benzer adimlar tekrarlanir ve sonlu bir adimda aR + bR ideali temel ideal olur

ve istenen elde edilir. O

Onteorem 3.1.3 [2] R bir halka ve U ideali R’nin temel olmayan idealleri arasinda

maksimal olsun. Bu durumda, U asaldir.

Ispat: U asal olmasin. Bu durumda, A’/B’ C U, A’ ¢ U ve B' ¢ U olacak sekilde A’ ve
B’ idealleri vardir. A = U+ A" ve B=U+ B almrsa ABCU,U G AveU G B olur.
U idealinin maksimalliginden dolay1 A temel idealdir. A =< a > olsun. I = {r € R |
ar € U} kiimesi R'nin bir idealidir. aB C AB C U oldugundan, B C [ elde edilir.
Dolayisiyla, I bir temel idealdir ve I =< z > yazlabilir. U C A =< a > oldugundan,
herhangi bir v € U elemani i¢in u = ar olacak sekilde bir r € R vardir. Buradan, /'nin
tanimindan dolayr r € I elde edilir ve bir s € R i¢cin r = sz yazilir. Sonug olarak,
u=ar =asr € < ar > ve U C < ar > bulunur. Ayrica, x € I oldugundan ve I'nin
tanimindan ax € U’dur. Bu ise U =< az > oldugu anlamina gelir ve boylece U bir
temel ideal olur. Elde ettigimiz celigki sonucunda, varsayim yanligtir. Boylece, U bir

asal idealdir. O
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Teorem 3.1.4 [2] (Kaplansky-Cohen Teoremi) Bir R halkasindaki her asal ideal temel

1deal ise, R bir temel ideal halkast olur.

Ispat: R icinde temel olmayan bir A ideali ele almsm. S, R icindeki tiim temel
olmayan ideallerden olusan kiime olarak belirlensin. A € S oldugundan S kiimesi
bostan farklidir. § kiime kapsamasina gore kismi siralidir. Zorn Onteoremi’nden, S'nin
bir maksimal eleman vardir. Bu eleman U olsun. Onteorem 3.1.3’ten U asal olmak

zorundadir. Boylece, hipotezden, U temel ideal olur ve geligki elde edilir. Sonug olarak,

R bir temel ideal halkasidir. O

3.2 S-Noether Halkalar

Bu alt béliimde, Anderson ve Dumitrescu’nun [3] calismasinda tanimladigr degigmeli S-
Noether halkalar ¢aligilacaktir. Ayrica, yine ayni caligmada verilen Cohen ve Kaplansky

Teoremleri’nin degigmeli S-Noether halkalar tizerindeki versiyonu incelenecektir.

Tanim 3.2.1 [3, Definition 1] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapali bir kiime ve
I < R olsun. sI C J C I olacak bigimde sonlu tiretilmis (sirasiyla, temel) bir J < R

ideali ve bir s € S varsa, [ idealine S-sonlu (siraswyla, S-temel) denir. R'nin her ideali

S-sonlu (sirasiyla, S-temel) ise, R'ye S-Noether halka (siraswyla, S-TIH) denir.

Ornek 3.2.2 [24, Example 2.5] p bir asal say1 olmak {izere;
T = lo_o[Ian, lr=(1,1,1,...) ve R=< élan, lp >CT
olsun. Dolayisiyla,
R={(a,az,...,a,7T,7,...) | @ € Ly;T € Zyw; k > t; k,t € N}

vapisindadir. s = (1,p,p,0,0,...) ve S = {1, s, 5% s*} olsun. Bu durumda, S garpimsal
kapali bir kiimedir. A, R’nin bir ideali olsun. O zaman, As kiimesi (a; + pZ, asp +
p*7Z,asp + p°7Z,0,0,...) formunda elemanlardan olugur. A bir ideal oldugundan, As C
A’dir. As sonlu bir kiime oldugundan, As = {1, x9,...,2,} ise, As C 1R+ ... +
r,R C A elde edilir. Dolayisiyla, As C F' C A olacak bicimde sonlu tretilmis bir F
ideali vardir. O halde, R bir S-Noether halkadir. Ancak, B = ©52,pZ,» kiimesi R'nin

tistelsifir olmayan bir nil ideali oldugundan R halkasi Noether degildir.
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Tanim 3.2.3 [3] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapali kiime ve I < R olsun. Rg,
R’nin S’ye gore kesirler halkasi olmak iizere, Satg(I) := IRs N R kiimesine [ ’nin

S-doymuslugu denir. Eger Satg(I) = I ise, I idealine S-doymug denir.

Onerme 3.2.4 [3, Proposition 2| R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapaly kiime ve
I < R olsun. I'min S-doymugluk Satg(I) kimesi S-sonlu (siraswyla, S-temel) ise, 1
ideali de S-sonludur (svraswyla, S-temeldir) ve bir s € S i¢in Sats(I) = (I : s) olur.

Ispat: Eger J := Sats(I) bir S-temel ideal ise sJ C fR olacak bicimde bir s € S
ve bir f € J vardir. O zaman, st/ C stJ C ftR C I olacak sekilde bir ¢t € S vardir.
Béylece, J = (I : (st)) olur.

S-sonlu olma durumunun ispati benzer sekilde yapilir. 0

Tanim 3.2.5 [3] R bir halka, M bir R-modiil ve S C R bir garpimsal kapah kiime
olsun. sM C F olacak bigimde bir s € .S ve sonlu tiretilmig bir ' C M alt modiilii varsa,

M’ye S-sonlu denir. M’nin her alt modiilii S-sonlu ise M’ye S-Noether alt modiil denir.

Onerme 3.2.6 [3] R bir halka, M, M' ve M" R-modiiller olsun. Bir
0—-M - M-—M =0

tam dizisi icin M 'nin S-Noether olmas icin gerek ve yeter kosul M ve M modiille-

rinin de S-Noether olmasidr.
Sonug 3.2.7 R bir S-Noether halka ise, sonlu turetilmis her R-modil de S-Noetherdir.

Onteorem 3.2.8 [3, Lemma 3] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapaly kiime ve M
bir S-sonlu R-modil olsun. N, M ’nin S-sonlu olmayan tim alt modilleri arasinda

maksimal ise, (N : M) ideali R’nin bir asal idealidir.

Ispat: P := (N : M) ve P asal olmasmn. O zaman, ab € P olacak bicimde a,b € R\ P

vardir. Dolayisiyla, N + aM S-sonludur. Buradan,
s(N+aM) C <ny+amy,...,n,+am, >

olacak bicimde bir s € S; ny,...,n, € N ve my,...,m, € M vardir. Ote yandan

(N :a) da S-sonlu oldugundan,
27



t(N:a)C <q,...,qx >

olacak bicimde bir t € S ve ¢1,...,qx € (N : a) vardir. z € N olsun. O halde,
P p
st = Y _ri(n; + am;) olacak bi¢cimde r; € R vardir. Dolaysiyla, y = > (r;m;) € (N : a)

i=1 =1
k k
dir. Boylece, bazi ¢; € R igin ty = ) ¢;q; elde edilir. O halde, stz = > ritn; + ) ac;q;
j=1 j=1
dir ve buradan, stN C< tny,...,tny,aq,...,aq, > olup N'nin bir S-sonlu modiil

oldugu celigkisi elde edilir. O

Onerme 3.2.9 [3, Proposition 4] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapaly kiime ve
M bir S-sonlu R-modul olsun. M 'nin bir S-Noether modul olmasy i¢in gerek ve yeter
kosul R’nin (S ile ayrik olan) her P asal ideali i¢in PM formundaki alt modillerin

S-sonlu olmasidar.

ispat: (=) Acktir.

(<) Hipotez kabul edilsin. M modiilii S-sonlu oldugundan, M nin sonlu iiretilmisg
bir F' alt modiili ve bir w € S i¢in wM C F’dir. M, S-Noether olmasin. O zaman,
M’nin S-sonlu olmayan alt modiillerinin F kiimesi bostan farkh ve tistten sinirhidir.
Zorn Onteoremi’nden, F kiimesinin maksimal bir N elemani vardir. Onteorem 3.2.8’den,
P := (N : M) bir asal idealdir. Burada SN P = (’tur. Ciinkii, aksi durumda bir s € S

icin sM C N olacagindan, swN C sF' C N celigkisi elde edilir. O halde,
P=(N:M)C(N:F)C(N:wM)=(P:w)=P

elde edilir. Boylece, P = (N : F') dir.

{f1,---, fx}, F'nin bir iireteg kiimesi olsun. O zaman,
P=(N:f))Nn(N:fo)n---N(N: fx)

ve P asal oldugundan, bir g := f; igin P = (N : g)’dir. ¢ ¢ N’dir. N'nin maksi-
malliginden, NV 4+ Rg S-sonlu bir modiildiir. Dolayisiyla, bir ¢t € S, ny,...,n, € N ve
ai,...,a, € Rigin t(N + Rg) C< ny + a19,...,n, + a,g >'dir. Onteorem 3.2.8'nin

kanitina benzer sekilde devam edildiginde, N' =< ny, ... ,np > olmak tizere,

tNCN +PgC N +PM
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elde edilir. PM modiilii S-sonlu oldugundan, bir v € S ve sonlu tiretilmig bir G C PM
alt modiilii icin, vPM C G olur. Boylece, tuN C vN' +G C N olup N’nin bir S-sonlu

alt modiil oldugu celigkisi elde edilir. ([
Asagidaki sonug, Cohen Teoremi’nin S-versiyonunu vermektedir.

Sonug 3.2.10 [3, Corollary 5] R bir halka ve S C R bir ¢arpymsal kapalr kiime olsun.
R’nin S-Noether olmast i¢in gerek ve yeter kosul R’nin (S ile ayrik olan) her asal

idealinin S-sonlu olmasidar.

Sonug 3.2.11 [3, Corollary 6] A C B bir halka genislemesi ve S C A bir ¢arpymsal
kapali kiime olsun. B bir S-sonlu A-modil ve A’nin (S ile ayrik olan) her asal ideali

P i¢in PB modili B nin bir S-sonlu ideali ise, A bir S-Noether halkadur.

Ispat: A, B’nin bir A-alt modiilii oldugundan, B nin bir S-Noether A-modiil oldugunu
gostermek yeterlidir. P, R'nin S ile ayrik bir asal ideali olsun. Hipotezden, s,w € S,

bi,...,bp, € Bvepy,...,pm € P icin
sBC<by,....,bp >AvewPBC<p,....,pm>B

olur. O halde, swPB C< piby,...,pmb, > A C PB olur ve boylece PB alt modiilii S-

sonlu bir A-modiildiir. Onerme 3.2.9 ile, istenen elde edilir. 0

Sonug 3.2.12 [3, Corollary 7] A C B bir halka genislemesi, S C A bir ¢carpymsal kapaly
kiime ve B bir S-sonlu A-modiil olsun. B bir S-Noether halka ise, A da bir S-Noether
halkadur.

Asagidaki teorem, Cohen-Kaplansky Teoremi’nin S-versiyonunu vermektedir.

Teorem 3.2.13 [3, Proposition 16] R bir halka ve S C R bir ¢arpimsal kapal kiime
olsun. R’nin bir S-temel ideal halkasi olmasu i¢in gerek ve yeter kosul R’nin (S ile

ayrik olan) her asal idealinin S-temel olmasidur.

Ispat: (=) Acktr.
(<) R, S-temel ideal halkasi olmasm. R'nin S-temel olmayan ideallerinin bogtan
farkli F kiimesi kapsama ozelligine gore kismen siralidir ve iistten sinirhidir. Dolayisiyla,

Zorn Onteoremi ile maksimal bir P € F vardir. P ideali S kiimesi ile ayriktir ve
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Onerme 3.2.4’ten P ideali S-doymustur. P bir asal ideal degilse, ab € P olacak bicimde
a,b € R\ P vardir. P’nin maksimalligi ile P+ Ra bir S-temel idealdir. Dolayisiyla, bir
s € Svecée P+ Raigin s(P+ Ra) C cR'dir. Buradan, (P + Ra)Rg = cRg'dir ve
dolayisiyla, bc/1 € PRg olur. p € P ve t € S olmak tizere, bc/1 = p/t yazilsin. O halde,
bir w € S icin btwe = pw'dur ve Onerme 3.2.4’ten btw ¢ P’dir. Boylece, P C (P : ¢)
elde edilir ve (P : ¢) bir S-temel idealdir. Dolayisiyla, bir u € S ve d € (P : ¢) igin
u(P : ¢) € dR olur. x € P olsun. O zaman bir y € R i¢in sz = cy olur. Buradan,
y € (P : ¢) ve dolayisiyla, bir z € R i¢in uy = dz elde edilir. Sonucta, sux = cuy = cdz
elde edilir. O halde, suP C cdR C P’dir. Boylece, P'nin bir S-temel ideal oldugu
geligkisi elde edilir. ([l

Onerme 3.2.14 [10] M bir vefah S-Noether R-modiil olsun. Bu durumda, R halkas:
S-Noetherdir.

Ispat: M bir S-Noether modiil oldugundan, S-sonludur. O zaman, en az bir s € S

ve sonlu iiretilmig bir F C M alt modiili igin, sM C F C M'dir. F = > m;R
i=1

icin, Ri>F”, r +— (rmq,...,rmy) epimorfizmasindan, F™ modiliintin de S-Noether
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, R/Cek(f) modiili de S-Noether olur. R bir degismeli
halka oldugundan, ann(sR) = ann(s)'dir. z € Cek(f) olsun. Buradan, f(z) = 0’dwr. O
halde, her i = 1,...,n icin xm; = 0’dir. Boylece, xF' = 0 ve dolayisiyla sz M = 0 olur.
O halde, sz € anng(M)’dir. M vefal bir R-modiil oldugundan, sz = 0 ve z € ann(s)

bulunur. Sonug olarak, Cek(f) C ann(s) olur. Dolayisiyla,
R/Cek(f) — R/ann(s) , r + Cek(f) — r 4+ ann(s)

epimorfizmasi tanimlanabilir. Buradan, sR modiilii S-Noether olur. Bir T'/sR C R/sR
alt modiili i¢in, s(7/sR) = 0 C T'/sR olacagindan, R/sR modiilii de S-Noetherdir.
Boylece, R bir S-Noether halka olur. O
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4 TEK YONLU ASAL IDEAL PRENSIBI

Bu boliim Reyes’in [4] caligmasi temel almarak olusturulmustur. Oncelikle, degigmeli
halkalardaki asal ideal kavraminin tek yonlii bir genellemesi olarak tamamen asal sag
idealler tanimlanmig ve bu sag ideallerin ozellikleri incelenmigtir. Tamamen asal sag
idealler ile bu sag ideallerin degismeli halkalardaki karsiliklar1 arasindaki benzerlik-
ler ve farkliliklar ortaya konmustur. Tamamen Asal Ideal Prensibi, belirli bir ozellige
gore maksimal olan sag ideallerin tamamen asal oldugunu ifade etmektedir. Bu pren-
sibin halka ve modiil teori lizerindeki baz1 uygulamalar: tizerinde de calisilmigtir. Bu
uygulamalar, tamamen asal sag ideallerin bir halkanin tek yonlii yapisini nasil kont-
rol ettigini gostermektedir. Son olarak, genel bir halkanin tamamen asal sag idealler
kiimesinin daha iyi anlagilmasini saglamak amaciyla, bu kiimenin 6zel bir alt kiimesi
olan comonoform sag idealler kiimesi incelenmistir.

Bu béliim boyunca bir halkanin sag ideallerinin bir ailesi F ile gosterilecektir. F
ile F ailesinin tamlayan1 ve Maz(F ) ile F ailesinin maksimal elemanlarinim kiimesi

temsil edilecektir.

4.1 Tamamen Asal Sag Idealler

R bir halka ve Mz bir modil olsun. N < M ve m € M igin,
m N ={r € R|mreN}

kiimesi R'nin bir sag idealidir. Bu tezde, genellikle, Ir < Ri ve a € R olmak {izere
a1 sag ideali ile ilgilenilecektir. Degismeli cebirde bu ideal, (I : a) ile gosterilen ideale

karsilik gelir.

Tanim 4.1.1 [4, Definition 2.1] P C R bir sag ideal olsun. a,b € R i¢in aP C P
ve ab € P iken a € P veya b € P kosulu saglaniyorsa, P’ye tamamen asal sag ideal

(completely prime right ideal) denir.

Onerme 4.1.2 [4, p. 879] Pr € R sag idealinin tamamen asal sag ideal olmast i¢in

gerek ve yeter kosul a € R i¢in aP C P ve a & P iken a™'P = P olmasidar.

Ispat: (=)a € Ri¢inaP CPvead Polsun. a™'P={r € R | ar € P} = P oldugu
gosterilmelidir.
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aP C Pile P C a P olur. Ote yandan r € a 'P iken ar € Pdir. a ¢ P
oldugundan r € P bulunur. Boylece istenen esitlik elde edilir.

(<) a,b € Ri¢in aP C P ve ab € P olsun. a € P ise ispat biter. a ¢ P ise
a!P=Pvebea P =P olur. Boylece istenen elde edilir. O

Tanim 4.1.3 [15] P < R ideali i¢cin R/P tamlik bolgesi ise, P idealine tamamen asal

ideal denir.

Onerme 4.1.4 [15] P < R idealinin tamamen asal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

P # R ve her a,b € R i¢in ab € P iken a € P veya b € P olmasidar.

Asgagidaki onerme, sag ideal olarak tamamen asal olan idealleri karakterize etmek-

tedir.

Onerme 4.1.5 [4, Proposition 2.2] Bir R halkasinda P < R idealinin sag ideal olarak
tamamen asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul P ’nin tamamen asal ideal olmasidir.
Ozel olarak; bir P idealinin saj ideal olarak tamamen asal olmasu icin gerek ve yeter

kosul P’nin sol ideal olarak tamamen asal olmasidir.

Ispat: Bir P < Ridealiicin a € R ise aP C P her zaman saglanir. Dolayisiyla a,b € R
ve ab € P iken a € P veya b € P olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P'nin tamamen asal
ideal olmasidir. Ayrica P <1 R oldugundan Pa C P kapsamasi da vardir. Bu durumda,

P sol ideal olarak da tamamen asaldir. O

Sonug 4.1.6 [4, Corollary 2.3] R bir degismeli halka ve P < R olsun. P ’nin tamamen

asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P nin asal ideal olmasidar.

Dolayisiyla tamamen asal sag idealler, degismeli olmayan halkalardaki tamamen
asal ideal kavramini geneller. Bu sag idealler aym1 zamanda degismeli bir halkadaki
asal ideal kavraminin direkt olarak bir genellemesidir.

Simdi tamamen asal ideal taniminin neden degismeli halkalardaki tanimin dogrudan

bir genellemesi olarak alinmadig: iizerinde durulacaktir.

Tanim 4.1.7 [25] P C R bir sag ideal olsun. a,b € R ve ab € P iken a € P veya

e

b € P kosulu saglaniyorsa P sag idealine olduk¢a asal sag ideal (extremely prime right

ideal) denir.
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Tleride bir maksimal sag idealin tamamen asal oldugu gosterilecektir. Boylece, sifirdan
farkli her halka bir tamamen asal ideale sahiptir. Ancak, oldukca asal sag ideali olma-
yan sifirdan farkh pek cok halka 6rnegi vardir. Bu orneklerden bahsetmek i¢in asagidaki

onermeye ihtiyag vardir.

Onerme 4.1.8 [4, Proposition 2.4] R bir basit halka olsun ve agikar olmayan bir eskare

eleman icersin. O halde R’nin oldukc¢a asal sag ideali yoktur.

ispat: Ir < R, bir oldukca asal sag ideali olsun. e, agikar olmayan egkare eleman ise,
f =1— e elemani da egkare eleman olur. Rf R C R oldugu agiktir. f elemani sifirdan
farkli oldugundan RfR ideali de sifirdan farkhidir. R basit halka kabul edildiginden,
RfR = R olmak zorundadir. (eRf)? = (eRf)(eRf) = 0 oldugundan (eRf)* C ['dir.
I oldukga asal oldugu icin eRf C I elde edilir. Buradan eRfR C I ve boylece eR C [
bulunur. O halde, e € I'dir. Benzer islemler f eleman icin de yapilirsa f € I oldugu
goriiliir. Dolayisiyla e + f = 1 olup 1 € I'dir. Bu ise I = R celigkisini verir. Sonug

olarak, R halkasinin oldukca asal sag ideali yoktur. 0

Ornek 4.1.9 [4, p. 880] D bir boliimlii halka olmak iizere, R = M, (D) matris halkas:
basit bir halkadir ve Onerme 4.1.8’den oldukca asal sag ideale sahip degildir.

Ornek 4.1.10 [4, p. 880] D bir boliimlii halka ve Vp boyutu sonsuz bir o kardinalitesi

olan bir D-vektor uzayi olsun. E := Endp(V') halkasiin tek maksimal ideali
M ={g € E[boyr(9(V)) < o}

olur. O zaman, R = E/M basit bir halkadir.

Sonsuz bir f < « kardinali i¢in, rank(f) = boyp f(V') olmak tizere,

Es ={f € E|rank(f) < B}

ele alinsin. E, E'nin bir idealidir. Dahas1 E'nin idealleri (0), E' ve E formundadir. Bu
iddiay1 kanitlamak icin asagidaki gozleme ihtiyag vardir:

(%) f,h € E igin rank(h) < rank(f) ise h € E fE’dir.

V = Qek(h) ® Vi = Cek(f) ® V, olacak sekilde Vi, V, < V' alt uzaylar vardir.

u; | 2 € I'} kiimesi Vj icin, {v; | 7 € J} kiimesi V5 i¢in birer taban olsun.
G 1] ¥

V/Gek(h) = h(V) = Vi ve V/Cek(f) = f(V) = Vi
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oldugundan |I| = rank(h) ve |J| = rank(f) elde edilir. rank(h) < rank(f) oldugundan

I C J kabul edilebilir. g(Cek(h)) = 0 ve her i € I igin g(u;) = v; olacak sekilde bir

g € E tamimlansim. Ayrica, {f(v;) | j € J} lineer bagimsizdir. Gergekten, Y Sa; f(v;) =0
i=1

ise f(znzaiv,-) = 0 olur. Buradan Zn:aivi € Cek(f) N Vy olur. Cek(f)NVy = 0 ve
{v; | jlzel J} lineer bagimsiz oldugurllzdlan ai, ..,a, = 0 elde edilir.

O halde, lineer doniigiimlerin varhgmdan dolay1, her ¢ € I icin ¢ (f(v;)) = h(u;)
olacak bicimde en az bir ¢ € F varhigindan bahsedilebilir. « € Cek(h) ve y € V; olmak

uzere

n n

h(v) = h(z+y)=h(y) = h(zaiui) = Zaih(ui)

= Y ag () = S (@ f () = g (S aif(g(w:)))

i=1 ‘ i=
= g (f(g>_am)) =g fg(v)
i=1

elde edilir. Dolayisiyla, h = ¢ fg’dir. Béylece, h € EfE olur.

Simdi {0} ve E idealinde farkli olacak bigimde bir I/ ideali alinsin. Her f € U igin
rank(f) < a oldugu gosterilecektir.

Id birim déniigimii temsil etmek tizere, rank(f) = a = rank(Id) olursa, (x)'dan,
Id € EfE C U elde edilir. Ancak, U # F oldugundan bu bir ¢eligki olur. Kardinal
sayilar siifi iyi sirali oldugundan, her f € U i¢in rank( f)’ten biiyiik olacak bigimde en
kiigiikk bir 8 < « kardinali mevcuttur. Boyp (V') sonlu olmadigimndan 5 sonlu olmayan
bir kardinaldir. Dolayisiyla, 4 C Ej elde edilir. Ters kapsama igin h € Eg alinsm. O
halde, rank(h) < 8 < a = rank(f) olur. Buradan, rank(h) < rank(f) olur ve (x) ile
h e EfE C U elde edilir. Sonug olarak, Y = E3 bulunur.

Béylece E,, E'nin tek maksimal ideali olur. Dolayisiyla, R = E/E, bir basit hal-

kadir. Onerme 4.1.8’den R halkasinin oldukca asal sag ideali yoktur.

Iki yonlii tamamen asal ideallerden bahsederken, Onerme 4.1.5’ten dolay1 sag ve sol
olma ozellikleri ihmal edilebilir. Yine ayni 6nermeden, tamamen asal ideali bulunmayan

halkalarin varligindan s6z edilebilir.

Ornek 4.1.11 [4, p. 881] Tamlik bélgesi olmayan basit halkalarn tamamen asal ideali
yoktur. Gergekten, R halkasi basit oldugundan {0} < R ideali maksimal ideal olur.

R/{0} tamlik bolgesi olmadigindan {0} tamamen asal ideal degildir, fakat asal idealdir.
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Uyar: 4.1.12 [4, p. 881] Ornek 4.1.11°den, bir asal idealin tamamen asal olmayabi-
lecegi sonucu da ¢ikar. Ayrica, degismeli olmayan bir R halkasi i¢in P <1 R asal ideali
tamamen asal sag ideal olmayabilir. Yani tamamen asal sag idealler, degigmeli halka-
lardaki asal ideal kavramini degigsmeli olmayan halkalarda bilinen iki yonlii asal ideal-
lerden daha farkl geneller. Her iki “asal”lik tiirii de halkanin yapisina farkli bir sekilde
etki eder. Ancak, bu tezde anlatilmak istenildigi iizere, tamamen asal sag idealler bir

halkanin “sag-yonlii” yapisini daha iyi betimler.

Jr € R sag ideal olmak iizere, Iz(J) = {x € R | xJ C J} kiimesine J nin ideal
yaprcisy (idealizer) denir. Bu kiime R’nin alt halkasidir. Ayrica, J'nin iki yonli ideal

oldugu en biiytik alt halkadir. Endg(R/J) = 1g(J)/J oldugu kolayca goriilebilir.

Onerme 4.1.13 [4, Proposition 2.5] P C R sag ideali icin asagidaki ifadeler denktir:
(1) P tamamen asaldur.
(2) Her a,b € R i¢in ab € P ve a € Ig(P) iken a € P veya b € P dir.
(3) Sifirdan farkle her f € Endg(R/P) fonksiyonu birebirdir.
(4) E := Endg(R/P) tamhk bolgesidir ve g(R/P) modili burulmasizdur.

Ispat: (1) = (2) P tamamen asal sag ideal olsun. a,b € R icin ab € P ve a € Iz(P)
alinsin. Buradan, aP C P olur. ab € P ve P tamamen asal sag ideal oldugundan a € P
veya b € P bulunur.

(2) = (1) Tamumdan agiktr.

(1) = (3) P tamamen asal sag ideal olsun. Sifirdan farkli f € Endgr(R/P) igin
f(1+ P) = x + P olacak sekilde bir z € R\{0} vardir. Bu durumda, (1 + P)P = 0
iken f(14+ P)P = (z+ P)P = 0 olur. O halde, zP C P dir. Bdylece, P tamamen asal
oldugundan x='P = P bulunur. Sonugta, Cek(f) = z7'P/P = 0 olur.

(3) = (1) Sifirdan farkli f € Endgr(R/P) homomorfizmasi birebir olsun. z,y € R
icin zP C P ve zy € P kabul edilsin. O zaman, f(r + P) = xr + P olacak sekilde bir
f € End(R/P) vardir. x ¢ P ise f # 0 olur ve hipotezden f birebirdir.
fly+ P)=a2y+P=0+P = (z+ P)(y+ P) ise y + P = 0+ P olur. Dolayisiyla,
y € P’dir. Sonug olarak, P tamamen asal sag ideal olur.

(4) = (3) M = R/P, E = Endgr(M) tamlik bdlgesi ve g M burulmasiz bir modiil

olsun. Sifirdan farkli f : M — M homomorfizmasi i¢in m; # my kabul edilsin. g M
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burulmasiz oldugundan f(m; — msy) = f(my) — f(ma) # 0 dir. Boylece, f birebir
bulunur.

(3) = (4) M = R/P ve M’nin i¢indeki sifirdan farkh tiim endomorfizmalar birebir
olsun. f,g € M\{0} ve m € M\{0} kabul edilsin. f(g(m)) = 0 ise g(m) = 0 olur.
Benzer sekilde g birebir oldugundan m = 0 ¢eligkisi bulunur. Dolayisiyla, f = 0 veya
g = 0 dir. O halde, F tamlik bolgesidir.

f(m) = 0 ve f # 0 ise, m € Cek(f) olmahdir. Dolayisiyla, m = 0 elde edilir.
Boylece g M burulmasizdir. O

Onerme 4.1.13%e gore, tamamen asal olma Ozelligi sadece boliim modili R/P’ye
baghdir. Ayrica, I(P)/P = Endgr(R/P) bir tamhk bolgesi oldugundan, R’nin bir ta-

mamen asal sag ideali olan P, Ix(P) alt halkasinin bir tamamen asal idealidir.

n

. Z
Ornek 4.1.14 [4, Example 2.6] R = halkasi ve n > 1 tamsayisi icin Jp =
0 Z

0 0 a 0

C R sag ideali goz oniine alinsin. a,b € Z igin, A = ¢ JveB=
0 Z 00
0 b 0 0 .

¢ J olmasina ragmen AB = € J'dir. O halde, Jir tamamen asal
00 00

sag ideal degildir.

Z 0 a 0 Z 0
Iz(J) = oldugu iddia edilsin: a,b € Z i¢in €
0 Z 0 b 0 Z
olsun. ¢ € Z i¢in
a 0 0 0 0 0 0 0
= S
0 b 0 ¢ 0 bc 0 Z
a 0
olur. O halde, € Ig(J) dir.
0 b
Tersine, a,c,z € Z ve b € Z,, icin
a b 00 0 0
S
0 c 0 z 0 Z

olsun.
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- _ a Z 0
O halde, b = 0’dir ve boylece € elde edilir. Sonug olarak,
0 Z

7 L, Z 0
R/J = ve Ig(J)/J = ‘dir. Dolayisiyla, Ig(J)/J = Z olur.
0 0 0 0

Endgr(R/J) = 1g(J)/J = Z ve Z tamlik bolgesi oldugundan E = Endgr(R/J) de
0 Z, 7 7

tamlik bolgesidir. Ancak, modiili R-modilintin burulmali
0 0 0 O

n

0 O
modili oldugundan g(R/J) burulmasiz degildir.

bir alt modiiludiir. g(R/J) nin alt modiiliine izomorf sifirdan farkh bir alt

Dolayisiyla ,Onerme 4.1.13 (4)’te verilen “burulmasiz” olma kogulu gereksiz degildir.
R degismeli bir halka ise, bir P asal ideali i¢in R/P ayrigtirilamaz bir modiildiir;
yani R/P asikar olmayan dik toplananlara sahip degildir (bkz. [26]). Onerme 4.1.13’ten,

benzer durumun tamamen asal sag idealler i¢in de gecgerli oldugu goriiliir.

Sonug 4.1.15 [4, Corollary 2.7] P, R halkasinin tamamen asal sag ideali olsun. R/P

sag R-moduli ayristirilamazdar.

Degismeli bir R halkasinin P asal ideali igin R/P sadece ayrigtirilamaz bir modiil
degil, ayn1 zamanda diizglin bir modiildiir (bkz. [26]). Bagka bir deyigle R/ P’nin sifirdan
farkli her alt modiilii genistir. Ancak, Ornek 4.1.16'da goriilecegi gibi, R halkasinin bir

tamamen asal P sag ideali i¢in R/P sag R-modiil olarak diizgiin olmayabilir.

k k k
Ornek 4.1.16 [4, Example 2.8] k bir bolimli halka ve R = 0k 0 C M;(k)
0 0 k
0 k k E 0 0
olsun. J(R)=1 0 0 0 | vedolaysiyla, R/J(R)= | 0 k 0 | dir. Budurumda,
0 0 0 0 0 k

R halkasiin 3 tane basit sag R-modili vardir. Bu modiiller

E 00 0 0 0 0 00
Si=[000 [,5%=]0%FkO0|veSs=|000
000 0 0 0 0 0 k
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0 00 kK k k

olur. P = 0k O sag ideali ele alinsin. O zaman, R/P = 00 0 elde
0 0 k 0 0 0
edilir.
k k k 0 k k
V.= 0 0 0 | sag R-modiliiniin tek maksimal alt modili M = | 0 0 0
0 0 0 000

olur. Ayrica, M sifirdan farkl iki tane alt modiile sahiptir. Bu alt modiiller

0 k O 0 0 k
U=|[000]|veW=1]1000
0 0 0 0 00

olur. Bu durumda, V'nin kompozisyon serileri 0 G U S M SV ve 0CWE MGV

oldugundan kompozisyon faktorleri de
VIM=S  M/W=ZUZ=S,, M/U=ZW =5

seklinde elde edilir. S7, V nin sifirdan farkh her faktér modiiliiniin bir kompozisyon
faktortidiir, fakat V' nin herhangi bir 6z alt modiiliiniin bir kompozisyon faktorii olamaz.

Simdi sifirdan farkl bir f : V' — V homomorfizmasi verilsin. O zaman,

Cek(f) = {0}, Cek(f) = U, Cek(f) = W veya Cek(f) = M

olmahdir. Cek(f) = U olsa, V/U = f(V) # 0 olur, fakat bu miimkiin degildir.
Cek(f) = W olsa, V/W = f(V) # 0 olur, fakat bu da miimkiin degildir. Cek(f) = M
ise V/M = S; = f(V) olur. Buradan f(V) = U = S, veya f(V) = W = Ss geligkisi
elde edilir. Dolayisiyla, Cek(f) = {0} olmahdir. Béylece, f birebir olur.

Dolayisiyla, V' modiiliiniin sifirdan farkli her endomorfizmasi birebirdir. O halde,
Onerme 4.1.13 (3) ile, P bir tamamen asal sag idealdir. Ancak, U@ W C V oldugundan

V' diizgiin modiil degildir. Dolayisiyla, R/ P modiilii de diizgiin olmaz.

Onerme 4.1.17 [4, Proposition 2.9] Bir P C R saj ideali i¢in E = Endp(R/P)
bolimli halka olsun. O halde, P bir tamamen asal sag idealdir. Bu ifadenin tersi, R/ P

modilunin cohopfian olmast durumunda dogrudur.
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Ispat: P C R sag ideal ve E := Endg(R/P) boliimlii halka olsun. Her f € E tersinir
olacagindan, Onerme 4.1.13 ile, Py bir tamamen asal sag idealdir. Tersine, Pg bir
tamamen asal sag ideal ve R/P bir cohopfian modiil olsun. Onerme 4.1.13’ten, sifirdan
farkli her f € F birebirdir. R/P cohopfian oldugundan f bir otomorfizmadir. Boylece
E bir bolumli halkadir. 0

Sonug 4.1.18 [4, Corollary 2.10] (A) Maksimal bir mg C R sag ideali tamamen asal
sag idealdur.

(B) R sag Artin bir halka olmak ‘izere, bir Pr C R sag ideali i¢in asagidaki ifadeler
denktir:

(1) P bir tamamen asal sag idealdir.

(2) Endgr(R/P) bolimli halkadur.

(3) P sag ideali, Ir(P) iginde bir maksimal sag (siraswyla, maksimal sol) ideal olur.

Ispat: (A) mz < R maksimal sag ideali icin R/m sag R-modiilii basit modiildiir.
Schur Onteoremi ile Endg(R/m) bir boliimlii halkadir. Dolayisiyla, Onerme 4.1.17’den
mpg bir tamamen asal sag ideal olur.

(B) (1) < (2) Onerme 4.1.17 ile agiktur.

(2) & (3) Ig(P)/P = Endgr(R/P) izomorfizmasindan istenen saglanir. O

Zorn Onteoremi’'nden sifirdan farkhh her halka bir maksimal ideale sahiptir. Do-
layisiyla, Onerme 4.1.18(A) yardimiyla, sifirdan farkli her halkanin bir tamamen asal
sag ideal bulundurdugu sonucuna varilir. Ancak, ayni durum tamamen asal iki-yonlii ide-
aller veya oldukca asal sag idealler icin gecerli degildir. Diger taraftan, Ornek 4.1.16 bir
Artin halkada tamamen asal bir sag idealin maksimal olmas1 gerekmedigini gosterir.
Dolayisiyla, Sonug 4.1.18’in (B) béliimiiniin giiglendirilmesi miimkiin degildir.

Degismeli bir halkanin her 0z ideali asal ise, o halka bir cisimdir. Bu durumun

degismeli olmayan halkalardaki karsiligr agagidaki sekilde verilebilir.

Onerme 4.1.19 [4, Proposition 2.11] R sifirdan farkle bir halka olsun. R halkasinn
her 6z sag idealin tamamen asal olmasu i¢in gerek ve yeter kosul R’nin bir bolimli halka

olmasaidar.

Ispat: (<) Aqktr.
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(=) Sifirdan farkh bir @ € R elemaninin sag tersinir oldugunu gostermek yeterlidir.
Aksine, aR # R olsun. J = a?R sag ideali i¢cin J C aR C R’dir. Buradan, hipotez ile
J bir tamamen asal sag idealdir. Ote yandan J = a®R sag ideali icin a € Iz(J) oldugu
aciktir. O halde, Onerme 4.1.13 ile a € J bulunur. Buradan, t € R olmak {izere a = a%t
yazilir. Ayn1 zamanda 0 C R ideali de tamamen asal sag idealdir ve Onerme 4.1.5 ile
tamamen asal ideal olur. Boylece, R/0 = R tamlk bolgesidir. Bu durumda, a = a*t

iken at = 1 olmahdir. Bu ise aR = R celigkisini verir. Dolayisiyla kabultimiiz yanhstir.

R bir bolimli halkadar. O

Uyar: 4.1.20 [4, p. 884] Degigmeli olmayan halkalardaki asal idealler igin Oner-me 4.1.19
gecerli degildir. Ornegin; D bir boliimlii halka ve Vp, boyutu en az Xy olan bir D-vektor
uzay olsun. R = End(Vp) halkasi basit ve degismeli olmayan bir halkadir. Diger taraf-

tan, R’nin 6z idealleri asaldir.

Onerme 4.1.21 [4, p. 8834] Sifirdan farkly bir R halkasi i¢in asagudaki ifadeler denktir:
(1) R bir bolimli halkador.
(2) Sufirdan farkl devirli her sag R-modilin endomorfizma halkasy tamlik bélgesidir.
(3) R bir tamlik bélgesidir ve devirli her sag R-modiiliin endomorfizma halkasy in-

dirgenebilirdir, yani sifirdan farkl istel-sifir elemany yoktur.

Ispat: (1) = (2) R bir boliimlii halka olsun. R'nin sifirdan farkh devirli tek sag
R-modiilii kendisidir. Dolayisiyla istenen elde edilir.

(2) = (3) End(Rgr) = R oldugundan, R bir tamlik bolgesidir.

(3) = (1) Sifirdan farkh a € R verilsin. f : R/a?R — R/a*R , 1 + a*R — a + a*R
bir homomorfizmadir. Buradan, (f o f)(1 4+ aR) = 0 olur. End(R/a?R) indirgenebilir
oldugundan, f = 0 elde edilir. O halde, a € a®>R’dir. R bir tamhik bélgesi oldugundan,

Onerme 4.1.19'un ispatindan R bir boliimlii halka bulunur. 0

Uyar: 4.1.22 [4, Remark 2.12] P agagidaki kogulu saglayan modiil-teorik bir 6zellik
olsun:

Vr bir modiil, / R’nin bir ideali ve I C ann(V) olsun. V'nin R-modiil olarak
P ozelligini saglamasi igin gerek ve yeter kogul V'nin R/I-modiil olarak P 6zelligini

saglamasidir.
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S(R), R/ P'nin P 6zelligini saglayan tiim Pg sag ideallerinin kiimesi olsun. O halde,

P ozelligi tizerindeki kabuliimiizden, P <— P/I ile verilen
{PreS(R)| P21} «— S(R/I)

birebir eglesmesi vardir.

P ozelligi olarak “V modiiliiniin sifirdan farkli olmasi ve V'nin sifirdan farkli her
endomorfizmasinin birebir olmasi” alinabilir.

Bu durumda, S(R) = {Pz € R | R/P modiilii P 6zelligini saglar} kiimesi Oner-
me 4.1.13’ten tamamen asal sag idealler kiimesine karsilik gelir. Bu durumda, her I < R
ideali igin R/I'min tamamen asal sag idealleri kiimesi, R halkasinin [ idealini igeren

tamamen asal sag idealleri kiimesi ile birebir eglegir.

Onerme 4.1.23 [4, p. 885] R ve S halkalar: i¢in, f : R — S orten bir halka homo-
morfizmasi olsun. Bu homomorfizma altinda S halkasinin herhangi bir tamamen asal

sag idealinin ters goruntisu, R halkasinin tamamen asal bir sag ideali olur.

Ispat: f+ R — S bir orten halka homomorfizmas1 ve Ps C S bir tamamen asal sag
ideal olsun. Uyar1 4.1.22 yardimiyla, {Xr € S(R) | Cek(f) C X} «— S(R/Cek(f))
arasinda birebir egleme kurulabilir. Buradan f~!(P,) C R bir tamamen asal sag ideal

olur. O

Siradaki 6rnek, Onerme 4.1.23'tin herhangi bir homomorfizma i¢in gecerli olmasi

gerekmedigini gosterir.

Ornek 4.1.24 [4, Example 2.13] k bir boliimlii halka, S = Ms(k) ve

kE k k
R=10%k0|CS

0 0 k
olsun.
a b c
RQs=1{| d e f | |abcde fek} < Mk)
d e f
ve
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kE k k
00 0]|<R
0 00

Pr

sag idealleri verilsin.

Burada, Qg = ( E k k >§ modiiliintin kompozisyon uzunlugu 2 oldugundan, Qg
sag ideali S'nin bir maksimal sag ideali olur. Dolayisiyla, Sonug 4.1.18’den, (s tamamen
asaldur.

f: R — S icerim homomorfizmasi goz 6niine almsm. O halde, P = QNR = f~}Q)
olur. Ancak, (R/P)p = < 0 k k )R = < 0 k O )R & < 00 k >R oldugu igin,
(R/P)g aynigtirlabilirdir. Bu durumda, Sonug 4.1.15’ten, Pg bir tamamen asal sag
ideal degildir.

Sonug olarak, tamamen asal olan bir sag idealin herhangi bir homomorfizma altindaki

on gortintiisi tamamen asal olmayabilir.

Onerme 4.1.25 [4, Proposition 2.14] R ve S halkalar: i¢in f : R — S halka homo-
morfizmast, Qs C S tamamen asal sag ideal ve Pp = f~1(Q) olsun. f(Iz(P)) C Is(Q)

1se Pg, R halkasinin bir tamamen asal sag idealidir.

Ispat: Q # S oldugundan f~'(Q) = P icin P # R olur. a € Iz(P) ve ab € P
olsun. f(ab) = f(a)f(b) € f(P) ve f(a) € f(Ig(P))dir. O zaman, f(a)f(b) € Q ve
f(a) € Is(Q) olur. Qg bir tamamen asal sag ideal oldugundan, f(a) € @ veya f(b) € Q
bulunur. Buradan a € f~1(Q) veya b € f~'(Q) oldugu icin Pr tamamen asal sag
idealdir. UJ

Uyar1 4.1.26 [4, p. 886] Onerme 4.1.25'teki Qg, S halkasmim iki yonlii bir ideali ise,
I5(Q) = S olur ve dolayisiyla f(Iz(P)) = [s(Q) saglanir. Diger taraftan, @) CGor(f)
(6rnegin, f orten ise) ve f(P) = @ oldugundan f(Ir(P)) C I5(Q) elde edilir.

4.2 Tamamen Asal Ideal Prensibi

Degismeli cebirdeki pek ¢ok onemli teoremin ortaya koydugu gibi, belirli bir ozellige

gore maksimal olan bir ideal asal olmak zorundadir. Bu bilgi dogrultusunda, ideallerin
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bir F ailesi diigiiniilerek F’nin tiimleyeni F  ailesinde maksimal olan bir idealin ne
zaman asal olacagl sorgulanabilir. Bu tarz F ailelerinin en bilinen ¢rnekleri

e 5 C R carpimsal kapali kiimesi ile kesigen ideallerin ailesi,

e sonlu iiretilmis ideallerin ailesi,

e temel ideallerin ailesi,

e bir Mz modiiliiniin sifirdan farkli higbir elemaninin sifirlayicisi olmayan ideallerin
ailesi olarak verilebilir.

R bir degismeli halka olsun. R'nin ideallerinden olusan ve R’yi iceren bir F ailesi
verilsin. Her I <1 R ideali ve a € R eleman igin I + (a) € F ve ({ : a) € F iken [ € F
kosulu saglaniyorsa, F ailesine Oka ailesi denir. (bkz. [27])

Degismeli halkalardaki asal ideal prensibiyle, eger F bir Oka ailesi ise F  ailesinin
maksimal elemanlari, R degigsmeli halkasinin asal idealleridir (bkz. [27, Prime Ideal
Principle 2.4]). Dolayisiyla, degismeli cebirde “bir 6zellige gore maksimal olan idealin
asal olmasini gerektiren” pek cok sonug asal ideal prensibi kullanilarak dogrudan elde
edilir.

Bu alt bolumde, yukarida sozii edilen kavramlarin degismeli olmayan halkalardaki

kargiliklar1 verilecektir.

Tanim 4.2.1 [4, Definition 3.1] R bir halka olsun ve sag ideallerden olugan bir F ailesi
asagidaki ozellikleri saglasin:

e Re F,
e Ir C R sag ideali ve a € R eleman icin I +aR € F ve a I € F iken I € F'dir.

Bu durumda, F ailesine bir sag Oka ailesi denir.
Bu tanim, degigsmeli halkalardaki Oka ailesi tanimi ile ¢akigir.

Onerme 4.2.2 [4, Remark 3.3] Bir R halkasimda sag ideallerin Oka ailelerinin kolek-
siyonu keyfi arakesit altinda kapalidir.

Onerme 4.2.2’den bir R halkasinin sag Oka ailelerinin kiimesi kapsama bagmtisi

altinda bir tam latis (complete lattice) olur.

Teorem 4.2.3 [4, Teorem 3.4] (Tamamen Asal Ideal Prensibi) F, bir R halkasinn sag

ideallerinin bir Oka ailesi olsun. O halde, her I € Max(F') tamamen asal sag idealdir.
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Ispat: I € Max(F') olsun. R € F oldugundan I # R’dir. Iy sag idealinin tamamen
asal sag ideal olmadigi kabul edilsin. O zaman al C [ ve ab € [ olacak bigimde
a,b € R\I elemanlar1 vardir. a ¢ I oldugundan I C I + aR olur. Ayrica, I C a1
ve b € a1 oldugundan I C a~'I bulunur. I € Max(F ) oldugundan I + aR € F ve
a~'I € F elde edilir. F bir sag Oka ailesi oldugu icin I € F dir. Bu ise bir celigkidir.

Dolayisiyla, I bir tamamen asal sag idealdir. 0

Degismeli halkalarda, Oka aileleri igin verilen “Asal Ideal Prensibinin Tiimleyeni
(Prime Ideal Principle Supplement)” Cohen Teoremi gibi bazi sonuglar elde etmek
icin kullamilmigtir (bkz [27]). Tamamen Asal Ideal Prensibi ile bu olguyu degismeli
olmayan halkalara genellemek miuimkiindiir. Bu sonug, belirli bir F sag Oka ailesinin,
R’nin tiim sag ideallerini icerip icermedigini test etmek i¢gin, sadece tamamen asal sag

idealleri kontrol etmenin yeterli oldugunu soyler.

Tamim 4.2.4 [23] Bir R halkasinda sag ideallerin bir F ailesi verilsin. R halkasinin
her Iy, Jg sag ideali igin I € F ve J O [ iken J € F oluyorsa F ailesine yarifiltre
(semifilter) denir.

Teorem 4.2.5 [4, Theorem 3.6] (Tamamen Asal Ideal Prensibinin Timleyeni) F, bir
R halkasinan bir sa§ Oka ailesi ve F i¢indeki saq ideallerin kapsama bagintisina gore
bostan farkl her zincirinin F icinde bir dst sinrt olsun. S, R halkasian tamamen
asal saq ideallerinin bir kimesi ise asaqidaki ifadeler saglanir:

(1) Fo sag ideallerin bir yarifiltresi ve S N Fy C F ise Fo C F olur.

(2) Bir Jg C R sag idealini (6z olarak) iceren S i¢indeki tim sag idealler F ’ye
aitse, J sag idealini (6z olarak) iceren tim sag idealler de F ye aittir.

(3) S C F ise R halkasinin tim sag idealleri F ailesine aittir.

ispat: (1) Fo sag ideallerin bir yanfiltresi olsun. SNFy C F ve Fy € F kabul edilsin.
Buradan, en az bir Iz € F \ Fy vardir. Dolayisiyla, Ix € F N Fy olur. F ile ilgili
hipotez ile, Zorn Onteoremi yardimiyla P € Maxz(F') ve P D I olacak bicimde bir
sag ideal vardir. Teorem 4.2.3 ile P € S olmalidir. Fy, I idealini iceren bir yarifiltre
oldugundan P € Fy'dir. Dolayisiyla, P € S N Fy ve P ¢ F elde edilir. Bu ise bir
celigkidir. O halde, Fy C F olur.

(2)'nin ispat1 i¢in (1)’de Fy, J'yi (6z olarak) kapsayan sag ideallerin ailesi; (3)iin
ispati i¢in de (1)’de Fy, R'nin tiim sag ideallerinin ailesi olarak alinir. 0J
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Asagidaki sonug, bir sag Oka ailesi elde etmenin bir yolunu vermektedir. Burada,
(M), Mg modiiliiniin en kiigiik kardinaliteye sahip iirete¢ kiimesinin kardinalitesini

gostermektedir.

Onerme 4.2.6 [4, Proposition 3.7] «a sonsuz bir kardinal olsun. F, ile p(I) < «
olacak bicimde tim Ir C R sag ideallerin kiimesi gosterilsin. O zaman F., bir sag
Oka ailesidir ve p(I) > « ozelligine gore maksimal olan Ir tamamen asal bir sag
1dealdir.

Ozel olarak; sonlu iretilmis saj ideallerin kiimesi bir sag Oka ailesidir. Dolayiswyla,

sonlu tretilmis olmama ozelligine gore maksimal olan bir sag ideal tamamen asaldar.

Ispat: I C R sag ideali ve a € R elemani icin I + aR,a '] € F., olsun. O zaman
pu(l+aR) < ave p(a ') < a olur. u(ly) < a ve I +aR = Iy + aR olacak sekilde bir
Iy C I sag ideali vardir. Dolayisiyla, Iy + a(a='I) = I elde edilir.

x + ax ile tammh f:a"'T — a(a™'I) fonksiyonu orten oldugundan, bir
g:ala™l) —a™'T

birebir fonksiyonu vardir. Buradan, p(a(a™1)) < p(a™'I) < a elde edilir. O zaman,
w(I) < p(Io) + plala™1)) < o + o = a olur. Boylece, I € F.,, bulunur. Ote yandan,
R € F_, oldugu aciktir. O halde, F_, bir sag Oka ailesidir.

Eger Iy sag ideali pu(I) > a Ozelligine gore maksimal ise I € Max(F') olur. Te-
orem 4.2.3’ten, Ir bir tamamen asal sag idealdir.

a = Ny almirsa, F_, ailesi sonlu tretilmis sag ideallerden olusur. Boylece sonlu
tiretilmis olmama 6zelligine gore maksimal olan bir sag ideal, Teorem 4.2.3’ten tamamen

asal olur. 0

Tamamen Asal Ideal Prensibinin Timleyeni yardimiyla, Cohen Teoremi’nin tama-
men asal sag idealler i¢in degigmeli olmayan halkalardaki genellemesi agsagidaki sekilde

verilir.

Teorem 4.2.7 [4, Theorem 3.8] (Degismeli Olmayan Halkalarda Cohen Teoremi) Bir
R halkasinin sag Noether olmast i¢in gerek ve yeter kosul halkadaki tim tamamen asal

sag ideallerin sonlu tretilmis olmasidar.
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Ispat: (=) R halkas: sag Noether ise, Onerme 2.3.3’ten biitiin sag idealler sonlu
iiretilmis olur. Dolayisiyla, tamamen asal sag idealler de sonlu tiretilmig olur.

(<) F ailesi olarak Onerme 4.2.6 kanitinda F.y, almirsa, F ailesi sonlu iiretilmis
sag ideallerden olugur. Teorem 4.2.5(3)’ten, R halkasinin tiim sag idealleri sonlu iire-

tilmis olur. O halde, Onerme 2.3.3’ten, R sag Noether bir halka olur. 0

Uyar: 4.2.8 [4, p. 889] Teorem 4.2.7'de tamamen asal sag idealler yerine oldukga
asal sag idealler alimirsa, teorem istenen sonucu vermez. Gercekten, Onerme 4.1.8 kul-
lanilarak, oldukca asal bir sag ideal icermeyen ve sag Noether olmayan halkalarin varligi
goriiliir. Bu durumda, genel bir R halkasinin sag yonlii yapisini yonetmede, tamamen

asal sag idealler oldukca asal sag ideallere oranla daha etkilidir.

Herhangi bir § kardinali i¢in, F<g = { Iz < R| u(I) < 5 } kiimesini tanimlayabiliriz.
pt, B’ ardil olmak tizere; F<g = Fg+ dir. Dolayisiyla, Onerme 4.2.6’daki genelle-
meler gecerli olmaya devam eder. Ozel olarak, 3 = Ny alimirsa, tiim sayilabilir tiretilmis

sag ideallerin ailesi, bir sag Oka ailesi olur.

Simdi Tamamen Asal Ideal Prensibi Teorem 4.2.3’iin bir tiir “tersi” verilecektir.

Onerme 4.2.9 [4, Proposition 3.10] R bir halka ve F sag ideallerin bir ailesi olsun.
Max(F') icerisindeki tiim sag ideallerin tamamen asal olmasu i¢in gerek ve yeter kosul
Jr € F ve Igr C Jg olan her I sag ideali ve her a € Ig(I) elemana igin Oka ézelliginin

saglanmasidar.

Ispat: (<) Tamamen Asal Ideal Prensibi ile aciktir (bkz. Teorem 4.2.3).

(=) Maz(F) tamamen asal sag ideallerden olugsun. Iz < R ve a € Ig(I) belirtilen
ozellikleri saglasin. Iy ¢ F ise I € Max(F') olur. Dolayisiyla, Iy tamamen asal sag
idealdir. Ote yandan, I ¢ F ve I + aR € F oldugundan, a ¢ F sonucuna varilir. O
zaman, al C I ve a ¢ I oldugundan, Onerme 4.1.2 ile I = a'I € F celigkisi elde
edilir. O halde, I € F olmaldir. O

Uyar1 4.2.10 [4, p. 890] Degismeli bir R halkas: i¢in Onerme 4.2.9, hangi F ailelerinin

Max(F') C Spec(R) kosulunu sagladigini tam olarak belirtir.
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4.3 Oka Aileleri

Tamamen Asal Ideal Prensibi'ni uygulayabilmek icin sag Oka aileleri insa etmenin
etkili bir yoluna ihtiyag vardir. Degigsmeli halkalarda, bir R halkasinin Oka aileleri ile
devirli R-modiillerin belirli siniflar1 arasinda birebir bir egleme vardir. Asagida, bu
onemli sonucun bir genellemesi verilecektir. Bu alt boliim boyunca, 91 ile tiim sag

R-modiillerin simifi, 9% ile devirli sag R-modiillerin alt simifi temsil edilecektir.

Tanim 4.3.1 [4, Definition 4.1] R bir halka ve € C 9, sifir1 igeren bir alt simf olsun.

Devirli sag R-modiillerin her
0O—=+L—-M-—=N=0

tam dizisi icin L, N € € iken M € € kosulu saglaniyorsa, € alt sinifi genisleme altinda

kapalidir denir.

Onerme 4.3.2 [27] R bir degismeli halka olsun. € C MG, alt sinifi genisleme altinda
kapaly iken Fe = { I <R | R/I € € } bir Oka ailesidir. Ayrica F, R halkasindaki
ideallerin bir Oka ailesi ise Cr={ M € Mp | M = R/I olacak sekilde bir I € F

vardiry € MG, alt sinafe genisleme altinda kapalidur. Dolayisiyla,

{R halkasindaki Oka aileleri} «— {Devirli R-modiillerin genisleme altinda kapals

sinaflari}

birebir eslemesi vardar.

Degismeli bir R halkasi i¢in yukarida verilen eglemede F, € ile belirlenmistir. I << R
ideali R/I devirli modiiliiniin izomorfizma sinifiyla belirlenebilir, ¢linkii / bu devirli
modiiliin sifirlayicisidir. Gergekten, F = F¢'dir, ¢linkii I € F ise R/I € € olur ve
boylece I € Fg elde edilir. Tersine I € F¢ ise R/I = R/J olacak bi¢imde J € F vardir.
R degismeli oldugundan anng(R/I) = I'dw. f: R/I — R/J izomorfizmasi i¢in = € J
iken f(14 I)x = 0 olur. Buradan, f(z 4+ I) = 0 ve f birebir oldugundan x € I elde
edilir. Benzer sekilde ters kapsama da goriiliir ve boylece I = J bulunur.

Ancak agagidaki 6rnekte goriilecegi gibi, degismeli olmayan bir halkada, R/I = R/.J
iken I # J olacak bigimde Ig, Jg sag idealleri bulunabilir.

Ornek 4.3.3 [4, Example 4.2] R basit Artin bir halka olsun. Dolayisiyla, R basit sag

modiillerin tek izomorfizma sinifina sahiptir. Boylece, Mr C R maksimal sag idealleri
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izomorf R/M faktor modiillerine sahiptir. Ancak bir k£ boliimlii halkas: i¢in R = M,, (k)
ve n > 1 ise; yani R bolumli halka degilse, o zaman birden fazla maksimal sag ideal
vardir.

i=1,2,...,nicin M;’ler 7. satir1 sifir olan sag idealler olsun. Aslinda, sonlu olmayan
bir k£ boliimlii halkas: tizerinde, Ms(k) halkasinin bile sonsuz ¢oklukta maksimal sag

ideali vardir, ¢iinkii her A € k i¢in,

a b
{ | a,b ek}
Aa

maksimal ideal olur. Bu maksimal idealler her A\ degeri i¢in birbirinden farkhdir. Benzer

durum n > 2 olacak bi¢imde M, (k) igin de gegerlidir.

Ornek 4.3.3'ten dolayl, sag ideallerin her Oka ailesinin, devirli modiillerin bir siufi
ile birebir egleme kurmasi beklenmez. Bu durum, agagidaki tanimlarin verilmesini tegvik

eder.

Tanim 4.3.4 [4, Definition 4.3] Iz, Jg C R sag idealleri i¢in sag R-modiil olarak
R/I = R/J ise, Ir ve Jg benzerdir denir.

Tanim 4.3.5 [4, Definition 4.3] R halkasinda sag ideallerin bir ailesi F olsun. Benzer
Ig, Jr < R sag idealleri i¢in I € F iken J € F kosulu saglaniyorsa, F ailesi benzerlik
altinda kapalidir denir. Denk olarak, R/I = R/.J iken I € F olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul J € F olmasidir.

Onerme 4.3.6 [4, Proposition 4.4] Herhangi bir R halkast i¢in,

{Sag ideallerin benzerlik altinda kapale F aileleri} «— {Devirli sag R-modiillerin

izomorfizma altinda kapalr olan € siniflari}

birebir eslemesi vardar.

Yukaridaks gibi bir F ailest ve € sinafi igin, sozu edilen esleme
F+—Cr={Mp|Il€Figin M=R/I}
C+— Fe={Ig<R|R/IeC}

ile verilir.
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Onerme 4.3.6’y1 ispatlamak ic¢in asagidaki sonuglara ihtiyag vardir.

Onteorem 4.3.7 [4, Lemma 4.5] R bir halka olsun.
(A) Her I C R sag ideali ve a € R igin

R/a™'I — (I +aR)/I C R/I
r+a'lI—ar+1

ile verilen bir izomorfizma vardar.
(B) Ir, Jr sag idealleri verilsin. R/I = R/J olmast i¢in gerek ve yeter kosul

I +aR = R vea I =J kosulunu saglayan en az bir a € R bulunmasidar.
Ispat: (A)
a:Rj/at = T+aR/I;r+a T —ar+1

doniigimiini tanilayalim.

a’'nin iyi tanmimli ve bir homomorfizma oldugu agiktir.

e « birebirdir: ar; + I = ary + I ise, ary — ary = a(r; — ry) € I olur. Boylece
r — 1y € a1 ['dir ve dolayisiyla 71 + a1 = ry + a1 olur.

e o ortendir: x+ 1 € (I +aR)/I olsun. x € [ +aR oldugundan, t € I ve r € R i¢in
r=t+ar seklinde yazilwr. T=a+ 1 = (t+ar)l = (t+ 1)+ (ar+ 1) =ar+1=7ar

olacagindan « ortendir. 0

Onerme 4.3.8 [4, Proposition 4.6] F, bir R halkasinin sag ideallerinin bir ailesi olsun.
F ailesinin benzerlik altinda kapalr olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ir C R sag ideals
ve a € R elemans i¢in I +aR = R ve a I € F iken I € F olmasidur.

Ozel olarak, her F sag Oka ailesi benzerlik altinda kapalidur.

Ispat: Onteorem 4.3.7’den ilk istenen agiktir. Oka ailesinin tanimindan da ikinci iste-

nen elde edilir. O

Boylece, Onerme 4.3.6 icerisinde soylendigi gibi her sag Oka ailesinin, devirli sag
modiillerin bazi siiflarina eslendigi goriliir. Eslenen bu simiflarin 6zelligini vermeden

once bir hatirlatma yapilmalidir. 0 € € kosulunu ve Ly = Mpg igin

O—=L—-M-—=0—0
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tam dizisini goz oniine alirsak, devirli modiillerin genigleme altinda kapali olan sinifinin
izomorfizmalar altinda kapali oldugu da goriiliir.

Simdi bu alt boliimiin temel sonucu kanitlanabilir.

Teorem 4.3.9 [4, Theorem 4.7] Devirli sag R-modillerin genisleme altinda kapali olan

bir € sinafr icin,
Fe={Ir<R|R/I€C}

bir sag Oka ailesi olur.

Ayrica, F sag Oka ailesi i¢in, devirli sag R-modillerin sinafi
Cr={ Mg | M= R/I olacak sekilde bir I € F vardvr}

genisleme altinda kapaly olur.

ispat: ¢ sinifi genigleme altinda kapali olsun. 0 € € oldugundan, Ir = R alindiginda
R € Feolur. I +aR € Fg¢ ve a 'I € F¢ olacak bicimde Ir € R ve a € R verilsin. O
zaman, R/(I +aR) € € ve R/a"'I € € olur. Simdi

o:R/I - R/I+aR;x+1— x4+ (I +aR)
homomorfizmasimin g¢ekirdegi Cek(y) = (I + aR)/I’dir. Buradan,
0— (I4+aR)/I— R/I - R/(I+aR)—0

tam dizisi elde edilir. Onteorem 4.3.7’den, R/a~'I = (I + aR)/I oldugundan ve €
izomorfizma altinda kapali oldugundan R/I € € elde edilir. O halde, I € F¢ bulunur.
Boylece, F¢ bir sag Oka ailesidir. Simdi F bir sag Oka ailesi olarak alinsin.

Cr={ Mg | M = R/I olacak gekilde bir I € F vardir}

sinifinin genigleme altinda kapali oldugu gosterilecektir.
R € F oldugundan 0 € €x olur. L, M, N devirli sag R-modiil ve L, N € € olmak

uzere

0O—L—M-—N-—=0

50



tam dizisi verilsin. L € €z oldugundan L = R/A olacak bicimde Ar € F sag ideali
vardir. Benzer olarak N € €z oldugundan N = R/B olacak bigimde B € F sag ideali
vardir. Ayrica, M devirli bir modiil oldugundan bir I < R sag ideali igin M = R/I’dir.
L devirli ve L — M = R/I oldugundan L = (I + aR)/I kogulunu saglayan bir a € R
vardir. Dolayisiyla, R/(I+aR) = N = R/B olur ve Onerme 4.3.8’den I +aR € F elde
edilir. Benzer olarak, R/a='I = (I +aR)/I = L = R/A olur ve yine Onerme 4.3.8'den
a~'I € F bulunur. F bir sag Oka ailesi oldugundan I € F sonucuna varilir. Boylece

Mpg = R/I olacak bi¢imde I € F bulunmus olur. Sonucta, Mz € €5 elde edilir. O

Simdi Teorem 4.3.9, Tamamen Asal Ideal Prensibi Teorem 4.2.3’iin, Boliim 4.2'nin

sonunda verilenden farkli olarak, “ikinci” bir tersini elde etmek i¢in uygulanacaktir.
Onteorem 4.3.10 [4, Remark 4.10] Vi bir modiil olsun ve

V] ={Mg | M =0 veya M,V igine gomiilmez}
sinafo tamemlansin. £[V], Mg icinde genisleme altinda kapalidor.

Ispat: L, N € ¢[V]igin 0 - L - M — N — 0 tam dizisi verilsin. Eger L = 0 ise
M = N olur ve dolayisiyla M € £[V] bulunur. Eger L # 0 ise L, V igine gémiilmez.
L — M oldugundan M modiilii de V i¢ine gomiilemez. Bu durumda da M € £[V]
olur. Dolayisiyla, £[V] genisleme altinda kapahdir. ([l

Onerme 4.3.11 [4, Proposition 4.11] Bir R halkasinwn tamamen asal bir sag ideali P
i¢in, P € Max(F') olacak bi¢imde bir F sag Oka ailesi vardur.

Ispat: Vi = R/P ve £[V] = {Mp | M = 0 veya M, V icine gomiilemez} olsun. € simh
olarak € = £[V] N IMR® ve F olarak Fe ele alinsin. Teorem 4.3.9'dan, F bir sag Oka
ailesidir. R/P =V ¢ ¢[V] oldugundan P ¢ F olur. Dolayisiyla, P’'nin maksimalligini
gostermek yeterlidir. Aksine P maksimal olmasin. O zaman P C [ olacak bi¢gimde bir
Ir ¢ F sag ideali vardir. O halde, R/P — R/I — 0 epimorfizmas1 vardir. I ¢ F
oldugundan R/I # 0’dir ve boylece 0 # R/I — V = R/ P elde edilir.

g1 : R/P — R/I; x + P — x + I dogal doniigsimi ve g : R/I — R/P igerim
doniigimii i¢gin f = gogy # 0 olur. Ancak Cek(f) = I/P # 0’dir. Bu durum ise
Onerme 4.1.13(3) ile celigir. Boylece, P € Max(F') olmak zorundadr. O
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Uyar: 4.3.12 [4, Remark 5.1] Sag Oka ailelerinin olugturulmasi i¢in agagidaki yollar
izlenebilir:

(1) Mg iginde genigleme altinda kapali olan & C My alt simfi verilsin. O zaman,
¢ = NG devirli modiillerin genisleme altinda kapali siifi olur. Dolayisiyla, F = F¢
bir sag Oka ailesidir.

(2) Bir k halkasi igin, sabit bir & — R homomorfizmasi ile R’ye bir k-halka denir. Bir
R Ek-halkast i¢in &, sag k-modiillerin 91, icinde genigleme altinda kapali olan bir sinifi
olsun. ¢ ile Mg'nin, k — R dontisiimii altinda k-modiil olarak diigiiniilen ve &; iginde
bulunan modiillerin alt sinifi gosterilsin. Bu durumda, £ alt sinifi 9y icinde genigleme
altinda kapalidir. Boylece, € = £ N 9§ genisleme altinda kapali olur. Dolayisiyla F =
Fe bir sag Oka ailesidir.

4.4 Tamamen Asal ideal Prensibinin Baz Uygulamalari

Bu alt boliimde Tamamen Asal Ideal Prensibi’nin baz uygulamalar: verilecektir. Bu
uygulamalarin her biri, bir halkanin tek yonlii yapisini caligmak amaciyla olugturulmus
tamamen asal sag ideallerin yeni bir kaynagi ya da sag Oka ailelerinin bir uygulamasi
olarak goriilmelidir.

Oncelikle, degismeli bir halkanim idealleri ile {izerindeki modiilleri arasimdaki bagintiy:
saglayan nokta sifirlayicilardan bahsedilecektir. Degismeli cebirde, asal idealler, bir
modiiliin iligkili asallar1 formunda oldukg¢a 6nemli bir rol oynarlar. Simdi bu kavram-

larin degismeli olmayan halkalar tizerindeki kargiliklar1 incelenecektir.

Tanim 4.4.1 [4, Definition 5.2] Bir R halkasi ve sifirdan farkli bir Mz modiilii verilsin.
Sifirdan farkli bir m € M elemam igin ann(m) = {r € R | mr = 0} formundaki sag

ideale M modiiliiniin bir nokta sifirlayicisy (point annihilator) denir.

Degismeli bir R halkasi iizerindeki bir M modiilii i¢in, maksimal nokta sifirlayicisinin
asal ideal oldugu oldukca iyi bilinen bir sonuctur. Asgagidaki Onerme, bu sonucun

dogrudan bir genellemesidir.

Onerme 4.4.2 [4, Proposition 5.3] R bir halka ve Mg sifirdan farkle bir modiil ol-
sun. M nin nokta sifirlayicist olmayan sag ideallerin F ailesi bir sag Oka ailesidir.

Dolaysiyla, M 'nin bir maksimal nokta sifirlayicisi, tamamen asal sag idealdir.
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ispat: Onteorem 4.3.10’da verildigi gibi
¢ [M]={Ngr| N =0veya N, M igine gomiilemez}

kiimesi olugturulsun ve € = ¢ [M] N MY, olsun. Bu simf, genigleme altinda kapalidir.
Dolayisiyla, F¢ bir sag Oka ailesidir.

&[M]'nin tanimindan,

/

Fe = {IrCR|0#R/I — M}
= {ann(m)|0#m e M}
- F
olur. Dolayisiyla, F = F. bir sag Oka ailesidir. Tamamen Asal Ideal Prensibi'nden,

M’nin maksimal nokta sifirlayicisinin tamamen asal sag ideal oldugu sonucu ¢ikar. [J

Degismeli olmayan bir R halkasinda Pr C R bir tamamen asal sag ideal ve Mp
bir modiil olsun. P, M nin bir nokta sifirlayici ideali ise, P’ye M ile iliskili tama-
men asal sag ideal (associated to M) denir. Degigmeli bir halka tizerindeki bir Noether
modiiliin sonlu sayida iligkili asalinin var oldugu iyi bilinen bir sonugtur (bkz.[28, The-
orem 3.1]). Ancak bu durum, degismeli olmayan halkalarda tamamen asal idealler i¢in

gecerli degildir (bkz. Ornek 4.3.3).

Tanim 4.4.3 [15] R bir halka ve Mp sifirdan farkli bir modiil olsun. M modiiliiniin

sifir-bolenlerinin kiimesi
Sb(M) = {z € R | mz =0 olacak sekilde m € M vardir}

olarak tanimlanir.

Degismeli halkalarda, bir modiiliin sifir-bélenlerinin kiimesi, asal ideallerin bir birle-
simidir (bkz. [15]). Simdi bu durumun Noether sag modiiller i¢in genellemesi verilecek-

tir. Bu sonuc, Onerme 4.4.2'nin bir uygulamasidr.

Sonug 4.4.4 [4, Corollary 5.4] R bir halka ve Mg bir modil olsun. R halkasi, M
modilinin nokta sifirlayice idealleri izerinde artan zincir kosulunu saglarsa (drnegin,
Mpg ya da Rg Noether ise), Mr modilinin sifir-bélenlerinin kiimesi tamamen asal sag

ideallerin birlesimidir.

53



Ispat: My modiiliiniin bir sifir boleni z € R olsun. O zaman z € ann(m) olacak
bi¢imde sifirdan farkli bir m € M vardir. R halkast Mg modiiliintin nokta sifirlayici
idealleri tizerinde artan zincir kosulu sagladigindan, P, O ann(m) olacak bi¢imde
bir maksimal nokta sifirlayict P, C R vardir. Dolayisiyla, z € ann(m) C P, olur.
Onerme 4.4.2’den, P, tamamen asal bir sag idealdir. Mg'nin her sifir-bolen eleman:
i¢in bu sekilde bir P, ideali segilirse, Sb(M) = |JP, elde edilir.

Eger Rr Noether ise, artan zincir kural saglanacagmdan istenen elde edilir. Eger
Mg Noether ise, R halkasinin Mpg'nin nokta sifirlayicilar: tizerinde artan zincir kogulu

sagladigini gormek gerekir. Her 4 indisi i¢in m; € M\{0} i¢in
I := ann(my) C ann(my) C ...

nokta sifirlayici ideallerinin bir artan zinciri olsun. Buradan R/I = mqR C M bir
Noether modiil olur. Béylece, R halkasi, I idealini iceren sag idealler lizerinde artan
zincir kogulunu saglar. Sonug olarak, Mgz modiiliiniin nokta sifirlayici ideallerinin artan

zinciri bir noktada durmak zorundadir. O

Lam ve Reyes; [27] galigmasinda degigsmeli bir R halkasinin tamlik bolgesi olmasi
icin gerek ve yeter kogulun halkadaki sifirdan farkli her asal idealin bir diizenli eleman
icermesi oldugunu gostermiglerdir. Simdi bu durumun degismeli olmayan halkalardaki

kargiligi verilecektir.

Tanim 4.4.5 [14] R bir halka ve I C R bir sag ideal olsun. Sifirdan farkh bir = €
R i¢in I = ann,(z) formundaki bir sag ideale sag temel sifirlayici (right principal
annihilator) denir.

Tanmim 4.4.5’te verilen kavram, Rr modiiliiniin nokta sifirlayici ideali ile ayni kav-
ramdir. Ancak sifirlayici ideal tizerince zincir kogulu fikrini ¢agrigtirmasi amaciyla yu-

karidaki tanim kullamlacaktar.

Onerme 4.4.6 [4, Proposition 5.5] Sifirdan farkl bir R halkasi i¢in asagudaki ifadeler
denktir:

(1) R bir tamlbik bélgesidir.

(2) R halkasi, sag temel sifirlayict idealleri tzerinde artan zincir kosulu saglar ve
sifirdan farkly her Pr C R tamamen asal sag ideali i¢in, P bir temel sag sifirlayic
degildir.
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(3) R halkasi, sag temel sifirlayict idealleri tzerinde artan zincir kosulu saglar ve

sifirdan farkly her Pp C R tamamen asal sag ideali bir sol dizenli eleman icerir.

Ispat: (1) = (3) = (2) Tammlardan dolay: aciktur.

(2) = (1) R halkas: hipotezde verilen kogullar1 saglasin. F ailesi olarak Rz modiiliiniin
nokta sifirlayict olmayan ideallerinin ailesini alalm. Onerme 4.4.2’den, F bir sag Oka
ailesi olur. Tamim geregi, Rz modiiliintin her nokta sifirlayici ideali bir sag temel
sifirlayict ideal oldugundan, ilk hipotez F ailesinin artan zincir kosulu sagladigimi goste-
rir. Dahasi, ikinci varsayim R halkasinin sifirdan farkli her tamamen asal sag idealinin
F iginde bulundugunu gosterir. Dolayisiyla, Teorem 4.2.5(2)’den, sifirdan farklh tiim
sag idealler F igerisinde bulunur. Buradan sifirdan farkli her = € R igin ann,(x) = 0

olur. Boylece, R bir tamlik bolgesidir. O

Yukarida verilen 6nermede, (1) < (2) denkligi i¢in, artan zincir kogulunun gerekli

olduguna dair bir 6érnek agagida verilmigtir.

Ornek 4.4.7 [4] k bir cisim olsun. R degismeli k-cebiri, ;2 = 0 iligkisi ile verilen
{z; | i € N} kiimesi tarafindan tiretilsin. R'min bir tamlik bolgesi olmadig agiktir,
ancak tek asal ideali < zg, x1,.. > bir temel sifirlayici degildir.

Gergekten, p(z) € R\ {0} olacak bi¢imde I =< g, x1,.. >= ann,(p(z)) ve p(z) =
¢ sabit ise < ¢ >= k = R qeligkisi elde edilir. p(x) sabit olmasm. O halde, k =
R/ann,.(p(z)) =< p(x) > olur ve bu durumda < p(z) > basit olmaz. Boylece, yine bir

celigki elde edilir.

Bu durumda, bir R halkasinin her tamamen asal sag ideali sol diizenli eleman
iceriyorken tamlik bolgesi olup olmayacagi sorusu akla gelir. Profesor G. Bergman,

bu soruya asagidaki sonug ile olumlu cevap vermistir.

Onteorem 4.4.8 [4, Lemma 5.6] R bir halka ve My bir modiil olsun. Her m € M igin
mX = 0 iken m = 0 kosulunu saglayan, bostan farkly sonlu bir X C I alt kimesine

sahip Iy sag ideallerinden olusan F ailesi bir sag Oka ailedir.

Ispat: X = {1} € R alimirsa R € F oldugu goriiliir. Simdi I +aR € F ve a™'T €
F olacak bicimde Ir C R sag ideali ve a € R eleman verilsin. i, € [ olmak tizere,
bostan farklh Xy = {iy +ary, -+ i, +ar,} € I+ aR ve X1 = {a1,--+ 2.} Ca 'l
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kiimeleri secilsin. Bu kiimeler, j = 0,1 ve m € M i¢in mX,; = 0 iken m = 0 kosulunu
saglasin. X := {iy, 19, .., i, az1, ..ax,} C I tammlansm. mX = 0 olacak sekilde m € M
var olsun. O zaman, maX; € mX = 0 ise ma = 0 elde edilir. Buradan, mXy, = 0
ve boylece m = 0 elde edilir. Sonug olarak, I € F bulunur. O halde, F bir sag Oka

ailesidir. 0

Onerme 4.4.9 [4, Proposition 5.7 Bir R halkasy uzerindeki sifirdan farkl bir M
modili i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) Mg modilinin sifir-béleni yoktur (yani, 0 #m € M ve 0 # r € R i¢in mr # 0
dar).

(2) Sifurdan farkly her Pr C R tamamen asal sag ideali, Mp modili icin sifir-bélen
olmayan bir eleman icerir.

(3) Sifirdan farkly her PR C R tamamen asal sag ideali bostan farkl sonlu bir
X C P alt kimesi icerir ve bu kime her m € M i¢in mX = 0 iken m = 0 kosulunu

saglar.

Ispat: (1) = (2) Py # 0 ise en az bir sthirdan farkh 2 € P vardir. O halde, sifirdan
farkli her m € M i¢in max # 0 olur. Boylece istenen elde edilir.

(2) = (3) Ispat aciktar.

(3) = (1) F ailesi olarak Onteorem 4.4.8’de tanimlanan sag ideallerin Oka ailesini

alalim. O halde,

F ={Ir < R| her sonlu X C I alt kiimesi i¢cin mX = 0 olacak bicimde en az bir

sifirdan farkli m € M vardir}

olur. F icerisindeki her zincirin birlesimi de F icinde yer alir. Hipotez ile, sifirdan
farkli her Pr C R tamamen asal sag ideali F icinde olur. O halde, Tamamen Asal Ideal
Prensibinin Tiimleyeni Teorem 4.2.5ten, R halkasinin sifirdan farkh tiim sag idealleri
F icinde yer alir. F’deki higbir sag idealin, Mz nin nokta sifirlayici ideali olamayacagi

agiktir. Dolayisiyla, Mg modiiliiniin sifir-boleni de yoktur. U

Sonug 4.4.10 [4, Corollary 5.8] R sifirdan farkle bir halka olsun. Asagidaki ifadeler
denktir:

(1) R bir tamlik bolgesidir.
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(2) Sufirdan farkl her Pr C R tamamen asal sag ideali sol diizenli eleman igerir.
(3) Sufirdan farkly her Pr C R tamamen asal sag idealinin bostan farkh, sonlu ve

sol sifirlayicisy sufar olan bir alt kumest vardar.

Onerme 4.1.8 kullanilarak oldukca asal ideali bulunmayan ve tamlik bolgesi olmayan
halkalar kurulabilir. Bu tarz halkalar igin her oldukca asal sag idealin bir diizenli eleman
icerdigini sdylemek dogrudur fakat anlamsizdir. Dolayisiyla, halkalarin yapisini kontrol
etmede tamamen asal sag ideallerin, oldukca asal sag ideallere kiyasla daha etkili oldugu
sonucu bir kez daha elde edilir.

Homolojik cebirde, genislemeler altinda korunan modiil teorik ozellikler dogal bir
sekilde ortaya cikar. Bu, sag Oka aileleri ve dolayisiyla Tamamen Asal Ideal Prensibi’ni

kullanarak tamamen asal sag idealler elde etmek icin zengin bir kaynak olusturur.

Ornek 4.4.11 [4, Example 5.9] k bir halka ve R de bir k-halka olsun. Bir I C R sag
ideali i¢in,

(1) R/I projektif sag k-modiil

(2) R/I injektif sag k-modiil
ozellikleri goz oniine alinsin. Yukaridaki her bir ozellik icin, bu ozelligi saglayan F
ailesi, Uyar1 4.3.12’den, bir sag Oka ailesi olur. Dolayisiyla, Maz(F') tamamen asal

sag ideallerden olugur.

Onerme 4.4.12 [4, Proposition 5.10] R bir halka olsun. R’nin dik toplanan sag ide-
allerinin ailest F bir sag Oka ailedir. Rg nin dik toplananiy olmama ozelligine gore
maksimal olan bir Ir C R saq ideali bir maksimal sag idealdir.

R halkasinin yaribasit olmasi icin gerek ve yeter kosul halkanin her maksimal sag

1dealinin Rg 'nin dik toplanani olmasidir.

ispat: I € F ise, o zaman [ sag ideali, Rg'nin bir dik toplanani olur. Buradan, R/I
bir projektif sag R-modiildiir. Dolayisiyla, Ornek 4.4.11’den, F bir sag Oka ailesi olur.

P € Max(F) olsun. O zaman, P bir tamamen asal sag idealdir. Bu durumda,
Sonug 4.1.15’ten, R/P ayrigtirilamazdir. Ote yandan P sag idealini 6z olarak iceren
Xr C Rp sag ideali, Rg'nin bir dik toplanam olur. Dolayisiyla, R/ P yaribasittir. R/P
ayristirilamaz ve yaribasit oldugundan basittir. Boylece, P bir maksimal sag idealdir.

Son ifade i¢in R yaribasit halka ise her maksimal sag idealinin Rpg i¢inde dik

toplanan oldugu aciktir. Gereklilik icin R halkasinin her maksimal sag idealinin dik
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toplanan oldugu varsayilsin. Halkanin yaribasit oldugunu gostermek icin, halkadaki
her tamamen asal sag idealin bir maksimal sag ideal oldugunu ispatlamak yeterli-
dir, ¢iinkii bu durumda her tamamen asal sag ideal, sag Oka ailesi F i¢inde bulunur.
F ={eR | e* = e € R} oldugundan, F temel sag ideallerden olugmustur. Dolayisiyla,
Tamamen Asal Ideal Prensibinin Tiimleyeni Teorem 4.2.5(3) ile, halkanin her sag ideali
bir dik toplanan ve boylece R halkas1 yaribasit olur.

Pr € R bir tamamen asal sag ideal olsun. P C m olacak bicimde R halkasinin
bir maksimal m sag ideali vardir. m, Rz modiiliintin bir 6z dik toplanani oldugundan,
m/ P alt modiilii de R/ P’nin bir dik toplanamdir. Onerme 4.1.15 ile, R / P ayrigtirilamaz

oldugu i¢in m/P = 0 ve boylece m = P bulunur. O

Tanmim 4.4.13 [15] R bir halka ve Mg modiil bir modiil olsun. Mg modiilii devirli ve

M 2 Ry ise, Mg modiiliine 6z devirli modil (proper cyclic module) denir.

Tanim 4.4.14 [29] R bir halka olsun. R'nin her 6z devirli sag R-modiilii injektif ise, R
halkasina sag PCI-halka denir. Kendi tlizerinde sag injektif olmayan boyle bir halkaya
0z sag PCI-halka denir.

Faith’in agagidaki sonucu (bkz. [29]), Tamamen Asal Ideal Prensibi'nin 6z sag PCI-

halkalar tizerindeki bir uygulamasi olarak elde edilmistir.

Onerme 4.4.15 [4, Proposition 5.11] R bir 6z sag PC'I-halka ise, R bir tamlik bolge-
sidir.
ispat: Sag PC1I-halkalarin sag Noether oldugu, Damiano [30]| tarafindan goste-
rilmistir. Ozel olarak, R bir sag PCI-halka ise Dedekind sonludur (bkz. Onerme 2.3.16).
R bir 6z sag PCI-halka ise sifirdan farkli her Iz C R sag ideali igin R/I 2 Rp olur,
¢linkii aksi takdirde 0 — I — R — R — 0 tam dizisinden R = [ & R olur. Ancak R
Dedekind-sonlu oldugundan, I = 0 ¢eligkisi elde edilir.
F, R/I'nin infektif olma kogulunu sagladigi I sag ideallerinin ailesi olsun. Buradan
0 € Max(F')dir. Ornek 4.4.11 ile, F bir sag Oka ailesi olur. Tamamen Asal Ideal
Prensibi Teorem 4.2.3 ve Onerme 4.1.5 ile, R bir tamlhk bélgesi olur. U

Son olarak, Temel Asal Ideal Prensibi'nin modiiller tizerindeki sonluluk kogullarindan,
bir halkanin ¢arpimsal kapali alt kiimelerinden ve tersinir sag ideallerinden gelen bazi

uygulamalarindan bahsedilecektir.
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Ornek 4.4.16 [4, Example 5.18] k bir halka ve R de bir k-halka olsun. R halkasinm
bir I sag ideali icin agagidaki ozellikler goz ontine alinsin:

(1) R/I sonlu iiretilmis bir sag k-modiil

(2) R/I sonlu estiretilmis bir sag k-modiil

(3) Sonsuz bir « kardinali igin R/I kardinalitesi a’dan kii¢iik bir sag k-modiil

(4) R/I Noether bir sag k-modiil

(5) R/I bir Artin sag k-modiil

(6) R/I sonlu uzunluklu bir sag k-modiil

(7) R/I sonlu diizgiin boyuta sahip bir sag k-modiil
Yukaridaki ozelliklerden birini saglayan sag ideallerden olusan F ailesi, Uyar1 4.3.12

ile, bir sag Oka ailesidir. Dolayisiyla, Maz(F ) tamamen asal sag ideallerden olusur.

Tanim 4.4.17 [23] R halkasinin ¢arpimsal kapali bir S C R alt kiimesi ve bir Mg
modiilii verilsin. Her m € M ig¢in ms = 0 olacak bi¢imde en az bir s € S varsa M

moduline bir S-burulmalt modul denir.

Ornek 4.4.18 [4, Example 5.19] S-burulmali modiillerin smifi genigleme altinda ka-
palidir. Dolayisiyla, R/I modiilii S-burulmali olacak bigimde secilen I sag ideallerinin
F ailesi bir sag Oka ailesidir. Béylece, Max(F') ailesi tamamen asal sag ideallerden

olusur.

Ornek 4.4.19 [4, Example 5.19] Carpimsal kapali bir S kiimesinin sag Ore olmasi igin

gerek ve yeter kosul her Mg modiilii igin M nin S-burulmali elemanlarinin olugturdugu
ts(M) :={m € M | ms = 0 olacak bi¢imde s € S vardir}

kiimesinin M icinde bir alt modiil olmasidir. Boyle bir S kiimesi i¢in, Ir € R bir
sag ideal ise R/I modiiliiniin S-burulmali olmas igin gerek ve yeter kogul 1 NS # ()
olmasidir. Sag Ore olan bir S C R kiimesi icin I NS # () kosulunu saglayan I sag

ideallerinin ailesi
F ={Ir < Rg | R/I bir S-burulmali modiil}
kiimesine egittir ve dolayisiyla bir sag Oka ailesidir. Boylece, S ile ayrik olma o6zelligine

gore maksimal olan bir sag ideal tamamen asal olur.
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Sag ideallerin tersinirligi yardimiyla da sag Oka aileleri elde edilebilir. R C @) olacak

bicimde bir () halkas1 verilsin. I < Qg alt modiili icin

I={qeQ|ql C R}

kiimesi p@'nun bir alt modiilidiir. Y x;q; = 1 kosulunu saglayan =y, xs, ..., x, € I ve
q1,q2, - .., qn € I elemanlar1 varsa Ir C Qg alt modiiltine @) i¢inde sag tersinir denir.
Eger I sag ideali ) icinde sag tersinir ise sonlu tiretilmistir.

Tersinir sag ideal kavrami degismeli halkalarda tersinir idealler kavraminin bir ge-

nellemesidir. Bu kavram bize yeni bir sag Oka ailesi verir.

Onerme 4.4.20 [4, Proposition 5.20] R, bir Q halkasinin alt halkasi olsun. O zaman
F ={Ir < Rgr | Ig, Q i¢inde sag tersinirdir}
ailesi saj Okadur ve Maz(F') kiimesi tamamen asal sag ideallerden olusur.

ispat: I +aR € F vea 'l € F olacak bicimde Ir < Ry ve a € R alalim. O zaman

m
I+aR ve a'I sag idealleri @Q i¢inde sag tersinirdir. Bu durumda, > ixqr+ag = 1 olacak
i=1

bigimde #y,...,%, € I ve gy, q € ({ + aR)* vardir. Benzer olarak, > x;p; = 1 olacak
j=1

bigimde 1, ...,7, € a I ve py,...,p, € (a1 I)* vardir. Bu esitlikler birlestirildiginde;

L= > ikgr+ag =Y ige+a(d_w;p;)q
= Ziqu + Z(al’j)(ij)

elde edilir. Bu esitlikte, iy, € I, ¢ € (I + aR)* C I* ve ax; € a(a™'I) C I olur.
Dolayisiyla, her j i¢in p;q € I* oldugunu gormek yeterlidir.

gl C a'I oldugu iddia edilsin. Her ¢ € [ icin g,i € R’dir. Buradan,

agi = (1 = > irqr)i =i — ) ir(qri) € [

olur. Boylece,
(pja)] = pj(al) € (@' )" (a ') C R

bulunur. O halde, p;jq € I"*’dir. Sonug olarak, I sag tersinir ve boylece F bir sag Oka

ailesi olur. O
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Onerme 4.4.21 [23, Proposition 4.3] R halkasi, bir Q halkast i¢inde sag diizen ve Ig,
Qr’nin bir alt modiliu olsun. I’nin sag tersinir olmast i¢in gerek ve yeter kosul I’'nin

projektif bir modul olmasi ve R halkasinin dizenli bir elemaniny bulundurmasidar.

ispat: (=) IR sag tersinir olsun. O zaman 1 = ) a,q; olacak bi¢imde a; € I ve ¢; € I*
elemanlar1 vardir. x +— ¢ ile tanimh ¢; : I — R homomorfizmalar1 alinirsa, (¢;, a;)
ikilileri I icin bir dual taban olur. Onteorem 2.1.38 ile, I projektif olur.

C'(0) ile R'nin diizenli elemanlarmin kiimesi gosterilsin. ¢, g2 € @ olsun. O zaman
q1 = T1y; ' ve qu = x9y5 ' olacak bicimde x1, 25 € R ve y1,y2 € C(0) vardir. R halkas
sag Ore oldugundan, y;C(0) Nya R # () olur. Dolayisiyla, t = 118 = yor olacak bigimde
s € C(0) ve r € R vardir. C(0) carpimsal kapali oldugundan t = y;s € C(0) olur. O
halde, ¢;t = xlyflyls =115 € R ve got = xgyglygr = xor € R’dir. Timevarimla her
i i¢gin ¢;s € R olacak bi¢imde s € C'(0) bulunur. Sonucta, s = > a;q;s € INC(0) # 0
elde edilir.

(<) Ig projektif ve INC(0) # 0 olsun. Bu durumda, (¢;, a;) ikilileri I igin bir dual
tabandir. Her bir ¢; : I — R homomorfizmasi bir ¢; € I* icin ¢,(x) = ¢;x formundadir.
Eger s € INC(0) ise s = > a;p;(s) = > a;g;s olur. Buradan, s diizenli oldugundan
1 =) a;q; elde edilir. Boylece, I sag tersinirdir. O

Tersinirlik kavrami kullanilarak Cohen Teoremi soyle genellestirilebilir:
Degismeli bir R halkasinin Dedekind bolgesi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul R’'nin

sifirdan farkli her asal idealinin tersinir olmasidir (bkz. [11]).

Onerme 4.4.22 [4, Proposition 5.21] R halkast @ nun bir alt halkast olsun. R’nin
sifirdan farkly her sag idealinin Q) i¢inde sag tersinir olmasi icin gerek ve yeter kosul
R’nin sifirdan farklh her tamamen asal saq idealinin Q) i¢inde sag tersinir olmasidar.
R, sag klasik kesirler halkast Q) olan bir sag Ore halkasi ise sag kalitsal, sag Noether
bir tamlik bolgesi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R i¢indeki sifirdan farkl her tamamen

asal sag idealin Q) i¢inde sag tersinir olmasidar.

Ispat: R bir sag Ore halka olsun. Onerme 4.4.21’den, R'nin bir idealinin Q i¢inde sag
tersinir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o idealin projektif olmasi ve bir diizenli eleman
icermesidir. Dolayisiyla, sag Ore halkasi R'nin sag kalitsal, sag Noether bir tamlik

bolgesi olmasi igin gerek ve yeter kosul R’nin sifirdan farkli her sag idealinin R’nin
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sag klasik kesirler halkasi i¢inde sag tersinir olmasidir. O halde ilk ifadeyi kanitlamak
yeterlidir.

F ={Iz < Rg | I,Q icinde sag tersinirdir} ailesi, Onerme 4.4.20’den bir sag Oka
ailesidir. Sag tersinir bir sag ideal sonlu tiretilmis oldugundan, Tamamen Asal Ideal

Prensibinin Ttmleyeni Teorem 4.2.5 ile iddia kanitlanir. 0

4.5 Comonoform Sag Idealler i(;in Asal Ideal Prensibi

Bu alt boliimde genel bir halkadaki tamamen asal ideallerin bir alt kiimesi olan co-
monoform sag idealler tizerinde calisilacaktir. Amag, tamamen sag idealleri daha iyi
anlamaktir. Asal Ideal Prensibi'nin comonoform sag idealler icin verilen dzel halinin,
halkalarin tek yonlii yapisini anlamak amaciyla uygulamalar: ele alinacaktir.
Comonoform sag idealler, tamamen asal sag ideallerden daha 6zel Ozelliklere sa-
hiptir. Ornegin, Onerme 2.6.7°den Pg C R bir comonoform sag idealken R/P diizgiin
modiildiir. Ancak, Ornek 4.1.16’da tamamen asal sag ideallerin bu 6zelligi her za-
man saglamadigr gosterilmigtir. Ayrica, asagidaki 6rnek, comonoform sag idealler i¢in

saglanan Onerme 2.6.14’iin tamamen asal idealler icin gecerli olmadigim gosterir.

Ornek 4.5.1 [4, p. 908] Bir k béliimlii halkas: icin

k k k 000
R=|[0Fk 0 |[|CEMk)vePr=1| 0 k 0
0 0 k 0 0 k
011
almsim. v = Ep+FEizs=] 0 0 0 | € Relemam icin 27'P = {r € R | zr € P}
0 00
kiimesi olugturulsun.
a b c
a,b,c,d,e € k olmak tizere; r= | 0 d 0 | ise,
0 0 e
011 a b c 0 d e
xzr=1 0 0 0 0dOo|=]1000]/|€P
000 0 0 e 000
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kE k k
olur. Bu durumda d = e = 0 olmalidir. Dolayisiyla, 2 'P = 00 0 bulunur.
0 00
000
Buradan, R/z7'P 0 k£ O ayrigtirilabilir bir modiil olur. Sonug¢ 4.1.15’ten
0 0 k

271 P bir tamamen asal sag ideal degildir.

Onerme 2.6.16 comonoform olmayan bir tamamen asal sag idealin var oldugunu
gosterir. Ornegin, bir R tamlik bolgesi sag Ore olmasim. P = 0<IR ideali, Onerme 4.1.5’ten
tamamen asaldir. Ancak, R sag Ore olmadigindan Pr comonoform degildir.

Ayrica, her monoform modiil diizgiin oldugu i¢in, Ornek 4.1.16 comonoform olma-
yan ve tamamen asal bir sag ideali olan bir Artin halka 6rnegi vermektedir.

Tamamen Asal Ideal Prensibi tamamen asal sag ideallerin varhgmi kesfetmede
onemli bir yontem vermektedir. Bu yontemin daha 6zel bir hali comonoform sag ideal-
lerin varhigini kegfetmek icin verilecektir. Buradaki fikir, comonoform sag ideallerin, ek
bir kosul saglayan sag Oka ailelerinin tiimleyenlerindeki maksimaller oldugunu goster-

mektir.

Tamim 4.5.2 [4, Definition 6.8] F, bir R halkasindaki sag ideallerin bir ailesi olsun. Her
a € Rigin I € F iken a™'I € F kogulu saglaniyorsa F ailesine bolinebilir (divisible)

denir.

Asagidaki 6nteorem, boliinebilir sag Oka aileleri i¢in “daha kuvvetli Asal Ideal Pren-

sibi”ni ispatlamada kullanilacaktir.

Onteorem 4.5.3 [4, Lemma 6.9] Bir R halkasi i¢in Ir, Kr C R sag idealleri ve a € R
verilsin. a='I C K olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K = a='J ve I C Jg olacak bigimde

bir Jg sag idealinin var olmasidir.

Ispat: («<) I C Jicin a~'J = K olsun. O zaman a '] C a='J = K olur.
(=) a'I C K olsun. J := I + aK i¢in K = a~'J oldugunu gormek gerekir.
k € K olsun. Buradan, ak € aK C J olur ve dolayisiyla, k € a~'J elde edilir. Ote

vandan, z € a~!J ise, ax € J = I + aK olur. Dolaysiyla, ax = ak + ¢ olacak bicimde
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k € K ve i € I vardir. Buradan, a(z — k) = i ve # — k € a I bulunur. Oyleyse,
r=(x—k)+kea'l+ K =K elde edilir. O

Teorem 4.5.4 [4, Theorem 6.10] F bélinebilir bir sag Oka ailesi olsun. Bu durumda,

P € Max(F') bir comonoform sag idealdir.

[spat: P e Max(F') olsun. R € F oldugundan P # R'dir ve dolayisiyla R/P # 0’dur.
R/P modiiliiniin monoform oldugunu gérmek gerekir. Bunun i¢in, R/P’nin sifirdan
farkli her I/P alt modiiliiniin yogun oldugunu gérmek yeterlidir. Yani sifirdan farkh
her z+P € R/Pvey+P € R/P i¢in (z+P)[(y+P)~'(I/P)] # 0 oldugu gosterilmelidir.

(y + P)"'(I/P) = y~'I oldugu iddia edilsin. r € R igin (y + P)r € I/P iken
yr + P € I/P olur. Buradan yr € I ve dolayisiyla r € y~'I’dir. Ters kapsama icin de
r € y~'I igin yr € I ve dolayisiyla yr + P € I/P olur. O halde, (y + P)r € I/P olur
ve istenen elde edilir.

Boylece, P C I sag ideali ile z € R\ P ve y € R elemanlan i¢in 2(y'I) ¢ P
oldugunu gérmek yeterlidir. z(y~'I) € P olsun. O zaman y~'I C z~'P olur. Onte-
orem 4.5.3 ile en az bir I C J sag ideali icin = 'P = y~'.J’dir. P € Max(F) ise, P C
I C J oldugundan, J € F olmalidir. F boliinebilir oldugundan, 27 1P = y~1J € F'dir.
Ayrica, x ¢ P ve P € Max(F') icin P+ 2R € F olur. Buradan, F bir sag Oka ailesi
oldugundan P € F celigkisi elde edilir. O

Simdiki teorem comonoform sag idealler icin “Asal Ideal Prensibinin Tiimleyeni”

niteligindedir.

Teorem 4.5.5 [4, Theorem 6.11] F, bir R halkasinin bélinebilir bir sag Oka ailesi ve
F ailesindeki sag ideallerin bostan farkh her zincirinin F icinde (kapsama ézelligine
gore) bir st sinary olsun. S, R halkasinin comonoform sag ideallerinin bir kimesi ise
asagqidaki ifadeler saglanar:

(1) Fo sag ideallerin bir yarifiltresi ise, S N Fo C F tken Fo C F olur.

(2) Jr C R i¢in, J sag idealini (6z olarak) iceren S igindeki tim sag idealler F’de
ise, J sag idealini (6z olarak) i¢eren tim sag idealler de F’dedir.

(3) S C F iken R halkasinan tim sag idealleri F ailesindedir.

Ispat: (1) Fo sag ideallerin bir yarfiltresi olsun. S N Fy C F iken Fy ¢ F kabul

edilsin. O zaman en az bir I € F \ Fy vardir. Dolaywsiyla, Iy € F N F, olur.
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F' ile ilgili hipotez ve Zorn Onteoremi yardimiyla, P € Max(F') olacak bicimde bir
P D I sag ideali vardir. Teorem 4.5.4 ile, P € S olmalidir. Fy, I idealini iceren bir
yarifiltre oldugundan P € Fy elde edilir. Dolaysiyla, P € S N Fy ve P ¢ F olur. Bu
ise bir ¢eligkidir. O halde, Fy C F olmalidir.

(2) Fo ={Ir € R | I 2 J} kiimesi alinsin. Ir € Fy ve Kr O I olsun. Burada
K 2 I O J oldugundan K € JFy’dir. Dolayisiyla, Fy bir yarifiltredir. Hipotez ile,
S N Fy C F saglanir. Dolayisiyla, (1) ile, Fy C F elde edilir.

(3) Fo, R halkasmin tiim sag ideallerinden olussun. I € Fy ve Tr 2O Ig olsun.
Burada, T € Fy oldugu aciktir. Dolayisiyla, Fy bir yarifiltredir. Hipotez ile, SNFy C F
saglanir. Dolayisiyla, benzer gekilde (1) ile, Fy C F elde edilir. O

Onerme 4.5.6 [4, Remark 6.12] £ C My sag R-modillerin genisleme ve alt modiile
gegis altinda kapaly bir alt sinifs olsun. Bu durumda, € = ENIMNG icin Fe sag Oka ailest

bolunebilirdir.

Ispat: Fe = {Iz < R | R/I € ¢} ailesi, Teorem 4.3.9’dan bir sag Oka ailesidir.
Dolayisiyla, F¢ ailesinin boliinebilir oldugunu gormek yeterlidir.

I € F¢ ve x € R olsun. Onteorem 4.3.7(A)’dan,
R/x~'I = (xR+1)/I C R/I

izomorfizmasi vardir. Hipotezden, ¢ alt modiile gegis altinda kapali oldugundan (xR +
IN/I € ¢ olur. Dolaywsiyla, R/z~'I € £ N9, olur ve buradan R/z~'I € € bulunur.
Boylece, 2711 € Fe elde edilir. O

Onerme 4.5.6, pek cok Fe ailesine uygulanabilir. Asagidaki 6rneklerde bunlardan

bazilar: ele alinacaktur.

Ornek 4.5.7 [4] Ornek 4.4.16’da incelenen 6zellikler arasinda alt modiile ge¢meyen
tek ozellik “sonlu tretilmig olma” ozelligidir. Dolayisiyla, diger ozellikler alt modiil
altinda kapal oldugundan R/I’'nin belirtilen diger 6zelliklere sahip olmama durumuna

gore maksimal olan Ir sag idealleri comonoform olur.

Ornek 4.5.8 [31] Bir R halkasinda sifirdan farkh I sag idealleri icin R/I modiiliiniin
sag Artin R-modiil oldugu halkalara sag kisitlanmas minimum kosulu saglayan halkalar

denir. Bu kogulu saglayan ve sag Artin olmayan bir R halkasi i¢in
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F ={Ir C R| R/I sag Artin R-modiil}

ailesi boliinebilir bir sag Oka ailesidir. R/{0} = R sag Artin olmadigindan {0} ¢ F
olur. Dolaysiyla, {0} € Max(F) ve Teorem 4.5.4'ten {0} comonoform sag ideal olur.
Ayrica, Onerme 2.6.16 ile de R bir sag Ore bolge olur.

Sag kisitlanmig minimum kogulu saglayan, sag Artin olmayan bir halkanin sag Ore
bolge oldugu Ornstein tarafindan Cohen’in [1, Corollary 2] sonucunun bir genellemesi

olarak ispatlanmigtir (bkz. [31, Theorem 13]).

Ornek 4.5.9 [4] Carpimsal kapali bir S C R kiimesi i¢in S-burulmali modiillerin sinifi
genigleme ve alt modiile gecig altinda kapahdir (bkz. Ornek 4.4.19). Dolayisiyla, F =
{Ir | R/I bir S-burulmali modiil} olmak iizere, P € Max(F ) sag ideali comonoform

olur.

Ornek 4.5.10 [4] R halkasimn ¢arpimsal kapali bir S C R alt kiimesi ve bir Mg
modiili verilsin. Her m € M ve s € S i¢in ms = 0 iken m = 0 kosulu saglaniyorsa, Mg
modiile S-burulmasiz modil denir.

S-burulmasiz modiiller genisleme ve alt modiile gecis altinda kapalidir. Dolayisiyla,

F = {Ir < R| R/I bir S-burulmasiz modiil}

= {I[r<R|reRveseSignrsel=recl}

ailesi boliinebilir bir sag Oka ailesidir. Béylece, P € Max(F ) sag ideali comonoform-

dur.

Tanim 4.2.4°e benzer olarak bir R halkasindaki iki yonli ideallerin yarifiltresi tanim
verilebilir. Iki yonli ideallerin bir G ailesi i¢in; I,J <R, [ € Gve I C Jiken J € G
kosulu saglaniyorsa G ailesine yarifiltre denir (bkz. [27]).

Boliinebilir bir sag Oka ailesi olugturmanin etkili bir diger yolu, iki yonli ideallerin
belirli ailelerini kullanmaktir. Bu yontem, Onerme 4.5.12 ile verilecektir. Bir Iy sag
ideali i¢in, I’da igerilen R'nin en biiyiik iki yonlii idealine I'nin 6zi (core of I) denir
ve 0z(I) ile gosterilir.

Bir Iy sag ideali i¢in 6z(I) = ann(R/I)’ dir.
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Onteorem 4.5.11 [4, Lemma 6.14] Bir R halkasinan iki yonli ideallerinin bir kimesi

G olmak tzere

F = {Ir C R|I D Jolacak bigimde J € G vardir}
= {IrCR|oz(I) € G}

atlest bolinebilirdir.

Ispat: Once iki kiimenin esitligini gormek gerekir. J =6z(I) segilirse, I O J olur. Diger
kapsama i¢in I € F olsun. O zaman, bir J € G i¢in I O J olur. G bir yanfiltre ve 6z(1)
iki yonlii bir ideal oldugundan 6z(1) € G elde edilir.

Simdi F ailesinin boliinebilir oldugunu gormek ic¢in I € F alinsin. O zaman en az
bir J € G icin I DO J olur. Buradan, a € R icin aJ C J C I ve boylece J C a'I olur.
F bir yarfiltre oldugundan a='I € F elde edilir. O

(P1) ile “iki yonli ideallerin G ailesi, ikili ¢arpim altinda kapalidir ve R’yi igeren
bir yarifiltredir” 6zelligi temsil edilsin.

Degismeli halkalarda, (P1) ozelligini saglayan bir G ailesinin Oka ailesi oldugu
[27)’de gosterilmigtir. Burada, bu durumun degismeli olmayan halkalardaki karsilig:

verilecektir.

Onerme 4.5.12 [4, Proposition 6.15] G, bir R halkasindaki ideallerin (P1) ézelligini
saglayan bir ailesi olsun. O zaman, G tarafindan tretilen sag ideallerin F yarifiltres:
boliinebilir bir sag Oka ailesidir. Dolaysiyla, P € Ma:v(]:/) bir comonoform sag ideal-

dir.

Ispat: F = {Iz < R| I D J olacak bicimde J € G vardir} olsun ve G ailesi (P1)
ozelligini saglasin. & = {Mpg | ann(M) € G} simfinin genigleme altinda kapali oldugunu
gormek amaciyla, Lg, Mg, Ng i¢in 0 — LLMEN = 0 tam dizisi ve L, N € ¢ alinsin.

Buradan ann(L),ann(N) € G olur. G ailesi (P1) ozelligini sagladigindan
ann(L).ann(N) C ann(M) € G

elde edilir:
z € ann(N) ve y € ann(L) i¢gin Nx = 0 ve Ly = 0’dir. m € M ise, g(m) €
N’dir. O zaman, g(m)z = g(mx) = 0 ve mz € Cek(g) =Gor(f) olur. Dolayisiyla,
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f(l) = ma olacak bi¢imde en az bir [ € L vardir. Oyleyse, fy = f(ly) = mzy =
0 bulunur. Boylece, zy € ann(M) olur. Yani ann(M) 2O ann(L).ann(N)'dir. G bir
yarifiltre oldugundan ann(M) € G ve dolayisiyla Mg € £ elde edilir.

ann(R/I) =6z(1) oldugundan, € := £NING, icin F = Fe oldugu ispatlanirsa istenen
saglanir.

Ir € Fise I D J olacak bicimde bir J € G vardir. 6z([) ideali I'nin kapsadigi en
genig ideal oldugundan 6z(1) € G elde edilir. Dolayisiyla, ann(R/I) € G olup R/I €
ve boylece R/I € € bulunur. O halde, I € F¢'dir. Ote yandan, I € Fe icin R/I € ¢
olur. Buradan, R/I € & ve boylece ann(R/I) € G’dir. Sonugta, 6z(I1) € G olup I € F
elde edilir.

O halde, Fe¢ bir sag Oka ailesi oldugundan F ailesi de bir sag Oka ailesidir. Onte-
orem 4.5.11 ile, F boliinebilir olur. Teorem 4.5.4’ten de, P € Maxz(F ) comonoform
sag idealdir. ([

Onerme 4.5.13 [4, Proposition 6.20] Bir R halkast tizerindeki herhangi bir sag Gabriel

filtresi F béliinebilir bir sag Oka ailesidir ve P € Max(F') bir comonoform saj idealdir.

Ispat: F bir sag Gabriel filtre olsun. Tamm 2.7.1’den, F 'nin bélinebilir oldugu aciktir.
T+ burulma sinifi genigleme altinda kapali oldugundan, devirli F-burulmali modiiller-
den olusan € := Tr N MY, smifi da genisgleme altinda kapalidir.

I € F< R/I € Ts & R/I € € & [ € Fe oldugundan F = Fi elde edilir.
Dolayisiyla, Teorem 4.3.9 ile F bir sag Oka ailedir. Ayrica, Teorem 4.5.4’ten, P €

Max(F') bir comonoform sag idealdir. O

Onerme 4.5.14 [4, Proposition 6.21] Pr C R sag ideali i¢in asagidaki ifadeler denktir:
(1) Bir F sag Gabriel filtresi icin P € Max(F) diir.
(2) P € Max(]—"];) diir.

(3) P bir comonoform sag idealdir.

Ispat: (2) = (1) Aciktir.
(1) = (3) Teorem 4.5.13 ile istenen elde edilir.
(3) = (2) P bir comonoform sag ideal olsun. O zaman R/P modiilii monoformdur.
Onerme 2.6.7 ile, her I D P sag ideali icin Hom(R/I, E(R/P)) = 0 olur.
Fp={Ig| Hom(R/I, E(R/P) = 0} simfi i¢in I € Fp iken P ¢ Fp’dir, ¢linkii
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Hom(R/P, E(R/P)) # 0

dir. Ayrica P’yi 0z olarak kapsayan bir sag ideal kesinlikle Fp icerisinde olacagindan,
P sag ideali Fp icinde bulunmayanlar arasinda maksimaldir. Boylece, P € Maz(Fp)

elde edilir. O

Sonug 4.5.15 [4] Her comonoform sag ideal tamamen asal sag idealdir.

Ispat: Verilen bir Py comonoform sag ideali icin Onerme 4.5.14’ten P € M ax(F)
olacak sekilde bir F sag Gabriel filtresi vardir. Onerme 4.5.13’ten F bir sag Oka ailesi

olur. Dolayisiyla, Teorem 4.2.5 ile P bir tamamen asal sag idealdir. 0

Onerme 4.5.16 [32, Proposition 2.7] Bir R halkasinin injektif bir Er modilii verilsin.

E modilunin bir maksimal nokta sifirlayict sag ideali comonoformdur.

Ispat: F = {Iy | Hom(R/I,E) = 0} smufi E tarafindan esiiretilen bir sag Gabriel
filtresi olsun. Buradan, F = {Iz | Hom(R/I, E) # 0} olur. E’'nin maksimal nokta
sifirlayicilarmin kiimesinin Maz(F ) oldugu kolayca goriilebilir. Boylece, istenen sonug

Onerme 4.2.5'ten elde edilir. O

Ornek 4.5.17 [23] Bir R halkasinin yogun sag ideallerinin kiimesi F bir sag Gabriel
filtredir. Ayrica,

F = {Ir|Ir <qRr}
= {Ir | Hom(R/I, E(RR)) = 0}

oldugu gosterilmisti. Dolayisiyla, F bir sag Oka ailesidir. Boylece, P € Maxz(F') co-
monoform bir sag ideal olur.

Tekilsiz bir halka i¢in genig sag idealler ile yogun sag idealler ayni1 olacagindan
F ={Ir | Ir <. Rg} bir sag Gabriel filtre ve dolayisiyla bir sag Oka ailesi olur. Benzer
sekilde, P € Max(F') bir comonoform sag idealdir.

Ornek 4.5.18 [4, Example 6.24] S, R halkasinda bir sag Ore kiime olsun.
F={Ir | INS #0} bir sag Gabriel filtredir:
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el € FveJDIolsun. O zaman I NS # (’tur. Dolaywsiyla J NS # @ olur ve
boylece J € F elde edilir.

o/ Je Folsun. O zaman, INS #@ve JNS #QPolur.z e INSveyeJNS
icin S bir Ore kiime oldugundan, zr" = ys  olacak bi¢imde bir 7' € R ve s € S vardir.
Dolayisiyla; o € I, ys € J ve ys € S elde edilir. O halde, ys € INJ NS olup
(INJ)NS # 0 bulunur. Sonug olarak, I N J € F'dir.

e/ € Fvex € Rolsun. O zaman I NS # () olur. y € I NS alinsin. Buradan
S bir Ore kiime oldugundan yR N xS # (’tur. Oyleyse, yr' = xs" olacak bicimde bir
r € Rves € S vardir. yr € I oldugundan zs" € I'dir ve boylece s € 27T elde edilir.
Dolaywsiyla z7'1'NS # () olup z'1 € F bulunur.

e[ € Fveherx e Iicin 271J € F olacak bicimde Jz C R ele alinsin. O zaman
INS#Qveherx €l ign (z7'J)NS # 0 dir.

x € I'NSi¢in zr € J olacak bicimde bir r € S vardir. Buradan r € S ve x € S’dir.
S carpimsal kapali oldugundan zr € S elde edilir. Boylece, J NS # @ olur ve J € F
elde edilir.

Sonug olarak, F bir sag Gabriel filtredir. O halde, F boliinebilir bir sag Oka ailesidir

ve P € Max(F) bir comonoform sag ideal olur.
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5 OKA AILELERI YAKLASIMIYLA COHEN VE
KAPLANSKY TEOREMLERININ GENELLE-
MELERI

Bu boliimde, bir halkanin bir 6zelliginin hangi durumlarda “asal sag idealleri” ile test
edilebilecegi aragtirilacaktir. Bu dogrultuda, Cohen ve Kaplansky Teoremlerinin genel-
lemeleri bir 6nceki boliimde detayli olarak incelenen Oka aileleri yardimiyla verilecektir.

Bu boliim Reyes’in [5] ¢alismasinin bir derlemesinden olugmaktadir.

5.1 Nokta Sifirlayic1 Kiimeler

Bu alt boliim, degigmeli olmayan halkalarda sag ideallerin belirli 6zelliklerini test etmek
icin olusturulan “nokta sifirlayici kiimeler’e adanmigtir. Sonraki alt boltimlerde, ana
teoremleri ifade etmek i¢in bu kavrama ihtiyag vardir.

Bir Mg modiiliiniin nokta sifirlayicise sifirdan farkli bir m € M elemaninin sifirlayici-

sidir. Asagidaki tamimda, nokta sifirlayicr kime kavrami tanitilmaktadir.

Tamim 5.1.1 [5, Definition 3.1] Bir R halkas: i¢in C, sag R-modiillerin ve S de R'nin
sag ideallerinin bir sinifi olsun. Sifirdan farkli her M € C modiiliiniin § kiimesi iginde
bir nokta sifirlayici sag ideali varsa, S kiimesine C i¢in bir nokta sifirlayict kime denir.

Tiim sag R-modiillerin nokta sifirlayici kiimesine R halkasiin (sag) nokta sifirlayice
kimest denir. Tiim Noether sag R-modiillerin nokta sifirlayici kiimesine R halkasinin

(sag) Noether nokta sifirlayice kiimesi denir.

Uyar: 5.1.2 [5] Bir nokta sifirlayici kiimenin R’yi bulundurmas: gerekmez, ¢iinkii
nokta sifirlayicilar her zaman 6z sag ideallerdir. Gercekten, sifirdan farklh bir m € M
icin ann(m) = R olsa, 1 € ann(m) elde edilir. Bu durumda, m.1 = 0 ¢eligkisi bulunur.

Dolayisiyla, ann(m) < R olmalidir.

Uyar: 5.1.3 [5, Remark 3.2] Sag R-modiillerin bir C smifinin bir nokta sifirlayica
kiimesi S'nin tanimlanmasinin arkasinda yatan fikir, § kiimesinin C’deki sifirdan farkh
her modiiliiniin bir nokta sifirlayicisin icerecek kadar “biiyiik” olmasidir. Ozel olarak,
yukarida veilen tanimda S’deki her sag idealin C’deki bir modiiliin nokta sifirlayicisi

olmasi gerekmez. Bu, su anlama gelmektedir: S sag ideallerin bagka bir kiimesi ve
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S C S8 ise 8 kiimesi de C igin bir nokta sifirlayic1 kiime olur. Diger taraftan, Cy C C

modiillerin bir alt sinifi ise S kiimesi Cy i¢in de bir nokta sifirlayici kiimedir.

Uyar: 5.1.4 [5, Remark 3.3] Bir R halkasinda sag ideallerin bir S siifinin, sag modiille-
rin bir C simnifi igin bir nokta sifirlayici kiime olmasi icin gerek ve yeter kosul sifirdan
farkli her Mg € C igin R/I < M kosulunu saglayan en az bir I € S 6z sag idealinin

bulunmasidir.

Asagidaki sonug, bir R halkasinin Noether nokta sifirlayici kiimelerinin, Noether

sag R-modiiller iizerindeki kontroliinii gostermektedir.

Onteorem 5.1.5 [5, Lemma 3.4] Bir R halkasinda sag ideallerden olusan bir S kiime-
sinin Noether nokta sifirlayict kime olmasi icin gerek ve yeter kosul sifirdan farkly her
Mp Noether modilinin sonlu bir 0 = My C My, C My C --- C M, = M filtrasyonunun
ve her 1 < j <mn i¢in M;/M;_y = R/I; kosulunu saglayan bir I; € S sag idealinin var

olmasadar.

Ispat: (=) Mg sifirdan farkh bir Noether modiil olsun. Yukarida bahsedilen filtrasyon
yapist S-filtrasyon olarak adlandirilsmm. X = {N < M | N nin S-filtrasyonu vardir}
kiimesi ele alinsin. Sifirdan farkh bir m € M i¢in R/ann(m) = mR ve ann(m) € S
olur. Dolayisiyla, N = mR € X elde edilir ve boylece X bostan farkhidir. M bir
Noether modiil oldugundan X kiimesinin bir maksimal elemani1 vardir. Bu elemanin
N # M oldugu kabul edilsin. O halde, 0 # M /N modiilii de Noether olur. Hipotez
ile, sifirdan farklh bir 7 = x + N € M/N igin ann(z) = I € S’dir ve I bir 6z sag
idealdir. Dolayisiyla, R/I = R/ann(T) = TR C M/N’dir. Buradan, zR + N = N’
modiiliiniin de bir S-filtrasyona sahip oldugu goriiliir. Béylece N' € X olur. Ancak bu
durum N'nin maksimalligi ile ¢eligir. Dolayisiyla, N = M € X’dir.

(<) Mpg sifirdan farkli bir Noether modiil olsun. Hipotez ile, j = 1 i¢in R/I; =
M;/0 = M; olacak bi¢imde bir [; € § vardir. R/I; = M; — M oldugundan,
Uyar1 5.1.4 ile § kiimesi bir Noether nokta sifirlayici kiimedir. 0

Tanim 5.1.6 [5, Definition 3.5] Bir R halkasindaki sag ideallerin bir kiimesi S olsun.
Her I € S i¢gin R/I'nin her nokta sifirlayicis1 S’de ise, S kiimesine nokta sifirlayicilar

altinda kapalidir denir.
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Onerme 5.1.7 [5] Sag ideallerin bir S kiimesinin nokta sifirlayict altinda kapaly olmast

icin gerek ve yeter kosul I € S ve x € R\ I iken x7'I € S olmasidur.

Tanmim 5.1.8 [5] S, bir R halkasimnin sag ideallerinin bir kiimesi ve C, sag R-modiillerin
bir sinifi olsun. §, C i¢in bir nokta sifirlayici kiime ve S nokta sifirlayicilar altinda kapal

ise § kiimesine C’nin kapalr nokta sifirlayict kimesi denir.
Asgagidaki sonug, kapali nokta sifirlayici kiimelerin 6nemini agiklamaktadir.

Onteorem 5.1.9 [5, Lemma 3.6] C, bir R halkas iizerindeki sa§ modiillerin alt modiile
gecis altinda kapaly bir sinifi olsun. S, C nin kapaly bir nokta sifirlayict kiimesi ise, C 'nin

baska bir nokta sifirlayict kiimesi Sy i¢in S1 NS kiimesi de bir nokta sifirlayict kimedir.

Ispat: Sifirdan farkh bir My € C verilsin. S, C i¢in bir nokta sifirlayic1 kiime oldugundan
sifirdan farkh bir m € M i¢in I = ann(m) € S’dir. Hipotez ile, mR € C’dir. S kiimesi
de C ig¢in bir nokta sifirlayici kiime oldugundan, sifirdan farkli bir mr € mR igin
ann(mr) € Sy’dir. R/I = R/ann(m) = mR ve S kapal bir nokta sifirlayic1 kiime
oldugundan ann(mr) € S’dir. Boylece, ann(mr) € S NS elde edilir. Bu da SN S

kiimesinin de C i¢in bir nokta sifirlayici kiime oldugunu ispatlar. U

Noether nokta sifirlayict kiimelerin en bilinen ornegi, degismeli halkalardaki tiim
asal ideallerin kiimesidir. Aslinda, Onerme 5.1.11°de gosterilecegi gibi, degismeli halka-

larda her Noether nokta sifirlayici kiime asal ideallerin kiimesi olarak yazilabilir.

Onteorem 5.1.10 [14, Example 3K] Degismeli olmayan bir R halkasi i¢in P, ..., P,
idealleri bir Ag modiiliiniin farkl iligkili asal idealleri olsun. Her i i¢in anng(B;) =
P; olacak bigimde Ar modilintin B; asal alt modiilleri ele alinsin. Bu durumda,
By, ..., B, alt modiilleri dik toplanabilirdir. Dahasi, bir Noether modiiliin sonlu tane

iligkili asal alt modiilii vardir.

Onerme 5.1.11 [5, Proposition 3.7] Degismeli bir R halkasi igin tim asal idealle-
rin olusturdugu kime Spec(R) bir kapali Noether nokta sifirlayict kiimedir. Ayrica,
R halkasinin bir Noether nokta sifirlayici kiimesi S i¢in S N Spec(R) kiimesi de asal

1deallerden olusan bir Noether nokta sifirlayict kimedir.
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ispat: Spec(R) kiimesi bir Noether nokta sifirlayici kiimedir, ¢iinkii degismeli bir
halkadaki iligkili asal kavrami ile degismeli olmayan halkalardaki iligkili asal kavrami
birbirlerine karsihik gelir ve Onteorem 5.1.10 ile her Noether modiiliin iligkili asal ideali
vardir. Ayrica, bu kiime kapalidir, ¢iinkii P € Spec(R) olmak iizere her sifirdan farkh
r+ P € R/P igin ann(r + P) = P dir. Gergekten, = € ann(r + P) i¢in rz € P olur.
P bir asal ideal oldugundan, r € P veya x € P olur. Ancak r ¢ P oldugundan, x € P
dir. Buradan, ann(r + P) C P olur. Dolayisiyla, Onteorem 5.1.9 ile S N Spec(R) bir

Noether nokta sifirlayici kiime olur. U

Bu anlamda, bir halkanin sag Noether nokta sifirlayici kiimeleri, degismeli halka-
lardaki asal spektrum kavraminin genellemesidir. Ancak degigmeli halkalarda, Spec(R)
kiimesini kapsayan ideallerin bir § kiimesi de Noether nokta sifirlayici kiime olur.
Aslinda, Onerme 5.1.11 ile, degismeli bir R halkasinin, en kiiciik Noether nokta sifirlayici
olan &y := {P € Spec(R) | R/P Noether} kiimesi vardir.

Onerme 5.1.12 [5, p. 940] Degismeli bir R halkasinin ideallerinden olusan S kime-

sinin bir Noether nokta sifirlayici kuime olmast i¢in gerek ve yeter kosul
So :={P € Spec(R) | R/P Noether} C S

olmasaidar.

Ispat: (=) Sy = {P € Spec(R) | R/P Noether} olsun. S bir Noether nokta sifirlayica
kiime olmak {izere, Onerme 5.1.11 ile, SNSpec(R) bir Noether nokta sifirlayic: kiimedir.
Sp kiimesinin elemanlarinin yapisindan, §¢ € S N Spec(R) olur. Dolayisiyla, Sp € S
olur.

(<) So C S olsun. Sifirdan farklh bir Mz Noether modiil alinsin. Sifirdan farklh
bir m € M i¢gin mR C M alt modiilii de Noether olur. R/ann(m) = mR oldugundan
R/ann(m) de bir Noether modiildiir ve boylece ann(m) € Sy’dir. Hipotezden, ann(m) €

&S’dir. Boylece, S bir Noether nokta sifirlayici kiime olur. 0
Asagida bazi nokta sifirlayici kiime 6rnekleri verilmistir.

Ornek 5.1.13 [5] (1) Bir R halkasindaki tiim sag ideallerin kiimesi, her sag R-modiil

sinifl i¢in bir nokta sifirlayici kiimedir.
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(2) Bir R halkasindaki maksimal sag ideallerin ailesi, sonlu uzunluklu sag R-modiille-
rin sinifi veya daha genig olan Artin sag R-modiillerin sinifi i¢in bir nokta sifirlayici
kiimedir. Daha 6zel olarak, bir {m;} maksimal sag idealler kiimesi igin izomorfizma

farkiyla R/m; nin temsil ettigi tiim izomorf simflar1 almak yeterlidir.

Ornek 5.1.14 [5, Example 3.8] Bir R halkasinin sag yari-Artin olmasi i¢in gerek ve ye-
ter kogul sifirdan farkli her Mg sag R-modiilii i¢in Soc(Mg) # 0 olmasidir. Dolayisiyla,
boyle bir R halkasi i¢in maksimal sag ideallerin kiimesi bir (Noether) nokta sifirlayici

kiime olur.

Ornek 5.1.15 [5, Example 3.9] R bir sol tam halka olsun. Dolayisiyla, R/J(R) yaribasit
olur ve J(R) bir sol T-ustelsifir idealdir. Bass Teoremi ile, boyle bir halka {izerinde
her sag R-modiil devirli alt modiilleri tizerinde artan zincir kogulu saglar. Dolayisiyla,
sifirdan farkh her Mg modiili i¢in Soc(M) # 0’dir ve boyle bir halka sag yari-Artin
olur. R’'nin izomorfizma farkiyla sonlu goklukta basit modiilii vardir. § = {m4, ..., m,}
maksimal sag ideallerin kiimesi olsun ve R/m;, basit sag R-modiillerin bir izomorfizma
sinifin1 temsil etsin. Uyar1 5.1.4’ten, § kiimesi herhangi bir sag modiil sinifi C i¢in bir
nokta sifirlayici kiimedir. Dolayisiyla, & kiimesi R halkasinin bir sag Noether nokta

sifirlayict kiimesi olur.

Degismeli halkalarda asal spektrumun bir Noether nokta sifirlayici kiime oldugu
sonucu direkt genellegtirilirse, degismeli olmayan halkalar i¢in agagidaki sonuclar elde

edilir.

Onerme 5.1.16 [5, Proposition 3.10] Bir R halkasindaki tamamen asal sag ideallerin

kiimesi bir Noether nokta sifirlayici kiimedir.

Ispat: My sifirdan farkli Noether bir modiil olsun. Sifirdan farkh bir m € M icin
R/ann(m) = mR — M oldugundan R/ann(m) Noether olur. I := ann(m) olsun.
A={Pr C R|IC P ve P, M nin bir nokta sifirlayicis1} kiimesi ele alinsmn. I € A
oldugu aciktir. Ote yandan, B = {P/I C R/I | P, M'nin nokta sifirlayic1 kiimesi}
alimsi. I = P i¢in 0 € B olur ve boylece B kiimesi de bogtan farkhidir. R/I Noether
oldugu icin bostan farkli sag ideallerinin bir kiimesinin bir maksimali vardir. O halde, B
bir maksimal igerir. Bu elemena P/I denirse P, A kiimesinin maksimali olur, ¢iinkii aksi

takdirde I C P ¢ P’ olacak bicimde bir P’ sag ideali var olur ve buradan P/I ¢ P'/I
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olacagindan, P/I'nin maksimalligi ile ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla, M'nin I C Pg
olacak bicimde bir maksimal nokta sifirlayic1 sag ideali P bulunur. Onerme 4.4.2'den,

P bir tamamen asal sag ideal olur. ([

Onerme 5.1.17 [5, Proposition 3.11] Bir R halkasi i¢in comonoform sag ideallerin

kiimesi bir kapaly Noether nokta sifirlayict kiimedir.

Ispat: S = {Iz < Ry | Iz comonoform sag ideal} olsun. Once, S kiimesinin bir
Noether nokta sifirlayici kiime oldugu gosterilecektir. My sifirdan farkli bir Noether

modil olsun.
A={LC M |N < M olacak sekilde bir 0 # N C M/L devirli alt modilii vardir}

kiimesi bogtan farklidir. Mz Noether oldugundan, S kiimesinin maksimal bir Ly ele-
man vardir. Dolayisiyla N/L < M olacak gekilde bir 0 # N/L C M/L devirli
alt modiili vardir. Amag, N/L alt modiiliiniin monoform oldugunu goérmektir. Do-
layisiyla, Onerme 2.6.7’den, sifirdan farkh bir K /L C N/L igin sifirdan farkli herhangi
bir f : K/L — N/L homomorfizmasimin birebir oldugunu gérmek gerekir. 7 C K
olmak iizere, Cek(f) = T/L # 0 olsun. 1. Izomorfizma Teoremi'nden, 0 # I;T/f =
K/T =Gor(f) € N/L’dir. Buradan, M/T"nin M icine gomiilebilen bir devirli alt
modiilii vardir. O halde, T" € A’dir. Bu ise L'nin maksimalligi ile geligeceginden,
T = L ve dolayisiyla Cek(f) = 0 elde edilir. O halde, f birebirdir. Boylece, N/L
alt modiilii monoform olur. N/L devirli oldugundan, bir I € § i¢cin N = R/[’dir.
Uyar1 5.1.4’ten, S bir Noether nokta sifirlayici kiimedir.

Simdi, S’nin nokta sifirlayicilar altinda kapali oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in,
her I € § i¢in R/I'min nokta sifirlayicilarinin S iginde oldugunu gérmek gerekir. Do-
layisiyla, sifirdan farkli bir 7 € R/I i¢in ann(F) sag idealinin comonoform oldugunu
gostermek yeterlidir. R/anng(T) = FR < R/I olur. R/I monoform oldugundan,
Onerme 2.6.13 geregince, R/anng(7) modiilii de monoform olmalidir. Béylece, anng(F)
comonoform olur ve istenen elde edilir. Boylece comonoform sag ideallerin kiimesi ka-

pali bir Noether nokta sifirlayici kiime olur. 0
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Onerme 5.1.18 [5, Proposition 3.15] Bir R halkasinda tim eskritik sag ideallerin
kiimest, Krull boyutu olan sag R-modillerin sinifi icin bir kapal nokta sifirlayicy kume-

dir. Ozel olarak, bu kiime R i¢in kapali bir Noether nokta sifirlayicr kimedir.

ispat: Onerme 2.4.20 ile Krull boyutu olan sifirdan farkl her modiiliin kritik bir alt
modiilii vardir. Dolayisiyla, Uyar1 5.1.4’ten R'nin egkritik sag ideallerinin kiimesi Krull
boyutu olan sag R-modiillerin sinifi i¢in bir nokta sifirlayici kiimedir.

Onerme 2.4.15 ile, her Noether modiiliin Krull boyutu oldugundan, Uyar1 5.1.3’ten
ayni kiime R ic¢in bir sag Noether nokta sifirlayici kiime olur. Onerme 2.6.18(1)’den,

bu kiimenin nokta sifirlayicilar altinda kapal oldugu elde edilir. U

Simdiye kadar incelenen sag ideallerin kiimeleri arasinda agagidaki kapsama iligkileri
verilebilir:

{Tamamen Asal} O {Comonoform} D {Eskritik} O {Maksimal}

Degismeli bir halkada, ilk iki kiime Sonug¢ 4.1.6 ve Sonug 2.6.17’den, R halkasinin
asal idealleri kiimesine karsilik gelir. Ayrica, degismeli bir R halkasinin Krull boyutu
varsa (6rnegin, R bir Noether halka ise), Onerme 2.6.19’dan iiciincii kiime de asal
idealler kiimesine karsilik gelir. Ancak iigiincii kapsamanin 6z olacagina dair pek ¢ok
ornek verilebilir. Ornegin, Krull boyutu sifirdan biiyiik olan degismeli bir R halkasinda,
egkritik olup maksimal olmayan bir ideal vardir. Asagida, Noether bir halka tizerinde

bile ilk iki kapsamanin da 6z oldugu bir 6rnek verilecektir.

Ornek 5.1.19 [5, Example 3.17] k& bir boliimlii halka ve a, b, ¢, d, e € k olmak iizere R
halkas1

a b c
0 d e
0 0 d
0 k k
formunda olan matrislerden olugan bir halka olsun. O zaman J(R)= 0 0 k |’diur.
0 0 0

Bu durumda, R halkasinin izomorfizma farkiyla iki tane basit sag modiilii vardir. Bu
modiiller, a ile sagdan carpma etkisi ile verilen S; = k ve d ile sagdan ¢carpma etkisi ile

verilen Sy = k olarak goriilebilir.
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0 0 0 0 0 ¢ 0 b ¢
Php={l0del|}CP={]l0de|}SPR={|04de]}
0 0 d 0 0 d 0 0 d

sag idealleri goz Oniine alinsin.

V := R/P, = devirli modiili, ( E k k ) satir uzayma dogal sag R-etkisi ile
R

izomorftur. ¢ = 1,2 i¢in V; := P,/ Py olmak tizere
Vier (000 k) veVoes (0 k k)

eslemesi yapilabilir. Ayrica, V'nin alt modiilleri sadece 0 C V; C V5, C V'dir ve do-
layisiyla, bu V'nin tek kompozisyon serisidir. Boylece, V5/V;) = V) = S5 ve V/Vy 2 5
oldugu goriiliir.

M: Py comonoform olmayan tamamen asal bir sag idealdir:

Py’m tamamen asal sag bir ideal oldugunu gérmek igin V' = R/Py'in sifirdan farkh
her endomorfizmasinin birebir oldugu ispatlanmalidir.

V'nin 6z faktorleri V/V; ve V/Vy'dir. Sifirdan farkh bir f: V — V igin V/Cek(f)
faktorit V'nin bir alt modiliine izomorftur. Cek(f) = V; veya Cek(f) = Va2 veya
Cek(f) = 0 olur. Cek(f) = 0 ise f birebir olur ve istenen elde edilir. Cek(f) = V}
ise V/Vi 2C V olacagindan, V/V; = V] veya V/Vi =V, veya V/V] =2 V saglanir.
V/Vi =V olamaz, ¢iinkii V'nin kompozisyon uzunlugu t¢ iken V/V;’in kompozisyon
uzunlugu ikidir. Benzer gekilde, V/V} = V] olamaz, ¢iinkii V;’in kompozisyon uzunlugu
U’dir. V/V; = V5 olamaz, ¢linkii her ikisinin kompozisyon uzunlugu aym oldugu halde
kompozisyon faktorleri izomorf degildir. Cek(f) = V, olmasi durumunda da benzer
celigkiler elde edilir. Sonug olarak V’nin 0z faktorleri V' icine gomiilemez ve dolayisiyla
Py tamamen asal bir sag ideal olur.

Py'in comonoform olmadigini géstermek icin
Soc(V) =Vi 2V, /Vi = Soc(V/V7)

gbz online alinsin. Onteorem 2.6.22’den, V monoform degildir. Boylece, Fy bir como-
noform sag ideal degildir.

Iddia 2: P, eskritik olmayan bir comonoform sag idealdir:

Artin halkalarin Krull boyutu 0’dir. Bir Artin halka tizerindeki sonlu tiretilmis bir
modil de Artin olacagindan, devirli modiiliin de Krull boyutunun 0 oldugu soylene-

bilir, yani 0-kritik bir modiildiir. Dolayisiyla, basit olmasi gerekir. Boylece, sag Artin
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bir halka i¢indeki egkritik bir sag ideal maksimal olmak zorundadir. Ancak, P, C P
oldugundan P; maksimal degildir, dolayisiyla eskritik degildir.

R/P; = V/V{’in tek kompozisyon serisinin 0 C V5/V; C V/V; oldugu bilinmektedir.
V/W'in 6z faktori V/Vo'dir ve Soc(V/Vy) = Vo/Vi modilii V/V; igine gomiilmez.
Onteorem 2.6.22(3)’ten, R/ P; monoform olur. Boylece, P, bir comonoform sag idealdir.

Bu ornek, ayn1 zamanda tamamen asal sag ideallerin kiimesinin nokta sifirlayicilar
altinda her zaman kapali olmas1 gerekmedigini de gosterir. V'nin V5 alt modiili ele
alinsm. V5/V; = S5 ve Sy bir basit modiil oldugundan, bir x € V5 igin Vo = 2R+ V}
olarak yazilabilir. V5 nin alt modiilleri V7, 0 ve kendisidir. Bu durumda, xR = V5 olmak
zorundadir, yani V5 bir devirli modiildiir. Ote yandan, V5/V; = V] oldugundan, V3'nin
sifirdan farkli birebir olmayan bir endomorfizmasi mevcuttur. Ayrica, Vo, = zR =
R/ann(z) oldugundan, Onerme 4.1.13 ile, ann(z) bir tamamen asal ideal degildir.
Dolayisiyla, tamamen asal sag idealler kiimesi nokta sifirlayicilar altinda kapali olmak

zorunda degildir.

5.2 Nokta Sifirlayic1 Kiime Teoremi ve Cohen Teoremi

Nokta sifirlayici kiime teoremi, sag ideallerin bir Fy ailesinin, sag ideallerin ikinci bir
ailesi F ic¢inde hangi kogullar altinda bulunabilecegini ifade eder.

Degismeli cebirde onemli sonuclar, her asal ideal belirli bir 6zelligi saglarken ne
zaman biitiin ideallerin de o 6zelligi saglayacagini ifade eder. Daha 6nce de belirtildigi
gibi Cohen ve Kaplansky Teoremleri, Oka aileleri ve Asal Ideal Prensibi yardimiyla
degismeli olmayan halkalara genellestirilmistir. Burada ise yarayan arac “Asal Ideal
Prensibi Tiimleyeni” olmustur. Bu alt boliimiin amaci, herhangi bir nokta sifirlayici

kiimeyi ele alarak Asal Ideal Prensibi Tiimleyeni'ni geligtirmektir.

Teorem 5.2.1 [5, Theorem 4.1] (Nokta Sifirlayic1 Kiime Teoremi) F, bir R halkasinin
bir saj Oka ailesi ve F icindeki sag ideallerin bostan farkh her zincirinin F icinde
kapsamaya gore bir st siniry olsun.

(1) Fo, bir R halkasindaki sag ideallerin bir yarifiltresi olsun. Eger F,
{R/I|Ir € Maz(F)NFy}

modul sinafi icin bir nokta sifirlayice kume ise, Fo C F dir.
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(2) Bir Jg C R sag ideali igin F, I € Max(F') ve I D J (swraswyla, I D J) olacak
bicimdeki R/I modillerinin bir sinifinan bir nokta sifirlayicr kiimesi ise, J 'yi (siraswyla,
0z olarak) iceren tim sag idealler F i¢indedir.

(3) F, {R/I | Ir € Max(F)} modiil simafy i¢in bir nokta siferlaync kiime ise, F

kumesi R i¢cindeki tim sag ideallerden olusur.
Ispat: (1) Bir Iy € Fy \ F, yani Iy € F oldugu kabul edilsin. O zaman,
A={IeF |, CI}

ailesi ele almsm. Iy € A oldugundan, A # @) olur. F iizerindeki kabullerden A kiimesi
{istten simrhdir. Dolayisiyla, Zorn Onteoremi'nden A kiimesinin bir maksimal eleman
vardir. Yani I D I olacak bicimde bir I € Maz(F ) bulunabilir. Dolayisiyla, F yari-
filtre oldugundan, I € Fy’dir. O halde, I € Max(F )N F, olur. Oyleyse, ann(a+1) =
a~'I € F olacak bigimde en az bir a+1I € R/I vardir. Ote yandan, a+ I sifirdan farkl
oldugundan a ¢ I’dir. Buradan, I + aR 2 I olur. I'min maksimalliginden I + aR € F
elde edilir. F bir sag Oka ailesi oldugundan I € F celigkisi elde edilir. O halde, Fy C F
olmalidir.
(2) Fy olarak J'yi igeren tiim sag idealler alimirsa, (1)’den istenen elde edilir.

(3) Fo olarak R'nin tiim sag idealleri alinirsa, (1)’den istenen elde edilir. 0

Bir degigmeli halka iizerindeki sonlu tiretilmig her Artin modiiliin sonlu uzunluklu
oldugu iyi bilinen bir sonuctur. Ancak Ornek 2.3.20°den, degismeli olmayan halka-
lar tizerinde sonlu uzunluklu olmayan devirli Artin modiillerin varhigi bilinmektedir.
Asgagidaki sonucta, Teorem 5.2.1’in yardimiyla, bir halka tizerindeki sonlu iiretilmig

Artin sag modiillerin sonlu uzunlukta olmasi icin bir yeter kosul verilmektedir.

Onerme 5.2.2 [5, Proposition 4.2] Bir R halkasindaki tim maksimal sag idealler sonlu

tretilmas ise, her sonlu uretilmis Artin sag R-modul sonlu uzunlukludur.

+zoR

ispat: 1R ve xoR devirli modiilleri i¢in 0 — 21 R i> 1R+ xR — xlilR — 0

r1R+x2R

i sonlu uzunluklu ise, 1R + xR de sonlu

tam dizisi ele alinsin. Burada x; R ve
uzunluklu olur. Dolayisiyla her devirli Artin sag R-modiiliin sonlu uzunluklu oldugunu
gostermek yeterlidir.

Fo = {Ir | R/I sag Artin} bir yanfiltre ve F = {Ip | R/I sonlu uzunlukludur}

ailesi bir sag Oka ailesidir. Sifirdan farkli devirli her Artin modiiliin bir basit alt
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modiilii oldugundan, F ailesi {R/I | I € Fo} 2 {R/I | I € Max(F )N F} smf
icin bir nokta sifirlayic1 kiimedir. Ote yandan, hipotezden tiim basit sag R-modiiller

sonlu gosterimlidir. Eger I € F ise R/I sonlu uzunlukludur. O zaman bir
0=MyCMC---CM,=R/I

kompozisyon serisinin her faktér modiilii M;/M;_; = R/I; basit oldugundan, M;/M;_4
sonlu gosterimlidir. O halde, I sonlu tretilmistir (bkz. [4, Corollary 4.9]). Boylece, F
sonlu firetilmis sag ideallerden olusur ve F ailesindeki her bostan farkli zincirin F

icinde bir iist sinir1 olur. Boylece, Teorem 5.2.1’den Fy C F elde edilir. O

Teorem 5.2.3 [5, Theorem 4.3] F, bir R halkasin bir saj Oka ailesi ve F i¢indeki
saq ideallerin bostan farkly her zincirinin F  icinde kapsamaya gére bir st sinart ol-
sun. Saq ideallerden olusan S kiimesi, {R/I | I € Max(F)} modiil sinfs i¢in nokta
sifirlayice bir kiime olsun.

(1) Fo, R i¢indeki sag ideallerin bélinebilir bir yarifiltresi olsun. Eger FoNS C F
1se Fo C F olur.

(2) Bir J<R ideali igin, S igindeki J 'yi iceren tim idealler F i¢indeyse, J 'yi iceren
her sag ideal F i¢indedir.

(3) S C F ise, R nin tim sag idealleri F 'dedir.

Ispat: (1) F ailesinin {R/I | I € Maxz(F')} i¢in bir nokta sifirlayic1 kiime oldugunu
gormek gerekir. Bu sekilde secilen R/I modiilleri i¢in Iz € Maxz(F') olacagimdan,
hipotez ile, R/I'nin S i¢inde bir nokta sifirlayicisi vardir. 0 # z+ I € R/I olmak {izere
A =ann(z + 1) € S ele alinsin. I € Fy ve Fy boliinebilir oldugundan x7'1 = A € F
olur. Dolaysiyla, A € S N Fy C F olacagindan R/I'nin bir nokta sifirlayicist F i¢inde
olur. Boylece, F bir nokta sifirlayici kiimedir. O halde, Teorem 5.2.1 ile, Fy C F elde
edilir.
(2) Fo olarak J'yi igeren tiim sag idealler alimirsa, (1)’den istenen elde edilir.

(3) Fp olarak R'nin tiim sag idealleri alinirsa, (1)’den istenen elde edilir. O

Sonug 5.2.4 [5, Corollary 4.4] F sonlu tretilmis sag ideallerin bir Oka ailesi ve S
kiimest R i¢in bir nokta sifirlayict kime olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:

(1) F, R’nin tim sag ideallerinden olusur.
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(2) F bir Noether nokta sifirlayice kiimedir.
(3) S C Fdir.

Ispat: (1) = (2) F kiimesi R’nin tiim ideallerinden olugsun. O zaman, S C F’dir.
Dolayisiyla, F de R icin bir Noether nokta sifirlayici kiime olur.

(1) = (3) Agiktur.

(2) = (1) F ailesi sonlu olmayan sag ideallerden olusur. Bir I € Maz(F) icin,
Ir € Kr C R olmak tizere R/I'nn sifirdan farkh alt modiilleri K/I formundadir. Bu
durumda, Kg sonlu tiretilmig bir sag idealdir. Boylece, R/I'nin her alt modiilii sonlu
iiretilmis olur. Dolaysiyla, {R/I | I € Maxz(F )} kiimesi Noether modiillerden olusur.
Teorem 5.2.1-(3) ile, F kiimesi R'nin tiim sag ideallerinden olusgur.

(3) = (1) {R/I | I € Max(F')} kiimesi Noether modiillerden olustugundan, Te-
orem 5.2.3(3) ile, R nin tiim sag idealleri F kiimesindedir. O

Yukaridaki sonucun bir uygulamasi olarak Cohen Teoremi’nin degismeli olmayan

halkalardaki genellemesi agagidaki teorem ile verilmigtir.

Teorem 5.2.5 [5, Theorem 4.5] (Degismeli Olmayan Cohen Teoremi) Bir R halkast
icin S kumest bir sag Noether nokta sifirlayici kume olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:

(1) R bir sag Noether halkadur.

(2) S igindeki her sag ideal sonlu tretilmistir.

(3) Sifirdan farkly her Noether sag R-modiliin bir sonlu tretilmis nokta sifirlayicis
vardar.

(4) Sufirdan farkly her Noether sag R-modilin sifirdan farkl devirli sonlu gosterimli
bir alt modulii vardar.

Ozel olarak, R halkasinin sag Noether olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her eskritik

sag idealin sonlu tretilmis olmasidar.

Ispat: Onerme 4.2.6 ile sonlu tiretilmis sag ideallerin ailesi bir sag Oka ailesidir.
Sonug 5.2.4'ten, (1), (2) ve (3) ifadelerinin denkligi elde edilir.

(3) & (4) Bir I sag idealinin bir M modiiliiniin bir nokta sifirlayicis1 olmasi igin
gerek ve yeter kogul bir R/I — M monomorfizmasinin var olmasidir. Ayrica, R/I
modiilii sonlu gosterimlidir ancak ve ancak I bir sonlu iiretilmis sag idealdir.

Onerme 5.1.18 ile de son ifade elde edilir. O
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Teorem 5.2.5’te, Ozel olarak S kiimesi olarak tamamen asal sag idealler kiimesi
alinirsa, Teorem 4.2.7 elde edilir. Ayrica, (4) ifadesindeki “devirli olma” Ozelliginin
kaldirilabilir bir 6zellik oldugu agagidaki sonugta gosterilmigtir. Bunun ayr1 bir sonug
olarak verilmesinin sebebi, bu ozelligin kaldirilmasi i¢in uygulanan stratejinin her za-

manki “ispat stratejisi’nden farkli olmasidir.

Onerme 5.2.6 [5, Proposition 4.6] Bir R halkast i¢in asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir sag Noether halkadur.

(2) S igindeki her sag ideal sonlu tretilmigtir.

(3) Sifirdan farkl her Noether sag R-modilin bir sonlu tretilmis nokta sifirlayicise
vardr.

(4) Sifurdan farkl her Noether sag R-modiliin sifirdan farkly bir devirli sonlu géste-
rimli alt modilu vardur.

(5) Sufirdan farkly her Noether sag R-modilin sifirdan farkl bir sonlu gésterimli alt

modult vardar.

Ispat: Teorem 5.2.5 ile, (1) = (4) = (5) elde edilir.
(5) = (1) Safirdan farkli her Noether sag R-modiiliin sifirdan farkl sonlu gosterimli
bir alt modiilii olsun ve R nin bir sag Noether halka olmadigi kabul edilsin. O halde,

R’nin sonlu iiretilmig olmayan bir sag ideali vardir. Boylece,
A = {Ig | I sonlu iiretilmig olmayan bir sag ideal}

kiimesi bostan farkhl olur. Ayrica, Zorn Onteoremi ile, A kiimesinin maksimal bir
Ir C R sag ideali vardir. I'y1 6z olarak iceren her ideal sonlu tretilmig olacagindan,
R/I Noether olur. Hipotez ile, sifirdan farklh bir J/I C R/I sonlu gosterimli alt
modilii vardir. I C J oldugundan J sonlu iiretilmistir. Boylece, R/J sonlu goste-
rimli olur. 0 — J/I — R/I — R/J — 0 tam dizisi ele alimirsa, Onerme 2.3.6 ile, R/I
sonlu gosterimli olur. Buradan, Iz'nin sonlu iiretilmis oldugu celigkisi elde edilir. O

halde, R sag Noetherdir. O

Teorem 5.2.7 [1] (Akizuki-Cohen Teoremi) Degismeli bir R halkasinin Artin olmast
i¢in gerek ve yeter kosul halkanin Noether olmasi ve halkadaki her asal idealin maksimal

olmasaidar.

83



Teorem 5.2.8 [27, 5.17] Degismeli bir R halkasinan Artin olmasu i¢in gerek ve yeter
kosul her P asal ideali i¢in P’nin sonlu dretilmis olmasi ve R/ P nin sonlu egiiretilmis

olmasudar.
Simdi bu sonuclarin degismeli olmayan halkalardaki genellemeleri verilecektir.

Onerme 5.2.9 [5, Proposition 4.7] S, bir R halkasinin sag Noether nokta sifirlayicise
olsun. Bu durumda, asagidakiler ifadeler denktir:

1) R bir sag Artin halkadar.

2) R bir sag Noether halkadir ve her P € S i¢in (R/P)gr sonlu uzunlukludur.

(1)

(2)

(3) Her P € S i¢in Pg sonlu tretilmistir ve (R/P)g sonlu uzunlukludur.
(4) Her P € S i¢in Pgr sonlu dretilmistir ve (R/P)gr sonlu estretilmistir.
(5) R bir sag Noether halkadwr ve R’nin her eskritik sag ideali maksimaldir.
(6)

6) R nin her eskritik sag ideali sonlu uretilmis ve maksimaldir.

Ispat: (1) = (2) R bir sag Artin halka olsun. Onerme 2.3.4 ile, R bir sag Noether
halkadir. Dolayisiyla, her P € S igin (R/P)g sonlu uzunlukludur.
(2) = (1) Agiktar.
(2) = (3) Teorem 5.2.5(2)’den, P sonlu tretilmis olur ve R/P sonlu uzunlukludur.
(3) = (2) Ornek 4.4.16(6)’dan,

F ={I < R| R/I sonlu uzunluklu}

bir sag Oka ailesi olur. Dolayisiyla, Teorem 5.2.5ten, istenen elde edilir.

(1) = (4) Onerme 2.3.10’dan ve Sonug 2.3.11°den aciktir.

(4) = (1) Ornek 4.4.16(2)’'den, F = {Ig < R | R/Ip sonlu esiiretilmig} bir sag Oka
ailesidir. Dolayisiyla, Sonug 5.2.4’ten R bir sag Artin halkadir.

(1) & (5) < (6) Artin kritik modiiller basit olacagindan, S kiimesi olarak R'nin

eskritik sag idealleri alinarak istenen denklikler elde edilir. 0

Onerme 5.2.10 [5] Bir sag Noether halkanin sag Artin olmasi igin gerek ve yeter

kosul tum eskritik sag ideallerinin maksimal olmasidar.

ispat: Sag Krull boyutu « olan bir sag Noether R halkasi i¢in

A= {I < R| K.Boy(R/I) = a}
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kiimesi ele alinsin. R sag Noether oldugundan, bu kiimenin maksimal bir Iz elemam
vardir. O zaman, J D [ sag ideali i¢in K.Boy(R/J) < K.Boy(R/I) = « olur. Buradan,
I bir egkritik sag ideal olur. Dolayisiyla,

r.K.Boy(R) = sup{ K.Boy(R/I) | Ir C R egkritik}

olur. 0-egkritik modiillerin basit modiil olmasi nedeniyle istenen elde edilir. 0

5.3 Kaplansky-Cohen Teoremi

Bu alt boliim boyunca, bir R halkasinin temel sag ideallerinin ailesi F,,.(R) ile gosteri-
lecektir. Sozii edilen halkanin R oldugu acik ise gosterim F,, seklinde olacaktir.
Kaplansky-Cohen Teoremi degismeli bir halkanin temel ideal halkasi olmasi icin
gerek ve yeter kogulun halkanin tiim asal ideallerinin temel oldugunu ifade eder (bkz.
Teorem 3.1.4). Bu alt boliimde, bir R halkasinin tiim egkritik sag ideallerinin temel iken
R’nin temel sag ideal halkasi olup olmadig1 arastirilacaktir. Buradaki baslangic noktasi
ise F,,(R) ailesinin bir sag Oka ailesi olup olmadigimin arastirilmasidir. Siradaki dnerme

bu duruma 1s1k tutmaktadir.

Onerme 5.3.1 [5, Proposition 5.1] R bir halka ve S C R ¢arpimsal kapaly bir kime
olsun. F = {sR | s € S8} ailesinin bir sag Oka ailesi olmasi igin gerek ve yeter kosul
bu ailenin benzerlik altinda kapalr olmasidur.

Ozel olarak, bir R halkasinda For ailesinin bir sag Oka ailesi olmast i¢in gerek ve

yeter kosul ailenin benzerlik altinda kapalr olmasidar.

ispat: Onerme 4.3.8 ile, her sag Oka ailesi benzerlik altinda kapalidir. Tersine, F
ailesi benzerlik altinda kapali olsun. a € R icin a™'1,I + aR € F kabul edilsin. F'nin

tanmimindan I 4+ aR = sR olacak bigimde bir s € S vardir.
0— ([I+4+aR)/I - R/I - R/(I+aR)—0

kisa tam dizisinde R/a™'I = (I +aR)/I = sR/I = R/(s~'I) olur. F benzerlik altinda
kapali oldugundan ve a='I € F oldugundan, s~*I € F’dir. O zaman, s~ 'I = tR olacak
bigimde bir ¢t € S vardir. I C I + aR = sR oldugundan, I = s(s™'I) = stR elde edilir.
Boylece, I € F olur. O halde, F bir sag Oka ailedir. O
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Sonug 5.3.2 [5, Corollary 5.2] S, bir R halkas: i¢in bir sag Noether nokta sifirlayice
kiime olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir temel sag ideal halkasidur.

(2) Fpr benzerlik altinda kapalidir ve S igindeki her sag ideal bir temel idealdir.

(3) Fpr benzerlik altinda kapalidir ve bir sag Noether nokta sifirlayict kiimedir.

Ispat: R bir temel sag ideal halkas ise, F, ailesi R'nin tiim sag ideallerinin ailesine esit
olur ve dolayisiyla, benzerlik altinda kapalidir. Ayrica, Onerme 5.3.1°den, For benzerlik
altinda kapali oldugu i¢in bir sag Oka ailesidir. Dolaysiyla, (1) = (2) ve (2) = (3)
gerektirmeleri elde edilir.

(3) = (1) Sonug 5.2.4 ile R bir temel sag ideal halkas1 olur. O

Sonug 5.3.2, F, ailesinin hangi durumlarda benzerlik altinda kapali ve dolayisiyla

sag Oka ailesi olacaginin belirlenmesine yardimci olur.

Ornekler 5.3.3 (1) Bir R halkasinin her sag ideali iki yonlii bir idealse halkaya sag ikili
halka (right duo ring) denir (bkz. [20]). Bir sag ikili halkada ve 6zel olarak tiim degismeli
halkalarda, sag ideallerin her ailesi benzerlik altinda kapalidir. Dolayisiyla, degismeli
halkalarda ve sag ikili halkalarda F,,'nin bir sag Oka ailesi oldugunu gostermek igin
Onerme 5.3.1 kullanilabilir. Degigmeli halkalar icin Fpr'nin bir sag Oka ailesi oldugu
bilinmektedir (bkz. [27, 3.17]).

(2) Fpr'nin benzerlik altinda kapali oldugu bir diger 6rnek yerel halkalardir. Bunu
gostermek icin Onerme 4.3.8 kullanilacaktir.

R bir yerel halka olsun. I + aR = R ve a~'I = xR olacak bicimde bir I C R ve
a € R verilsin. U(R) ile R'nin birimsel elemanlar grubu temsil edilsin. Bir iy € I ve
r € Ri¢in 1 = iy + ar olsun. iy € U(R) ise I = R olur. iy ¢ U(R) olsun. R bir yerel
halka oldugundan, 1 — iy = ar € U(R) olur. Ancak, R yerel oldugundan, sag tersinir
elemanlar tersinirdir. Bu durumda, a € U(R)’dir. Buradan, I = a(a ') = azR elde

edilir. Boylece, I bir temel sag ideal olur ve I € F), elde edilir.

Uyar: 5.3.4 [5, Remark 5.3] Bir R halkasinda, J = 2R bir temel sag ideali ve R/[ =
R/ J olacak bigimde bir Ir C R sag ideali verilsin. Bu durumda, I sag ideali en fazla

iki elemanla tiretilmistir.
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Gercekten de,

0—-I—-R—-R/[—=0
ve

0—-J—>R—->R/J—0

kisa tam dizilerine Schanuel Onteoremi uygulanirsa R @ I = R & J elde edilir. Jz bir
devirli sag ideal oldugundan, R & J en fazla iki elemanla iiretilir. Dolayisiyla, R & 1
da en fazla iki elemanla tiretilir. I, R @ ['nin bir dik toplanani oldugundan, I de en

fazla iki elemanla tiretilir.

Tanim 5.3.5 [33] R bir halka ve M, XY sag R-modiiller olsun. M & X = M &Y

iken X =Y kogulu saglaniyorsa, My modiiliine silinebilir (cancellable) denir.

Ornek 5.3.6 [5, p. 953] Ry modiilii sag R-modiillerin kategorisinde silinebilir ise, F,,

ailesi benzerlik altinda kapalidir ve dolayisiyla bir sag Oka ailesidir.

Ispat: Iy, gz C R sag idealleri icin Jg temel sag ideal ve R/J = R/I olsun. Uyar 5.3.4
ile I, en fazla iki elemanla iiretilir ve dolayisiyla sonlu tretilmis bir sag ideal olur.
Schanuel Onteoremi ile, R® 1 = R& J'dir ve silinebilir olma kabuliinden Ir =& Jg elde
edilir. O zaman, I bir temel idealdir. O halde, I € F,, 'dir. Boylece, F,, benzerlik

altinda kapal olur. O

Tanim 5.3.7 [33] Bir R halkas1 ve a,b € R verilsin. aR + bR = R iken (a +br)R =R
olacak bigimde bir r € R varsa, R halkasina (sag) sabit sirasi 1 (has (right) stable

range 1) denir.

Ornek 5.3.8 [5, p. 953] Sabit siras1 1 olan bir halka icin, Rz modiillii R-modiillerin
kategorisinde silinebilirdir (bkz. [34, Theorem 10.2]) ve dolayisiyla, F,,. bir sag Oka
ailesidir. Sabit siras1 1 olan halkalar smifi, yariyerel halka siifim icerdiginden, Ornek-

ler 5.3.3(2)’de yerel halkalar i¢in sOylenenler, yariyerel halkalara genellestirilebilir.

Tanim 5.3.9 [5, p.953] Bir R halkasi igin, ranki 2 olan serbest sag R-modiillerin
degismez taban numarasi (invariant basis number) varsa ve R'nin en fazla iki elemanla
iiretilen her sag ideali serbest ise, R halkasina 2-sih denir. Burada sih kisaltmasinin

acilimi serbest ideal halkasidir.
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Ornek 5.3.10 [5, p. 953] R bir 2-sih ise, F,, ailesi benzerlik altinda kapalidir.

ispat: IR, Jg sag idealleriicin R/I = R/J ve J € F,, olsun. Schanuel Onteoremi’nden,
R® I = R® J'dir ve I en fazla iki elemanla tiretilir. O zaman, R bir 2-sih oldugundan,
I serbesttir ve bir m € N i¢in I = R"™’dir. J bir temel sag ideal oldugundan, n < 1 i¢in
J = R™dir. Buradan, n + 1 < 2 olmak iizere, R"™! = R™*! elde edilir. Dolayisiyla,
degismez taban numarasi hipotezinden, m = n < 1 olmalidir. O halde, I bir temel

sag ideal olur ve I € F,, bulunur. ([l

Tamim 5.3.11 [23] Bir R halkasinm her sonlu tiretilmig sag ideali bir temel idealse, R

halkasina sag Bezout halka denir.

Ornek 5.3.12 [5] R bir Bezout halka ise, F,,, R'nin tiim sonlu iiretilmis sag idealleri
kiimesine esit olur ve Onerme 4.2.6 ile bu aile bir sag Oka ailesi olur. Von Neumann
diizenli halkalar, Bezout halkalara érnektir. Bu halkalarda sonlu iiretilmis her sag ideal

Rpg’nin bir dik toplananidir.

Sonug 5.3.13 [5, Corollary 5.5] R bir sol tam halka ve heri =1, ... ,n i¢in R/m; basit
sag R-modullerin tim izomorf simiflarine temsil edecek sekilde my, . .., m,, maksimal sag
idealler olsun. R halkasinin bir temel sag ideal halkasi olmast i¢in gerek ve yeter kosul

m; lerin temel sag ideal olmasidar.

Ispat: Ornek 5.3.8 ile, yartyerel halkalar i¢in F,, bir sag Oka ailesidir. Ornek 5.1.15ten,
{m;} kiimesi bir sag Noether nokta sifirlayic1 kiime olur. O halde, Sonug 5.3.2’den, R
bir temel sag ideal halkasidir. O

Fpr ailesinin bir Noether tamhk bolgesi tizerinde dahi bir sag Oka ailesi olmasi

gerekmez. Buna dair ornek agagida verilmigtir.

Onteorem 5.3.14 [5, Lemma 5.6] R bir halka ve x € R sol sifir-bélen olmayan bir
eleman olsun.

(1) J C zR kosulunu saglayan J ve K sag idealleri igin, v='(J + K) = a7 'J +
x VK “dor.

(2) Her f € Rigin ™ (xfR+ (1+2y)R) = fR+ (1 + yx)R dir.
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Ispat: (1) D kapsamasi z, J ve K {izerinde bir kabul olmadan da gegerlidir, ¢linkii
vz + 27'K) = z(27'J) + z(27'K) C J + K’dir. Kapsamanin diger yonii icin
feax Y (J+ K) olsun. O zaman, en az bir j € Jve k € K i¢cin zf = j+k’dir. J C 2R
oldugundan, j = xj, olacak bicimde bir j, € R vardir. Buradan, j, € x~1J olur ve
xf = xjo + k elde edilir. O zaman, z(f — jo) = k ve dolaysiyla f — j, € 7' K olur.
Boylece, f — jo = ko i¢in kg = k olur. O halde, x f = xjy + xky’dir ve x sol sifir-bolen
olmadigindan f = jo + ko € 27 1J + 271K elde edilir.

(2) J=zfRve K = (1+zy)R ahnirsa z7'J = fR ve 7' K = (1 + yx) R bulunur.
(1)den, z7 (zfR+ (1 + zy)R) = fR+ (1 + yz)R elde edilir. O

Asagidaki ornek, F,, ailesinin bir sag Oka ailesi olmayabilecegini gostermektedir.
Ornek 5.3.15 [5, Example 5.7] k bir cisim olsun.
R=Ak) =k<z,y:zy=yr+1>

olarak taniml halka, k tizerinde birinci Weyl cebiri (first Weyl algebra) olarak bilinir.
R bir Noether tamlik bolgesidir (bkz. [15]).

Ig = 2R+ (1 + zy)R C R sag ideali ele almsin. [ + xR, hem 1 + xy hem de zy
elemanlarin icerir. Buradan, —zy € R olur. O halde, 1 + xzy — 2y = 1 € [ + xR’dir.
Boylece, I + xR = R olur. 1+yz = 2y € xR oldugundan, Onteorem 5.3.14(2)’de f = z
almirsa, 7' (2R + (1 + zy)R) = zR + (1 + yz)R ve buradan

t'I=2zR+ (1+yzx)R=2zR+2yR

elde edilir. Boylece, 71T = 2R olur. Dolayisiyla, [+2R = R € F,, vex '] = 2R € F,
dir, ancak I = 2R + (1 + zy)R ¢ F,, dir. Boylece, F,, bir sag Oka ailesi olamaz.
Ashinda, I temel olmayan bir sag ideal olmak {izere R/I = R/xR izomorfizmasi,

Onerme 5.3.1’den dolay, JFpr'nin benzerlik altinda kapali olmadigini gosterir.
Tanim 5.3.16 [5, Definition 5.8] Bir R halkas i¢in,

FolR) = {IrCR|JpC Rigin I~ JiseJ e F,(R)}

= {Ir C R | I sadece temel sag idealler ile benzerdir}
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tanimlansin. Burada, I ~ J sembolii, I ile J'nin benzerligini ifade etmek icin kul-
lanilmaktadir.
Bu tanima alternatif olarak, 7, (R) kiimesi, (/) nin benzerlik altinda kapal en

biiyiik alt kiimesidir.

Onerme 5.3.17 [5, Proposition 5.9] Herhangi bir R halkast igin Fo(R) sag ideallerin

bir Oka ailesidir.

Ispat: F = Fpr(R) olarak gosterilsin. Ir ~ Rp ise I = R € F), oldugundan, R €
Fdir. I +aR,a I € F olacak sekilde I C R ve a € R verilsin. R/a™*I = (I +aR)/I
izomorfizmast (bkz. Onteorem 4.3.7) ve 0 — (I +aR)/I — R/I — R/(I +aR) — 0

tam dizisi goz oniine alinsin. Cy := R/a~'I ve Cy := R/(I + aR) almirsa
0—-C,—R/I—Cy—0

tam dizisi elde edilir.
I € F oldugunu gostermek icin R/I = R/J olacak bicimde Jg sag ideali alinsin.

J'nin bir temel ideal oldugu gosterilecektir. Benzer olarak, bir
0—-C,—-R/J—Cy—0

tam dizisi ele alinsin. R/I = R/J oldugundan, f(a+ I) = x + J tanimlanabilir.

ar + 1 — xr+ J ile tammh ¢ : (I +aR)/I — (J +xR)/J doniigiimii bir izomorfiz-
madir. Bu durumda, (I4+aR)/I = (J+zR)/J oldugundan, Cy = R/a™'I = (J+zR)/J
olur. Benzer sekilde, Cy = R/(I4+aR) = R/(J+zR) elde edilir. [+aR € F oldugundan,
J + xR bir temel sag ideal olmalidir. O zaman, J 4+ xR = cR olacak bigimde bir ¢ € R

vardir.
R/a‘ll =C1=2(J+zR)/J=cR/J = R/c_lJ

ve a I € F oldugundan, ¢~!J de bir temel sag idealdir. Boylece, J C J + 2R = cR

oldugundan, J = ¢(c™'J) elde edilir. Bu da J'nin bir temel sag ideal oldugunu gosterir.

U

Onteorem 5.3.18 [5, Lemma 5.10] S, R halkasindaki sag ideallerin benzerlik altinda

kapaly bir kiimesi olsun. S C Fp, ise, S C .7-";’7, olur.
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Onteorem 5.3.18, JFpnin benzerlik altinda kapal en biiytk temel sag ideal ailesi
oldugunu ifade eder.
Simdi, Kaplansky-Cohen Teoreminin degismeli olmayan halkalardaki genellemesi

verilecektir.

Teorem 5.3.19 [5, Theorem 5.11] (Degigmeli Olmayan Kaplansky-Cohen Teoremi) S,
bir R halkasinin benzerlik altinda kapalr olan bir sag Noether nokta sifirlayict kiimesi
olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(1) R bir temel sag ideal halkasidar.

(2) S igindeki her sag ideal temeldir.

(3) F,,. bir sag Noether nokta sifirlayice kiimedir.

Ozel olarak, R’nin bir temel sag ideal halkasi olmasu icin gerek ve yeter kosul R 'nin

her eskritik sag idealinin bir temel sag itdeal olmasidur.

Ispat: R’nin eskritik sag ideallerinin kiimesi benzerlik altinda kapal bir Noether nokta
sifirlayict kiimedir. Dolayisiyla, ilk ti¢ denklik ispatlanirsa son ifade de gosterilmis olur.

(1) = (2) Agktir.

(2) = (3) S kiimesindeki her sag ideal temel olsun. Onteorem 5.3.18’den, S C For
elde edilir. Dolayisiyla, F, bir sag Noether nokta sifirlayici kiimedir.

(3) = (1) F,, bir sag Noether nokta sifirlayic1 kiime olsun. Sonug 5.2.4’ten, S C F),

elde edilir. Onerme 5.3.17’den, istenen saglanir. 0

Kaplansky-Cohen Teoremi’'nin iki versiyonu karsilastirilirsa, Sonug¢ 5.3.2'nin Te-
orem 5.3.19’dan elde edildigi goriiliir. Ancak bu durum, Sonug 5.3.2'nin tercih edil-
meyecegi anlamina gelmez. Eger nokta sifirlayici kiime § ile ilgili yeterli bilgi varsa,
ancak JF,.'nin benzerlik altinda kapali oldugu bilinmiyorsa, Teorem 5.3.19 tercih edi-
lir. Ote yandan, F,, nin benzerlik altinda kapali oldugu halka smiflarinda calisihiyorsa,
Sonug 5.3.2 daha kullanighdir. Bu durum, Sonug 5.3.13’te nokta sifirlayici kiime S sonlu

kiimeye indirgendiginde kanitlanmigtir.

Sonug 5.3.20 [5] Sag Krull boyutu < 1 olan bir R tambk bélgesinin bir temel sag
1deal bolgesi olmast i¢in gerek ve yeter kosul halkadaki maksimal sag ideallerin temel

olmasadar.
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ispat: Onerme 2.6.19°dan R halkasimin 0 ideali sag ideal olarak 1-egkritiktir. Do-
layisiyla, R halkasinin sifirdan farkli her egkritik sag ideali O-kritiktir ve boylece bir

maksimal sag idealdir. O halde, Teorem 5.3.19’dan istenen saglanir. U

5.4 Dik Toplanan Altinda Kapali Aileler

Bu alt boliimde, Cohen Teoremi ve Kaplansky-Cohen Teoremleri'nin énceki genelleme-
leri, bir halkadaki “test edilmesi” gereken sag ideallerin kiimesi daha da indirgenerek
gelistirilecektir. Ozel olarak, 6nceki teoremlerde sdylenen, bazi Noether nokta sifirlayici
S kiimesinde bulunan her sag idealin sonlu tiretilmis (sirasiyla, temel) olmasi kosulu,
S igindeki her genig sag idealin sonlu iiretilmis (sirasiyla, temel) olmasmin kontroliine

indirgenecektir.

Tamim 5.4.1 [5, Definition 6.1] R bir halka ve Mg bir modiil olsun. M nin alt modiille-
rinden olugan bir F ailesi verilsin. N C M bir alt modiil olmak tizere N € F iken N’'nin
herhangi bir dik toplanani da F ailesinin bir elemani oluyorsa, F ailesine dik toplanan

altinda kapalidir denir.

Bir M modiiliiniin alt modiillerinden olusan ve dik toplananlar altinda korunan bir
F ailesi icin F # () oldugu stirece 0 € F'dir. Siradaki onteorem, dik toplananlar altinda

kapali olan ailelerle M nin genig alt modiillerinin arasindaki bagi gosterir.

Onteorem 5.4.2 [5, Lemma 6.2] F, bir Mg modiliniin dik toplananlar altinda kapals
olan alt modillerinin bir ailesi olsun. O halde, M 'nin her alt modilinin F icinde
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M 'nin her genis alt modilunin F 'de olmasidar.

Ozel olarak; F, R 'nin sag ideallerinin dik toplananlar altinda kapaly bir ailesi olsun.
O halde, R’nin tim sag ideallerinin F i¢inde olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R’nin

tum genis saqg ideallerinin F i¢inde olmasidir.

Ispat: (=) Agktir.

(<) M’nin her genis alt modiilit F’de ve Lr C Mg olsun. Zorn Onteoremi'nden,
LNN = 0 ozelligine gore maksimal bir Ny alt modiilii vardir. Onerme 2.1.4’ten,
N & L <, M’dir. Bu durumda, N & L € F olur. F dik toplananlar altindan kapali
oldugundan, L € F'dir. Boylece, M’'nin her alt moduli F i¢inde bulunmus olur ve

istenen elde edilir. O
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Simdi, bu ozelligi saglayan aile 6rnekleri verilecektir:

Ornek 5.4.3 [5, Example 6.3] Herhangi bir Mg modiiliinde dik toplananlar altinda
kapali ailelerin en bilinen 6rnegi, M nin tiim dik toplananlarinin ailesidir. Ayrica Onte-
orem 5.4.2'nin bir uygulamasi olarak, M nin yaribasit modiil olmasi icin gerek ve yeter

kosulun M igindeki her alt modiiliin bir dik toplanan olmasi oldugu sonucuna varilabilir.

Ornek 5.4.4 [5, Example 6.4] Bir My modiiliiniin sonlu iiretilmis alt modiillerinin
ailesi dik toplananlar altinda kapalidir. Dolayisiyla, M nin sag Noether modiil olmasi

icin gerek ve yeter kogul M’nin genig alt modiillerin sonlu iiretilmis olmasidir.

Ornek 5.4.5 Ornek 5.4.4i genellemek miimkiindiir. Bir a kardinali (sonlu veya son-
suz) ve F olarak M ’nin, {ireteg kiimesi a’dan kiigiik olan tiim alt modiillerinin ailesi
alinsin. F ailesi dik toplananlar altinda kapalidir. O halde, Onteorem 5.4.2’den, M
icindeki her alt modiiliin, kardinali a’dan kesin kii¢iik bir tiretec kiimesine sahip olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul M igindeki genig alt modiillerin, kardinali o’dan kesin kiiciik
bir iirete¢ kiimesine sahip olmasidir.

Ozel olarak, Mpr = Rp ve o = 2 almrsa, JFpr'nin dik toplananlar altinda kapal
oldugu goriiliir. Onteorem 5.4.2'den, R'nin bir temel sag ideal halkasi olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul R icindeki genig sag ideallerin temel olmasidir.

Ornek 5.4.6 [5, Example 6.5] My modiilii icin F ailesi, her f : I — M modiil homo-
morfizmasinin R — M genigleyebiliyor olmasi kogulunu saglayan I sag ideallerinden
olugsun. F bir sag Oka ailesidir (bkz. [4, Proposition 5.16]). Bu ailenin dik toplanan
altinda kapali oldugu iddia edilmektedir.

I®J e Fvef:I— M bir modil homomorfizmas: olsun. I @& J-I kanonik
epimorfizmasinin varligi bilinmektedir. Buradan, fnm : I & J — M olur. I & J € F
oldugundan, fm homomorfizmasi bir A : R — M homomorfizmasina genisler. Yani,
iv: 1®J — Rveiy: I — I®J igerim homomorfizmalar olmak tizere, fr = hi; = h |
elde edilir. fmis(I) = fr(l) = f(I) oldugundan, fmwis = f : I — M’dir. Dolaylsqu
x € I igin h|(z) = hiy(x) = fr(x) = f(z) elde edilir. Boylece, fr homomorfizmasim
genisleten h,Iaynl zamanda f homomorfizmasini da genisletir. O halde, I € F olur. Bu

durumda, F ailesi dik toplananlar altinda kapalidir.
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Baer Kriteri ile her sag ideal F icindeyse, M bir injektif modiil olur. Dolayisiyla,
Onteorem 5.4.2 ile M'nin injektif olmasi icin gerek ve yeter kogul R icindeki her genis

sag idealin F i¢inde olmasidir.

Onerme 5.4.7 [5, Remark 6.7] Genis sag ideallerin kiimesi bir bolinebilir yarifiltredir

ve benzerlik altinda kapalidr.

ispat: Ir C Jg sag idealleri ve I <, R i¢in I <. J <. R oldugundan J <, R’dir.
Dolayisiyla, genis sag ideallerin kiimesinin yarifiltre oldugu aciktir. Ote yandan, bir
f: Mr — Ng modiil homomorfizmasi ve bir Ny C N genis alt modiilii i¢in f~1(Ny) alt
modili M’de genistir. Ig sag ideali i¢in o — xr ile tanimhi R — Rz homomorfizmasi
altinda /'nin 6n goriintiisii x~*’dir. O halde, I genis sag ideal iken x~'I sag ideali
de genistir. Dolayisiyla, F ailesi boliinebilirdir.

Son olarak, I € F ve R/I = R/J olsun. O zaman, R/I bir tekil modiil olacagindan,
R/J de bir tekil modiil olur. Boylece, Jg bir genig sag idealdir ve J € F elde edilir. [J

Tanim 5.4.8 [5, Definition 6.8] F, R halkasindaki sag ideallerin bir ailesi olsun.
F= {Ir CR|I®J e F olacak bigimde bir Jp C R vardir.}

ailesi tanmimlansin. Bu aile, F ailesini igeren en kiigiik dik toplananlar altinda kapali

ailedir.

Teorem 5.4.9 [5, Theorem 6.9] F, R halkasindaki sag ideallerin bir sag Oka ailesi
olsun.

(1) F igindeki sag ideallerin her zincirinin F iginde bir st sinar ve S kiimesi,
{R/I| 1€ Max(F)} modiil stnafs i¢in bir nokta siferlayact kiime olsun. Bu durumda,
S icindeki her genis sag ideal F icindeyse, R’deki tim sag idealler % weindedir.

(2) S, R igin bir sag Noether nokta sifirlayict kiime olsun ve F sonlu tretilmis sag
ideallerden olussun. Bu durumda, S’deki her genis sag ideal F icindeyse, R’deki tum
sag idealler de % i¢indedir.

Ispat: (1) S ve F verilen hipotezi saglasi. Fy, R'nin genis sag ideallerinin boliinebilir
yarifiltresi olsun. Kabulden, /o NS C F olur. Dolayisiyla, Teorem 5.2.3'ten Fy C F
elde edilir. Fy C F C 5-" oldugundan, R i¢indeki tiim genis sag idealler .7—" icinde olur.
Onteorem 5.4.2'den, tiim sag idealler % ailesindedir.
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(2) F'nin sonlu iiretilmis sag ideallerden olugmasi demek, hem F  ailesindeki her
sag ideal zincirinin F icinde bir iist sinir1 olmasi hem de {R/I | I € Max(F )} simifinin

Noether modiillerden olugmasi demektir. Dolayisiyla, (1)’den istenen elde edilir. [

Ozel olarak, Teorem 5.4.9’da sag Oka ailesi F, dik toplananlar altinda kapali ise,
F = :7} olur. Bu durumda, Teorem 5.4.9, Teorem 5.2.3’iin bir genellemesidir.
Simdi Teorem 5.4.9’un bir uygulamasi olarak kuvvetlendirilmig degismeli olmayan

Cohen Teoremi verilecektir.

Teorem 5.4.10 [5, Theorem 6.10] Bir R halkasu i¢in S bir sag Noether nokta sifirlayica
kiime olsun (drnegin, eskritik idealler kiimesi). Bu durumda, R halkasinan sag Noet-
her olmasi icin gerek ve yeter kosul S i¢indeki her genis sag idealin sonlu vretilmis

olmasaidar.

Ispat: (=) Aqktr.
(<) Teorem 5.4.9(2)’de F = F olarak sonlu tiretilmig sag ideallerin ailesi alinirsa,

Ornek 5.4.4’ten, R halkasiin sag Noether oldugu elde edlir. (l

Teorem 5.4.9'un simdi verilecek olan uygulamasi, Kaplansky-Cohen Teoremi’nin

degismeli olmayan versiyonunu giiclendirecektir.

Teorem 5.4.11 [5, Theorem 6.11] R bir halka ve S benzerlik altinda kapaly bir sag
Noether nokta sifirlayicy bir kime olsun. Bu durumda, R nin bir temel sag ideal halkast

olmasy i¢in gerek ve yeter kosul S i¢indeki her genis sag idealin temel olmasidar.

Ispat: (=) Acktir.

(«=) S igindeki her genig sag ideal temel olsun ve F = Fp_ ailesi alnsin. Sy € S
kiimesi S icindeki genis sag ideallerin kiimesi ise, Onerme 5.4.7°den, Sy benzerlik altinda
kapahdir. Hipotez ile, Sy € F,, oldugundan, Onteorem 5.3.18’den Sy C For =1 F olur.
O halde, S’deki her genis sag ideal F i¢indedir. Dolayisiyla, Teorem 5.4.9(2)’den, R’deki
tim sag idealler 5:“ icindedir. Ote yandan, Ornek 5.4.4 ile, Fpr dik toplananlar altinda
kapahdir. 7 C F,, oldugundan, .7-' C F,r ve boylece R icindeki her sag ideal temel
olur. O
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5.5 Kaplansky Teoremi

Bu alt boliimiin temel amaci, Kaplansky Teoremi’'nin degismeli olmayan bir genelleme-
sini ispatlamaktir. Onerme 5.5.11°de, tiim maksimal sag idealleri temel olan bir Noet-
her halkanin bir temel sag ideal halkasi oldugu gosterilecektir. Goldie’nin bir sonucuna
gore, sol Noether bir temel sag ideal halkasi, bir yariasal halka ile bir Artin halkanin
dik toplamidir (bkz. Onerme 2.5.21). Bu sonugtan yola gikarak temel teoremin ispati,
maksimal sag idealleri temel olan bir Noether halkanin bir yariasal halka ile bir Artin
halkaya ayrigtirilmasi yardimiyla verilecektir. Sonug 5.3.13 ile, bir Artin halkanin bir
temel sag ideal halkasi oldugunu gostermek i¢in maksimal sag idealleri kontrol etmek
yeterli oldugundan, ispatta bu yolun izlenmesi uygundur.

Oncelikle, yariasal bir halka tizerinde temel sag ideal halkasi olma kosulunun hangi

durumlarda sadece maksimal sag ideallerin kontroliiyle sorgulanacag: incelenecektir.

Onerme 5.5.1 [5, Proposition 7.1] R halkasi r.K.Boy(R) < 1 olan yarasal bir halka
olsun. R halkasinin bir temel sag ideal halkast olmasi i¢in gerek ve yeter kosul halkadak:

maksimal sag ideallerin temel olmasidar.

Ispat: (=) Aqktr.

(<) Teorem 5.4.11 ile R halkasinin genis eskritik sag ideallerinin temel oldugunu
gormek yeterlidir. Dolayisiyla, R halkasinin her genig eskritik sag idealinin maksimal
oldugunu gormek yeterlidir. Onerme 2.4.14 ile, sag Krull boyutu olan yariasal bir hal-

kada her genis Er C R sag ideali i¢in
r.K.Boy(R) = sup{ K.Boy(R/E)+ 1| Egr <. R} <1

olur. Yani genig her Fr sag ideali igin K.Boy(R/E) < r.K.Boy(R) = 1’dir. Buradan,
K.Boy(R/E) < 0 ve Eg eskritik oldugundan, Er bir 0-egkritik sag ideal olur. O halde,

E bir maksimal sag idealdir ve sonug olarak Eg bir temel sag ideal olur. U

Tanim 5.5.2 [5, Definition 7.3] R bir halka ve s € R bir diizenli eleman olmak {izere,
Rs formundaki sol idealler {izerinde artan zincir kogulu saglayan R halkasina sol AZK-

diz (left ACC-reg) kosulunu saglar denir.

Onerme 5.5.3 [5, Proposition 7.4] Sag Krull boyutu olan ve sol AZK-diz kosulunu
saglayan yarwasal bir R halkasy verilsin. R halkasimin tim maksimal sag idealler: temel

ise, r.K.Boy(R) < 1’dir ve R bir temel sag ideal halkasidor.
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ispat: Onerme 2.5.19 ve Onerme 2.5.20 ile, Onteorem 2.4.12'nin kosullar1 saglanir.
Er C. R sag ideali icin b € FE olacak sekilde bir b € R diizenli elemani vardir.
Onerme 2.4.12’den, R/bR sonlu uzunlukludur. R/bR — R/E — 0 epimorfizmasindan
dolay1 R/E de sonlu uzunlukludur. Béylece, R/E bir Artin modiildiir. Dolayisiyla,
K.boy(R/E) en fazla 0 olur. Boylece, Onerme 2.4.14 ile,

r.K.Boy(R) = sup{ K.Boy(R/E)+ 1| Egr <. R} <1

olur. Onerme 5.5.1°den, R bir temel sag ideal halkas: olur. 0

Sonug 5.5.4 [5, Corollary 7.5] R bir yariasal halka olsun.

(1) R halkasiman bir temel ideal halkasy olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin sag
ve sol Krull boyutlarinin en fazla 1 olmasi ve halkadaki maksimal sag ve maksimal sol
ideallerin temel olmasidar.

(2) R sol AZK-diiz kosulunu saglayan bir halka olsun. R nin bir temel sag ideal hal-
kasi olmast i¢in gerek ve yeter kosul r.K.boy(R) < 1 ve R i¢indeki maksimal ideallerin

temel olmasidar.

ispat: (1) R bir temel ideal halkasi ise bir Noether halkadir. Dolayisiyla, artan zincir
kogulunu saglar ve bir diizgiin boyutu vardir. Béylece, bir (sag ve sol) Goldie halka
olur. O halde, Onerme 5.5.3 ile istenen elde edilir.

(2) R bir temel sag ideal halkasi oldugundan bir sag Noether halkadir. Dolayisiyla,

sag Goldie halka olur ve Onerme 5.5.3 ile istenen elde edilir. O

Sonug 5.5.5 [5, Corollary 7.6] R sag Krull boyutu olan bir halka olsun ve N, R hal-
kasinin asal radikali olsun. Asagidaki iki kosuldan birt saglansin:

(1) R/N sol AZK-diiz kosulunu saglar.

(2) Her minimal asal ideal P < R i¢in, R/P sol AZK-diiz kosulunu saglar.

Eger R halkasimin maksimal sag idealleri temel ise r.K.Boy(R) < 1’dir.

Ozel olarak, maksimal saj idealleri temel olan bir Noether halkanwn sag Krull boyutu

en fazla 1°dir.

ispat: Sag Krull boyutu olan bir R halkasinin sonlu sayida minimal asali oldugu bilin-

mektedir (bkz. [18, 6.3.8]). Bu minimal asallar P, . .., P, olmak iizere, Onerme 2.4.9’dan,
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r.K.Boy(R) = r.K.Boy(R/N) = max{r.K.Boy(R/P;)}

dir. R'nin maksimal sag idealleri temel oldugundan, R’nin her faktor halkasinin da
maksimal sag idealleri temeldir.

Simdi (1) kogulu saglansin. N bir asal radikal oldugundan R/N yariasal olur. R’'nin
sag Krull boyutu oldugundan R/N’nin de sag Krull boyutu vardir. Hipotez ile, R/N
sol AZK-diiz kosulunu saglar. Dolayisiyla, Onerme 5.5.3’ten r.K.Boy(R/N) < 1 olur.
O halde, . K.Boy(R) < 1 elde edilir.

Simdi (2) kogulu saglansin. P bir minimal asal oldugundan, R/P yariasal olur.
Yukaridaki esitlikten, R/P’nin Krull boyutu vardir ve hipotezden R/P sol AZK-diiz
kogulunu saglar. O halde, Onerme 5.5.3’ten her i icin r.K.Boy(R/P;) < 1'dir. Do-
layisiyla, r.K.Boy(R) < 1 olur.

Boylece her iki durumda da istenen elde edilir. 0

Bir Noether halkasinin sag ve sol Krull boyutunun esit olup olmadigi agik bir so-
rudur. Ancak Onerme 5.5.3’iin bir bagka uygulamasi bu soruya kismi bir cevap ni-

teligindedir.

Sonug 5.5.6 [35, Corollary 3.7] Bir R halkasi Noether temel sag ideal halkas ise, ayn

zamanda bir temel sol ideal halkasidir.

Sonug 5.5.7 [5, Corollary 7.7] R bir sol Noether temel sag ideal halkast olsun.

[.K.Boy(R) = r.K.Boy(R) <1 dir.

Ispat: Onerme 2.4.9’dan, R'nin Krull boyutu ile R/N’nin Krull boyutu aymdir. Do-
layisiyla, R halkasinin yariasal oldugu varsayilabilir. Sonug 5.5.6 ile R bir temel sol ideal
halkasidir. O halde, Onerme 5.5.3 ile, 7. K.boy(R) ve [.K.boy(R) en fazla 1 olmalidir.
R sag Artin ise Krull boyutu sag R-modiil olarak 0, R sol Artin ise Krull boyut sol
R-modiil olarak 0’dir. Ancak Hopkins-Levitzki Teoremi’'nden, Noether bir halkanin bir
taraftan Artin olmasi icin gerek ve yeter kosul halkanin diger taraftan Artin olmasidir.
Dolayisiyla, R halkasinin sag ve sol Krull boyutunun ¢akigtigi goriiliir. R halkas1 Artin
iken her iki boyut 0’dir, R halkast Artin degilken her iki boyut 1’dir. 0

Siradaki onteorem, yariyerel halkalar tizerindeki bir modiiliin 0 olup olmadigini
test etmek icin bir yontem verir. Bu yontem, Nakayama Onteoremi’nin bir varyasyonu

olarak diigiiniilebilir.
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Onteorem 5.5.8 [5, Lemma 7.8] R yarwyerel bir halka olsun ve rB bir sonlu tretilmis

sol modul olsun. R’nin her m maksimal sag ideali i¢in B = mB ise, B = 0’dur.

Simdi elimizdeki bilgiler 1g1¢1nda, Kaplansky Teoremi'nin degigsmeli olmayan bir

genellemesi verilecektir.

Teorem 5.5.9 [5, Theorem 7.9] (Degismeli Olmayan Halkalarda Kaplansky Teoremi)
Noether bir R halkasinan temel sag ideal halkas: olmasy i¢in gerek ve yeter kosul halka-

daki tim maksimal sag ideallerin temel sag ideal olmasidar.

Ispat: (=) Acktir.

(<) R maksimal sag idealleri temel olan Noether bir halka olsun. R'nin her faktor
halkasi da ayn1 hipotezi saglar. N, R'nin asal radikali olsun.

Iddia: Her ¢ € C(N) icin N = c¢N’dir.

Iddianmn ispati: = — T ile tanimh R — R/N =: R kanonik déniigiimii ele alsimn.

R/N Noether oldugundan Krull boyutu vardir ve sol AZK-diiz kogulunu saglar. Do-
layisiyla, Onerme 5.5.3 ile, r.K.boy(R) < 1'dir. C(N) ile R/N halkasimmn diizenlli ele-
manlarinin kiimesi temsil edilsin. O zaman, ¢ € C(N) olmak tlizere c+ N =: ¢ € R/N
bir diizenli elemandir. Onerme 2.4.13 ile, K.Boy(R/¢R) < r.K.Boy(R) < 1 olur.
R/eR = % = R/(cR + N) oldugundan, R/(cR + N)'nin de Krull boyutu en
fazla 0’dir ve sonlu uzunlukludur. Boylece, R/(cR + N)'nin, my, ..., m, R halkasinin
maksimal sag idealleri olmak iizere, R/m; basit modiillerine izomorf faktorlere sahip
bir kompozisyon serisi vardir. R'nin maksimal sag ideallerinin kiimesi benzerlik altinda
kapalidir. Dolaysiyla, Onteorem 5.3.18 ile, tiim maksimal sag idealler sag Oka ailesi
Fy. iginde yer aldigindan, cR + N € F, olur (bkz. [4, Corollary 4.9]). Yani, cR + N
devirlidir. O halde, bir d € R icin ¢cR + N = dR’dir. R/N halkasinda ¢R = dR elde
edilir. O halde, ¢ = dF olacak bicimde bir » € R vardir. Yariasal Noether R hal-
kasinda, diizenli elemanlarin kiimesi doymustur. O halde, ¢ € C(N) ise d € C(N) olur.
Ote yandan N C dR oldugundan, N = d(d7'N) elde edilr. d € C(N) oldugundan,
d™'N = N’dir. O halde, N = d(d"'N) = dN = (cR+ N)N = cN + N? elde edilir.

Nakayama Onteoremi ile, N = ¢N olur ve iddia dogrulanir.
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Robson’mn ayrigtirmasina gore (bkz. Sonug 2.5.23), A bir Artin halka, S bir yariasal

halka ve 4Bg sol ve sag Noether bimodiil olmak tizere;
A B
0 S

formundadir. A'nin her maksimal m sag ideali i¢cin B = mB oldugu gosterilecektir. m,

A 4’da maksimal iken

m B
0o S
N m B
sag ideali de R’de maksimal olur. Oyleyse, temeldir.
S
Ty m B m B x oy
Dolayisiyla, bir € i¢in == R olur.
0 =z 0 S 0 S 0 =z
B € B ise,
Ty a b 0 g m B
= €
0 =z 0 c 0 0 0 S
a b
olacak bigimde en az bir € R vardir. O halde, zS = S elde edilir. S Noether
0 ¢

ve End(Sg) = S oldugundan, x +— zx ile tamimh f, : S — S 6rten doniigiimii birebirdir.
2zt = 1lise, f.(tz—1) = z(tz — 1) = 2tz — z = 0 olup tz = 1'dir. Dolayisiyla, z bir
tersinir elemandir. Bu durumda, z¢ = 0 ise ¢ = 0 olur. O halde, § = xb € mB’dir.
Boylece, B = mB elde edilir. Dolaysiyla, Onteorem 5.5.8 ile, B = 0’dr.

Bu durumda, R = A® S elde edilir. S = R/A ve A= R/S oldugundan, R’'nin mak-
simal sag idealleri temel ise, A ve S halkalarinin maksimal sag idealleri de temel olur.
Sonuc 5.3.13 ile, Artin A halkas: bir temel sag ideal halkasidir. Ayrica, Onerme 5.5.3

ile, yariasal S halkasi bir temel sag ideal halkasi olur. ([l

Asagidaki 6rnek, “sol Noether olma” hipotezi kaldirildiginda Kaplansky Teoremi’nin

genellenemeyecegini gosterir.

Ornek 5.5.10 [5, Example 7.10] k bir cisim olsun. Bir 8 : k(z) — k (k'y1 sabit
birakmayan) cisim izomorfizmasi verilsin. A = k[x],) ayrik deger halkas1 géz oniine
alimsin. Ayrik deger halkasinin sag Krull boyutu 1’dir (bkz. [11]). Sonlu iiretilmis M4

modiilii i¢in, R := A & M halkas: lizerindeki iglem
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(a,m)(a’,m") = (aa’,m 0(a) + ma’)

olarak tanimlansm. m = zA@® M ve N = 0@ M, R'nin idealleridir. R := R/N = A bir
tamlik bolgesidir ve N? = 0’dir. Dolayisiyla, N ideali iistelsifirdir. O halde, N ideali
R'nin asal radikalidir. Boylece, N C J(R) elde edilir. R/J(R) = R/J(R) bir cisim
oldugundan, R halkas1 Jacobson radikali m olan bir yerel halkadir.

Sifirdan farkh 6(z) € k elemam A i¢inde tersinirdir. O zaman
(va,m) = (2, 0)(a,mf(x) 1) € (2, 0)R

elde edilir. (z,0)R C m oldugu ise agiktir. Dolayisiyla, m = (x,0).R, yani m bir temel
sag idealdir.

R/N = A ve A Noether oldugundan R/N sag R-modiil olarak Noether’dir. Ayrica
N? = 0 oldugundan, N'nin R/N-modiil yapis1 da vardir. A Noether bir halka ve
M, sonlu iiretilmis oldugundan, M, modiilii de Noether’dir. Buradan, N(R/N) ve
dolayisiyla Ni Noether'dir. R/N ve N Noether sag R-modiiller oldugundan, R bir sag
Noether halkadir.

Ote yandan, R'nin asal radikali N oldugundan, Onerme 2.4.9’dan,

r.K.Boy(R) = r.K.Boy(R/N) = r.K.Boy(A) =1

olur.

Ng = (0&M) g modiilii tizerindeki R-etkisi ile R/N-modiil yapisina sahip oldugundan,
M, devirli olmayan bir modiil ise, N de devirli olmaz, ¢linkii Ng'nin iirete¢ sayisi
M 4’nin treteg sayisina baghdir. Bagka bir deyisle, NV, R halkasi i¢cinde sag ideal olarak
devirli degildir, Boylece, R bir temel ideal halkasi degildir.

Dolayisiyla, tek maksimal sag ideali temel olan, ancak kendisi bir temel ideal halkasi

olmayan, sag Krull boyutu 1 olan yerel bir sag Noether halka 6rnegi verilmis olur.

Onerme 5.5.11 [5, Proposition 7.13] R bir yariasal sol Noether halka olsun ve her
genis sag ideali diizenli eleman icersin (ikinci hipotez R tamlik bélgesiyse veya sag

Goldie halkast ise saglanir). R’nin her maksimal sag ideali temel ise, R bir temel sag

ideal halkasidur.

Ispat: Ornek 5.4.4 ile, R'nin her genig sag idealinin temel oldugunu gormek ye-

terlidir. EFr <. R olsun. R’nin bir yaribasit sol klasik kesirler halkasi oldugundan,
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R'nin diizenli elemanlarimm ¢arpimsal kapali kiimesi doymus olur. O halde, Onte-
orem 2.4.12'nin hipotezleri saglamr. F bir diizenli eleman icerdiginden, Onteorem 2.4.12
ile, R/E sonlu uzunlukludur. Dolayisiyla, mq,ms, ..., m, maksimal idealler olmak
tizere R/E’nin R/m;’ye izomorf faktorleri olan bir kompozisyon serisi vardir. Mak-
simal sag ideallerin kiimesi benzerlik altinda kapali oldugundan, Onteorem 5.3.18 ile
R'nin tiim maksimal sag idealleri F,. i¢inde yer alir. O halde, F € F; C F,, olur.

Dolayisiyla, E bir temel sag idealdir. 0
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6 FARKLI YAKLASIMLARLA COHEN VE KAP-
LANSKY TEOREMLERININ GENELLEMELERI

Tezin son boliimiinde Cohen ve Kaplansky Teoremleri’nin literatiirde yer alan degismeli
olmayan halkalardaki diger genellemeleri tizerinde durulacaktir. Ayrica, bu genelleme-

lerin Teorem 5.2.5 ve Teorem 5.3.19 ile nasil iligkilendirilebilecegi tartigilacaktir.

6.1 Koh ve Chandran Yaklagimi

Koh, [6] cahgmasinda, hem Cohen hem de Kaplansky teoremlerini genellemigtir. Koh’un

“asal sag ideal” tanimi agagida verilmistir.

Tanim 6.1.1 [6] R bir halka, Ip C R ve Ag, B C R sag idealler olsun. Al C [ ve
AB C I iken A C [ veya B C [ kosulunu saglayan Ig sag idealine Koh-asal sag ideali
denir.

Yukaridaki tanima denk olarak; a,b € R icin aRb C I ve aRI C [ iken a € I veya

b € I kosulu saglaniyorsa Ir bir Koh-asal sag ideali olur.

Teorem 6.1.2 [6, Theorem 1] R bir halka olsun.

(1) R’nin bir sag Noether halka olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her Koh-asal sag
idealin sonlu uretilmis olmasidar.

(2) R’nin bir temel sag ideal halkasi olmasi igin gerek ve yeter kosul her Koh-asal

sag idealin temel olmasidar.

Ispat: (1) (=) Aqktr.
(<) R'nin her Koh-asal sag ideali sonlu iiretilmis olsun. R bir Noether halka degilse

R’nin sonlu iiretlmis olmayan bir sag ideali vardir. Dolayisiyla,
L ={Ir < R| I sonlu tiretilmemistir}

kiimesi bostan farkhdir. Zorn Onteoremi ile, £ kiimesinin bir maksimal I, elemani
vardir. Iy bir Koh-asal sag ideal degildir. Dolayisiyla, Aly C Iy ve AB C I iken A € I
ve B € I olacak bigimde Ag, Br C R sag idealleri vardir. a ¢ I, olacak bi¢imde a € A
alinsin. Buradan, Iy C Iy + aR olur ve Iy'in maksimalliginden Iy 4+ aR sonlu iiretilmig

olur. O halde, Iy + aR = 1R+ 23R+ - - - + x, R olacak bicimde x4, ...,z, € R vardir.
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=

J := a Iy olsun. O zaman, Iy + B C J'dir. B ¢ I oldugundan, Iy C J olur.
Dolayisiyla, J sonlu itretilmigtir. Buradan, J = y;R + --- + y,, R olacak bigimde
Y1, .- Ym € R vardir. Simdi, ¢« = 1,...,n icin b; € Iy ve r; € R olacak bigimde
x; = b; + ar; seklinde yazilsin.

bhR+ bR+ -4+ b,R+ aJ C Iy oldugu aciktir. Tersine, w € I olsun.

w=x101 +Toc2 + -+ xpc, = (b +ar)ey + -+ (by +ary)e,

= by + -+ bpcp +alricr + -+ rpcy)
olacak bi¢imde ¢y, cs,...,c, € R vardir. ric; + - - - + r,c, € J oldugundan,

elde edilir. Ote yandan, aJ = ayy R+ ays R+ - - - + aym R oldugundan I, sonlu iiretilmis
olur ve geligki elde edilir.

(2) (=) Aciktr.

(<) Her Koh-asal sag ideal temel olsun. Ir temel olmayan bir sag ideal olsun. O
zaman, £ = {Ir < R | I temel olmayan sag idealdir} kiimesi bogtan farklidir ve Zorn
Onteoremi ile, £'nin maksimal bir I, elemani vardir. I bir Koh-asal sag ideal degildir.
Dolaysiyla, Aly C Iy ve AB C I iken A € Iy ve B € I, olacak sekilde Agr, Bp C R
sag idealleri vardir. Iy C aR+ Iy ve Iy in maksimalliginden, a R + I bir temel sag ideal
olur. O zaman, aR + Iy = bR olacak bicimde b € R vardir. Dolayisiyla, b = iy + arg
olacak bigimde iy € Iy ve ry € R vardir.

b"'Iy = {z € R | bx € Iy} kiimesi goz oniine alnsm. I, C bR oldugundan,
b(b~'1y) = Iydir. b = iy + arg oldugundan, Iy C b1y dir. b1y # I, olsa, b1,
bir temel sag ideal olur ve dolayisiyla b1y = dR olacak bicimde bir d € R vardir. O
zaman, Iy = b(b~'1y) = bdR olur. Béylece, Iy'n bir temel sag ideal oldugu celigkisi elde
edilir. Oyleyse, b1, = I, dur.

(arg) 'y = {z € R | argx € Ip} sag ideali igin Iy C (arg) Iy olur. B C (ary) ™Iy
oldugundan, (ary) Iy # Iy’dir. Ancak, b = ig+arg oldugundan, (arg) Iy = b=y = I

elde edilir ve boylece ¢eligki bulunur. 0

Koh’dan bagimsiz olarak, Chandran da [7] caligmasinda Cohen ve Kaplansky Te-

oremleri’nin agagidaki genellemelerini vermistir.
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Teorem 6.1.3 [7, Theorem 1| R bir sol-ikili halka olsun. R’nin her asal ideali bir temel

ideal ise R bir temel ideal halkasidur.

ispat: R bir temel ideal halkasi olmasin. O zaman,
L ={I QR | I bir temel ideal degildir}

kiimesi bostan farklidir ve kapsama 6zelligine gore kismi siralidir. O zaman, Zorn Onte-
oremi ile, temel ideal olmama Ozelligine gore maksimal bir M elemani vardir. M ideali
asal degildir. Dolaysiyla, a,b ¢ M iken ab € M kogulunu saglayan a,b € R vardir.
Buradan, M C M + Rb olur. Bu durumda, M + Rb bir temel idealdir. Dolayisiyla,
M + Rb = Rc olacak bi¢imde bir ¢ € R vardir.

K:=b"'M={r e R|rbe M} bir sol idealdir ve dolayisiyla iki-yonlidir. a ¢ M
ve a € K oldugundan, M C K’dir. Dolayisiyla, K bir temel idealdir. O zaman, K = Rd
olacak bicimde bir d € R vardir. M 4+ Rb = Rc oldugundan, her m € M i¢in m = xc
olacak bicimde bir x € R vardir. Ayni egitlikten, bir s € R icin b = sc olur. Ayrica, R

bir sol ikili halka oldugundan, xs = tx olacak sekilde bir ¢t € R vardir. Dolayisiyla,
xb=z(sc) = (zs)c = (tz)c =t(xzc) =tm e M

egitliginden x € K bulunur. Boylece, © = rd olacak bi¢cimde bir » € R vardir. Herhangi
bir m € M igin m = rdc olacagindan M C Rdc kapsamasi elde edilir. Ayrica, c = m+rb
olacak bicimde bir m € M ve r € R vardir. Oyleyse, dc = dm + drb = olur. R sol-ikili
bir halka oldugundan dr = r'd esitligini saglayan bir v € R vardir. Boylece, d € K
oldugundan, dec = dm + 7' (db) € M elde edilir. Dolayisiyla, Rdc C M elde edilir.
Sonugta, M = Rdc olacagindan geligki bulunur. O

Teorem 6.1.4 [7, Theorem 2] R bir sol ikili-halka olsun. R’nin her asal ideali sonlu

turetilmisse, R Noether’dir.

ispat: R’nin sonlu iiretilmis olmayan bir ideal icerdigi kabul edilsin. O zaman,
L ={I <R | I sonlu iiretilmemistir}

kiimesi bostan farklidir. Dolayisiyla, Zorn Onteoremi ile £'nin maksimal bir M elemant
vardir. M asal ideal degildir. O zaman, a,b ¢ M iken ab € M olacak bigimde a,b €

R vardir. Dolayisiyla, M C M + Rb’dir ve M’nin maksimalliginden M + Rb sonlu
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iiretilmistir. Bu durumda, M + Rb = Rx1+ Rxo+- - -+ Rz, olacak bicimde x4, ..., 2, €
R vardir. Her ¢+ = 1,2,... n i¢gin m; € M ve r; € R olmak tlizere x; = m; 4+ r;b yazilir.

Buradan,
M+ Rb= Rm; + Rmgy + ---+ Rm; + Rb

olur ve {my, my, .., my, b} kitmesi M + Rb i¢in bir sonlu iirete¢ kiimesi olur.
K:=b"'R={re€ R|rbe M} bir sol idealdir ve dolayisiyla iki yonlidiir. a € K
ve a ¢ M oldugundan, M C K’dir. O zaman, K ideali sonlu iiretilmistir. Bu durumda,
K = Ry; + Rys + - - - + Ry,, olacak bigimde bir {y1,9s, ..., yn} lireteg kiimesi vardir.
m € M olsun. r; € Rver € Rigin, m = rymy+romo+- - -+r,m,+7rb olur. O zaman,
r € K'dir ve dolayisiyla, r = 7y; + 7oys + - + Tinym olacak sekilde 77, ... ,T;n eER
vardir. Buradan, m = rymq + romo + - - - + r,m,, + r/l(ylb) 4+ 4 r/l (ymb) elde edilir.
Boylece, {mq,ma,...,mu, y1b, ..., ynb} kiimesi M igin sonlu bir iirete¢ kiimesi olur.

Bu ise, M 'nin sonlu tiretilmemis olmasi ile celigir. ([l

Iki yonlii bir idealin sag ideal olarak Koh-asal olmasi icin gerek ve yeter kosul idealin
bilinen anlamda asal ideal olmasidir. Dolayisiyla, Koh™un elde ettigi sonug, Chandran’in

elde ettigi sonucu gerektirir.

Onerme 6.1.5 [5] Bir R halkasindaki tamamen asal sag idealler, Koh-asal sag ideal-

lerdir.

ispat: Pr C R bir tamamen asal sag ideal olsun. AP C P ve AB C P olacak bi¢gimde
Ag,Br C R sag idealleri ele alimsin. A C P ise, sifirdan farkli en az bir a € A\ P

vardir. aP C P ve her b € B igin ab € P dir. P bir tamamen asal sag ideal oldugundan,
b € P’dir. Dolayisiyla B C P olur. O halde, P bir Koh-asal sag idealdir. 0

Uyar1 6.1.6 [5] Teorem 5.2.5°te ve Teorem 5.3.19°da S kiimesi olarak tamamen asal
sag ideallerin kiimesi alinirsa, Koh’un elde ettigi sonuclara, dolayisiyla Chandran’in

sonucglarma ulasilar.

6.2 Michler Yaklagimi

G.O. Michler [8], Cohen Teoremimin degigmeli olmayan bir bagka genellemesini ele

almigtir. Michler “asal sag ideal” tanimimi agagidaki sekilde vermistir.
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Tanim 6.2.1 [8] R bir halka ve Ir C R bir sag ideal olsun. a,b € R i¢in, aRb C I iken
a € I veya b € I kosulunu saglayan [ sag idealine Michler-asal sag ideal denir.
Bu tanmima denk olarak; Ar, B C R sag idealleri i¢in, AB C [ iken A C I veya

B C I kosulunu saglayan Iy sag ideali bir Michler-asal sag ideal olur.
Michler’in sonucunu ispatlamak icin agagidaki bilgilere ihtiya¢ vardir.

Onteorem 6.2.2 [8, Lemma 2] i = 1,2,... k icin R/P; halkalar: sag Noether olacak

bicimde Py, P, ..., P, sonlu uretilmis idealler verilsin. Bu durumda,
k
PP <A< ﬂPz'
i=1
kosulunu saglayan her A saqg ideali sonlu tretilmaistir.

ispat: P>PP>--->PP---P,_> P P.P, P, azalan zinciri sonlu tiretilmis
sag ideallerden olusur. Her ¢ = 1,2,... k—1 igin (P Py---P;)/PiPy--- PiP;y; bir
sonlu iiretilmis R/ P, -modiildiir. Dolayisiyla, P, /(PP - - - P;) sag R-modiiliintin her
alt modili sonlu tiretilmigtir. O halde, A/(P,Ps - -- Py) de sonlu iiretilmistir. Béylece,

A sag ideali sonlu tiretilmis olur. ([l

Onteorem 6.2.3 [8, Lemma 3] R halkasinan her ideali ve her Michler-asal sag ideali

sonlu tretilmis bir sag ideal ise, R bir sag Noether halkadar.

ispat: R’nin her ideali sonlu iiretilmis ise, R idealler iizerinde artan zincir kogulunu

saglar. Dolayisiyla, R bir sag Noether halka degilse, bogtan farkh
L ={X <R | R/X sag Noether degildir}

kiimesinin bir maksimal M elemani vardir. M = 0 ve Z = {Yg < Rg | Y sonlu
tiretilmemistir} kiimesi bogtan farkli kabul edilebilir. Zorn Onteoremi ile, Z kiimesinin
bir maksimal eleman1 vardir. Bu eleman G olsun. G sag ideali sonlu tiretilmediginden,
Michler-asal sag ideal degildir. Dolayisiyla, aRb C G olacak bigimde a ¢ G ve b ¢ G
elemanlar1 vardir. A = aR+ G sonlu iiretilmigtir. U = RbOR ideali, R'nin sonlu iiretilmig
bir sag ideali oldugundan, AU da R'nin G icinde kapsanan sonlu iretilmig bir sag
idealidir. R = RbR ise, a € aR = aRbR C G geliskisi elde edilir. Dolaysiyla, R/U sag
Noetherdir ve G/AU bir sonlu iiretilmig R-modiildiir. Sonug olarak, G sag ideali sonlu
tretilmigtir. Bu celigkiden, R bir sag Noether halkadir. 0
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Onteorem 6.2.4 [8, Lemma 4| R ’nin her asal ideali sonlu tretilmis bir sag ideal ise,

her A ideali, her biri A’y iceren sonlu sayndaki P; asal ideallerinin ¢arpymany icerir.

Ispat: Aksiiddia edilsin. O zaman,

R ={A<R| A, sonlu sayida P; > A asal ideallerinin ¢arpimini igermez}

kiimesi bostan farkhidir. X; € R igin X; < X3 < --- sonsuz bir kesin artan zincir
ise, X = [JX; € R olur. Aksi durumda; j = 1,2,...,k i¢in @1Q2--- Qr < X olacak
i=1

bicimde sonlu sayida ); > X asal ideali var olurdu. @) --- Q) ¢arpimi R'nin sonlu
iiretilmis sag ideali oldugundan, T' = @) - - - Qr < X olacak bigimde bir s € Z bulunur.
Bu durum ise X ¢ R celigkisi verir.

Dolayisiyla, Zorn Onteoremi ile, R'nin maksimal bir G elemam vardir ve G asal
ideal degildir. O zaman, i = 1,2 igin A; Ay < G olacak bigimde A; > G idealleri vardir.
A; ¢ R oldugundan; i = 1,2 i¢in

=

PPy Py, <A < (P
=l

olacak bi¢imde P;; asal idealleri vardir. Bu durumda,

J

ks ko
PPy Pijy Pag - Py, < A1A <G < (N Py)N (N F)
=1 j=1
ve boylece G ¢ R celigkisi elde edilir. ([l
Onteorem 6.2.5 [8, Lemma 5] R halkasinin her asal ideali R’nin sonlu tretilmis bir
sag idealiyse, R halkasy asal idealler: uzerinde artan zincir kosulu saglar.

Ispat: Iddia edilenin aksi varsayilirsa, P; asal ideallerinin sonsuz kesin artan bir zinciri

vardir. X = [J P, olsun. Onteorem 6.2.4 ile,

=1
k
T=0Q1Q2 Qr <X < NQ
j=1
olacak gekilde R halkasinin sonlu sayida (1, Qs, ..., @y asal ideali vardir. T" sonlu iire-

tilmig bir sag idealdir. Dolayisiyla, bir s € Z i¢in T' = Q1 --- Q < Ps olur. Ancak,
Py ideali R'nin asal ideali oldugundan, bir j € {1,2,...,k} icin Q; < P, < X < Q;
celigkisi elde edilir. O
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Teorem 6.2.6 [8, Theorem 6] Bir R halkasinan sag Noether olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her Michler-asal sag idealinin sonlu tretilmis olmasidr.

Ispat: (=) Aqktr.

(«<=) R'nin her Michler-asal sag ideali sonlu iiretilmis olsun. O zaman, Onteorem 6.2.3
ile, her idealin sonlu iiretilmis sag ideal oldugunu gormek yeterlidir. Her asal P ideali
icin R/P sag Noether ise Onteorem 6.2.2 ve Onteorem 6.2.4 ile istenen elde edilir.

P = {P <R asal ideal| R/P sag Noether degildir} kiimesi ele alinsin. Her Michler-
asal sag ideal sonlu iiretilmis oldugundan, Onteorem 6.2.5 ile, R asal idealler iizerinde
artan zincir kogulunu saglar. Dolayisiyla, P bostan farkl ise, maksimal bir M elemamn
icerir. M = 0 kabul edilebilir. R sag Noether olmadigindan, Onteorem 6.2.3’ten, R’nin
sag ideal olarak sonlu tiretilmemis olan sifirdan farkli bir A ideali vardir. Onteorem 6.2.4
ile, 2 =1,2,...,k icin PP --- P, < A olacak bicimde sonlu sayida asal P; > A ideali
vardir. Her i igin P; # 0 oldugundan, R/P; halkalari sag Noetherdir.

Onteorem 6.2.2 uygulanirsa A, R’nin sonlu tiretilmis bir sag ideali olur ve celigki

elde edilir. Dolayisiyla, P = () olmalidir. Boylece, R bir sag Noether halkadir. 0

Bir halkanin Michler-asal sag idealleri, bu halkanin tiim Koh-asal sag ideallerinin
bir alt kiimesini olusturur. Dolayisiyla, Cohen Teoreminin Michler versiyonu, Koh'un
versiyonunu geneller.

Michler’in teoremini, Teorem 5.2.5'ten direkt olarak elde etmek i¢in Michler-asal
sag ideallerin bir R halkasi iizerinde bir Noether nokta sifirlayici kiime olusturup
olugturmadigini kontrol etmek gerekir. Bunun dogru olup olmadigini belirlemek i¢in

Michler-asal sag idealler icin alternatif bir karakterizasyon verilecektir.

Tanim 6.2.7 [14] R bir halka olsun. Bir Mg modiilii ve sifirdan farkli her N C M alt

modiilii igin ann(M) = ann(N) oluyorsa, M modiiliine asal modil denir.
Onerme 6.2.8 [14] Bir asal modiiliin sifirlayicist asal idealdir.

Onerme 6.2.9 [5, Proposition 8.1] Bir R halkasinda Pr C R sa§ idealinin Michler-

=

asal sag ideal olmasu i¢in gerek ve yeter kosul R/P nin asal modil olmasidur.

Ispat: (=) Py bir Michler-asal sag ideal olsun. Sifirdan farkh bir A/P C R/P alt
modilii alinsi. B := ann(A/P) olsun. Buradan, AB C P’dir. P bir Michler-asal sag
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ideal ve P C A oldugundan, B C P olur. O halde, (R/P)B = (P + B)/P = 0'dr.
Dolayisiyla, B = ann(R/P) dir. Béylece, R/P bir asal modiil olur.

(<) R/P bir asal modiil olsun. aRb C P ve a ¢ P olacak sekilde a,b € R alinsin.
b eleman sifirdan farkl (P 4 aR)/P modiiliinii sifirlar. Dolayisiyla,

b€ ann((P + aR)/P) = ann(R/P)

olur. O zaman, (R/P)b = 0’dir ve boylece b € P elde edilir. O halde, P bir Michler-asal
sag idealdir. ([l

Onerme 6.2.10 [11] Asal bir modiiliin alt modiilii de asaldr.

Onerme 6.2.11 [11, Lemma 3.58] R, idealleri iizerinde artan zincir kosulunu saglayan

bir halka ise, sifirdan farkl her sag R-modilin bir asal alt modiili vardar.

Sonug 6.2.12 [5, Corollary 8.2] R bir halka ve S = {Pr < Rgr | P Michler-asal sag
ideal} olsun. S’nin bir Noether nokta sifirlayict kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul

sifirdan farkly her Noether sag R-moddilin bir asal alt modiilinin bulunmasidar.

Ispat: (=) S bir Noether nokta sifirlayici kiime olsun. Sifirdan farkl bir Noether M
modiilii igin ann(m) € S olacak bigimde en az bir sifirdan farkh m € M vardir ve
hipotez ile ann(m) bir Michler-asal sag idealdir. Onerme 6.2.9’dan, R/ann(m) bir asal
modiildiir. O halde, R/ann(m) = mR C M olugundan istenen elde edilir.

(<) Mg, asal alt modiilii N olan bir sag modiil olsun. Sifirdan farkhh bir m € N
icin R/ann(m) = mR C N’dir. Onerme 6.2.10’dan, mR bir asal modiildiir. Dolayisiyla,
Onerme 6.2.9'dan, ann(m) bir Michler-asal sag idealdir. Sonug olarak, S kiimesi bir

Noether nokta sifirlayic1 kiimedir. 0

Sonug 6.2.13 [5, Corollary 8.2| R halkast idealleri tizerinde artan zincir kosulunu saglarsa,
R’nin Michler-asal sag ideallerinden olusan S kiumesi bir Noether nokta sifirlayict

kimedir.
Ispat: Onerme 6.2.11 ve Sonug 6.2.12’den elde edilir. U

Asgagidaki sonug, Michler’in Cohen versiyonunu ispatlamak icin kullandigi bir adim

niteligindedir (bkz. Onteorem 6.2.3).
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Sonug 6.2.14 [5, p. 970] Bir R halkasinin sag Noether olmas i¢in gerek ve yeter kogul
idealleri tlizerinde artan zincir kogulunu saglamasi ve tiim Michler-asal sag ideallerin

sonlu tiretilmig olmasidir.

Ispat: Sonug 6.2.12’den ve Teorem 5.2.5ten elde edilir. ([l

Baz1 halkalar iizerinde, asal alt modiilii olmayan sifirdan farkli Noether modiiller
vardir. Dolayisiyla, Michler-asal idealler her halkada bir Noether nokta sifirlayici kiime

olusturmazlar.

Ornek 6.2.15 [5, Example 8.3] k bir boliimlii halka ve R, k tizerindeki N x N tipindeki

satir-sonlu list iiggen matrislerin halkasi olsun. Mp = @k ele alinsin. Bu modiil, sag
N

R-etkisi ile £ iizerindeki satir vektorler olarak goriilebilir. Her ¢ indisi igin M;’ler ilk ¢

girigi 0 olan satir vektorlerden olugan alt modiiller olsun. O zaman,
M=My2D M 2 M2 ---

M’nin sifirdan farkl tiim alt modiillerini olusturur.

Sifirdan farkl bir X C M verilsin. O zaman, sifirdan farkh bir (¢y, ..., ¢,,0,0,...) €
X vardir. Dolayisiyla, en az bir 4 indisi igin ¢; # 0’dir. X =< (0,...,0,1,0,...) >r= M;
oldugu agiktir. Bu durumda, M;’ler M’nin tiim alt modiilleridir. Bagka bir deyisle,
M’nin tim alt modiilleri temeldir ve standart taban vektorlerden biri ile iiretilmistir.
Dolayisiyla, M bir Noether modiildiir.

Ancak, ann(M;) ideali R'nin ilk 7 girisi harig kalan1 0 olan tiim matrislerin kiimesine
esittir. O halde, ann(My) C ann(M;) C ann(Msy) C --- olur. Boylece M'nin asal alt

modiilii yoktur.

Uyar1 6.2.16 [5] Ornek 6.2.15’de verilen My modiilii asal olmayan, devirli ve 1-kritik
bir modiil 6rnegidir. Dolayisiyla, R/I = M olacak bi¢imde secilen bir Iz C R sag ideali
(6rnegin, R'nin ilk satir1 0 olan matrislerin sag ideali) igin I bir egkritik sag idealdir

ancak Michler-asal degildir.

Onteorem 6.2.17 [36, Lemma 2| R asagudaki iki ézelligi saglayan bir halka olsun:
(1) Her I C R ideali, her birinin I 'y i¢erdigi sonlu sayida asal idealin ¢arpimana
1CETiT.
(2) R halkasy asal idealler tizerinde artan zincir kosulu saglar.

Bu durumda, sifirdan farkl her sag R-modulin bir asal alt modiliu vardar.
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Teorem 6.2.18 [5, Theorem 8.4] Bir R halkasinan sag Noether olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul R’nin tim Michler-asal sag ideallerinin sonlu tretilmis olmasidar.

Ispat: R'nin tiim Michler-asal sag idealleri sonlu iiretilmig olsun. R'nin tiim asal ide-
alleri Michler-asaldir ve dolayisiyla sag ideal olarak sonlu iiretilmistir. Onteorem 6.2.4
ve Onteorem 6.2.5 ile agagidaki iki kogul saglanir:

(1) Her I C R ideali, her birinin I'y1 igerdigi sonlu sayida asal idealin ¢arpimini
icerir.

(2) R halkas: asal idealler {izerinde artan zincir kogulu saglar.

Dolayisiyla, Onteorem 6.2.17 ile, sifirdan farkli bir sag R-modiiliin bir asal alt
modili
vardir. Sonug 6.2.12’den Michler-asal sag idealler kiimesi, R i¢in bir Noether nokta

sifirlayict kiimedir. O zaman, Teorem 5.2.5 ile, R bir sag Noether halkadir. 0

Reyes’in gelistirdigi yontemler sayesinde, Michler’in ispatlayamadigl asagidaki so-

nucu vermek mumkindir.

Teorem 6.2.19 [5, Theorem 8.5] Bir R halkasinin bir temel sag ideal halkasi olmasi

icin gerek ve yeter kosul R nin tum Michler-asal sag ideallerinin temel olmasidar.

Ispat: (=) Aqktr.

(<) R'nin tiim Michler-asal sag idealleri temel olsun. Teorem 6.2.18’in kanitina
benzer olarak, tiim Michler-asal sag ideallerin S kiimesi, R icin bir Noether nokta
sifirlayicr kitmedir. Onerme 6.2.9 ile, bu kiime benzerlik altinda kapalidir. O halde,
Teorem 5.3.19’dan, R bir temel sag ideal halkasidir. ([l

Bir R halkasi i¢in Michler Teoremi ile Degigsmeli Olmayan Cohen Teoremi'nde S
kiimesi olarak tamamen asal sag ideallerin alinmasinin etkinligi kiyaslanabilir. Bu
kiyas “test edilecek” kiimenin yaygmhgma veya nadirligine baghdir. Ornegin, basit
halka iizerinde sifirdan farkli her sag R-modiil asal olacagindan, R’nin her 6z sag ideali
Michler-asal olacaktir. (Aslinda, Koh [37, Theorem 4.2]'de daha fazlasini gostermistir.
Kohun bu sonucuna gore, bir R halkasinin basit olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her
0z sag idealinin Michler-asal olmasidir.) Dolayisiyla, bir basit halka igin Michler Te-
oremi’ni kullanmak avantajli olmayacaktir. Bagka bir deyisle, R'nin bir sag Noether

halka olup olmadiginin tespit edilmesi icin hala her sag idealin test edilmesine ihtiyag
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vardir. Ote yandan, Onerme 4.1.19 ile bir R halkasimn her 6z sag ideali tamamen asal
ise R boliimlii halkadir. Dolayisiyla, bu agikar simif diginda S kiimesi olarak tamamen
asal sag idealler alinirsa, Teorem 5.2.5 halkanin sag Noether olup olmadigini belirlemek

icin test edilmesi gereken sag idealler kiimesini daraltir.

6.3 Tam Sinirlhi Halkalar ve Cohen Teoremi

Bu alt boltimde, Smith’in tam sinirli halkalar iizerinde ispatladigi Cohen Teoremi'nin

bir bagka versiyonu incelenecektir (bkz.[9]).

Tanim 6.3.1 [18] R bir asal halka olsun. R’nin her genig sag ideali sifirdan farklh bir
ideal igerirse R’ye sag sinarly (right bounded) halka denir.

Tanim 6.3.2 [18] R halkasinin her asal faktorii bir sag sinirh halkaysa, R’ye sag tam
swmarly (right fully bounded) denir.

Onteorem 6.3.3 [9, Lemma 4] R, her asal ideali sag ideal olarak sonlu tretilen bir

halka ve her P<UR asal ideali i¢in R/ P sag Noether olsun. O zaman, R sag Noether’dir.

ispat: Bu sonug, Onteorem 6.2.2'nin genellegtirilmig bir ifadesi olup, ispati benzer

sekilde yapilmaktadir. ([l

Teorem 6.3.4 [9, Theorem 1] Sag tam sinarl bir R halkasinan sag Noether olmast igin

gerek ve yeter kosul her asal idealin sag ideal olarak sonlu turetilmis olmasidur.

Ispat: (=) Agktir.

(<) R, her asal ideali sag ideal olarak sonlu iiretilen bir sag tam simirh halka olsun.
R'nin sag Noether olmadig kabul edilsin. Onteorem 6.3.3’ten, R/ P sag Noether olma-
yacak bicimde asal bir P ideali vardir. Onteorem 6.2.5 ile, bu ozellige gore maksimal
olan bir P segilebilir. Genelligi bozmadan P = 0 varsayilsin. Sifirdan farkh bir I C R
ideali verilsin. Onteorem 6.2.4 ile, I sifirdan farkli asal ideallerin bir sonlu garpimini
icerir. Bu carpima J denirse, Onteorem 6.3.3’ten, R/J sag Noether olur. Dolayisiyla,
R/I sag Noether'dir. Boylece I/J sonlu iiretilmigtir. O zaman, I sonlu iiretilmis bir
sag idealdir. E, R'nin genig bir sag ideali olsun. Hipotezden, K C F olacak bigimde
sifirdan farkh bir K ideali vardir. Ancak, R/K sag Noether halkadir ve K bir sonlu
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tiretilmig sag idealdir. Dolayisiyla, F bir sonlu iiretilmis sag idealdir. Bu durumda,
her genig sag ideal sonlu tretilmig olur. R'nin her sag ideali genis bir sag idealin dik
toplanani oldugundan, R’nin her sag ideali sonlu iiretilmig olur ve celigki elde edilir.

Dolayisiyla, R bir sag Noether halkadir. Bu ise bir ¢geligkidir. O

6.4 Degismeli Olmayan S-Noether Halkalar

Bu alt boliimde, Anderson ve Dumitrescu tarafindan galigilan [3] ve tezin {iglincii bolii-
miinde ele alinan S-Noether halkalarin, degismeli olmayan bir genellemesi iizerinde
durulacaktir. Uciincii boliimde, degismeli S-Noether halkalar i¢in verilen Cohen Te-
orem’nin degigmeli olmayan S-Noether halkalar iizerindeki versiyonu, Reyes’in teknik-

leri kullanilarak elde edilecektir.

Tanim 6.4.1 [10, Definition 1.1] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapah kiime ve
Ir C R bir sag ideal olsun. Is C J C [ olacak bicimde bir s € S ve sonlu tiretilmis bir
Jr C R sag ideali varsa, Ig’ye bir S-sonlu sag ideal denir. R’nin her sag ideali S-sonlu

ise, R ye bir sag S-Noether halka denir.

Ornek 6.4.2 [10, Example 1] R, S-Noether olup Noether olmayan degismeli bir halka
ve S C R carpimsal kapal bir kiime olsun (bkz. Ornek 3.2.2). T halkas: olarak, R iize-

rinde 2 x 2 formundalki iist iiggensel matrislerin halkasi alinsin. R Noether olmadigindan,

T bir sag Noether halka degildir (bkz. [14, Proposition 1.8]).
, s 0
S =A{ |seS}CT
00
kiimesi bir carpimsal kapali kiimedir. J, T"nin bir sag ideali olsun. O zaman I, Ir, [3<R
ve I; + I3 C I, olmak tizere;
L I,
0 I3

J:

formunda yazilabilir (bkz. [15, Proposition 1.7]). R bir S-Noether halka oldugundan,
I,s C F olacak bicimde bir s € S eleman1 ve sonlu iiretilmis bir /' C R ideali vardir.

Dolayisiyla,
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elde edilir. O halde, T bir sag S’-Noether halkadir.

Bir halkanin sag S-Noether olup olmadigini test etmek icin sadece tamamen asal
sag ideallerini kontrol etmemizin yeterli oldugu goriilecektir. Bunu ispatlamak igin,
oncelikle, bir R halkasinin tiim S-sonlu sag ideallerinin bir sag Oka ailesi olugturdugu

gosterilecektir.

Onteorem 6.4.3 [10, Lemma 2.1] R bir halka ve S C R bir ¢arpimsal kapaly bir kime

olsun. R'nin tim S-sonlu sag ideallerinin kumesi F bir sag Oka ailesidir.

Ispat: R halkas: sonlu iiretilmis oldugundan, S-sonludur ve dolaysiyla R € F dir. Bir
Ir C R sag ideali ve bir a € R icin I + aR, a=*I S-sonlu sag idealler olsun. O zaman,
(I +aR)s C J C I+aR ve (a ')t C K C a'I olacak sekilde s,t € S ve sonlu
tiretilmis J ve K sag idealleri vardir. J C I + ar oldugundan, J'nin tretecleri, z; € 1
ve 1; € R i¢in x; + ar; bi¢iminde yazlabilir. O zaman, Iy := > ;R C I sag ideali igin,
J =Y (z;+ar))R C Iy + aR elde edilir. Buradan, I's C Iy +a(a~'I) bulunur. Boylece,

Ist C Ipt +a(a ')t C Iy + aK
olur. Buradan, Iyt,aK C I sonlu tretilmisg sag idealler oldugundan,
Ist g ]0 +aK g I

elde edilir. Dolayisiyla, Ir bir S-sonlu sag idealdir. Boylece, I € F’dir. O

Teorem 6.4.4 [10, Theorem 2.2] R bir halka ve S C R bir ¢arpimsal kapaly kime
olsun. R'nin bir sag S-Noether halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her tamamen

asal saqg idealinin S-sonlu olmasidar.

Ispat: (=) Acktrr.

(<) F:={Ig < Rp | I, S-sonlu} kiimesi ele alnsmn. Onteorem 6.4.3’'ten, F bir sag
Oka ailesidir. A bir indis kiimesi ise, {1, }aea, F ailesinin bogtan farkl bir zinciri olsun
ve I :== | I, olugturulsun. I bir sag idealdir. I'min bir S-sonlu sag ideal oldugu kabul
edilsin. c(Y)e;eurnan, Is C J C I olacak bi¢imde bir s € S ve bir sonlu iiretilmis Jz C R

sag ideali vardir. z; € R olmak tizere, J :=< x1,...,2, > olsun. J C I oldugundan,

J C Iz olacak bi¢imde bir 8 € A vardir. Dolaysiyla, Igs C J C I olur. Bu ise, /g'nin
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S-sonlu bir sag ideal olmamasiyla celisir. O halde, I € F  olur. Boylece, F  ailesindeki
bostan farkli her zincirin F ailesinde bir {ist smir1 vardir. Teorem 4.2.5 ile, R'nin tiim

sag idealleri F’dedir. Dolayisiyla, R bir S-Noether halkadir. U

Tanim 6.4.5 [10, Definition 1.1] M bir sag R-modiil ve S C R bir ¢arpimsal kapah
kiime olsun. Bir s € S ve sonlu iiretilmig bir F' C M alt modiili i¢cin Ms C F kosulu
saglaniyorsa, M’ye bir S-sonlu modil denir. M’ nin her alt modilii S-sonlu ise, M’ye

bir S-Noether modil denir.

Onerme 6.4.6 [10] R bir halka ve M, M ve M" sag R-modiiller olsun. Bir
0=-M —-M-—=>M -0

tam dizisi icin, M nin bir S-Noether modiil olmasi icin gerek ve yeter kosul M’ ve M"

sag R-modiillerinin de S-Noether olmalaridir.

Sonug 6.4.7 [10] R bir sag S-Noether halka ise R'nin sonlu iiretilmis sag R-modiilleri
de S-Noetherdir.

Asagidaki sonug, S-Noether modiilleri karakterize etmektedir.

Teorem 6.4.8 [10, Theorem 2.3] R bir halka, S C R bir ¢arpymsal kapalr kiime ve M
bir sag R-modil olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:
(1) M sag S-Noetherdir.

(2) I bir indis kiimesi olmak tizere, M 'nin alt modiillerinin her
KiCKyC--CK;C---

zincirs ve her i € I igcin K;s C F C Kj olacak bigimde bir j € I ve sonlu tretilmis bir
F C Kj alt modili vardr.

(3) M ’nin alt modillerinin bostan farkle her F kimesi i¢in; bir K € F, sonlu
dretilmis bir F' C K alt moduli ve bir s € S vardwr oyle ki bir K eF icin K C K’

iken K's CFCK saglanar.

Ispat: (1) = (2) M bir S-Noether sag R-modiil olsun. Bir I indis kiimesi icin, M nin

alt modiillerinden olugan bir K; C Ky € --- K; € --- zinciri verilsin. K := |JK;
i€l

kiimesi M nin bir alt modiilidiir ve S-sonludur. Dolayisiyla, Ks C F C K olacak
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bicimde bir s € S ve sonlu tiretilmig bir F' C K alt modiili vardir. F' sonlu iiretilmis
oldugundan, bir j € I i¢in F' C K, dir. O halde, K's C F' C K; elde edilir ve dolayisiyla,
her ¢ € I i¢in K;s5 C F' C K;'dir.

(2) = (1) N € M alt modiilii verilsin ve N’nin sonlu {iretilmis olmadig1 kabul

edilsin. O zaman, ay € N olmak tizere, alt modiillerin bir
< ap >-,C«-< ay, a >g g< A1,0A2,*++ ,04 >g

zinciri vardir. Kabulden, her ¢ € [ i¢in, < ay,...,a, > s C< ay,...,a; > olacak
bigimde bir s € S ve j € I vardir. Buradan;
Ns=U<ay,...,a;,>sC <ay,...,a; >CN
el
elde edilir. O halde N, S-sonludur.

(2) = (3) F, M’nin alt modiillerinin (3) kogulunu saglamayan bostan farkli bir
kiimesi olsun. O zaman, her K € F, sonlu iiretilmig her F' C K alt modiili ve her
s € Sicin, K C K ve K's ¢ K olacak bigimde bir K’ vardir. K; € F olsun. O halde,
her s € S i¢in, Kss SZ K, C K5 olacak bicimde bir Ky € F bulunabilir. Bu sekilde

devam edilirse, M nin alt modiillerden olusan bir
KiCK,C---CK;C---

zinciri elde edilir. Bu ise (2) kogulu ile ¢elisir.

(3) = (2) M’nin alt modiillerinin [ tarafindan indekslenen bir
KiCKyC--CK;C---

zinciri alinsin. F := {K; | i € I} kiimesi bogtan farkhidir. Dolayisiyla, hipotez ile, her
i € I icin K;s C F' C K olacak bi¢cimde bir K; € F, bir s € S ve sonlu tretilmig bir
F C K, alt modiili vardur. O

Tanim 6.4.9 [10] Teorem 6.4.8(3)’te gecen K alt modiilii, F'nin S-maksimal elemans

olarak adlandirilir.

Tamim 6.4.10 [10, Definition 2.4] Ttum S-Noether sag R-modillerin smufi igin bir

nokta sifirlayici kiimeye, R icin bir sag S-Noether nokta sifirlayict kiime denir.
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R bir sag S-Noether halka ise, R’nin her sag S-Noether nokta sifirlayici kiimesi,
R i¢in bir sag nokta sifirlayici kiimedir. Asagidaki 6rnekte de goriilecegi gibi, sag S-

Noether nokta sifirlayici1 kiimeler vardir.

Ornek 6.4.11 [10, Example 2] R bir degismeli halka ve S C R bir carpimsal ka-
pali kiime olsun. Fo := {I <R | I # Rve INS # 0} kiimesi goz oniine alnsin.
F = Spec(R) U Fy ve M sifirdan farkh bir S-Noether sag R-modiil olsun. R :=
R/anng(M) icin, M bir vefali S-Noether R'-modiildiir. Dolayisiyla, Onerme 3.2.14’ten
R', S-Noether olur. G = {annp(m) | 0 # m € Mg} kiimesi bostan farklidir. O
halde, Teorem 6.4.8’den, I = anng (z) sifirlayicis1 G’de S-maksimal olacak bigimde bir
0 # x € M vardir. x # 0 oldugundan, I bir 6z idealdir. I asal olmasin. ab € [
olacak sekilde a,b € R — I verilsin. a ¢ [ oldugundan, ax # 0’dir. O zaman,
anng (ax) 2 anng(x) = I elde edilir. Ayrica, anngy (ax) € G'dir. I, S-maksimal
oldugundan, en az bir s € S i¢in anny (ax)s C I olur. Buradan, bs € I’dir. Benzer
sekilde, bir t € S igin at € I olur. stx = 0 ise st € S N[ elde edilir. stx # 0 ise
anng(x) 2 anng (tz) bulunur. txr # 0 oldugundan anng (tx) € G'dir. Yine ['nin S-
maksimalliginden, anng (tx)s’ C I olacak sekilde bir s’ € S vardir. Buradan, ss’ € SN/
bulunur. Dolayisiyla, I NS # (’dir. O halde, I = anng(z)/anng(M) oldugundan, ya
anng(z) asaldir ya da anng(x) NS # 0’dir. Sonug olarak, F ailesi R igin bir S-Noether

nokta sifirlayici kiimedir.

Simdi Cohen Teoremi’nin degigsmeli olmayan halkalarda bagka bir genellemesi veri-

lecektir.

Teorem 6.4.12 [10, Theorem 2.5] R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapali kiime ve
T R i¢cin bir sag S-Noether nokta sifirlayicy kiime olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:
(1) R bir sag S-Noether halkadur.
(2) T 'nin her sag ideali S-sonludur.
(3) Sufirdan farkly her S-Noether sag R-modilin bir S-sonlu nokta sifirlayicisy

vardar.

Ispat: Onteorem 6.4.3 ile, S-sonlu sag ideallerin kiimesi F bir sag Oka ailesidir. Ayrica,
F ailesindeki bogtan farkli her zincirin F icinde bir iist s vardir. I € Maz(F)

olsun. R/I sag R-modiiliiniin bogtan farkl her alt modiilii, I’y1 6z olarak iceren bir sag
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idealin goriintiisii oldugundan, R/I bir S-Noether sag R-modiildiir. Yani, {R/I | I €
Max(F')} kiimesi S-Noether sag R-modiillerden olusur.

(1) = (2) Agiktar.

(2) = (1) T icindeki her sag ideal S-sonlu olsun. O zaman, 7 C F’dir. Te-
orem 5.2.3(3)’ten, R'nin her sag ideali F’dedir. Dolayisiyla, R halkasi sag S-Noether’dir.

(1) = (3) Agiktar.

(3) = (1) Sifirdan farkli her S-Noether sag R-modiiliin bir S-sonlu nokta sifirlayicist
olsun. O zaman, F kiimesi {R/I | I € Max(F )} kiimesi igin bir nokta sifirlayic1 kiime-
dir. Dolaysiyla, Teorem 5.2.1(3)’ten, F kiimesi R'nin tiim sag ideallerinden olugur.

Boylece, R bir sag S-Noether halkadir. ([l
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7 SONUCLAR

Bu boliimde, tez genelinde elde edilen temel sonuglara yer verilecektir.

e Tamamen Asal Ideal Prensibi: F, bir R halkasmm sag ideallerinin bir Oka ailesi

olsun. O halde, her I € Max(F ) tamamen asal sag idealdir (bkz. [4]).

e Tamamen Asal Ideal Pensibinin Tiimleyeni: F, bir R halkasinim bir sag Oka ailesi

ve F icindeki sag ideallerin kapsama bagintisina gore bogtan farkli her zincirinin
F icinde bir iist smir1 olsun. S, R halkasimin tamamen asal sag ideallerinin bir

kiimesi ise agagidaki ifadeler saglanir:
(1) Fo sag ideallerin bir yarifiltresi ve S N Fy C F ise Fy C F olur.

(2) Bir Jg € R sag idealini (6z olarak) igeren S igindeki tiim sag idealler F'ye

aitse, J sag idealini (6z olarak) igeren tiim sag idealler de F’ye aittir.

(3) § C F ise R halkasinin tiim sag idealleri F ailesine aittir (bkz. [4]).

e Degismeli Olmayan Halkalarda Cohen Teoremi: Bir R halkasinin sag Noether ol-

masi i¢in gerek ve yeter kogul halkadaki tiim tamamen asal sag ideallerin sonlu

tiretilmig olmasidir (bkz. [4]).

e Tez boyunca incelenen sag ideallerin kiimeleri arasinda agagidaki kapsama iligkileri

verilebilir (bkz. [5]):

{Tamamen Asal} O {Comonoform} O {Eskritik} D { Maksimal}

e Nokta Sifirlayici Kiime Teoremi: F, bir R halkasinin bir sag Oka ailesi olsun ve

F' icindeki sag ideallerin bostan farkl her zincirinin F icinde kapsamaya gore
bir st sinir1 olsun.
(1) Fo, bir R halkasindaki sag ideallerin bir yari-filtresi olsun. Eger F, {R/I |
Ir € Maz(F') N Fy} modiil smifi icin bir nokta sifirlayici kiime ise, Fy C Fdir.
(2) Bir Jg C R sag ideali icin F, I € Max(F ) ve I D J (sirasiyla, I 2 J) olacak
bi¢imdeki R/I modiillerin bir smifi i¢in nokta sifirlayic1 kiime ise, J’yi (sirasiyla,
ozolarak) igeren tiim sag idealler F igindedir.
(3) F, {R/I | Iz € Max(F )} modiil smufi igin bir nokta sifirlayici kiime ise, F
kiimesi R igindeki tiim sag ideallerden olugur (bkz. [5]).
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e Degismeli Olmayan Cohen Teoremi: Bir R halkasi i¢in S kiimesi bir sag Noether

nokta sifirlayic1 kiime olsun. Agagidaki ifadeler denktir:
(1) R bir sag Noether halkadur.
(2) S icindeki her sag ideal sonlu iiretilmigtir.

(3) Sifirdan farkli her Noether sag R-modiiliin bir sonlu tiretilmis nokta sifirlayicist

vardir.

(4) Sifirdan farkli her Noether sag R-modiiliin sifirdan farkli devirli sonlu goste-

rimli alt modili vardir.

Ozel olarak, R halkasmin sag Noether olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her egkritik

sag idealin sonlu iiretilmis olmasidir (bkz. [5]).

e Degismeli Olmayan Kaplansky-Cohen Teoremi: §, bir R halkasinin benzerlik altinda

kapali olan bir sag Noether nokta sifirlayici kiimesi olsun. Asagidaki ifadeler denk-
tir:

(1) R bir temel sag ideal halkasidir.

(2) S icindeki her sag ideal temeldir.

(3) F, bir sag Noether nokta sifirlayici kiimedir.

Ozel olarak, R'nin bir temel sag ideal halkasi olmas: icin gerek ve yeter kogul

R’nin her eskritik sag idealinin bir temel sag ideal olmasidir (bkz. [5]).

e Degigsmeli Olmayan Halkalarda Kaplansky Teoremi: Noether bir R halkasinin te-

mel sag ideal halkas1 olmasi icin gerek ve yeter kosul halkadaki tiim maksimal

sag ideallerin temel sag ideal olmasidir (bkz. [5]).

e Koh'un elde ettigi sonuglara gore (bkz. [6]), bir R halkas: i¢in agagidaki ifadeler

saglanir :

(1) R'nin bir sag Noether halka olmasi igin gerek ve yeter kosul her Koh-asal sag

idealin sonlu tiretilmis olmasidir.

(2) R’nin temel sag ideal halkasi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her Koh-asal

sag idealin temel olmasidir.

e Chandran’in elde ettigi sonuglara gére (bkz. [7]), R bir sol ikili-halka olmak {izere,

R’nin her asal ideali sonlu tiretilmigse, R Noether’dir.
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Michler’in elde ettigi sonuglara gore (bkz. [8]), bir R halkasimin sag Noether olmasi

icin gerek ve yeter kosul her Michler-asal sag idealinin sonlu tiretilmis olmasidir.

Tki yonlii bir idealin sag ideal olarak Koh-asal olmasi icin gerek ve yeter kosul
idealin bilinen anlamda asal ideal olmasidir. Dolayisiyla, Koh’un elde ettigi sonug,

Chandran’in elde ettigi sonucu gerektirir.

Bir halkanin Michler-asal sag idealleri, bu halkanin tiim Koh-asal sag ideallerinin
bir alt kiimesini olugturur. Dolayisiyla, Cohen Teoremi'nin Michler versiyonu,

Koh’un versiyonunu geneller.

Smith’in elde ettigi sonuglara gore (bkz. [9]), sag tam sinirh bir R halkasinin sag
Noether olmasi igin gerek ve yeter kosul her asal idealin sag ideal olarak sonlu

tiretilmis olmasidir.

Anderson’un elde ettigi sonuglara gore (bkz. [3]), R degismeli bir halka ve S C R
bir ¢arpimsal kapali kiime olmak iizere, R'nin S-Noether olmasi igin gerek ve

yeter kogul R'nin (S ile ayrik olan) her asal idealinin S-sonlu olmasidir.

Cohen Teoremi'nin degigmeli olmayan S-Noether halkalardaki genellemesi ile ilgili
elde edilen sonuca gore (bkz. [10]), R bir halka, S C R bir ¢arpimsal kapali kiime
ve 7 R icin bir sag S-Noether nokta sifirlayici kiime olmak iizere, asagidaki

ifadeler denktir:
(1) R bir sag S-Noether halkadur.
(2) T'nin her sag ideali S-sonludur.

(3) Sifirdan farkli her S-Noether sag R-modiiliin bir S-sonlu nokta sifirlayicisi

vardir.
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