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Bu tezde kuvvetli bir agik ve kapali smif ile iliskili sonuglar arastirilmistir. Bu
kuvvetli agik ve kapali sinifin ve stirekliligin ana teoremleri ¢calisilmistir. Kuvvetli agik ve
kapali sinifin stireklilikle birlikte 6zellikleri arastirilmistir. Arastirmalar sonucunda 6nemli

sonuglar elde edilmistir.
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ON A DISCUSSION OF STRONG OPEN AND CLOSED CLASS
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In this thesis, the results on a strong open and closed class were investigated. Main
theorems of this strong open and closed class and continuity were studied. Properties of the
strong open and closed class with continuity were investigated. Valuable results were

obtained with this research.
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BOLUM 1
GIRIS

Bu tezde kuvvetli bir agik ve kapali smif ile iliskili sonuglar arastirilmistir. Bu
kuvvetli agik ve kapali sinifin ve siirekliligin ana teoremleri caligilmistir.

Kuvvetli agik ve kapali smifin siireklilikle birlikte ozellikleri arastirilmistir.
Arastirmalar sonucunda énemli sonuglar elde edilmistir.

Topolojide ana konularda c¢alisilan birgok smifin 6zellikleri iizerine arastirmalar
onemli makalelerde degerlendirilmistir.

Ornek olarak; Baker ve Ekici (2006); Ekici (2012a); Ekici (2012b); Ekici ve Roy
(2011); Ekici (2009); Ekici ve ark. (2008); Ekici (2008a); Ekici (2006); Ekici ve Noiri
(2006b); Levine (1970); Velicko (1968); Ekici ve Jafari (2008a); Ekici ve Jafari (2008b);
Ekici (2008b); Ekici (2008¢); Ekici (2003); Ekici (2005).

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde tezde kullanilan temel tammlar ve bilgiler ve tez ¢alismasinda
kullanilan temel teoremler ifade edilmektedir.

Ugiincii boliimde X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X,
tizerindeki topolojiler olmak iizere k:X; — X, fonksiyonu ig¢in sr-siirekliligin tanimi
sunulmaktadir.

k: X; = X, sr-siirekli fonksiyonlarin ¢esitli 6zellikleri ¢aligilmugtir.

X1, X5 ve X3 bos olmayan kiimeler 6, 65, 03 srrasiyla X, X, ve Xj iizerindeki
topolojiler olmak iizere k:X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve 1:X, — X5 fonksiyonu
kararsiz oldugunda lok bileske fonksiyonunun sr-siirekli fonksiyon oldugu gosterilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

Hemen hemen op-diizenli uzay, uzaya gore oonkapali kiime, sr-siireklilik, yar1 agik
kiimeler caligilmistir.

Dordiincii bolimde X; ve X, bos olmayan kiimeler 6,, o, swrasiyla X; ve X,
tizerindeki topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu i¢in tanim kiimesi dp-diizenli
T, , uzay olmak iizere ise k fonksiyonunun sr-siirekli oldugu gdosterilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak {iizere k: X; — X, fonksiyon olmak iizere gdpr-kapali, gdpr-acik kiimenin ayni

zamanda d6nkapali oldugu gosterilmistir.



Her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da 66nagik olmasi durumunda tanimlanan
fonksiyonun sr-siirekli olmasi arastirilmstir.

Bir sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali fonksiyon i¢in gopr-kapali, gdpr-a¢ik kiimelerin
arastirmalar1 yapilmistir.

Besinci boliimde X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, 6, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu olmak iizere yar1 agik kiime, gopr-kapall,
gopr-acik kiimeler ¢calisilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak tizere k:X; — X, fonksiyon olmak iizere gdpr-kapali, gdpr-agik kiimelerin
donkapali olmasi arastirilmastir.

Altinc1 bolimde gdpr-kapali gopr-acik kiimelerin 6zellikleri ¢aligilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, tlizerindeki topolojiler
olmak tizere k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli 66nkapali, yar1 acik kiimeler, gopr-kapali,
gopr-acik kiimeler calisilmistir.

Ayrica X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swasiyla X; ve X, Tlzerindeki
topolojiler olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli 66nkapali ve deger kiimesinden
alman her yar1 a¢ik kiimenin ters resmi diizenli a¢ik olmasi durumu arastirilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler oy, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler

olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu i¢in sr-siirekli olma durumlar1 ¢aligilmistir



BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

UYARI 2.1. X; bos olmayan kiime ve o;, lizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
G kiimesinin kapanigini
kap(G)
ile gosterecegiz.
G kiimesinin i¢ini
ig(G)
ile gosterecegiz.
TANIM 2.2. X; bos olmayan kiime ve oy, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
Gekap(ig(G))
oluyorsa G kiimesine yar1 agik denir (Levine, 1963).
TANIM 2.3. X; bos olmayan kiime ve o, X; tizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
G=i¢(kap(G))
oluyorsa G kiimesine diizenli agik denir. (Stone, 1937)
TANIM 2.4. X, bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
Eger G kiimesi diizenli agik oluyorsa X;-G kiimesine diizenli kapali denir. (Stone,
1937)
TANIM 2.5. X, bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
Geig(kap(G))
oluyorsa G kiimesine 6nag¢ik denir. (Mashhour ve ark., 1982)
TANIM 2.6. X, bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.
Eger G kiimesi 6nagik oluyorsa X;-G kiimesine dnkapali denir (Mashhour ve ark.,
1982)
TANIM 2.7. X; bos olmayan kiime ve o;, X; lizerindeki topoloji olmak {izere X;

uzaymin G alt kiimesi olsun.



d-kap(G)={xeX, : GNig(kap(H))#® , HEG, ve xEH}

olarak tanimlanur.

Eger

G=9-kap(QG)

ise G kiimesine okapali denir. (Velicko, 1968)

TANIM 2.8. X; bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak tlizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

Eger

Gcig(6-kap(G))

oluyorsa X; uzaymin G alt kiimesine 66nagik denir. (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993)

TANIM 2.9. X, bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzaymin G alt kiimesi olsun.

Eger G kiimesi 66nagik oluyorsa X;-G kiimesine ddnkapali denir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993)
TANIM 2.10. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzaymin G alt kiimesi olsun.

GCcH ve H, X; uzayinda ag¢ik oldugunda eger
kap(G)cH
olursa X; uzaymm G alt kiimesi genellestirilmis kapali olarak adlandirilir ve kisaca g-
kapali olarak gosterilir. (Levine, 1970)
TANIM 2.11. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

GcH ve H, X, uzaymda acik oldugunda eger

onkap(G)cH
olursa X; uzaymnin G alt kiimesi genellestirilmis 6nkapali olarak adlandirilir ve kisaca gp-
kapali olarak gosterilir. (Maki ve ark., 1996)
TANIM 2.12. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

GcH ve H, X uzaymda diizenli agik oldugunda eger

kap(G)cH



olursa X; uzaymin G alt kiimesi diizenli genellestirilmis kapali olarak adlandirilir ve kisaca
rg-kapali olarak gosterilir.(Palaniappan ve Rao, 1993)

TANIM 2.13. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

GcH ve H, X, uzaymda diizenli agik oldugunda eger

onkap(G)cH
olursa X; uzaymin G alt kiimesi genellestirilmis 6n diizenli kapali olarak adlandirilir
yada
diizenli genellestirilmis onkapali olarak adlandirilir ve kisaca gpr-kapali olarak gosterilir.
(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998)

TANIM 2.14. X, bos olmayan kiime ve 6, X; tizerindeki topoloji olmak iizere eger

X; uzaymin her G diizenli kapali kiimesi ve her xe X;-G noktasi i¢in

xeU ve GCV
olacak sekilde U ve V ayrik 66nacik kiimeleri varsa X; uzayma hemen hemen dp-diizenli
denir. (Ekici ve Noiri, 2006b)
TANIM 2.15. X, bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzayinin d6nacik alt kiimeleri tarafindan olusan G kiimesinin her
{V,: aen}
Ortiisii i¢in

Gc U { 36nkap(V,): a€ Ay}

olacak sekilde A’nin bir A sonlu alt kiimesi varsa X; uzaymim G alt kiimesine X; uzayma
gore 60nkapali denir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

TANIM 2.16. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

GcH ve H, X, uzaymda acik oldugunda eger

donkap(G)cH
olursa X; uzaymin G alt kiimesi genellestirilmis 66nkapali olarak adlandirilir ve kisaca
gop-kapali olarak gosterilir.(Ekici ve Noiri, 2006a)
TANIM 2.17. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

Eger G c H ve H, X, uzayinda diizenli a¢ik oldugu zaman



donkap(G) c H

ise X; uzaymm G alt kiimesine genellestirilmis dp-diizenli kapalir denir ve kisaca gopr-
kapali olarak adlandirilir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

TANIM 2.18. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

Eger X, -G kiimesi gdpr-kapali oluyorsa G kiimesine gopr-acik denir. (Ekici ve Noiri,
2006b)

TANIM 2.19. X; ve X, bos olmayan kiimeler 6;, 6, swrastyla X; ve X, iizerinde

topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu verilsin.

X; uzayindan alman her G d6nkapali kiime i¢in k(G) kiimesi X, uzayinda d6nkapali
oluyorsa k fonksiyonuna kuvvetli d6nkapali denir. (Ekici ve Noiri, 2006a)

TANIM 2.20. X; bos olmayan kiime ve o;, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;
uzaymin G alt kiimesi olsun.

Eger X, uzayindaki her gdpr-kapali kiime, 66nkapali ise bir X; topolojik uzayma op-
diizenli T, , denir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

TANIM 2.21. X; ve X, bos olmayan kiime ve o;, o, sirasiyla X; ve X, iizerindeki

topoloji olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu verilsin.

X, uzaymndaki her G yar1 acik kiime i¢in k™1(G), X, uzayinda yar1 agik oluyorsa k
fonksiyonuna kararsiz denir. (Crossley ve Hildebrand, 1972)

UYARI 2.22. X; bos olmayan kiime ve 6;, X; lizerindeki topoloji olmak {izere X;
uzayinin G alt kiimesi i¢in asagidaki diyagram gecerlidir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

kapali — g-kapali — rg-kapali
! ! !

onkapali — gp-kapali — gpr-kapali
! ! !

donkapal — gop-kapal — gopr-kapali



TEOREM 2.23. X, bos olmayan kiime ve o, X; tizerindeki topoloji olmak iizere bir
X, uzayr hemen hemen op-diizenli ve X; uzaymm bir G alt kiimesi X; uzayma gore

donkapali ise G kiimesi gopr-kapalidir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

TANIM 2.24. X; bos olmayan kiime ve ;, X; lizerindeki topoloji olmak iizere GC

X; olsun.

G kiimesinin hemen hemen ¢ekirdegi A y1 bulunduran biitiin diizenli ac¢ik kiimelerin
kesisimidir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

UYARI 2.25. G kiimesinin hemen hemen ¢ekirdegi a-¢ek(G) ile gosterilir. (Ekici ve
Noiri, 2006b)

TEOREM 2.26. X; bos olmayan kiime ve ¢, X; tizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzaymin bir G alt kiimesi gopr-kapalidir ancak ve ancak
donkap(G)Ca-¢ek(G)
(Ekici ve Noiri, 2006b)
TEOREM 2.27. X; bos olmayan kiime ve ¢, X; tlizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzaymin Jdp-diizenli T, olmasin i¢in gerek ve yeter kosul her tek nokta kiimesinin ya

diizenli kapali ya da 66nagik olmasidir. (Ekici ve Noiri, 2006b)



BOLUM 3
KUVVETLI ACIK, KAPALI VE FONKSiYONLAR

Ugiincii boliimde X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, swrasiyla X; ve X,
tizerindeki topolojiler olmak tizere k:X; — X, fonksiyonu ig¢in sr-siirekliligin tanimi
sunulmaktadir.

k: X; = X, sr-siirekli fonksiyonlarin ¢esitli 6zellikleri ¢aligilmustir.

X1, X5 ve X3 bos olmayan kiimeler 6, 65, 03 srrasiyla X, X, ve Xj iizerindeki
topolojiler olmak tizere k:X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve 1: X, — X3 fonksiyonu
kararsiz oldugunda lok bileske fonksiyonunun sr-siirekli fonksiyon oldugu gosterilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

Hemen hemen 6p-diizenli uzay, uzaya gore donkapali kiime, sr-siireklilik, yar1 acik
kiimeler calisilmistir.

TANIM 3.1. X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, tizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymm H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-
acgik ve

Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)c k™1(G)
oluyorsa k: X; = X, fonksiyonuna sr-siirekli denir.

ORNEK 3.2. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, iizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu alalim.

X={1,2,3,4}, o,={X;,0,{1},{3},{1,2},{1,3},{1,2,3},{1,3,4}} ayrica X;=X, ve
0,=0, olsun.

k fonksiyonu soyle tanimlansin k(1)=1, k(2)=1, k(3)=1, k(4)=1.

Burada k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli olur.

TEOREM 3.3. X, X, ve X3 bos olmayan kiimeler o;, 6,, 63 sirasiyla X;, X, ve X;
tizerindeki topolojiler olmak {iizere k:X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve 1:X, = X3
fonksiyonu kararsiz olsun.

O halde lok fonksiyonu sr-siireklidir.



ISPAT
X1, X5 ve X3 bos olmayan kiimeler 6, 65, 03 srrasiyla X, X, ve Xj iizerindeki
topolojiler olmak iizere k:X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve 1:X, — X5 fonksiyonu
kararsiz olsun.
O halde lok: X; = X5 fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in X3 uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-
kapali, gopr-acik ve
Hc(lok)"1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)
c(lok)"1(G)
oldugunu gosterecegiz.
O halde
Hc(lok)™1(G)
ise
Hck1(174G))
olur.
Hck1(174G))
oldugunu ele alalim.
1 fonksiyonu kararsiz ve G kiimesi X5 uzayinda yar1 a¢ik oldugu i¢in 171(G) kiimesi
de X, uzayinda yar1 acik olur.
k fonksiyonu sr-siirekli ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-agik ve 171(G)
kiimesi de X, uzayinda yar1 acik oldugundan
donkap(H)
ck~*(17H(G))
olur.
O halde
donkap(H)
c(lok)"1(G)
olur.

Bu durumda lok fonksiyonu sr-siireklidir.



Dolayisiyla biz k fonksiyonu sr-siirekli ve 1 fonksiyonu kararsiz oldugunda lok
fonksiyonunun sr-stirekli oldugunu gdstermis olduk.

TANIM 3.4. X; bos olmayan kiime ve o, X, lizerindeki topoloji olmak tlizere eger

Xj uzaymin her G diizenli kapali kiimesi ve her xe X;-G noktasi i¢in

xeU ve GV
olacak sekilde U ve V ayrik 66nacik kiimeleri varsa X; uzayma hemen hemen dp-diizenli
denir. (Ekici ve Noiri, 2006b)
TANIM 3.5. X, bos olmayan kiime ve o, X; iizerindeki topoloji olmak iizere X;

uzayinin d6nacik alt kiimeleri tarafindan olusan G kiimesinin her
{V,: aen}
Ortiisii i¢in

Gc U { 86nkap(V,): a€ Ay}

olacak sekilde A’nin bir A sonlu alt kiimesi varsa X; uzaymim G alt kiimesine X; uzayma
gore 60nkapali denir. (Ekici ve Noiri, 2006b)

TEOREM 3.6. X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, 0, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X; uzayt hemen hemen dp-diizenli uzay ve X; uzayindaki her kiime X, uzayima gore
donkapali olsun.

k fonksiyonu sr-siirekli ise X, uzaymdan alinan her G yar1 a¢ik kiime igin kK™1(G)

kiimesi 606nkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

X, uzay1 hemen hemen dp-diizenli uzay ve X; uzayindaki her kiime X, uzayima gore
donkapali olsun.

k fonksiyonu sr-siirekli ise X, uzaymndan alinan her G yar1 a¢ik kiime i¢in k™1(G)

kiimesinin d6nkapali oldugunu gdsterecegiz.

Bunun i¢in X; uzayr hemen hemen op-diizenli ve X; uzaymin bir G alt kiimesi X;
uzayma gore 60nkapali olmasi var olsun.
O halde k fonksiyonu sr-siirekli oldugunda X, uzayindan aliman her G yar1 agik

kiime i¢in k~1(G) kiimesinin §6nkapal1 oldugunu gdstermemiz yeterli olacaktr.
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Bunun i¢in sr-siireklilik tanimindan X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X;
uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-acik ve
Hck™1(G)
olmas1 durumunda

donkap(H)

ck™1(G)

oldugunu hatirlayalim..

X; uzayindan alian her H kiimesi i¢in X, uzaymdan alinan G yar1 agik kiimesi i¢in
k~1(G) kiimesi X, uzaymda gdpr-kapali, gdpr-acik olur.

O halde sr-siireklilik tanimindan X, uzaymnin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin
k~1(G) alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-acik ve

k~1(G)ck™1(G)

olmas1 durumunda

Sonkap(k~1(G))

ck™1(G)

olur.

O halde k~1(G) kiimesi X; uzayinda d6nkapalidir.

Dolayisiyla biz X, uzay1 hemen hemen op-diizenli uzay ve X, uzayindaki her kiime
X, uzayma gore donkapali oldugunda X; uzaymdan alinan her H kiimesi i¢in k fonksiyonu
sr-siirekli oldugunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiimesi i¢in k™1(G) kiimesinin X,
uzayinda donkapali oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 3.7. X; ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun.

donkap(H)

Ca-¢ek(H)

\

Sonkap(X,-H)

ca-cek(X;-H)
icin k(H) kiimesi gopr-kapalidir.
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ISPAT
X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali oldugunda

donkap(H)

Ca-¢ek(H)

\

Sonkap(X,-H)

ca-¢ek(X;-H)
icin k(H) kiimesinin gopr-kapali oldugunu gosterecegiz.
Bunu i¢in X uzaymnm bir G alt kiimesi gopr-kapali olmasini kullanmamiz gerek.

Buradan

donkap(H)

Ca-¢ek(H)

\(

donkap(X,-H)

ca-¢ek(X;-H)
oldugunda X; uzaymnin bir H alt kiimesi X;-H alt kiimesinin var olmasimi1 kullanacagiz.

O halde k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun X; uzaymdan alman H
gopr-kapali, gdpr-acik kiimesi i¢cin k(H) kiimesinin X, uzaymnda gdpr-kapali oldugunu
gostermemiz gerekecek.

Bunun i¢in k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli donkapali olsun ve H kiimesi X;
uzayinda gopr-kapali, gdpr-agik oldugundan k(H)cG olarak alalim.

Burada G, X, uzayinda diizenli acik kiime. k fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X,
uzayinin G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymm H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-acik ve

Hck 1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)ck™1(G)
olur.

Buradan

k(oonkap(H))
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ck(k™(G))

ve
k(66nkap(H))cG
olur.
Ayrica
donkap(k(H))
cdonkap(k(donkap(H)))
ve
donkap(k(H))
cdonkap(k(6onkap(H)))
oldugundan ve
k(66nkap(H))cG
oldugundan
donkap(k(H))cG
olur.
O halde
k(H)
gopr-kapal.
Dolayisiyla
donkap(H)
Ca-¢ek(H)
ve
donkap(X,-H)
ca-cek(X;-H)

oldugunda H kiimesini kullanarak k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali
oldugunda X; uzayindan alinan bir H gdpr-kapali, gopr-agik kiimesi i¢cin k(H) kiimesinin
X, uzaymda gopr-kapali oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 3.8. X, X, ve X3 bos olmayan kiimeler o;, 6,, 63 sirasiyla X;, X, ve X;
tizerindeki topolojiler olmak iizere k: X; = X, fonksiyonunda X, uzayindaki her G yar1
acik kiime igin k™1(G) kiimesi diizenli kapali olsun ve 1: X, — X; fonksiyonu kararsiz

olsun.
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O halde lok fonksiyonu sr-siireklidir.

ISPAT

Xy, X, ve X5 bos olmayan kiimeler o, 0,, o3 sirasiyla X;, X, ve iizerindeki
topolojiler olmak {tizere k: X; — X, fonksiyonunda X, uzayindaki her G yar1 agik kiime

i¢in k~1(G) kiimesi diizenli kapali olsun ve I: X, — X; fonksiyonu kararsiz olsun.

O halde lok fonksiyonu sr-siirekli oldugunu gosterecegiz. k: X; = X, fonksiyonunda
X, uzaymdan alinan her G yar1 agik kiimesi i¢in k™1(G), X, uzaymda diizenli kapal1 olsun.
X, uzaymin G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-
acgik ve
Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)ck™1(G)

oldugunu gostterelim.

Hc k™1(G)
oldugundan
donkap(H)
ck™1(G)
olur.

X, uzaymdan alinan her G yar1 agik kiimesi i¢cin k™1(G), X, uzaymda diizenli
kapali oldugundan
donkap(H)ck™1(G)
olur.

O halde lok: X; = X3 fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in X3 uzaymin G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-
kapali, gopr-acik ve
Hc(lok)"1(G)
olmas1 durumunda

donkap(H)

c(lok)"1(G)
oldugunu gosterecegiz.
O halde
Hc(lok)"1(G)
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ise
Hck1(174G))
olur.
Hck1(174G))
oldugunu kullanacagiz.
1 fonksiyonu kararsiz ve G kiimesi X5 uzaymda yar1 agik oldugu i¢in 171(G) kiimesi
de X, uzayinda yar1 agik olur.
k fonksiyonu sr-siirekli ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-agik ve 171(G)
kiimesi de X, uzayinda yar1 acik oldugundan

donkap(H)

ck™'(17H(G))
olur.
O halde
donkap(H)

c(lok)"(G)
olur.

Bu durumda lok fonksiyonu sr-siireklidir.

Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonunda X, uzayindaki her G yar1 agik kiime i¢in
k~1(G) kiimesi diizenli kapali ve 1 fonksiyonu kararsiz ise lok fonksiyonunun sr-siirekli
oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 3.9. X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli 66nkapali olsun. X; uzaymdan alinan H kiimesi
kapali, acik olsun.

Bu durumda k(H), X, uzaymda gdpr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun.

X; uzaymdan alman H kiimesi kapali, acik olsun H kiimesini X; uzaymda kapali,
acik alalim.

H kiimesini X, uzayinda kapali, a¢ik oldugunu kullanacagiz.

Bu durumda k(H) kiimesinin X, uzayinda gdpr-kapali oldugunu gosterecegiz.
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Bunun i¢inde k(H)CG olarak alalim burada G, X, uzaymnda diizenli acik kiime. k
fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X, uzaymin G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin H alt
kiimesi kapali, agik ve HCk™1(G) olmas1 durumunda

donkap(H)c k™ 1(G)

olur.
Buradan
k(d6nkap(H))
ck(k™1(G))
ve
k(66nkap(H))cG
olur.
Ayrica
d6nkap (k(H))
cdonkap (k(donkap(H)))
olur ve
S6nkap(k(H))
cdonkap(k(66nkap(H)))
oldugundan ve
k(66nkap(H))cG
oldugundan
donkap(k(H))cG
olur.

O halde k(H) gopr-kapali.
Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli 66nkapali oldugunda
X, uzaymdan alman H kapali, acik kiimesi i¢in k(H) kiimesinin X, uzaymda gdpr-kapali

oldugunu gostermis olduk.
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BOLUM 4
KUVVETLI ACIK, KAPALI VE ARASTIRMALAR

Dordiincii bolimde X; ve X, bos olmayan kiimeler o, o, swrasiyla X; ve X,
tizerindeki topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu i¢in tanim kiimesi dp-diizenli
T, , uzay olmak iizere ise k fonksiyonunun sr-siirekli oldugu gosterilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak {iizere k: X; — X, fonksiyon olmak iizere gdpr-kapali, gdpr-acik kiimenin ayni
zamanda d6nkapali oldugu gosterilmistir.

Her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da 66nagik olmasi durumunda tanimlanan
fonksiyonun sr-siirekli olmas1 arastirilmistir.

Bir sr-stirekli ve kuvvetli d6nkapali fonksiyon i¢in gopr-kapali, gdpr-agik kiimelerin
arastirmalar1 yapilmistir.

TEOREM 4.1. X, ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X, uzay1 dp-diizenli T;), ise her X, uzayi i¢in k: X; = X, fonksiyonu sr-siireklidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler oy, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

X, uzay1 op-diizenli T, ise her X, uzayr i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli
oldugunu gosterecegiz.

k fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gdstermek i¢cin X, uzaymin G alt kiimesi yar1
acik ve X, uzayinm H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik ve

Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)c k™1(G)
oldugunu gosterecegiz.

O halde X, uzayinm bir G alt kiimesi yar1 a¢ik ve X; uzaymin bir H altkiimesi gopr-

kapali, gopr-acik ve
Hck™1(G)
olsun.

X; uzay1 op-diizenli T;,, oldugundan yola ¢ikacagiz.

H kiimesi ele alirsak
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donkap(H)
g6zoniine alacagiz.
Hck™1(G)
O halde buradan
donkap(H)ck™1(G)
olur.

Boylece k fonksiyonu sr-siirekli olur.

Dolayisiyla biz X; uzayr Op-diizenli T;, iken her X, uzayr i¢in k:X; = X,
fonksiyonunun sr-stirekli oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 4.2. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

Keyfi X, uzayr i¢cin k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli olsun. Bu durumda X,
uzaymdan alman H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi icin H kiimesi X; wuzayinda
donkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu alalim.

Keyfi X, uzayi i¢in k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli olsun.

Bu durumda X, uzayindan aliman H gopr-kapali, gdpr-acik kiimesi i¢cin H kiimesinin
X; uzaymda 66nkapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in X; uzaymdan H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi alalim.

k fonksiyonu sr-stirekli oldugundan X, uzaymnin bir G alt kiimesi yar1 acik ve X;
uzaymin bir H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik ve

Hck™1(G)
olmasi durumunda
donkap(H)ck™1(G)

olmasini biliyoruz.

X, uzaymdan bir H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi alalim. X; ve X, uzaylarmi
birbirine esit alalim.

X, uzaymin lizerinde elemanlar1 @, H ve X, olan topolojiyi alalim.

Burada H kiimesi X; ve X, uzayinda oldugu icin ayn1 zamanda X; ve X, uzaymda

yar1 agiktir.
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X, uzayindan X, uzayimna bir birim doniisiim tanimlayip bu doniigiime k fonksiyonu

diyelim.

Topolojinin 6gelerini H, X, ve & olarak alalim.
Her X, uzay1 i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli oldugundan k fonksiyonu ayni
zamanda sr-siirekli olur.
H kiimesi X; uzaymnda gopr-kapali, gopr-acik ve H kiimesi yar1 agiktir.
O halde
Hck™1(H)
ve

donkap(H)ck™1(H)

olur. k fonksiyonu birim fonksiyon oldugundan
donkap(H)cH
olur.

O halde H kiimesi ddnkapali olur.

Dolayisiyla biz keyfi X, uzay i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli oldugunda X,
uzayindan alinan H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi i¢in H kiimesinin X; uzaymnda d6nkapali
oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 4.3. X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun. X; uzayindan alinan H kiimesi
kapali, acik olsun.

Bu durumda k(X -H), X, uzaymda gopr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, ilizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

H kiimesini X; uzayinda kapali, acik alalim.

k fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun. X; uzayindan alinan H kiimesi
kapali, agik olsun H kiimesini X; uzayinda kapali, agik alalim.

H kiimesini X; uzaymda kapali, agik oldugunu kullanacagiz. O halde X;-H kiimesini
ele alalim.

Bu durumda k(X;-H) kiimesinin X, uzayinda gopr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde k(X;-H)cG olarak alalim burada G, X, uzayinda diizenli a¢ik kiime. k
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fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X, uzaymm G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin X;-H

alt kiimesi kapaly, acik ve X;-Hck™1(G) olmasi durumunda

donkap(X;-H)
ck™1G)
olur.
Buradan
k(86nkap(X;-H))
ck(k~1(G))
ve
k(66nkap(X,-H))cG
olur.
Ayrica
sonkap(k(X,-H))
c8onkap (k(56nkap(X,-H)))
olur ve

sonkap(k(X,-H) )

cé&onkap (k(donkap(X;-H)))
oldugundan ve
k(66nkap(X;-H))cG
oldugundan
donkap(k(X;-H))cG
olur.
O halde k(X;-H) gdpr-kapali.
Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli 66nkapali oldugunda
X; uzaymdan alman H kiimesi kapali, agik i¢in k(X;-H) kiimesinin X, uzaymnda gdpr-
kapali oldugunu géstermis olduk.
TEOREM 4.4. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.
X; uzaymdaki her H kiimesi i¢in
donkap(H) ca-cek(H)
olsun. k fonksiyonu sr-siirekli olsun.
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Bu durumda X, uzayindaki her G yar1 agik kiimesi i¢in k™1(G) kiimesi d6nkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

X; uzaymdaki her H kiimesi i¢in

donkap(H) ca-cek(H)
olsun.
k fonksiyonu sr-stirekli olsun.
Bu durumda X, uzayindaki her G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesinin 6nkapali

oldugunu gosterecegiz.

Xj uzaymin bir G alt kiimesi i¢in 66nkap(G)C a-¢cek(G) oldugunu kullanacagiz.
donkap(G)Ca-¢ek(Q).

Buradan oo6nkap(H)Ca-cek(H) oldugunda X; wuzaymin bir H alt kiimesini

kullanacagiz.

O halde k:X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve X; uzayindan alinan H gdpr-kapali
oldugunda X, uzayindaki her yar1 agik G kiimesi k™1(G) kiimesinin X; uzaymda
donkapali oldugunu gostermemiz yeterli olacaktir.

X; uzaymdan alman her H kiimesi i¢in H gdpr-kapali olsun. k fonksiyonu sr-siirekli
olsun.

Bu durumda X, uzaymndaki her G yar1 agik kiime i¢in k™1(G) kiimesinin X,
uzayinda donkapali oldugunu gésterecegiz.

Bunun i¢in sr-siireklilik tanimindan X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X
uzaymm H alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-agik ve HCk™1(G) olmas1 durumunda

donkap(H)ck™1(G)
oldugunu biliyoruz.

X; uzayindan alman her H kiimesi i¢gin H gopr-kapali oldugu icin X, uzayindan
alinan G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesi X; uzaymda gdpr-kapal, gdpr-a¢ik olur.

O halde sr-siireklilik tanimindan X, uzaymnim G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin
k~1(G) alt kiimesi gdpr-kapal, gdpr-acik ve

k™1(G)ck 1(G)

olmasi1 durumunda
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Sonkap(k~1(G))

ck™1(G)
olur.
O halde k~1(G) kiimesi X; uzaymda donkapalidir.
Dolayisiyla biz

donkap(H)Ca-¢ek(H)

oldugunda X; uzaymnin bir H alt kiimesni kullanarak;

X; uzaymdan alinan her H kiimesi i¢in H gdpr-kapali oldugunda ve k fonksiyonu sr-
siirekli oldugunda X, uzaymdaki her G yar1 agik kiimesi i¢in k™(G) kiimesinin X
uzayinda d6nkapali oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 4.5. X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, 0, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun.

X, uzaymdan alinan bir H kiimesi gdpr-kapali, gépr-acik olsun.

Bu durumda k(H), X, uzaymda gépr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, ilizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli 66nkapali olsun.

X, uzaymdan alinan H kiimesi gdpr-kapali, gopr-acik olsun.

Bu durumda k(H), X, uzayinda gdpr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde k(H) <G olarak alalim burada G, X, uzayinda diizenli a¢ik kiime.

k fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X;
uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-acik ve

Hck™1(G)
olmasi durumunda
donkap(H)ck™1(G)

oldugunu biliyoruz.

Buradan
k(66nkap(H))
ck(k™(G))
ve
k(66nkap(H))cG
olur.
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Ayrica

donkap(k(H))
cdonkap (k(donkap(H)))
ve
donkap(k(H))
cdonkap(k(donkap(H)))
oldugundan ve
k(66nkap(H))cG
oldugundan
donkap(k(H))cG
olur.

O halde k(H) gopr-kapal.

Dolaysiyla k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali oldugunda X,
uzaymdan aliman bir H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi i¢in k(H) kiimesinin X, uzayinda
gopr-kapali oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 4.6. X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak iizere X; uzayinda her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da d6nagik
olsun.

Keyfi X, uzay1 igin k: X; = X, fonksiyonu sr-siireklidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak tlizere X; uzaymnda her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da 66nagik olsun.

Her X, uzayi i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli oldugunu gosterecegiz.

Bunun icin kosul her tek nokta kiimesinin ya diizenli ya da d6nagik olmasini
kullanacagiz.

O halde X, uzaymda her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da d6nacik oldugunda
ele alarak ispat1 bitirecegiz.

O halde : X; = X, fonksiyonunun sr-stirekli oldugunu géstermemiz yeterli olacaktir.

O halde k fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gostermek i¢cin X, uzaymm G alt
kiimesi yar1 agik ve X, uzaymimn H alt kiimesi gdpr-kapal, gdpr-agik ve HCk™1(G) olmasi
durumunda

donkap(H)c k™ 1(G)
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oldugunu gosterecegiz.

O halde X, uzayinm bir G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin bir H altkiimesi gopr-

kapali, gopr-acik ve
Hck™1(G)
olsun.

X, uzayimdaki her H gdpr-kapali oldugundan ve her tek nokta kiimesi diizenli kapal
ya da 00nagik olmasini kullanirsak

donkap(H)
ele alacagiz.

O halde buradan 86nkap(H)ck™1(G) olur.

Boylece k fonksiyonu sr-siirekli olur.

Dolayisiyla biz X; uzaymnda her tek nokta kiimesi diizenli kapali ya da ddnacik
oldugunda keyfi X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gdstermis
olduk.

TEOREM 4.7. X, ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali olsun.

X, uzaymdan alinan bir H kiimesi gdpr-kapali, gopr-acik olsun.

Bu durumda k(X;-H), X, uzayinda gopr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli 66nkapali olsun.

X; uzaymdan alinan H kiimesi gopr-kapali, gopr-acik olsun.

O halde X;-H kiimesi de X; uzayinda gopr-agik, gopr-kapali olur.
Bu durumda k(X;-H), X, uzayinda gopr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde k(X;-H)cG olarak alalim burada G, X, uzayinda diizenli acik kiime.
k fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X, uzaymm G alt kiimesi yar1 agik ve X;
uzaymin X,;-H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik ve
X,-Hck 1(G)
olmas1 durumunda
donkap(X;-H)
ck™1(G)

olur.
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Buradan

k(oonkap(X;-H))

ck(k™(G))
ve
k(66nkap(X,-H))cG
olur.
Ayrica
sonkap(k(X,-H))
c8onkap (k(56nkap(X,-H)))

ve

sonkap(k(X,-H) )

c8onkap(k(d6nkap(X;-H))))
oldugundan ve

k(oonkap(X;-H))

cG
oldugundan
donkap(k(X;-H))
cG
olur.

O halde k(X;-H) gopr-kapali.

Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli ve kuvvetli d6nkapali oldugunda
X, uzayindan alinan bir H gdpr-kapali, gopr-agik kiimesi i¢cin k(X;-H) kiimesinin X,
uzayinda gopr-kapali oldugunu gostermis olduk.

TEOREM 4.8. X; ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu alalim.

X, uzaymdan alman her G yar1 a¢ik kiimesi i¢cin k™1(G), X, uzayinda diizenli kapali
olsun.

O zaman k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler

olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu alalim.
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X, uzaymdan alman her G yar1 a¢ik kiimesi i¢in k™1(G), X, uzayinda diizenli kapali

olsun.

k fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gostermek i¢in X, uzaymin G alt kiimesi yar1
acik ve X, uzaymnm H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-agik ve
Hck1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)ck™1(G)

oldugunu gosterecegiz.

Hc k™1(G)
oldugundan
donkap(H)
ck™1(G)
olur.

X, uzaymdan alinan her G yar1 agik kiimesi icin k™1(G), X, uzaymda diizenli
kapali oldugundan
donkap(H)ck™1(G)
olur.
O halde k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli.
Dolayisiyla X, uzaymndan alinan her G yar1 agik kiimesi icin k™1(A), X, uzaynda
diizenli kapali oldugunda k fonksiyonu sr-siirekli oldugunu géstermis olduk.
TEOREM 4.9. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.
X, uzaymdaki her G yar1 agik kiime igin k™1(G) kiimesi X; uzaymda donkapali
olsun.
O halde k fonksiyonu sr-stireklidir.
ISPAT
X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, ilizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.
X, uzaymndaki her G yar1 agik kiime igin k™1(G) kiimesi X; uzaymda d6nkapali
olsun.

O halde k fonksiyonu sr-siirekli oldugunu gosterecegiz.
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X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-kapali, gopr-

acgik ve
Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)
ck™1(G)
oldugunu gorecegiz.
Hck™1(G)
oldugunda
donkap(H)
ck™1(G)
olur.

k~1(G) kiimesi X, uzaymda ddnkapali oldugundan
donkap(H)
ck™1(G)
olur.
O halde k fonksiyonu sr-siireklidir. Dolayisiyla biz X, uzayindaki her G yar1 agik
kiime i¢in k™1(G) kiimesi X; uzaymda donkapal oldugunda k fonksiyonunun sr-siirekli

oldugunu gostermis olduk.
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BOLUM 5
KUVVETLI ACIK, KAPALI VE SONUCLAR

Besinci boliimde X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, 6, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu olmak iizere yar1 agik kiime, gopr-kapall,
gopr-acik kiimeler calisilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak tizere k:X; — X, fonksiyon olmak iizere gdpr-kapali, gdpr-agik kiimelerin
donkapali olmasi arastirilmastir.

TEOREM 5.1. X, ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

Her X, uzay1 i¢in k: X; — X, fonksiyonu X, uzayindan aliman keyfi G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olsun.

X uzaymdan alman H gdpr-kapali, gdpr-agik kiimesi i¢in H kiimesi X; uzayinda
donagiktir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, ilizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olsun.

X, uzaymdan alman H gdpr-kapali, gdpr-agik kiimesi icin H kiimesi X; uzayinda
donacik oldugunu gosterecegiz.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olarak alalim.

X, uzaymdan bir H gopr-kapali, gopr-agik kiimesi alalim. X; ve X, uzaylarim
birbirine esit alalim.

X, uzayinm iizerinde elemanlar1 @, X;-H ve X, olan topolojiyi alalim.

Burada X;-H kiimesi X; uzayinda aymi zamanda X; uzayinda yari agiktir. X;
uzaymdan X, uzayma bir birim doniisiim tanimlay1ip bu doniisiime k fonksiyonu diyelim.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olarak alalim.

O halde

X,-Hck 1(X;-H)
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ve
donkap(X;-H)
c k™ 1(X,-H)
olur. k fonksiyonu birim fonksiyon oldugundan
donkap(X;-H)
cX;-H
olur.

O halde H kiimesi ise d6nacik olur.

Dolayisiyla biz her X, uzayi igin k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi
bir G yar1 agik kiimesi i¢in k™1(G) diizenli kapali oldugunda X, uzaymndan alman H gdpr-
kapali, gdpr-acik kiimesi i¢in H kiimesinin X; uzayinda d6nag¢ik oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 5.2. X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X; uzayindan alman her gdpr-kapali, gdpr-acik kiimenin d6nkapali olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her X, uzayi i¢gin k: X; = X, fonksiyonunun sr-stirekli olmasidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler oy, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

X, uzayindan alinan her H kiimesi gopr-kapali, gdpr-acik olsun ve H kiimesi

donkapali olsun.

Her X, uzayi i¢in k: X; — X, fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in sr-siirekliligin tanimindan X, uzaymnin G alt kiimesi yar1 acik ve X;
uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-acik ve
Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)
ck™1(G)
oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in X; uzayindan alian H kiimesi 66nkapali oldugundan
donkap(H)ck™1(G)
dir.

Buradan
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donkap(H)ck™1(G)
oldugu i¢in ispat biter.
O halde k fonksiyonu sr-stireklidir.
Dolayisiyla biz X; uzaymdan alinan her gopr-kapali, gopr-acik kiime 66nkapali ise
k: X; = X, fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gostermis olduk.
Tersine; Her X, uzayi i¢in k: X; = X, fonksiyonunun sr-siirekli olsun.
X; uzaymdan alman her gopr-kapal, gopr-acik kiimenin ddnkapali oldugunu

gosterelim.

X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, 6, srrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

Her X, uzayi i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli olsun.

Bu durumda X, uzayindan aliman H gopr-kapali, gdpr-acik kiimesi i¢cin H kiimesinin
X; uzaymda 66nkapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in X; uzaymdan H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi alalim.

k fonksiyonu sr-siirekli oldugundan X, uzaymm bir G alt kiimesi yar1 agik ve X;

uzaymin bir H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik ve

Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)ck™1(G)
oldugunu gérmeliyiz.
X, uzaymdan bir H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi alalim. X; ve X, uzaylarmi
birbirine esit alalim.
X, uzaymin lizerinde elemanlar1 @, H ve X, olan topolojiyi alalim.
Burada H kiimesi X, uzayinda yar1 agiktir.
X; uzayindan X, uzayina bir birim doniisiim tanimlayip bu doniisiime k fonksiyonu
diyelim.
Her X, uzay1 i¢in k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli oldugundan k fonksiyonu ayni
zamanda sr-siirekli olur.
H kiimesi X; uzaymnda gopr-kapali, gopr-acik ve H kiimesi yar1 agiktir.
O halde
Hck™1(H)

\
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donkap(H)ck™1(H)
olur.

k fonksiyonu birim fonksiyon oldugundan

donkap(H)cH

olur.

O halde H kiimesi d6nkapali olur.

Dolayisiyla biz X; uzayindan alinan her H gdpr-kapali, gdpr-agik kiime i¢in k: X; —
X, fonksiyonu sr-siirekli ise H kiimesinin X; uzayinda 6dnkapali oldugunu gdéstermis
olduk.

TEOREM 5.3. X; ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonunu alalim.

X, uzaymdan alinan her G yar1 agik kiimesi icin k™(G), X, uzayinda diizenli agik
olsun.

O zaman k: X; = X, fonksiyonu sr-siirekli.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrastyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

X, uzaymndan alinan her G yar1 agik kiimesi icin k™(G), X, uzayinda diizenli agik

olsun.

k fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gostermek i¢cin X, uzayindan alinan G kiimesi

yar1 agik ve X; uzaymdan alinan bir H kiimesi gopr-kapali, gopr-acik ve

Hck™1(G)
olmas1 durumunda
donkap(H)ck™1(G)
oldugunu gorecegiz.

O halde H kiimesi X; uzayinda gopr-kapali, gopr-acik ve

Hck(G)
alalim. k™1(G), X, uzaymda diizenli agik oldugundan
donkap(H)

ck™1(G)
O halde k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli.

31



Dolayisiyla X, uzayindan alman her G yar1 agik kiimesi igin k™1(G) kiimesi X,
uzaymda diizenli agik oluyorsa k: X; — X, fonksiyonu sr-siirekli oldugunu gostermis
olduk.

TEOREM 5.4. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, 0, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

Bu k fonksiyonunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime i¢in k=1 (G) diizenli agik
olsun ve k kuvvetli d6nkapali olsun.

X, uzaymdan alinan her H kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik olsun.

Bu durumda k(H), X, uzayinda gopr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu alalim.

Bu k fonksiyonunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime icin k=1(G) diizenli agik

olsun ve k kuvvetli d6nkapali olsun.

X; uzaymdan alman H kiimesi gopr-kapali, gopr-acik olsun.
Bu durumda k(H), X, uzaymda gdpr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde k(H)CG olarak alalim burada G, X, uzayinda diizenli acik kiime.

k fonksiyonunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime icin k™1(G) diizenli acik

olarak kabul ediyoruz.

O halde X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin H alt kiimesi gdpr-kapall,
gopr-acik ve
Hck1(G)
olmast durumunda

donkap(H)ck™1(G)

olur.
Buradan
k(66nkap(H))
ck(k71(G))
ve
k(66nkap(H))cG
olur.
Ayrica
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donkap(k(H))

cdonkap(k(donkap(H)))

ve
donkap(k(H))

cdonkap(k(donkap(H)))
oldugundan ve

k(66nkap(H))cG
oldugundan

donkap(k(H))cG
olur.

O halde k(H) gopr-kapali.

Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonunda X, uzayindaki her G yar1 agik kiime i¢in
k~1(G) diizenli agik ve k kuvvetli §6nkapal oldugunda X; uzaymdan alinan her H g8pr-
kapali, gopr-acik kiimesi i¢in k(H) kiimesinin X, uzaymda gopr-kapali oldugunu gostermis
olduk.
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BOLUM 6
CESIiTLIi UYGULAMALAR

Altinc1 boliimde gdpr-kapali gopr-acik kiimelerin 6zellikleri ¢aligilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak tiizere k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli 66nkapali, yar1 acik kiimeler, gopr-kapali,
gopr-acik kiimeler calisilmistir.

Ayrica X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swasiyla X; ve X, Tlzerindeki
topolojiler olmak {izere k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli d6nkapali ve deger kiimesinden
alman her yar1 a¢ik kiimenin ters resmi diizenli a¢ik olmasi durumu arastirilmistir.

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu i¢in sr-siirekli olma durumlari ¢aligilmistir.

TEOREM 6.1. X, ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak iizere k: X; = X, fonksiyonu kuvvetli 66nkapali ve X, uzayindan alinan
her G yar1 agik kiime i¢in k=1(G) diizenli agik olsun.

X; uzaymin bir H alt kiimesini gdpr-kapali, gopr-agik alalim. k(X;-H) kiimesi X,
uzayinda gopr-kapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, ilizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli 66nkapali olsun.

X, uzaymdan alinan her G yar1 acik kiime i¢in k1(G) diizenli acik olsun.

X, uzaymdan alman her G yar1 acik kiime igin k™1(G) diizenli acik oldugunu
kullanacagiz.

X; uzaymdan alinan bir H kiimesi gdpr-kapali, gopr-agik olsun.

O zaman X;-H kiimesi de ele alarak islem yapacagiz.

Bu durumda k(X;-H), X, uzaymnda gdpr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde

k(X;-H)cG
olarak alalim.
Burada G, X, uzayinda diizenli acik kiime. k fonksiyonu i¢in X, uzayindan alinan
her G yar agik kiime i¢in k~1(G) diizenli agik oldugundan X, uzaymnmn G alt kiimesi yar1

acik ve X; uzaymin X;-H alt kiimesini diisiiniirsek ve

X,;-Hck™1(G)
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olmasi durumunda

donkap(X;-H)
ck™1(G)
olur.
Buradan
k(oonkap(X;-H))
ck(k~1(G))
ve
k(d6nkap(X;-H))cG
olur.
Ayrica
sonkap(k(X,-H))
coonkap(k(donkap(X;-H)))
ve

sonkap(k(X,-H) )
cdonkap(k(donkap(X;-H)))
oldugundan ve
k(66nkap(X;-H))cG
oldugundan
donkap(k(X;-H))cG
olur.

O halde k(X;-H) gdpr-kapali.

Dolayisiyla biz k: X; — X, fonksiyonu kuvvetli donkapali ve X, uzaymdan alman
her G yar1 agik kiime igin k™1(G) diizenli agik oldugunda X, uzaymin bir H gdpr-kapals,
gdpr-agik alt kiimesi i¢in k(X;-H) kiimesi X, uzayinda gopr-kapali oldugunu gostermis
olduk.

TEOREM 6.2. X, ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik

kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olsun.
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X, uzaymdan alman H gdpr-kapali, gdpr-agik kiimesi icin H kiimesi X; uzayinda
donkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonunu alalim.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali olarak alalim.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapalidir.

X, uzaymdan H gdpr-kapali, gépr-acik kiimesi alalim.

X, uzaymndan alinan H gopr-kapali, gopr-acik kiimesi icin H kiimesinin X; uzayinda
donkapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in X; uzaymdan bir H gdpr-kapali, gdpr-acik kiimesi alalim. k fonksiyonu
X, uzaymndan alman keyfi bir G yar1 acik kiimesi i¢in k=1(G) diizenli kapali oldugundan
X, uzaymin bir G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin bir H alt kiimesi gdpr-kapali, gopr-

acgik ve
Hck™1(G)
olmasi1 durumunda
donkap(H)
ck™1(G)

olur.

X, uzaymdan bir H gdpr-kapali, gopr-acik kiimesi alalim. X; ve X, uzaylarmi
birbirine esit alalim.

X, uzaymin iizerinde elemanlar1 @, H ve X, olan topolojiyi alalim.

Burada H kiimesi X, uzayimnda yar1 agiktir.

X; uzayindan X, uzayina bir birim doniisiim tanimlayip bu doniisiime k fonksiyonu
diyelim.

Her X, uzay1 i¢in k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi bir G yar1 agik
kiimesi i¢in k~1(G) diizenli kapali oldugunu kullanacagiz.

H kiimesi X uzayinda gdpr-kapali, gopr-acik ve H kiimesi yar1 agiktir.

O halde

Hck™1(H)

ve
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donkap(H)

c k1(H)
olur.

donkap(H)

c k™1(H)
olmasini kullanacagiz.

k fonksiyonu birim fonksiyon oldugundan

donkap(H)cH
olur.

O halde H kiimesi 66nkapal1 olur.

Dolayisiyla biz her X, uzayi igin k: X; = X, fonksiyonu X, uzayindan alinan keyfi
bir G yar1 agik kiimesi i¢in k™1(G) diizenli kapali oldugunda X, uzaymndan alman H gdpr-
kapali, gopr-acik kiimesi i¢cin H kiimesinin X; uzayinda donkapali oldugunu gostermis
olduk.

TEOREM 6.3. X; ve X, bos olmayan kiimeler o,, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X, uzaymdan alman her H kiimesi i¢in H gdpr-kapali olsun. k fonksiyonu sr-siirekli
olsun.

Bu durumda X, uzayindaki her G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesi X, uzayinda
donkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasityla X; ve X, iizerindeki topolojiler

olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

X; uzaymdan alman her H kiimesi i¢cin H gdpr-kapali olsun. k fonksiyonu sr-siirekli
olsun.

Bu durumda X, uzaymndaki her G yar1 acik kiime i¢in k™1(G) kiimesinin X,
uzayinda donkapali oldugunu gésterecegiz.

sr-stireklilik tanimindan X, uzaymnm G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymm H alt
kiimesi gdpr-kapali, gdpr-acik ve HCk™1(G) olmas1 durumunda

donkap(H)ck™1(G)

olur.

donkap(H)
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ck™1(G)
olmas1 durumunu kullanacagiz.
X; uzayindan alman her H kiimesi i¢in H gopr-kapali oldugu icin X, uzayindan

alinan G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesi X; uzaymda gdpr-kapal, gdpr-a¢ik olur.

O halde sr-siireklilik tanimindan X, uzaymnm G alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymin
k~1(G) alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-acik ve
k~1(G)ck™1(G)
olmas1 durumunda

sonkap(k~—1(G))

ck™1(G)
olur.

O halde k™1(G) kiimesi X; uzayinda d6nkapalidir.

Dolayisiyla biz X; uzaymdan alinan her H kiimesi i¢in H gdpr-kapali oldugunda ve k
fonksiyonu sr-siirekli oldugunda X, uzayindaki her G yar1 agik kiimesi ig¢in k™1(G)
kiimesinin X; uzaymda 66nkapali oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 6.4. X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, sirasiyla X; ve X, lizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.

X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime i¢in k=1(G) kiimesi X, uzayinda kapal olsun. O
halde k fonksiyonu sr-stireklidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

O halde k fonksiyonu sr-siirekli oldugunu gosterecegiz.
X, uzaymdaki her G yar1 agik kiime i¢in k™1(G) kiimesi X, uzayinda kapali olsun.

X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gopr-
acik ve HCk™1(G) olmas1 durumunda
donkap(H)
ck™1(G)
oldugunu gorecegiz.
Her yar1 acik kiime igin ters resim kapali kiime oldugundan k~1(H) kiimesini ele
alirsak ve Hck™1(G) oldugundan
donkap(H)
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ck™1(G)
olur.
k~1(G) kiimesi X, uzaymda kapali oldugundan
donkap(H)

ck™1(G)
Oldugunu goriiriiz.

O halde k fonksiyonu sr-stireklidir.

Dolayisiyla X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime i¢in k™1(G) kiimesi X, uzayinda
kapali oldugunda k fonksiyonunun sr-siirekli oldugunu gdstermis olduk.

TEOREM 6.5. X; ve X, bos olmayan kiimeler o, o, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin. X; uzayindan alinan her H kiimesi
icin H gopr-kapali olsun.

X, uzayindaki her G yar1 agik kiime i¢in k=1(G) diizenli agik olsun. Bu durumda X,
uzayindaki her G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesi X; uzaymda d6nkapalidir.

ISPAT

X, ve X, bos olmayan kiimeler o;, o, swrastyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu verilsin.

X; uzayindan alinan her H kiimesi icin H gopr-kapali olsun. X, uzaymdaki her G
yar1 agik kiime i¢in k=1(G) diizenli agik olsun.

Bu durumda X, uzaymdaki her G yar1 agik kiimesi i¢cin k™1(G) kiimesinin X,

uzayinda donkapali oldugunu gésterecegiz.

O halde X, uzaymdaki her G yar1 agik kiime i¢in k™1(G) diizenli a¢ik olduguu kabul
edelim ve k fonksiyonu her G yar1 agik kiime icin k™1(G) diizenli acik oldugundan X,
uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymin H alt kiimesi gopr-kapali, gdpr-acik ve
Hck ™ 1(G) olmasi durumunda

donkap(H)

ck™1G)
dir.
X, uzaymdan alman her H kiimesi i¢cin H gdopr-kapali oldugu i¢in X, uzayindan

alman G yar1 agik kiimesi i¢in k~1(G) kiimesi X; uzaymda gdpr-kapal, gdpr-agik olur.

O halde her G yar1 agik kiime i¢in k™1(G) diizenli agik oldugundan X, uzaymnm G
alt kiimesi yar1 agik ve X; uzaymm k~1(G) alt kiimesi gdpr-kapali, gdpr-acik ve
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k= 1(G)ck™1(G)
olmasi1 durumunda

sonkap(k~1(G))

ck™1(G)
olur.
O halde k~1(G) kiimesi X; uzayinda d6nkapalidir.
Dolayisiyla biz X; uzayindan alinan her H kiimesi i¢cin H gopr-kapali oldugunda ve
X, uzaymndaki her G yar1 agik kiime igin k~1(G) diizenli agik oldugunda X, uzaymdaki her
G yan agik kiimesi icin k™1(G) kiimesinin X; uzaymnda ddnkapali oldugunu gdstermis
olduk.
TEOREM 6.6. X; ve X, bos olmayan kiimeler o, 0, sirasiyla X; ve X, tlizerindeki
topolojiler olmak tizere k: X; = X, fonksiyonu verilsin.
Bu k fonksiyonunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime i¢in k=1(G) diizenli agik
olsun ve k kuvvetli d6nkapali olsun.
X, uzaymdan alinan her H kiimesi gopr-kapali, gdpr-agik olsun.
Bu durumda k(X -H), X, uzaymda gépr-kapalidir.
ISPAT
X; ve X, bos olmayan kiimeler o;, 6, srrasiyla X; ve X, iizerindeki topolojiler
olmak iizere k: X; — X, fonksiyonu alalim.
Bu k fonksiyonunda X, uzaymdaki her G yar1 acik kiime i¢in k=1(G) diizenli agik

olsun ve k kuvvetli d6nkapali olsun.

X; uzaymdan alman H kiimesi gopr-kapali, gopr-acik olsun.

O halde X;-H kiimesi X; uzayinda ele alacagiz.

Bu durumda k(X;-H), X, uzayinda gopr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢inde

k(X;-H)cG

olarak alalim

Burada G, X, uzaymda diizenli agik kiime. k fonksiyonunda X, uzaymndaki her U
yar1 agik kiime i¢in k~1(U) diizenli agik oldugunu kullanacagiz.

O halde X, uzaymin G alt kiimesi yar1 acik ve X; uzaymmm X;-H alt kiimesi

diistiniirsek ve

X;-Hck™1(G)
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olmasi durumunda

donkap(X;-H)
ck™1(G)
olur.
donkap(X;-H)
ck™1(G)
olmasini kullanacagiz.
Buradan
k(o6nkap(X;-H))
ck(k™(G))
ve
k(66nkap(X,-H))cG
olur.
Ayrica

Sonkap(k(X,-H))

cédonkap (k(donkap(X;-H)))
oldugundan ve
k(66nkap(X;-H))cG
oldugundan
donkap(k(X;-H))cG
olur.
O halde k(X;-H) gdpr-kapali.
Dolayisiyla biz k: X; = X, fonksiyonunda X, uzayindaki her G yar1 agik kiime i¢in
k~1(A) diizenli agik ve k kuvvetli 6nkapal oldugunda X; uzaymndan alinan her H gdpr-
kapali, gdpr-agik kiimesi i¢cin k(X;-H) kiimesinin X, uzaymda gopr-kapali oldugunu

gostermis olduk.
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