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Sunulan yüksek lisans tezinde topoloji olmayan bir koleksiyon üzerine çalışılmıştır.  

Topoloji olmayan bu koleksiyon ve dönüşüm özellikleri araştırılmıştır. Topolojik uzaylar 

arasında tanımlı pr-kapalı fonksiyon ve topolojik uzaylar arasında tanımlı pr-kapalı 

fonksiyonun araştırmalarına yer verilmiştir. 
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In the present thesis, a collection which is not topology was studied. This 

collection which is not topology and properties of maps are investigated. pr-closed 

functions between topological spaces and the investigations of pr-closed functions between 

topological spaces are considered. 

 

Keywords: Collection, Topology, pr-Closed Function, Non-Topology 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

vii 
 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa No 
 

TEZ SINAV SONUÇ FORMU ......................................................................................... ii 
İNTİHAL (AŞIRMA) BEYAN SAYFASI ....................................................................... iii 
TEŞEKKÜR ..................................................................................................................... iv 

ÖZET ................................................................................................................................ v 

ABSTRACT ..................................................................................................................... vi 
BÖLÜM 1                                                                                                                                   
GİRİŞ ................................................................................................................................ 1 

BÖLÜM 2                                                                                                                                 
ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR ................................................................................................. 3 

BÖLÜM 3                                                                                                                                   
KAPALI DÖNÜŞÜMLER .............................................................................................. 10 

BÖLÜM 4                                                                                                                                   
BİLEŞKE İŞLEMLERİ ................................................................................................... 16 

BÖLÜM 5                                                                                                                                   
ALT KÜMELER ............................................................................................................. 22 

BÖLÜM 6                                                                                                                                   
EK ÖZELLİKLER .......................................................................................................... 30 

BÖLÜM 7                                                                                                                                   
DÖNÜŞÜM ÖZELLİKLERİ........................................................................................... 39 

KAYNAKLAR ............................................................................................................... 52 

ÖZGEÇMİŞ ....................................................................................................................... I 

 
 



 

1 
 

BÖLÜM 1                                                                                                                                  

GİRİŞ 

 

Sunulan yüksek lisans tezinde topoloji olmayan bir koleksiyon üzerine çalışılmıştır.   

Topoloji olmayan bu koleksiyon ve dönüşüm özellikleri araştırılmıştır.  

Topolojik uzaylar arasında tanımlı pr-kapalı fonksiyon ve topolojik uzaylar arasında 

tanımlı pr-kapalı fonksiyonun araştırmalarına yer verilmiştir. 

Yapılan çalışmalara bakıldığında uzayda koleksiyonlar üzerine önemli çalışmalar 

ortaya konmuştur.  

Bunlardan bazıları; Ekici (2011); Caldas ve ark. (2009); Ekici (2009); Ekici (2008a); 

Ekici (2008b); Ekici (2008c); Ekici ve Jafari (2008); Ekici ve Noiri (2007); Ekici ve Jafari 

(2006); Ekici (2006); Ekici (2005a); Ekici (2005b); Ekici ve Caldas (2004);.Ekici (2003) 

olarak yer almaktadır. 

Bu tezimiz yedi bölümden oluşmaktadır. 

Sunulan tezin ilk bölümünde tezimizde kullanılan temel bilgiler, tanımlar ve 

teoremler sunulmaktadır. 

İkinci bölümde tezimiz için temel olan tanım ve teoremler sunulmaktadır. 
Üçüncü bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere g1:X1→X2 

fonksiyonunun pr-kapalı olma durumu çalışılmıştır. 

 önkararsız ve pr-kapalı fonksiyonlar eleߜ ,p-düzenli T1/2 uzaylar ele alınarakߜ	

alınarak araştırmalar yapılmıştır. 

Dördüncü bölümde X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve 

g1:X1→X2 ve g2:X2→X3 

 fonksiyonlar olmak üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde 

߷3 topolojisi olmak üzere g1:X1→X2 fonksiyonu ve g2:X2→X3 fonksiyonlarının M-

önkapalı, pr-kapalı, kuvvetli ߜönaçık ve gߜpr-kararsız olma durumları ile g1og2:X1→X3 

fonksiyonunun durumu çalışılmıştır. 

Beşinci bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı g1 fonksiyonunun pr-kapalı ve kümelerin gߜpr-kapalı, gߜpr-açık olma 

durumları çalışılmıştır. 
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Altıncı bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere g1 fonksiyonunun pr-

kapalı olması, ters görüntü ve X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesi olmak üzere U alt kümesinin hemen hemen çekirdeği olan  

a-çek(U) 

 üzerine çalışılmıştır. 

Yedinci bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere pr-kapalı 

fonksiyonların çeşitli özelikleri çalışılmıştır. 
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BÖLÜM 2                                                                                                                                

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini alalım.  

U alt kümesinin içini 

iç(U), 

U alt kümesinin kapanışını  

kap(U) 

ile göstereceğiz. 

TANIM 2. 1. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım. 

U⊂V ve V kümesi, X1 uzayında açık olduğunda  

kap(U)⊂V 

oluyorsa U alt kümesi genelleştirilmiş kapalı küme olarak adlandırılır (Levine, 1970). 

UYARI 2. 2. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

genelleştirilmiş kapalı küme ise g-kapalı olarak göstereceğiz (Levine, 1970). 

TANIM 2. 3. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

içeren tüm önkapalı kümelerin kesişimleri U kümesinin önkapanışı olarak adlandırılır (El-

Deeb ve ark., 1983).  

UYARI 2. 4. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesinin 

önkapanışını önkap(U) ile göstereceğiz. 

TANIM 2. 5. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesinde içerilen tüm önaçık kümelerin birleşimi U kümesinin öniçi olarak adlandırılır 

(El-Deeb ve ark., 1983). 

UYARI 2. 6. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesininin öniçini öniç(U) ile göstereceğiz. 

TANIM 2. 7. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım.  

U kümesi önaçık küme ise tümleyeni olan X1 ̶ U kümesi önkapalı küme olarak 

adlandırılır (Mashhour ve ark., 1982). 

TANIM 2.8. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım.  

U=iç(kap(U)) 
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ise U alt kümesine düzenli açık denir (Stone, 1937). 

TANIM 2. 9. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesinin 

 içi, U kümesinde içerilen tüm düzenli açık kümelerin birleşimi olarak tanımlanırߜ

(Velicko, 1968). 

UYARI 2. 10. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesinin ߜiçini 

 iç(U)ߜ

ile göstereceğiz. 

TANIM 2. 11. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım.  

U kümesi düzenli açık küme ise tümleyeni olan X1 ̶ U kümesi düzenli kapalı küme 

olarak adlandırılır (Stone, 1937). 

TANIM 2. 12. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere bir küme düzenli açık 

kümelerin birleşimi ise o küme ߜaçık küme olarak adlandırılır (Velicko, 1968). 

TANIM 2. 13. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım.  

U kümesi ߜaçık küme ise tümleyeni olan X1 ̶ U kümesi ߜkapalı küme olarak 

adlandırılır (Velicko, 1968). 

TANIM 2. 14. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

olmak üzere,   

≠kap(U) = {x∈X1: U ∩ iç(kap(V))ߜ ∅, V∈ ߷ ve x ∈V} 

olarak tanımlanır.  

Eğer  

U = ߜkap(U) 

olduğunda ߜkapalı küme olarak adlandırılır (Velicko, 1968). 

UYARI 2. 15. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesinin ߜkapanışını 

 kap(U)ߜ

ile göstereceğiz. 

TANIM 2. 16. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi  

U⊂iç(ߜkap(U)) 
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oluyorsa X1 uzayının U alt kümesi ߜönaçık olarak adlandırılır (Raychaudhuri ve 

Mukherjee, 1993). 

TANIM 2. 17. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesini 

alalım.  

U kümesi ߜönaçık küme ise tümleyeni olan X1 ̶ U kümesi ߜönkapalı küme olarak 

adlandırılır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).  

TANIM 2. 18. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayındaki U kümesini 

içeren ߜönkapalı kümelerin tümünün kesişimi U kümesinin ߜönkapanışı olarak adlandırılır 

(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

TANIM 2. 19. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayındaki U 

kümesinde içerilen ߜönaçık kümelerin tümünün birleşimi U kümesinde ߜöniçi olarak 

adlandırılır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

TANIM 2. 20. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

U⊂V ve V kümesi X1 uzayında açık küme durumunda 

önkap(U)⊂V 

oluyorsa U kümesine genelleştirilmiş p-kapalı küme denir (Maki ve ark., 1996). 

UYARI 2. 21. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

genelleştirilmiş p-kapalı küme ise U alt kümesini gp-kapalı olarak göstereceğiz (Maki ve 

ark., 1996). 

TANIM 2. 22. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

U⊂V ve V kümesi X1 uzayında düzenli açık küme olduğunda  

kap(U)⊂V 

oluyorsa U kümesine düzenli genelleştirilmiş kapalı küme denir (Palaniappan ve Rao, 

1993). 

UYARI 2. 23. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

düzenli genelleştirilmiş kapalı küme ise U alt kümesini rg-kapalı olarak göstereceğiz 

(Palaniappan ve Rao, 1993). 

TANIM 2. 24. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

U⊂V ve V kümesi X1 uzayında düzenli açık küme olması durumda 

önkap(U)⊂V 
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 oluyorsa U kümesine düzenli genelleştirilmiş önkapalı küme veya genelleştirilmiş 

öndüzenli kapalı küme (Noiri, 1998; Gnanambal, 1997) denir. 

UYARI 2. 25. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

düzenli genelleştirilmiş önkapalı küme veya genelleştirilmiş öndüzenli kapalı küme ise U 

alt kümesini 

gpr-kapalı 

olarak göstereceğiz (Noiri, 1998; Gnanambal, 1997). 

TANIM 2. 26. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

U⊂V ve V kümesi X1 uzayında açık küme olduğunda 

 önkap(U)⊂Vߜ

oluyorsa U kümesine genelleştirilmiş ߜönkapalı küme denir (Ekici ve Noiri, 2006a). 

UYARI 2. 27. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

genelleştirilmiş ߜönkapalı küme ise U alt kümesini  

gߜp-kapalı 

olarak göstereceğiz (Ekici ve Noiri, 2006a). 

TANIM 2. 28. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

U⊂V ve V kümesi X1 uzayında düzenli açık küme olduğunda 

 önkap(U)⊂Vߜ

olduğunda U kümesine genelleştirilmiş ߜpdüzenli kapalı küme denir (Ekici ve Noiri, 

2006b). 

UYARI 2. 29. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

genelleştirilmiş ߜpdüzenli kapalı küme ise U alt kümesini gߜpr-kapalı olarak göstereceğiz 

(Ekici ve Noiri, 2006b). 

TEOREM 2. 30. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesi gߜpr-açık olması için gerek ve yeter koşul V⊂U ve V kümesi düzenli kapalı küme 

ise  

V⊂  öniç(U)ߜ

dır (Ekici ve Noiri,2006b). 

TANIM 2. 31. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olsun.  

X2 uzayının her V ߜönkapalı kümesi için X1 uzayında g1
-1(V) ߜönkapalı ise X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonuna ߜönkararsız denir (Ekici, 2004). 
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TANIM 2. 32. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayında her gߜpr-

kapalı küme ߜönkapalı olduğunda X1 uzayına 

 p-düzenli T1/2 uzayߜ

denir (Ekici ve Noiri, 2006b). 

TANIM 2. 33. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olsun.  

X1 uzayındaki her U önkapalı kümesi için X2 uzayında g1(U) önkapalı oluyor ise X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı g1:X1→X2 fonksiyonuna M-önkapalı denir (Mashhour ve 

ark., 1984). 

TANIM 2. 34. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olsun. 

X1 uzayındaki her ߜönaçık U kümesi için g1(U), X2 uzayında ߜönaçık olduğunda X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı g1:X1→X2 fonksiyonuna kuvvetli ߜönaçık denir (Ekici ve 

Noiri, 2006a). 

TANIM 2. 35. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olsun.  

X2 uzayının her gߜpr-kapalı V kümesi için g1
-1(V) fonksiyonu X1 uzayında gߜpr-

kapalı ise X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonuna gߜpr-kararsız denir (Ekici ve 

Noiri, 2006b). 

UYARI 2. 36. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere U alt kümesi için 

aşağıdakiler geçerlidir (Ekici ve Noiri, 2006b). 

 

                 kapalı   →    g-kapalı    →   rg-kapalı 

                   ↓                     ↓                         ↓ 

               önkapalı  →  gp-kapalı  		→  gpr-kapalı 

                    ↓                      ↓                       ↓ 

 pr-kapalıߜ g		p-kapalı  →ߜönkapalı   →   gߜ             

 

TANIM 2. 37. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayındaki düzenli 

kapalı her U kümesi ve her x∈X1 ̶ U noktası için x∈A ve U⊂B öyleki A ve B ayrık 

 p-düzenliߜ önaçık kümeleri var olduğunda X1 uzayının U alt kümesi hemen hemenߜ

olarak adlandırılır (Ekici ve Noiri, 2006b). 
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TANIM 2. 38. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve X1 uzayının U alt 

kümesi olmak üzere X1 uzayının ߜönaçık kümeleri tarafından oluşturulan U alt kümesinin 

her  

{Vߙ:ߙ ∈U} 

örtüsü için  

U⊂	∪{ߜönkap(Vߙ): ߙ ∈ Λ0} 

öyleki Λ nin Λ0 sonlu alt kümesi var ise X1 uzayının U alt kümesi X1’e göre ߜönkapalı 

olarak adlandırılır (Ekici ve Noiri, 2006b). 

TEOREM 2.39. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

olmak üzere X1 uzayı hemen hemen ߜp-düzenli ve X1 uzayının U alt kümesi X1’ e göre 

 .pr-kapalıdır (Ekici ve Noiri, 2006b)ߜönkapalı ise X1 uzayının U alt kümesi gߜ

TANIM 2. 40. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

olmak üzere U alt kümesini bulunduran tüm düzenli açık kümelerin kesişimi U nun hemen 

hemen çekirdeği olarak adlandırılır (Ekici ve Noiri, 2006b). 

UYARI 2. 41. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

olmak üzere U alt kümesinin hemen hemen çekirdeğini  

a-çek(U) 

olarak göstereceğiz (Ekici ve Noiri, 2006b). 

TEOREM 2. 42. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesinin gߜpr-kapalı olması için gerek ve yeter koşul 

 ⊂ a-çek(U)	önkap(U)ߜ

dır (Ekici ve Noiri, 2006b). 

TEOREM 2. 43. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere aşağıdaki koşullar X1 

uzayı için dektir (Ekici ve Noiri, 2006b). 

(a) X1 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay 

(b) Her tek nokta kümesi ya düzenli kapalıdır ya da ߜönaçıkdır. 

TANIM 2. 44. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olsun.  

X2 uzayının her kapalı U kümesi için g1
-1(U) fonksiyonu X1 uzayında gߜpr-kapalı ise 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonuna  

gߜpr-sürekli 

denir (Ekici ve Noiri, 2006b). 
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TEOREM 2. 45. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere ve g1:X1→X2 tanımlı bir 

fonksiyon olmak üzere; 

 X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu ߜp-gߜpr-sürekli ve X2 uzayı 

 p-düzenli T1/2 uzayߜ

 ise X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu gߜpr-kararsızdır (Ekici ve Noiri, 

2006b). 

UYARI 2. 46. X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi 

genelleştirilmiş ߜpdüzenli kapalı küme ise U alt kümesini gߜpr-kapalı olarak göstereceğiz 

(Ekici ve Noiri, 2006b). 
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BÖLÜM 3                                                                                                                                  

KAPALI DÖNÜŞÜMLER 

 

Bu bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere 

X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere g1:X1→X2 fonksiyonunun 

pr-kapalı olma durumu çalışılmıştır. 

 önkararsız ve pr-kapalı fonksiyonlar ele alınarakߜ p-düzenli T1/2 uzaylar ile birlikteߜ	

araştırmalar yapılmıştır. 

TANIM 3. 1. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. 

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-

açık küme olmak üzere 

g1(U)⊂V  

iken  

g1(U) 

⊂  öniç(V)ߜ

oluyorsa X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonuna pr-kapalı denir. 

TEOREM 3. 2. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT: 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi ve X2 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım.  

Bu durumda g1(U)⊂V iken  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

 olduğunu göstermeliyiz. 

g1(U)⊂V olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X2 ̶ V 
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⊂X2  ̶ g1(U) 

elde ederiz. 

Tanımdan X2 uzayında her gߜpr-kapalı küme ߜönkapalı olduğunda X2 uzayının ߜp- 

düzenli T1/2 uzay olduğunu elde ederiz.  

Bu durumda X2  ̶ V gߜpr-kapalı olduğundan 

Bunu ele alırsak  

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2  ̶ g1(U) 

olduğuna ulaşırız. 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2  ̶ g1(U) 

olduğundan  

X2 ̶ ߜöniç(V) 

⊂X2  ̶ g1(U) 

elde ederiz.  

O halde buradan  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olduğunu ve U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V 

kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V ele aldığımızda  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 3. 3. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayı hemen hemen ߜp-düzenli ve X2 uzayındaki her küme X2’ ye göre ߜönkapalı 

olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ise X1 uzayındaki her 

önkapalı U kümesi için g1(U) X2 uzayında ߜönaçıkdır. 
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İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayı hemen hemen ߜp-düzenli ve X2 uzayındaki her küme X2’ ye göre ߜönkapalı 

olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ise X1 uzayındaki her 

önkapalı U kümesi için g1(U) X2 uzayında ߜönaçık olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme alalım. 

X2 bir küme ve ߷2 bir topolojik uzay olmak üzere X2 uzayının U alt kümesi olmak 

üzere X2 uzayı hemen hemen ߜp-düzenli ve X2 uzayının U alt kümesi X2’ e göre ߜönkapalı 

olduğunu göz önüne alalım.  

O halde X2 uzayı hemen hemen ߜp-düzenli ve X2 uzayının U alt kümesi X2’ e göre 

  önkapalı olduğunu veߜ

g1(U)⊂g1(U) 

olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğu 

için  

g1(U) 

⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ederiz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, küme 

olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğunda  

g1(U)⊂g1(U) 

aldığımızda 

g1(U) 

⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır. 
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TEOREM 3. 4. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ve ߜönkararsız olsun. 

 önkap(V)⊂a-çek(V)ߜ

ve 

 önkap(X2 ̶ V)⊂a-çek(X2 ̶ V)ߜ

olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde	߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

X2 bir küme ve ߷ topolojik uzay olmak üzere  

 önkap(V)⊂a-çek(V)ߜ

olduğunu biliyoruz. 

Hipotezden 

 önkap(V)ߜ

⊂a-çek(V) 

olduğundan ve 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂a-çek(X2 ̶ V) 

olduğundan yararlanacağız. 

X1, X2 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı 

olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve g1
-1(V)⊂U alalım. 

O halde buradan g1
-1(V)⊂U olduğunu bilerek buradan 

X1 ̶ U⊂X1  ̶ g1
-1(V) 

olduğuna ulaşırız.  

X1 ̶ g1
-1(V) ‘i kullanırsak  

X1 ̶ U⊂g1
-1(X2 ̶ V) 

 elde ederiz.  

Bundan dolayı  
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g1(X1 ̶ U)⊂(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

elde ederiz. 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

olduğunu biliyoruz.  

Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2  ̶ 	ߜönkap(V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U 

⊂ g1
-1(X2  ̶ 	ߜönkap(V))  

ulaşırız.  

X1 ̶ U 

⊂ g1
-1(X2  ̶ 	ߜönkap(V)) 

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U⊂ X1  ̶ g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla g1
 .U olur⊃(önkap(V)ߜ	)1-

X1 ̶ U⊂ X1  ̶ g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu ve g1
 ;U olduğunu kullanırsak⊃(önkap(V)ߜ	)1-

ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1 (V))  

⊂ önkap(g1ߜ
  ((önkap(V)ߜ)1-

=g1
 (önkap(V)ߜ)1-

olduğu için 

önkap(g1ߜ
-1 (V))  

⊂ önkap(g1ߜ
  ((önkap(V)ߜ)1-

=g1
 (önkap(V)ߜ)1-
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ifadesini kullanırsak 

önkap(g1ߜ
-1(V))	⊂U 

elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık,  ߜönkap(V)⊂a-çek(V) ve ߜönkap(X2 ̶ V)⊂a-

çek(X2 ̶ V) ele aldık. 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı 

olduğunu, g1(U)⊂V ele aldığımızda 

önkap(g1ߜ
-1(V))	⊂U 

ulaştık.  

O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) gߜpr-kapalıdır 
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BÖLÜM 4                                                                                                                             

BİLEŞKE İŞLEMLERİ 

 

Dördüncü bölümde X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 ve g2:X2→X3  

fonksiyonlar olmak üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde 

߷3 topolojisi olmak üzere g1:X1→X2 fonksiyonu ve g2:X2→X3  fonksiyonlarının M-

önkapalı, pr-kapalı, kuvvetli ߜönaçık ve gߜpr-kararsız olma durumları ile g1og2:X1→X3 

fonksiyonunun durumu çalışılmıştır. 

TEOREM 4. 1. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. 

g1:X1→X2 fonksiyonu M-önkapalı ve g2:X2→X3 fonksiyonu pr-kapalı olsun. 

g1og2:X1→X3 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde	߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. 

X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g1og2 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X3 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere  

g2og1(U)	⊂V 

ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu M-önkapalı ve X2 uzayından X3 

uzayına tanımlı g2 fonksiyonu pr-kapalı olsun. 

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

g2og1 (U)	⊂V 

alalım.  

Buradan  

g2(g1(U))	⊂V 

elde ederiz.  

X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu pr-kapalı olduğu için 

g2(g1(U))	⊂  öniç(V)ߜ

olduğuna ulaşırız.  

Yani  
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g2og1 (U)	⊂  öniç(V)ߜ

elde etmiş oluruz. 

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

g1:X1→X2 fonksiyonu M-önkapalı ve g2:X2→X3 fonksiyonu pr-kapalı olduğunu ve 

g2og1 (U)⊂V ele aldığımızda g2og1 (U)⊂   .öniç(V) olduğunu elde ettikߜ

Dolayısıyla X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 4.2. X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon 

olmak üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde	߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi 

olsun.  

g1:X1→X2 fonksiyonu pr-kapalı ve g2:X2 →X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve gߜpr-

kararsız olsun.  

g2og1:X1→X3 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde 	߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. 

X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-

kapalı ve X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık, gߜpr-kararsız 

olsun.  

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için  

g2og1(U)	⊂V 

 alalım.  

Buradan  

g2(g1(U))	⊂V 

olduğuna ulaşırız ve bunu kullanırsak 

g1(U)	⊂g2
-1(V) 

olduğunu elde ederiz.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan 
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g1(U)	 

⊂ öniç(g2ߜ
-1(V)) 

olduğunu elde ederiz.  

O halde  

g2(g1(U)) 

	⊂g2(ߜöniç(g2
-1(V))) 

olur ve bundan dolayı 

g2og1(U)	 

⊂ öniç(g2(g1ߜ
-1(V))) 

olduğuna ulaşırız.  

Buradan  

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi X2 üzerinde	߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. 

g1:X1→X2 fonksiyonu pr-kapalı ve g2:X2 →X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve gߜpr-

kararsız olduğunu ve g2og1(U)⊂V ele aldığımızda g2og1(U)⊂  öniç(V) olduğunu eldeߜ

ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 4.3. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı olsun. 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı olsun. 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım.  

Bu durumda g1(U)⊂V iken 
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g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz. 

Hipotez X1 uzayındaki U önkapalı kümesinin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında 

düzenli kapalı olduğunu söyler.  
Teoremden X1 uzayının U alt kümesi gߜpr-açık olması için gerek ve yeter koşul 

M⊂U ve M kümesi düzenli kapalı küme ise  

M⊂  öniç(U)ߜ

Olduğunu elde ederiz. 

Bu teoremi ele aldığımızda, g1(U)⊂V olduğunu biliyoruz. g1(U) düzenli kapalı ve V 

kümesi X2 uzayında gߜpr-açık olduğu için g1(U)⊂  .öniç(V) olduğunu elde etmiş oluruzߜ
X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde	߷1 topolojisi Y üzerinde 	߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı 

olduğunu ve U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, 

gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V ele aldığımızda, Teorem 2. 30 ‘dan da yararlanarak g1(U)⊂

 öniç(V) olduğunu elde ettik dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonuߜ

pr-kapalıdır. 

UYARI 4.4. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. X1 uzayında keyfi önkapalı 

kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğunu teorem. 4. 3.’de 

gördük.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olsun.  

Bu durumda X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli 

kapalı olduğunu vermez. 

ÖRNEK 4. 5. X1 = {a, b, c, d}, ߷ = {X1, ∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a, 

b, c}, {a, b, d}} olsun. 

g1:X1→X1 tanımlı fonksiyon g1(a)= b, g1(b)= b, g1(c)= b, g1(d)= b durumunda pr-

kapalıdır.  

Her önkapalı U kümesi için görüntüsü olan g1(U) düzenli kapalı olmaz. 

TEOREM 4.6. X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon 

olmak üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi 

olsun. 
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g1:X1→X2 fonksiyonu X1 uzayındaki her U önkapalı kümesi için görüntüsü olan 

g1(U), X2 uzayında düzenli açıktır ve g2:X2→X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve gߜpr-

kararsız olsun.  

g2og1:X1→X3 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X3 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu X1 

uzayındaki her U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U) X2 uzayında düzenli açıktır ve 

X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık, gߜpr-kararsız olsun. 

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için g2og1(U)	⊂V alalım.  

Buradan  

g2(g1(U))	⊂V 

olduğuna ulaşırız ve bunu kullanırsak  

g1(U)⊂g2
-1(V) 

olduğunu elde ederiz. 

 X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olsun. X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu X1 uzayındaki her 

önkapalı U kümesi için g1(U) düzenli açık olduğundan 

g1(U)	 

⊂ öniç(g2ߜ
-1(V)) 

 olduğunu elde ederiz. g2 fonksiyonunu ele alırsak  

g2(g1(U)) 

⊂g2(	ߜöniç(g2
-1(V))) 

olduğunu görürüz ve  

g2og1 (U)	 



 

21 
 

⊂ öniç(g2(g2ߜ
-1(V))) 

olduğuna ulaşırız.  

O halde g2og1 (U)	⊂   .öniç(V) elde etmiş oluruzߜ

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1: X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

g1:X1→X2 fonksiyonu X1 uzayındaki her U önkapalı kümesi için görüntüsü olan 

g1(U) X2 uzayında düzenli açık olduğunda g2:X2→X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve 

gߜpr-kararsız olduğunu ve  

g2og1(U)⊂V 

ele aldığımızda 

g2og1(U) 

⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 
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BÖLÜM 5                                                                                                                             

ALT KÜMELER 

 

Beşinci bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı g1 fonksiyonunun pr-kapalı ve kümelerin gߜpr-kapalı, gߜpr-açık olma 

durumları çalışılmıştır. 

TEOREM 5.1. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu her X1 uzayı için pr-kapalı olsun. X2 

uzayındaki her gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ߜönkapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu her X1 uzayı için pr-kapalı olsun.  

X2 uzayındaki her gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ߜönkapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olsun ve X1=X2 

alalım. X1 uzayı üzerinde elemanları V, X1, ∅ olan topolojiyi ve X1 uzayından X1 uzayına 

tanımlı birim dönüşümü, ଓx fonksiyonunu ve 	ଓx (V) ⊂ V alalım.  

O halde 

ଓx (X1  ̶ V)⊂X1 ̶ V 

ulaşırız.  

Hipotezden ଓx pr-kapalı olduğunu biliyoruz. Dolayısıyla  

ଓx (X1 ̶ V)  

 öniç(X1 ̶ V)ߜ ⊃

 olduğunu elde ederiz.  

Buradan 

ଓx (X1 ̶ V)  

 öniç(X1 ̶ V)ߜ ⊃

olduğu için  

  önkap(V)ߜ

⊂ 	ଓx(V) 

olur.  



 

23 
 

O halde ߜönkap(V) ⊂ 	ଓx(V) elde ederiz. 

 ଓx birim fonksiyon olduğu için 

 V	önkap(V)⊂ߜ

olduğunu elde ederiz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu her X1 uzayı için pr-kapalı olduğunu 

ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ve X1=X2 olduğunu, X1 uzayı 

üzerinde elemanları V, X, ∅ olan topolojiyi ve X1 uzayından X1 uzayına tanımlı birim 

dönüşüm olan, ଓx fonksiyonunu ve 	ଓx (V)⊂V aldığmızda 

⊃önkap(V)ߜ 	ଓx(V) 

olduğunu elde ettik.  

Bundan dolayı V kümesi X2 uzayında ߜönkapalıdır. 

TEOREM 5.2. X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon 

olmak üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi 

olsun. g1:X1→X2 fonksiyonu M-önkapalı ve g2:X2→X3 fonksiyonu X2 uzayındaki her 

önkapalı V kümesi için g2(V) düzenli açık olsun.  

g2og1:X1→X3 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2, X3  topolojik uzaylar ve g1:X1→ X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. 

X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu M-

önkapalı ve X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu X2 uzayındaki her önkapalı V 

kümesi için g2(V) düzenli açık olsun.  

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

g2og1(U)	⊂V 

 alalım.  

Buradan g2(g1(U))	⊂V olduğunu elde ederiz.  
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X2 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X3 uzayında düzenli açık olsun. X2 

uzayından X2 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu pr-kapalı olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak, X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu X3 uzayındaki her 

önkapalı V kümesi için g2(V) düzenli açık olduğu için; 

g2(g1(U))	⊂  öniç(V)ߜ

olduğuna ulaşırız.  

Yani g2og1(U)	⊂  .öniç(V) elde etmiş oluruzߜ

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

g1:X1→X2 fonksiyonu M-önkapalı ve g2:X2→ X3 fonksiyonu X2 uzayındaki her 

önkapalı V kümesi için g2(V) düzenli açık olduğunu ve  

g2o g1(U)⊂V 

ele aldığımızda 

g2og1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 5.3. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. 

X2 uzayındaki her gߜpr-kapalı, gߜpr-açık kümenin ߜönkapalı olması için gerek ve 

yeter koşul her X1 uzayı için X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

Gerek Koşul: X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım. Bu durumda  

g1(U)⊂V 

iken  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  
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X2 uzayındaki her gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ߜönkapalı olsun. g1(U)⊂V olduğunu 

biliyoruz  

Buradan  

X2 ̶ V⊂X2 ̶ g1(U) 

elde ederiz. 

Hipotez X2 ̶ V ߜönkapalı olduğunu söyler.  

Dolayısıyla 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2 ̶ g1(U) 

elde ederiz.  

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2 ̶ g1(U) 

olduğu için g1(U)⊂   .öniç(V) olurߜ

Buradan g1(U)⊂   .öniç(V) olduğunu elde ederizߜ

O halde X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

Yeter Koşul: X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu her X1 uzayı için pr-kapalı olsun. 

X2 uzayındaki her gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ߜönkapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olsun ve X1=X2 

alalım. 

X1 uzayı üzerinde elemanları V, X1, ∅ olan topolojiyi ve X1 uzayından X1 uzayına 

tanımlı birim dönüşümü, ଓx fonksiyonunu ve 	ଓx (V) ⊂ V alalım.  

 O halde  

ଓx (X1 ̶ V)⊂X1 ̶ V 

ulaşırız.  

Hipotezden ଓx pr-kapalı olduğunu biliyoruz.  

Dolayısıyla  

ଓx (X1 ̶ V)  

 öniç(X1 ̶ V)ߜ ⊃

 olduğunu elde ederiz.  

Buradan 
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ଓx (X1 ̶ V)=X2  ̶ ଓx (V) 

olduğu ve  

⊃ önkap(V)ߜ 	ଓx (V) 

olur.  

O halde ߜönkap(V) ⊂ 	ଓx (V) olur. ଓx birim fonksiyon olduğu için 

 V	önkap(V) ⊂ߜ

olduğunu elde ederiz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu her X1 uzayı için pr-kapalı olduğunu 

ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme ve X1=X2 olduğunu, X1 uzayı 

üzerinde elemanları V, X, ∅ olan topolojiyi ve X1 uzayından X1 uzayına tanımlı birim 

dönüşüm olan, ଓx fonksiyonunu ve 	ଓx (V)⊂V aldığmızda 

⊃önkap(V)ߜ ଓx (V) 

olduğunu elde ettik.  

Bundan dolayı V kümesi X2 uzayında ߜönkapalıdır. 

TEOREM 5.4. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olsun. X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun ve X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin 

görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım. Bu durumda 

g1(U)⊂V 

 iken  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  
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g1(U)⊂V olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele aldığımızda 

X2 ̶ V⊂X2 ̶ g1(U) 

olduğunu elde ederiz.  

Hipotez X1 uzayındaki U önkapalı kümesinin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında 

düzenli açık olduğunu söyler.  

O halde X2 ̶ g1(U) düzenli kapalı olur.  

Buradan 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂  önkap(X2 ̶ g1(U))ߜ

olduğuna ulaşırız.  

Buradan 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2 ̶ g1(U) 

olduğunu elde ederiz. 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2 ̶ g1(U) 

olduğunu biliyoruz.  

Dolayısıyla  

g1(U)⊂  (öniç(V)ߜ

olur.  

Buradan g1(U)⊂  .öniç(V) olduğunu elde etmiş oluruzߜ

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olduğunu 

ve U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık 

küme ve g1(U)⊂V ele aldığımızda, 

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 5.5. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  
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V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve g1
-1(V)⊂U alalım.  

O halde buradan g1
-1(V)⊂U olduğunu kullanacağız.  

Buradan 

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(V) 

olduğuna ulaşırız.  

X1 ̶ g1
-1(V) ‘i kullanırsak 

X1 ̶ U ⊂ g1
-1(X2 ̶ V) 

elde ederiz.  

Bundan dolayı g1(X1 ̶ U)⊂(X2 ̶ V) olduğuna ulaşırız ve X1 uzayından X2 uzayına 

tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan  

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

elde ederiz. 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

olduğunu biliyoruz.  

Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2 ̶ 	ߜönkap(V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(V))   

ulaşırız. 
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X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(V))) 

olduğunu biliyoruz.  

Buradan 

g1
 U⊃(önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla  

g1
 U⊃(önkap(V)ߜ	)1-

olur. 
Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(V))  

önkap(g1ߜ ⊃
  ((önkap(V)ߜ)1-

= g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğu için  

önkap (g1ߜ
-1(V))	⊂ U 

elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-

açık küme olduğunda, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve 

pr-kapalı olduğunu, g1(U)⊂V ele aldığımızda 

önkap(g1ߜ
-1(V))⊂U 

ulaştık. 

 O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-kapalıdır.  
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BÖLÜM 6                                                                                                                             

EK ÖZELLİKLER 

 

Altıncı bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere g1 fonksiyonunun pr-

kapalı olması, ters görüntü ve X1 bir küme ve ߷ bir topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt 

kümesi olmak üzere U alt kümesinin hemen hemen çekirdeği olan a-çek(U) üzerine 

çalışılmıştır. 

TEOREM 6.1. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayında her küme gߜpr-kapalı olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı 

olan g1 fonksiyonu pr-kapalı olsun. 

X1 uzayının U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçıktır. 

İSPAT: 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayının U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçık 

olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, X2 uzayında her küme gߜpr-

kapalı olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalı olsun. 

g1(U)⊂g1(U) olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğu 

için  

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ederiz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonu pr-kapalı olduğunda g1(U)⊂g1(U) aldığımızda 

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır. 
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TEOREM 6.2. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı, V 

kümesi X2 uzayında kapalı ve açık olsun. g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1,→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. 

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında düzenli açık küme, V kümesi X2 uzayında kapalı, 

açık küme olmak üzere ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu 

önkararsız, pr-kapalı olsun ve g1ߜ
-1(V)⊂U alalım.  

g1
-1(V)⊂U 

olduğunu biliyoruz.  

O halde g1
-1(V)⊂U olduğunu kullanırız.  

Buradan  

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(V) 

olduğu sonucu çıkar. X1 ̶ g1
-1(V) ‘i kullanırsak  

X1 ̶ U⊂g1
-1(X2 ̶ V) 

elde ederiz.  

Bundan dolayı  

g1(X1 ̶ U)⊂(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan  

g1 (X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

elde ederiz.  

Dolayısıyla  

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2 ̶ 	ߜönkap(V) 

olur. g1
-1 fonksiyonunu kullanırsak  

X1 ̶ U 

⊂g1
-1 (X2 ̶ 	ߜönkap(V)) 

ulaşırız. 

X1 ̶ U 
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⊂g1
-1 (X2 ̶ 	ߜönkap(V)) 

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
  (önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla 

g1
 U⊃(önkap(V)ߜ	)1-

olur. 

Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(V)) 

⊂ önkap(g1ߜ
 ((önkap(V)ߜ)1-

=g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğu için  

önkap(g1ߜ
-1(V))	⊂U 

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme ve 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı,ߜönkararsız olduğunda g1(V)⊂U 

aldığımızda  

önkap(g1ߜ
-1(V))	⊂U 

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-kapalıdır 

TEOREM 6. 3. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında açık 

olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  
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Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım.  

Bu durumda 

g1(U)⊂V  

iken 

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

Hipotezden X1 uzayındaki U önkapalı kümesinin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında 

açık olduğunu biliyoruz. 
O halde g1(U) ߜönaçık oluğuna ulaşırız.  

Buradan g1(U)⊂  .öniç(V) olduğunu elde ederizߜ

g1(U) ߜönaçık olduğundan g1(U)⊂  ..öniç(V) olduğunu elde etmiş oluruzߜ

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߬1 topolojisi X2 üzerinde ߬2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında açık olduğunu ve U 

kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme 

ve g1(U)⊂V ele aldığımızda  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 6.4. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayındaki 

keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı ve X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu 

göstermeliyiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında düzenli açık küme ve V kümesi X2 uzayında 

gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonu ߜönkararsız olsun ve g1
-1(V)⊂U alalım.  
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Hipotez X1 uzayındaki önkapalı kümesinin görüntüsünün X2 uzayında düzenli kapalı 

olduğunu biliyoruz.  

O halde  

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(V) 

elde ederiz.  

Buradan g1
-1fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U⊂g1
-1(X2 ̶ V) 

O halde buradan X1 ̶ U⊂g1
-1(X2 ̶ V) olduğuna ulaşırız. g1 fonksiyonunu kullanırsak  

g1(X1 ̶ U)⊂X2 ̶ V 

 olur. 

O halde 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

elde ederiz.  

Dolayısıyla  

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

ele alacağız.  

Buradan  

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(V)) 

ulaşırız.  

Buradan 

X1 ̶ U  

⊂X1 ̶ g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla 

g1
 U⊃(önkap(V)ߜ	)1-

olur. 

Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(V)) 

⊂ önkap(g1ߜ
 ((önkap(V)ߜ)1-

=g1
 (önkap(V)ߜ	)1-
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olduğu için 

önkap(g1ߜ
-1(V))	⊂U 

elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayındaki 

keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli kapalı olduğunu, X1 uzayından 

X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve g1(V)⊂U aldığımızda 

önkap(g1ߜ
-1 (V))	⊂U 

olduğunu elde ediyoruz.  

O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-kapalıdır. 

TEOREM 6.5. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. 

 X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ve ߜönkararsız olsun. 

 önkap(V)⊂a-çek(V)ߜ

ve  

 önkap(X2 ̶ V)⊂a-çek(X2 ̶ V)ߜ

 olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-açıktır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-açık olduğunu göstermeliyiz.  

X1 bir küme ve ߷1 bir topolojik uzay olmak üzere X1 uzayının U alt kümesinin gߜpr-

kapalı olması için gerek ve yeter koşul ߜ-önkap(U)⊂a-çek(U) olduğunu biliyoruz. 

Dolayısıyla ߜönkap(V)⊂a-çek(V) olduğundan ve   

 önkap(X2 ̶ V)⊂a-çek(X2 ̶ V)ߜ

olduğundan bu ifadaeleri ele alacağız.  

O halde U kümesi X1 uzayında düzenli açık küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonu ߜönkararsız, pr-kapalı olsun ve g1
-1(V)⊂U alalım.  

O halde g1
-1(V)⊂U olduğun kullanacağız.  

Buradan  
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X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(V) 

elde ederiz.  

Buradan g1
-1 fonksiyonunu kullanırsak  

X1 ̶ U⊂ g1
-1(X2 ̶ V) 

olduğuna ve sonrasında g1 fonksiyonunu kullanırsak 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık 

küme olmak üzere; 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ve ߜönkararsız olsun. 

 önkap(X2 ̶ V)⊂a-çek(X2 ̶ V) olmak üzereߜ önkap(V)⊂a-çek(V) veߜ

önkap(g1ߜ
-1 (V))	⊂U 

olduğununa ulaşırız. 

Dolayısıyla g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır.  

Benzer yolla g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-açık olduğu görülür. 

TEOREM 6.6. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayındaki her V kümesi için ߜönkap(V)⊂a-çek(V) olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ise X1 uzayındaki her U 

önkapalı kümesi için g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır.  

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 uzayındaki her V kümesi için 

 önkap(V)⊂a-çek(V)ߜ

olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı ise X1 uzayındaki her 

önkapalı U kümesi için g1(U) X2 uzayında ߜönaçık olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme alalım. 

X1 bir küme ve ߷ topoloji olmak üzere X1 uzayının U alt kümesi için  
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 önkap(U)⊂ a-çek(U)-ߜ

ifadesini ele alacağız.  

O halde 

g1(U)⊂g1(U) 

olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğu 

için g1(U)⊂  .öniç(g1(U)) olduğunu elde ederizߜ

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık 

küme olduğundan ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalı 

olduğunda g1(U)⊂g1(U) aldığımızda  

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır. 

TEOREM 6.7. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçık 

olsun.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım. Bu durumda  

g1(U)⊂V 

iken  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

Hipotez X1 uzayındaki U önkapalı kümesinin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında 

  .önaçık olduğunu söylerߜ

Buradan 



 

38 
 

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ederiz. 

Böylece  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğuna ulaşırız. 
X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında ߜönaçık olduğunu ve 

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme 

ve  

g1(U)⊂V  

ele aldığımızda  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 
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BÖLÜM 7                                                                                                                             

DÖNÜŞÜM ÖZELLİKLERİ 

 

Yedinci bölümde X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde	߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olmak üzere pr-kapalı 

fonksiyonların çeşitli özelikleri çalışılmıştır. 

TEOREM 7.1. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-açıktır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(X2 ̶ V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve g1
-1(X2 ̶ V)⊂U alalım. 

 O halde buradan g1
-1(X2 ̶ V)⊂U olduğunu kullanacağız. Buradan 

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız.  

X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) ‘i kullanırsak 

X1 ̶ U ⊂ g1
-1(V)  

elde ederiz.  

Bundan dolayı g1(X1 ̶ U)⊂( V) olduğuna ulaşırız ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı 

g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan 

g1(X1 ̶ U)⊂  öniç(V)ߜ

elde ederiz. 

Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 



 

40 
 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V))   

ulaşırız. 

g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V)) 

=X1 ̶ g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U  

⊂X1 ̶ g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla  

g1
  U⊃(önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olur. 
Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(X2 ̶ V))  

önkap(g1ߜ ⊃
  ((önkap(X2 ̶ V)ߜ)1-

= g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğu için 

önkap (g1ߜ
-1(X2 ̶ V))	⊂ U 

elde etmiş oluruz.  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-

açık küme olduğunda, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve 

pr-kapalı olduğunu, g1
-1(X2 ̶ V)⊂U ele aldığımızda  

önkap (g1ߜ
-1(X2 ̶ V))	⊂ U 

ulaştık. 

 O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-açıktır. 

TEOREM 7.2. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X2 de her küme gߜpr-kapalı olsun. 
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X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonunda X1 uzayındaki her önkapalı U 

kümesi için g1(U) X2 uzayında düzenli kapalı olsun. X1 uzayının U önkapalı kümesi için 

görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçıktır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayının U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçık 

olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme, g1(U) X2 uzayında düzenli kapalı küme ve g1(U)⊂V, alalım. 

Teorem 2. 30. X1 uzayının U alt kümesi gߜpr-açık olması için gerek ve yeter koşul 

M⊂U ve M kümesi düzenli kapalı küme ise M⊂   .öniç(U) olduğunu söylemektedirߜ

Bu teoremi ele aldığımızda g1(U)⊂V, g1(U) düzenli kapalı ve V kümesi X2 uzayında 

gߜpr-açık olduğundan g1(U)⊂   .öniç(V) elde ederizߜ

O halde X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. g1(U)⊂g1(U) 

olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğu 

için  

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık 

küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonunda X1 uzayındaki her 

önkapalı U kümesi için g1(U) X2 uzayında düzenli kapalı olduğunda  

g1(U)⊂g1(U) 

aldığımızda 

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır. 

TEOREM 7. 3. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

Her y∈X2 için {y} düzenli kapalı ya da ߜönaçık olsun.  
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X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT: 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi ve her y∈X2 için {y} düzenli kapalı ya da ߜönaçık 

olsun. 

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu göstereceğiz. 

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, 

gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım.  

Bu durumda g1(U)⊂V iken 

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz. 

g1(U)⊂V olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X2 ̶ V⊂X2  ̶ g1(U) 

elde ederiz. 

Her y∈X2 için {y} düzenli kapalı ya da ߜönaçık olduğunu ele alacağız. 

Bu durumda X2  ̶ V gߜpr-kapalı olduğunu biliyoruz. 

Bunu ele alırsak  

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2  ̶ g1(U) 

olduğuna ulaşırız. 

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2  ̶ g1(U)) 

olduğundan  

 önkap(X2 ̶ V)ߜ

⊂X2  ̶ g1(U)) 

Bu ifadeyi kullanırsak;  

o halde buradan  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. X2 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olduğunu ve U 
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kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme 

ve g1(U)⊂V ele aldığımızda g1(U)⊂   .öniç(V) olduğunu elde ettikߜ

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 7.4. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayındaki 

keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık ve X1 uzayından X2 uzayına 

tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-açıktır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(X2 ̶ V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 

uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve X1 uzayındaki keyfi 

önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve g1
-1(X2 ̶ V)⊂U alalım. O halde buradan  

g1
-1(X2 ̶ V)⊂U 

olduğunu kullanacağız.  

Buradan  

X1 ̶ U 

⊂X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız. 

X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) ‘i kullanırsak 

X1 ̶ U ⊂ g1
-1(V)  

elde ederiz.  

Bundan dolayı g1(X1 ̶ U)⊂( V) olduğuna ulaşırız ve X1 uzayındaki keyfi önkapalı 

kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olduğundan 

g1(X1 ̶ U)⊂  öniç(V)ߜ

 elde ederiz. 

Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 
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⊂X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V))   

ulaşırız. 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V)) 

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U ⊂X1 ̶ g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

 olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla  

g1
  U⊃(önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olur. 
Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(X2 ̶ V))  

önkap(g1ߜ ⊃
  ((önkap(X2 ̶ V)ߜ)1-

= g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğu için ߜönkap (g1
-1(X2 ̶ V))	⊂ U elde etmiş oluruz.  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-

açık küme olduğunda, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve 

X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olduğundan 

g1
-1(X2 ̶ V)⊂U ele aldığımızda 

önkap (g1ߜ
-1(X2 ̶ V))	⊂ U 

ulaştık. 

 O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-açıktır. 

TEOREM 7. 5. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  
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X2 uzayında her küme gߜp-kapalı olsun ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 

fonksiyonu pr-kapalı alalım. X1 uzayının U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U), X2 

uzayında ߜönaçıktır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayının U önkapalı kümesi için görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında ߜönaçık 

olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, X2 uzayında her küme gߜp-

kapalı olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalı olsun. 

g1(U)⊂g1(U) olduğunu biliyoruz.  

Bunu ele alırsak X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğu 

için g1(U)⊂  .öniç(g1(U)) olduğunu elde ederizߜ
X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonu pr-kapalı olduğunda g1(U)⊂g1(U) aldığımızda 

g1(U)⊂  öniç(g1(U))ߜ

olduğunu elde ettik.  

Dolayısıyla g1(U) X2 uzayında ߜönaçıktır. 

TEOREM 7.6. X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

g1:X1→X2 fonksiyonu pr-kapalı ve g2:X2 → X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve ߜp-

gߜpr-sürekli olsun.  

X3 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olsun. g2og1:X1→X3 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun.  

X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu 

göstereceğiz.  

Bunun için U kümesi X1 uzayında önkapalı küme ve V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-
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kapalı ve X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık, ߜp-gߜpr-

sürekli olsun. 

X3 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olsun.  

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  

X2 bir küme ve ߷ bir topolojik uzay olmak üzere ve g2: X2→ X3 tanımlı bir 

fonksiyon olmak üzere X2 uzayından X3 uzayına tanımlı g2 fonksiyonu ߜp- gߜpr-sürekli ve 

X3 uzayı ߜp-düzenli T1/2 uzay olduğunu ele alacağız. 

Buradan g2 fonksiyonunun gߜpr-kararsız olduğuna ulaşırız. 

O halde g2og1(U)	⊂V alalım.  

Buradan  

g2(g1(U))	⊂V 

olduğuna ulaşırız ve bunu kullanırsak  

g1(U)	⊂g2
-1(V) 

olduğunu elde ederiz.  

X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalı olduğundan 

g1(U)	⊂ öniç(g2ߜ
-1(V)) 

 olduğunu elde ederiz.  

O halde  

g2(g1(U))	 

⊂g2(	ߜöniç(g2
-1(V))) 

olur ve bundan dolayı 

g2og1(U)	 

⊂ öniç(g2(g2ߜ
-1(V))) 

olduğuna ulaşırız.  

Buradan  

g2og1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde etmiş oluruz. 

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi, X3 üzerinde ߷3 topolojisi olsun. g1:X1→X2 

fonksiyonu pr-kapalı ve g2:X2→ X3 fonksiyonu kuvvetli ߜönaçık ve ߜp-gߜpr-sürekli 

olduğundan g2og1(U)⊂V ele aldığımızda g2og1(U)⊂   .öniç(V) olduğunu elde ettikߜ

Dolayısıyla X1 uzayından X3 uzayına tanımlı g2og1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 
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TEOREM 7. 7. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. 

V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme olmak üzere X1 uzayındaki keyfi önkapalı 

kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık ve X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonu ߜönkararsız olsun. 

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin 

görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve 

g1
-1(V)⊂U 

alalım.  

O halde buradan g1
-1(V)⊂U olduğunu kullanacağız.  

Buradan 

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(V) 

olduğuna ulaşırız. X1 ̶ g1
-1(V) ‘i kullanırsak 

X1 ̶ U ⊂ g1
-1(X2 ̶ V) 

elde ederiz.  

Bundan dolayı 

g1(X1 ̶ U)⊂(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız ve X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında 

düzenli açık olduğundan 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

elde ederiz. 

g1(X1 ̶ U) 

⊂  öniç(X2 ̶ V)ߜ

olduğunu biliyoruz.  
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Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2 ̶ 	ߜönkap(V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(V))   

ulaşırız. 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(V)) 

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U ⊂X1 ̶ g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla  

g1
 U⊃(önkap(V)ߜ	)1-

olur. 
Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(V))  

önkap(g1ߜ ⊃
  ((önkap(V)ߜ)1-

= g1
 (önkap(V)ߜ	)1-

olduğu için 

önkap (g1ߜ
-1(V))	⊂ U 

elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme 

olduğunda, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve X1 

uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında düzenli açık olduğundan, 

g1(U)⊂V ele aldığımızda 

önkap(g1ߜ
-1(V))⊂U 

ulaştık. 

 O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-kapalıdır.  
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TEOREM 7. 8. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayındaki keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında önaçık 

olsun.  

X uzayından Y uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

İSPAT:  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun. X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 

fonksiyonunun pr-kapalı olduğunu göstereceğiz.  

Bunun için; U kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-

kapalı, gߜpr-açık küme ve g1(U)⊂V alalım.  

Bu durumda  

g1(U)⊂V 

iken  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu göstermeliyiz.  
Hipotez X1 uzayındaki U önkapalı kümesinin görüntüsü olan g1(U), X2 uzayında 

önaçık olduğunu söyler.  

Bunu ele alırsak  

g1(U)	⊂  öniç(V)ߜ

olduğunu elde ederiz. 

g1(U) önaçık olduğundan  

g1(U)⊂  öniç(V)ߜ

elde etmiş oluruz. 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında keyfi önkapalı kümelerin görüntüsü X2 uzayında önaçık olduğunu ve U 

kümesi X1 uzayında önkapalı küme, V kümesi X2 uzayında gߜpr-kapalı, gߜpr-açık küme 

ve g1(U)⊂V ele aldığımızda g1(U)⊂   .öniç(V) olduğunu elde ettikߜ

Dolayısıyla X1 uzayından X2 uzayına tanımlı g1 fonksiyonu pr-kapalıdır. 

TEOREM 7. 9. X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak 

üzere X1 üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  



 

50 
 

V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 uzayına 

tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun. g1
-1(V), X1 uzayında gߜpr-

açıktır. 

İSPAT: 

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 üzerinde 

߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

g1
-1(X2 ̶ V), X1 uzayında gߜpr-kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

Bunun için V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme olmak üzere X1 uzayından X2 

uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve g1
-1(X2 ̶ V)⊂U alalım. 

 O halde buradan  

g1
-1(X2 ̶ V)⊂U 

olduğunu kullanacağız.  

Buradan  

X1 ̶ U⊂X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) 

olduğuna ulaşırız. 

 X1 ̶ g1
-1(X2 ̶ V) ‘i kullanırsak 

X1 ̶ U ⊂ g1
-1(V)  

elde ederiz.  

Bundan dolayı  

g1(X1 ̶ U)⊂( V) 

olduğuna ulaşırız ve pr-kapalı olduğundan  

g1(X1 ̶ U)⊂  öniç(V)ߜ

elde ederiz. 

Dolayısıyla 

g1(X1 ̶ U) 

⊂X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V) 

olur.  

g1
-1

 fonksiyonunu kullanırsak 

X1 ̶ U  

⊂g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V))   

ulaşırız. 

g1
-1(X2 ̶ 	ߜönkap(X2 ̶ V)) 
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=X1 ̶ g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğunu biliyoruz.  

Buradan  

X1 ̶ U ⊂X1 ̶ g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğunu elde ederiz ve dolayısıyla  

g1
  U⊃(önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olur. 
Ayrıca, 

önkap(g1ߜ
-1(X2 ̶ V))  

önkap(g1ߜ ⊃
  ((önkap(X2 ̶ V)ߜ)1-

= g1
 (önkap(X2 ̶ V)ߜ	)1-

olduğu için ߜönkap (g1
-1(X2 ̶ V))	⊂ U elde etmiş oluruz.  

X1, X2 topolojik uzaylar ve g1:X1→X2 tanımlı bir fonksiyon olmak üzere X1 

üzerinde ߷1 topolojisi, X2 üzerinde ߷2 topolojisi olsun.  

X1 uzayında U kümesi düzenli açık ve V kümesi X2 uzayında kapalı, açık küme 

olduğunda, X1 uzayından X2 uzayına tanımlı olan g1 fonksiyonu ߜönkararsız ve pr-kapalı 

olduğundan g1
-1(X2 ̶ V)⊂U ele aldığımızda 

önkap (g1ߜ
-1(X2 ̶ V))	⊂ U 

ulaştık. 

 O halde X1 uzayındaki g1
-1(V) fonksiyonu gߜpr-açıktır. 
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