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OZET

TOPOLOJi OLMAYAN BiR KOLEKSiYON UZERINE

Burak MERAL
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Erdal EKICI
28/06/2017, 54

Sunulan yiiksek lisans tezinde topoloji olmayan bir koleksiyon lizerine ¢alisilmstir.
Topoloji olmayan bu koleksiyon ve doniisiim 6zellikleri arastirilmistir. Topolojik uzaylar
arasinda tamimli pr-kapali fonksiyon ve topolojik uzaylar arasinda tanimli pr-kapali

fonksiyonun arastirmalarina yer verilmistir.

Anahtar sozciikler: Koleksiyon, Topoloji, pr-Kapali Fonksiyon, Topoloji Olmayan



ABSTRACT

ON A COLLECTION WHICH IS NOT TOPOLOGY

Burak MERAL
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor: Prof. Dr. Erdal EKICI
28/06/2017, 54

In the present thesis, a collection which is not topology was studied. This
collection which is not topology and properties of maps are investigated. pr-closed
functions between topological spaces and the investigations of pr-closed functions between

topological spaces are considered.
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BOLUM 1
GIRIS

Sunulan ytiksek lisans tezinde topoloji olmayan bir koleksiyon iizerine ¢alisilmistir.

Topoloji olmayan bu koleksiyon ve doniisiim 6zellikleri arastirilmistir.

Topolojik uzaylar arasinda tanimli pr-kapali fonksiyon ve topolojik uzaylar arasinda
tanimli pr-kapali fonksiyonun aragtirmalarina yer verilmistir.

Yapilan caligmalara bakildiginda uzayda koleksiyonlar lizerine 6nemli ¢aligmalar
ortaya konmustur.

Bunlardan bazilari; Ekici (2011); Caldas ve ark. (2009); Ekici (2009); Ekici (2008a);
Ekici (2008b); Ekici (2008c¢); Ekici ve Jafari (2008); Ekici ve Noiri (2007); Ekici ve Jafari
(2006); Ekici (2006); Ekici (2005a); Ekici (2005b); Ekici ve Caldas (2004);.Ekici (2003)
olarak yer almaktadir.

Bu tezimiz yedi béliimden olusmaktadir.

Sunulan tezin ilk bdliimiinde tezimizde kullanilan temel bilgiler, tanimlar ve
teoremler sunulmaktadir.

Ikinci bdliimde tezimiz i¢in temel olan tanim ve teoremler sunulmaktadir.

Ugiincii béliimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X; tlzerinde p; topolojisi, X, lizerinde @, topolojisi olmak iizere g;:X;—X;
fonksiyonunun pr-kapali olma durumu ¢aligilmistir.

Op-diizenli T;;, uzaylar ele alinarak, donkararsiz ve pr-kapali fonksiyonlar ele
almarak arastirmalar yapilmistir.

Dordiincii boliimde X, X5, X3 topolojik uzaylar ve

g1: X=X, ve 22: X0 X3
fonksiyonlar olmak tizere X, {izerinde g, topolojisi, X lizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde
o3 topolojisi olmak iizere g;:X;—X; fonksiyonu ve g:X,—Xs3 fonksiyonlarmin M-
onkapali, pr-kapali, kuvvetli §onacik ve gépr-kararsiz olma durumlar1 ile gjog,:X;—=X;

fonksiyonunun durumu caligilmistir.

Besinci boliimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olmak iizere X; uzaymdan X,
uzayma tanimli g; fonksiyonunun pr-kapali ve kiimelerin gépr-kapali, gépr-agcik olma

durumlar1 ¢alisilmistir.



Altinc1 bolimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olmak iizere g, fonksiyonunun pr-
kapali olmasi, ters goriintii ve X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt
kiimesi olmak iizere U alt kiimesinin hemen hemen ¢ekirdegi olan

a-cek(U)

iizerine ¢aligilmistir.

Yedinci bolimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml1 bir fonksiyon olmak
iizere X; Tlzerinde p; topolojisi, X, Tlzerinde @, topolojisi olmak iizere pr-kapal

fonksiyonlarin ¢esitli 6zelikleri caligilmustir.



BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

X bir kiime ve o bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesini alalim.
U alt kiimesinin i¢ini
ig(U),
U alt kiimesinin kapanisini
kap(U)
ile gosterecegiz.
TANIM 2. 1. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesini
alalim.
UcV ve V kiimesi, X; uzaymda ag¢ik oldugunda
kap(U)cV

oluyorsa U alt kiimesi genellestirilmis kapali kiime olarak adlandirilir (Levine, 1970).

UYARI 2. 2. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak tlizere X; uzaymmn U alt kiimesi
genellestirilmis kapali kiime ise g-kapali olarak gosterecegiz (Levine, 1970).

TANIM 2. 3. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak tizere X; uzaymin U alt kiimesini
iceren tiim onkapal1 kiimelerin kesisimleri U kiimesinin dnkapanist olarak adlandirilir (El-
Deeb ve ark., 1983).

UYARI 2. 4. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymnin U alt kiimesinin
onkapanigini1 6nkap(U) ile gsterecegiz.

TANIM 2. 5. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt
kiimesinde igerilen tiim Onagik kiimelerin birlesimi U kiimesinin 6ni¢i olarak adlandirilir

(El-Deeb ve ark., 1983).

UYARI 2. 6. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak tlizere X; uzaymin U alt
kiimesininin 6ni¢ini 6ni¢(U) ile gosterecegiz.

TANIM 2. 7. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesini
alalim.

U kiimesi 6nacik kiime ise tiimleyeni olan X;—U kiimesi 6nkapali kiime olarak
adlandirilir (Mashhour ve ark., 1982).

TANIM 2.8. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymnin U alt kiimesini
alalim.

U=ig(kap(U))
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ise U alt kiimesine diizenli acik denir (Stone, 1937).

TANIM 2. 9. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymm U alt kiimesinin
di¢ci, U kiimesinde igerilen tiim diizenli a¢ik kiimelerin birlesimi olarak tanimlanir
(Velicko, 1968).

UYARI 2. 10. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymnin U alt
kiimesinin §igini

8ig(U)
ile gosterecegiz.

TANIM 2. 11. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesini
alalim.

U kiimesi diizenli a¢ik kiime ise tiimleyeni olan X;—U kiimesi diizenli kapal1 kiime

olarak adlandirilir (Stone, 1937).

TANIM 2. 12. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere bir kiime diizenli agik
kiimelerin birlesimi ise o kiime dagik kiime olarak adlandirilir (Velicko, 1968).
TANIM 2. 13. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesini

alalim.

U kiimesi dagik kiime ise tliimleyeni olan X; — U kiimesi dkapali kiime olarak
adlandirilir (Velicko, 1968).

TANIM 2. 14. X, bir kiime ve p bir topoloji olmak {lizere X; uzaymm U alt kiimesi
olmak tizere,

dkap(U) = {x€X;: U N ig(kap(V))# @, VE o ve x EV}

olarak tanimlanir.

Eger

U = dkap(U)

oldugunda dkapali kiime olarak adlandirilir (Velicko, 1968).

UYARI 2. 15. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymnin U alt
kiimesinin dkapanigini
dkap(U)
ile gosterecegiz.
TANIM 2. 16. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak tlizere X; uzaymn U alt kiimesi
Ucig(dkap(U))



oluyorsa X; uzaymm U alt kiimesi d0nagik olarak adlandirilir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

TANIM 2. 17. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak {izere X; uzaymin U alt kiimesini
alalim.

U kiimesi d6nacik kiime ise tiimleyeni olan X;—U kiimesi §0nkapali kiime olarak

adlandirilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

TANIM 2. 18. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak tizere X; uzaymdaki U kiimesini
iceren §6nkapali kiimelerin tiimiiniin kesisimi U kiimesinin §0nkapanist olarak adlandirilir
(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

TANIM 2. 19. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak ilizere X; uzayindaki U
kiimesinde icerilen d06nagik kiimelerin tiimiiniin birlesimi U kiimesinde §0ni¢i olarak

adlandirilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

TANIM 2. 20. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak tlizere X; uzaymm U alt kiimesi
UcV ve V kiimesi X; uzaymda agik kiime durumunda

onkap(U)cV
oluyorsa U kiimesine genellestirilmis p-kapali kiime denir (Maki ve ark., 1996).

UYARI 2. 21. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymm U alt kiimesi
genellestirilmis p-kapali kiime ise U alt kiimesini gp-kapali olarak gosterecegiz (Maki ve
ark., 1996).

TANIM 2. 22. X, bir kiime ve p bir topoloji olmak {lizere X; uzaymm U alt kiimesi

UcV ve V kiimesi X; uzaymda diizenli agik kiime oldugunda
kap(U)cV

oluyorsa U kiimesine diizenli genellestirilmis kapali kiime denir (Palaniappan ve Rao,
1993).

UYARI 2. 23. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak {lizere X; uzaymin U alt kiimesi
diizenli genellestirilmis kapali kiime ise U alt kiimesini rg-kapali olarak gosterecegiz
(Palaniappan ve Rao, 1993).

TANIM 2. 24. X, bir kiime ve p bir topoloji olmak tlizere X; uzaymnm U alt kiimesi
UcV ve V kiimesi X; uzayinda diizenli agik kiime olmas1 durumda

onkap(U)cV



oluyorsa U kiimesine diizenli genellestirilmis Onkapali kiime veya genellestirilmis
ondiizenli kapali kiime (Noiri, 1998; Gnanambal, 1997) denir.

UYARI 2. 25. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymimn U alt kiimesi
diizenli genellestirilmis dnkapali kiime veya genellestirilmis ondiizenli kapali kiime ise U

alt kiimesini

gpr-kapal
olarak gosterecegiz (Noiri, 1998; Gnanambal, 1997).
TANIM 2. 26. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak tlizere X; uzaymnm U alt kiimesi
UcV ve V kiimesi X; uzaymda a¢ik kiime oldugunda
donkap(U)cV

oluyorsa U kiimesine genellestirilmis §onkapali kiime denir (Ekici ve Noiri, 2006a).

UYARI 2. 27. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak {lizere X; uzaymin U alt kiimesi
genellestirilmis §onkapali kiime ise U alt kiimesini
gdp-kapali
olarak gosterecegiz (Ekici ve Noiri, 2006a).
TANIM 2. 28. X, bir kiime ve p bir topoloji olmak tlizere X; uzaymnm U alt kiimesi

UcV ve V kiimesi X; uzaymda diizenli a¢ik kiime oldugunda

donkap(U)cV
oldugunda U kiimesine genellestirilmis &pdiizenli kapali kiime denir (Ekici ve Noiri,
2006b).

UYARI 2. 29. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesi
genellestirilmis §pdiizenli kapali kiime ise U alt kiimesini gépr-kapali olarak gosterecegiz
(Ekici ve Noiri, 2006b).

TEOREM 2. 30. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak tlizere X; uzaymin U alt
kiimesi gépr-acik olmasi igin gerek ve yeter kosul VU ve V kiimesi diizenli kapali kiime
ise

Vc §6nig(U)
dir (Ekici ve Noiri,2006b).

TANIM 2. 31. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—X, taniml bir
fonksiyon olsun.

X, uzaymm her V Sonkapali kiimesi i¢in X; uzayinda g, (V) Sdnkapali ise X,

uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonuna §dnkararsiz denir (Ekici, 2004).



TANIM 2. 32. X, bir kiime ve ¢ bir topoloji olmak {izere X; uzaymda her gdpr-

kapali kiime donkapali oldugunda X; uzayma
ép-diizenli Ty, uzay
denir (Ekici ve Noiri, 2006b).

TANIM 2. 33. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—X; taniml bir
fonksiyon olsun.

Xj uzayindaki her U 6nkapali kiimesi i¢in X, uzaymda g;(U) dnkapali oluyor ise X;
uzaymdan X, uzayma tanimli g;:X;—X, fonksiyonuna M-06nkapali denir (Mashhour ve
ark., 1984).

TANIM 2. 34. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—>X, taniml bir
fonksiyon olsun.

X uzaymdaki her §onagik U kiimesi i¢in g;(U), X, uzayinda donagik oldugunda X,
uzayindan X, uzayma tanimh g;:X;—X;, fonksiyonuna kuvvetli §onacik denir (Ekici ve

Noiri, 2006a).

TANIM 2. 35. X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—X; taniml bir

fonksiyon olsun.

X, uzaymimn her gépr-kapali V kiimesi i¢in g;”' (V) fonksiyonu X; uzayinda gépr-
kapali ise X; uzaymdan X, uzayma taniml g; fonksiyonuna gépr-kararsiz denir (Ekici ve
Noiri, 2006b).

UYARI 2. 36. X; bir kiilme ve o bir topoloji olmak iizere U alt kiimesi i¢in
asagidakiler gecerlidir (Ekici ve Noiri, 2006b).

kapali — g-kapali — rg-kapali

\) \) \)
onkapali —» gp-kapali — gpr-kapal
\) \) \)

donkapali — gdép-kapali - gdpr-kapal

TANIM 2. 37. X, bir kiime ve ¢ bir topoloji olmak iizere X; uzaymdaki diizenli
kapalt her U kiimesi ve her x€X;— U noktas1 i¢gin XEA ve UcCB 0Oyleki A ve B ayrik
60nagik kiimeleri var oldugunda X; uzaymin U alt kiimesi hemen hemen §p-diizenli

olarak adlandirilir (Ekici ve Noiri, 2006b).



TANIM 2. 38. X; bir kiime ve ¢ bir topoloji olmak iizere ve X; uzaymnm U alt
kiimesi olmak iizere X; uzaymin §onagik kiimeleri tarafindan olusturulan U alt kiimesinin
her

{Va:a €U}
Ortiisii i¢in
Uc u{édonkap(Va): a € Ay}
Oyleki A nin A sonlu alt kiimesi var ise X; uzaymin U alt kiimesi X;’e gore donkapali
olarak adlandirilir (Ekici ve Noiri, 2006b).

TEOREM 2.39. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak {izere X; uzaymin U alt kiimesi

olmak tizere X; uzay1 hemen hemen J§p-diizenli ve X; uzaymin U alt kiimesi X,” e gore

donkapali ise X; uzaymin U alt kiimesi gépr-kapalidir (Ekici ve Noiri, 2006b).

TANIM 2. 40. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak tlizere X; uzaymm U alt kiimesi
olmak tizere U alt kiimesini bulunduran tiim diizenli a¢ik kiimelerin kesisimi U nun hemen
hemen ¢ekirdegi olarak adlandirilir (Ekici ve Noiri, 2006b).

UYARI 2. 41. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt kiimesi

olmak iizere U alt kiimesinin hemen hemen ¢ekirdegini

a-cek(U)
olarak gosterecegiz (Ekici ve Noiri, 2006b).
TEOREM 2. 42. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak tlizere X; uzaymin U alt
kiimesinin gépr-kapali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
66nkap(U) c a-¢ek(U)
dir (Ekici ve Noiri, 2006b).

TEOREM 2. 43. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak iizere asagidaki kosullar X,
uzay! i¢in dektir (Ekici ve Noiri, 2006b).

(a) X; uzay1 dp-diizenli T;/, uzay
(b) Her tek nokta kiimesi ya diizenli kapalidir ya da §6nagikdir.

TANIM 2. 44. X, bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—>X, taniml bir
fonksiyon olsun.
X, uzaymin her kapali U kiimesi i¢in g; ' (U) fonksiyonu X, uzaymda g&pr-kapal: ise
Xi uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonuna
gdpr-stirekli
denir (Ekici ve Noiri, 2006b).



TEOREM 2. 45. X bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere ve g;:X;—X; taniml1 bir
fonksiyon olmak iizere;
X1 uzayindan X, uzayina taniml g; fonksiyonu §p-gdpr-siirekli ve X, uzay1

op-diizenli Ty, uzay
ise X; uzayindan X, uzayma tanimhi g; fonksiyonu gdpr-kararsizdir (Ekici ve Noiri,
2006b).
UYARI 2. 46. X; bir kiime ve p bir topoloji olmak iizere X; uzaymimn U alt kiimesi

genellestirilmis dpdiizenli kapali kiime ise U alt kiimesini gdpr-kapali olarak gosterecegiz

(Ekici ve Noiri, 2006b).



BOLUM 3
KAPALI DONUSUMLER

Bu boliimde X, X; topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak {izere
X uzerinde p; topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olmak iizere g;:X;—X, fonksiyonunun
pr-kapali olma durumu ¢aligilmistir.

Op-diizenli T, uzaylar ile birlikte §nkararsiz ve pr-kapali fonksiyonlar ele alinarak
arastirmalar yapilmistir.

TANIM 3. 1. X, X; topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzayinda dnkapali kiime ve V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-
acik kiime olmak iizere

gi(U)cv
iken
gi1(U)
C §06nig(V)

oluyorsa X; uzayindan X, uzayma tanimli g; fonksiyonuna pr-kapali denir.

TEOREM 3. 2. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X;, tanimh bir fonksiyon olmak
iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzay1 §p-diizenli Ty, uzay olsun.

X uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
01 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi ve X, uzay1 §p-diizenli T}/, uzay olsun.

Xj uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayimda onkapali kiime ve V kiimesi X, uzaymda gépr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim.

Bu durumda g;(U)cV iken

gi(U)c 6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.

g1(U)cV oldugunu biliyoruz.

Buradan

X—V

10



<X, —gi(U)
elde ederiz.
Tanimdan X, uzaymda her gdpr-kapali kiime §6nkapali oldugunda X, uzaymnin &p-

diizenli T}/, uzay oldugunu elde ederiz.
Bu durumda X, =V gdpr-kapali oldugundan
Bunu ele alirsak

donkap(X,—V)
X, —gi1(U)
olduguna ulasiriz.
donkap(X,—V)
cX; —gi1(U)
oldugundan

X,—380nig(V)

X, —gi(U)
elde ederiz.
O halde buradan
g1(U)c §onig(V)
oldugunu elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

o1 topolojisi X; lizerinde g; topolojisi olsun.

X, uzay1 6p-diizenli Ty, uzay oldugunu ve U kiimesi X; uzaymda onkapali kiime, V

kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gdpr-agik kiime ve g;(U)CV ele aldigimizda

g1(U)c §onig(V)
oldugunu elde ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

TEOREM 3. 3. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak
iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzay1 hemen hemen dp-diizenli ve X, uzayindaki her kiime X,’ ye gore §0nkapali
olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali ise X; uzaymdaki her

onkapal1 U kiimesi i¢in g;(U) X; uzaymda §onagikdir.
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ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzay1 hemen hemen dp-diizenli ve X, uzayindaki her kiime X,’ ye gore §onkapali
olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali ise X; uzaymdaki her
onkapal1 U kiimesi i¢in g;(U) X, uzaymnda §onagik oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzaymda 6nkapali kiime alalim.

X, bir kiime ve p; bir topolojik uzay olmak tizere X, uzaymin U alt kiimesi olmak
tizere X, uzay1 hemen hemen §p-diizenli ve X, uzaymin U alt kiimesi X,’ e gore donkapali
oldugunu g6z oniine alalim.

O halde X, uzay1 hemen hemen Jdp-diizenli ve X, uzaymimn U alt kiimesi X, e gore

donkapali oldugunu ve
gi(U)cgi(U)
oldugunu biliyoruz.
Bunu ele alirsak X; uzayindan X, uzayina tanimh g; fonksiyonu pr-kapali oldugu
igin
gi1(U)

< §6nig(gi(U))
oldugunu elde ederiz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,

iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzaymda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gdpr-kapali, kiime

olmak tlizere X, uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapali oldugunda

gi1(U)cgi(U)

aldigimizda

g1(U)
< &6nig(g1(U))
oldugunu elde ettik.

Dolayistyla gi(U) X, uzayinda §onagiktir.
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TEOREM 3. 4. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X1 uzaymdan X; uzaymna tanimli g; fonksiyonu pr-kapali ve § 6nkararsiz olsun.

d6nkap(V)ca-cek(V)
ve
d6nkap(X,—V)ca-¢ek(X,—V)

olsun.

g, (V), X, uzaymnda gépr-kapalidir.

ISPAT:

X1, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak flizere X;

iizerinde g, topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

g, (V), X, uzaymnda g&pr-kapali oldugunu gostermeliyiz.
X, bir kiime ve g topolojik uzay olmak tizere
d6nkap(V)ca-cek(V)
oldugunu biliyoruz.
Hipotezden
donkap(V)

ca-cek(V)
oldugundan ve

donkap(X,—V)

ca-cek(X,—V)
oldugundan yararlanacagiz.
X1, Xz uzaymdan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve pr-kapali
olsun.
X, uzayinda U kiimesi diizenli a¢ik ve g, (V)cU alalim.
O halde buradan g, (V)cU oldugunu bilerek buradan
X-UcX; g (V)
olduguna ulasiriz.
X—g:™ (V) ‘i kullanirsak
X,-Ucg, '(X;-V)
elde ederiz.

Bundan dolay1
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£1 (Xl—U)C(Xz—V)
olduguna ulasiriz ve X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugundan
g1(Xi—U)
C §0nig(X,—V)
elde ederiz.
g1(Xi-U)
C §0nig(X,—V)

oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla
g1(Xi—U)
cX, — 66nkap(V)
olur.
g{] fonksiyonunu kullanirsak
X-U
C g1 (X, — 86nkap(V))

ulasiriz.

X-U
c g, (X, — §énkap(V))
oldugunu biliyoruz.
Buradan

X,-Uc X, —g;( Sénkap(V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla g, ( §6nkap(V))cU olur.

X,-Uc X, —g,'( Sénkap(V))
oldugunu ve g;"'( §6nkap(V))cU oldugunu kullanirsak;
ayrica,

sonkap(g,™" (V)
c Sénkap(g;” (56nkap(V)))
=g,"' (86nkap(V))
oldugu i¢in
sonkap(g,™ (V)
c Sénkap(g;” (56nkap(V)))
=g,"' (86nkap(V))
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ifadesini kullanirsak
Sonkap(g; (V) cU
elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.
X uzaymda U kiimesi diizenli agik, Jdonkap(V)ca-¢ek(V) ve donkap(X,—V)ca-
cek(X,—V) ele aldik.

X, uzayindan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu Jdonkararsiz ve pr-kapali
oldugunu, g;(U)cV ele aldigimizda
Sonkap(g;” (V) cU
ulastik.
O halde X, uzaymdaki g;”' (V) gépr-kapalidir
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BOLUM 4
BILESKE ISLEMLERI

Dordiincii boliimde X;, X, X3 topolojik uzaylar ve g:: X=X, ve g:Xo—Xj
fonksiyonlar olmak iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde
o3 topolojisi olmak iizere g;:X;—X, fonksiyonu ve g,:X,—X3; fonksiyonlarmin M-
onkapali, pr-kapali, kuvvetli §onacik ve gépr-kararsiz olma durumlari ile gjog,:X;—X;
fonksiyonunun durumu caligilmistir.

TEOREM 4. 1. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi, X3 tlizerinde g3 topolojisi olsun.

g1: X=X, fonksiyonu M-Onkapali ve g:X,—X; fonksiyonu pr-kapali olsun.
g10g,:X1—X3 fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde g3 topolojisi olsun.

X; uzaymmdan X; uzayma tamimhi gjog, fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime ve V kiimesi X3 uzaymnda gépr-
kapali, gépr-acik kiime olmak iizere

gog(U) cV
ve X; uzaymdan X, uzayma tamimli g; fonksiyonu M-Onkapali ve X, uzayindan Xj
uzayma tanimli g, fonksiyonu pr-kapali olsun.
2,0g1(U) € §6nig(V)
oldugunu gostermeliyiz.
gog; (U)cV
alalim.
Buradan
g(gi(U)) eV
elde ederiz.

X, uzayindan X3 uzayina tanimli g, fonksiyonu pr-kapali oldugu i¢in

g2(g1(U)) © 66nig(V)
olduguna ulasiriz.

Yani
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g2,0g; (U) € §6nig(V)
elde etmis oluruz.
Xi, Xz, X3 topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak tizere X;
iizerinde g, topolojisi X, iizerinde g, topolojisi, X3 tizerinde g3 topolojisi olsun.
g1: X=X, fonksiyonu M-Onkapali ve g,:X,—X3 fonksiyonu pr-kapali oldugunu ve
g0g; (U)CV ele aldigimizda g,og; (U)c §6nig(V) oldugunu elde ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X3 uzayma taniml g,og; fonksiyonu pr-kapalidir.

TEOREM 4.2. X;, X, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon
olmak {izere X; lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 ilizerinde g3 topolojisi
olsun.

g1:X;—X; fonksiyonu pr-kapali ve g,:X, —X3 fonksiyonu kuvvetli §6nagik ve gdpr-
kararsiz olsun.

g,0g;:X1—X3 fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g topolojisi, X3 lizerinde g3 topolojisi olsun.

X; uzayindan X3 uzayma tanmimhi gog; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime ve V kiimesi X, uzaymda gépr-
kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X; uzaymndan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-
kapali ve X, uzaymndan X; uzayina tanimli g, fonksiyonu kuvvetli §6nagik, gépr-kararsiz
olsun.

2,0g1(U) € §6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.
Bunun i¢in
gog(U)cV
alalim.
Buradan
g(gi1(U)) €V
olduguna ulasiriz ve bunu kullanirsak
21(U) cg (V)
oldugunu elde ederiz.

Xj uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugundan
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g1(U)
C §6nig(gy" (V)

oldugunu elde ederiz.

O halde
g(21(V))
Cga(86nig(g2 (V)
olur ve bundan dolay1

220g1(U)

C 66nig(ga(gi™ (V)
olduguna ulasiriz.
Buradan
2,0g1(U) € §6nig(V)
oldugunu elde etmis oluruz.
X1, Xa, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi X, iizerinde g, topolojisi, X3 tizerinde g3 topolojisi olsun.
g1:X;—X; fonksiyonu pr-kapali ve g,:X, —=X3 fonksiyonu kuvvetli §6nagik ve gdpr-
kararsiz oldugunu ve grogi(U)CV ele aldigimizda gyog;(U)c §6nig(V) oldugunu elde
ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X3 uzayima tanimli g,og; fonksiyonu pr-kapalidir.
TEOREM 4.3. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak

iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X uzaymnda keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymnda diizenli kapali olsun.
X uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapaldir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X; lizerinde g; topolojisi olsun.

X uzayinda keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaynda diizenli kapali olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimhi olan g; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim.

Bu durumda g;(U)cV iken
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gi(U)c 6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.

Hipotez X; uzaymdaki U 6nkapali kiimesinin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda

diizenli kapali oldugunu sdyler.
Teoremden X; uzayinin U alt kiimesi gdpr-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
McU ve M kiimesi diizenli kapali kiime ise
Mc §6nig(U)
Oldugunu elde ederiz.
Bu teoremi ele aldigimizda, g;(U)cV oldugunu biliyoruz. g;(U) diizenli kapali ve V
kiimesi X, uzayinda gépr-a¢ik oldugu i¢in g;(U)c §6nig(V) oldugunu elde etmis oluruz.

X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak iizere X;
iizerinde g, topolojisi Y iizerinde @, topolojisi olsun.

X; uzaymda keyfi Onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli kapali
oldugunu ve U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzaymnda gdpr-kapali,
gdpr-agik kiime ve g;(U)cV ele aldigimizda, Teorem 2. 30 ‘dan da yararlanarak g;(U)c
60nig(V) oldugunu elde ettik dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu
pr-kapalidir.

UYARI 44. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimhi bir fonksiyon olmak
iizere X lizerinde g; topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun. X; uzayinda keyfi dnkapali
kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli kapali olsun.

Xj uzaymdan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugunu teorem. 4. 3.’de
gordiik.

X uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapali olsun.

Bu durumda X; uzayinda keyfi 6nkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli
kapali oldugunu vermez.

ORNEK 4.5. X, = {a, b, ¢, d}, 0 = {X}, @, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, {a,
b, ¢}, {a, b, d}} olsun.

g1:X;—X; tanimh fonksiyon g;(a)= b, gi(b)= b, gi(c)= b, gi(d)= b durumunda pr-
kapalidir.

Her onkapal1 U kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U) diizenli kapali olmaz.

TEOREM 4.6. X;, X, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon
olmak tizere X; tlizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde g3 topolojisi

olsun.
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g1:X1—X, fonksiyonu X; uzayindaki her U oOnkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan
g1(U), X, uzayinda diizenli aciktir ve g,:X,—Xj; fonksiyonu kuvvetli §onacik ve gépr-
kararsiz olsun.
g2,0g1:X1—X3 fonksiyonu pr-kapalidir.
ISPAT:
X1, Xz, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g; topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde g3 topolojisi olsun.
X; uzaymndan X3 uzayma tamimhi gog; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.
Bunun i¢in U kiimesi X, uzayinda 6nkapali kiime ve V kiimesi X3 uzayinda gépr-
kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X; uzayindan X, uzayina tanimh g; fonksiyonu X,
uzayindaki her U 6nkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U) X, uzayinda diizenli agiktir ve
X, uzaymdan X3 uzaymna tanimli g, fonksiyonu kuvvetli §6nagik, gépr-kararsiz olsun.

2,0g1(U) € §6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in gog;(U) cV alalim.

Buradan

g(gi(U)) eV
olduguna ulasiriz ve bunu kullanirsak
za(U)cg (V)

oldugunu elde ederiz.

X1 uzaymnda keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli agik olsun. X;
uzayindan X, uzayina tanimh g; fonksiyonu pr-kapali oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak, X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu X; uzaymdaki her
onkapali U kiimesi i¢in g;(U) diizenli agik oldugundan

gi1(U)

< §onig(g>" (V)
oldugunu elde ederiz. g, fonksiyonunu ele alirsak

g(g1(U))

cga( S6nig(ga (V)

oldugunu goriiriiz ve

g20g; (U)
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c 86nig(ga(gy ' (V)))

olduguna ulasiriz.

O halde gyog; (U) c §6nig(V) elde etmis oluruz.

X1, Xz, X3 topolojik uzaylar ve g;: X=X, tanimh bir fonksiyon olmak tizere X;
iizerinde g, topolojisi X, iizerinde g, topolojisi, X3 tizerinde g3 topolojisi olsun.

g1: X=X, fonksiyonu X; uzaymdaki her U Onkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan
g1(U) X, uzayinda diizenli acik oldugunda g,:X,—X; fonksiyonu kuvvetli §onagik ve

gdépr-kararsiz oldugunu ve

go0g(U)cV
ele aldigimizda
g20g1(U)
C §0onig(V)
oldugunu elde ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X3 uzayimna tanimli g,og; fonksiyonu pr-kapalidir.
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BOLUM 5
ALT KUMELER

Besinci boliimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olmak iizere X; uzaymdan X,
uzayma tanimli g; fonksiyonunun pr-kapali ve kiimelerin gépr-kapali, gépr-agcik olma
durumlar1 ¢alisilmistir.

TEOREM 5.1. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X1 uzaymdan X, uzayimna tanimli g; fonksiyonu her X; uzay1 i¢in pr-kapali olsun. X,
uzayindaki her gépr-kapali, gépr-acik kiime §onkapalidir.

ISPAT:

X1, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

X uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu her X; uzay1 i¢cin pr-kapal olsun.

X, uzayindaki her gépr-kapali, gdpr-acik kiime donkapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; V kiimesi X, uzayinda gdpr-kapali, gépr-agik kiime olsun ve X;=X,
alalim. X, uzayi lizerinde elemanlar1 V, X;, @ olan topolojiyi ve X; uzayindan X, uzayina
tanimli birim dontigiimd, t, fonksiyonunu ve 1, (V) € V alalim.

O halde

K (X; -V)cX,—V
ulasiriz.
Hipotezden i, pr-kapali oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
1 (X1—V)
C §0nig(X;—V)
oldugunu elde ederiz.
Buradan
1 (X1—V)
C §0nig(X;—V)
oldugu i¢in
donkap(V)
c (V)

olur.
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O halde donkap(V) c (V) elde ederiz.
1 birim fonksiyon oldugu i¢in
donkap(V)c V
oldugunu elde ederiz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X; lizerinde g, topolojisi olsun.

X uzaymdan X, uzaymna tanimli g; fonksiyonu her X; uzay1 i¢in pr-kapali oldugunu
ve V kiimesi X, uzayinda gépr-kapal, gdpr-acik kiime ve X;=X, oldugunu, X; uzayi
tizerinde elemanlar1 V, X, @ olan topolojiyi ve X; uzayindan X; uzayma tanimli birim
dontistim olan, 1, fonksiyonunu ve i, (V)CV aldigmizda

donkap(V)c (V)
oldugunu elde ettik.

Bundan dolay1 V kiimesi X, uzayinda §6nkapalidir.

TEOREM 5.2. X;, X, X; topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon
olmak lizere X ilizerinde g, topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi, X3 lizerinde g3 topolojisi
olsun. g;:X;—X, fonksiyonu M-0Onkapali ve g,:X,—X;3 fonksiyonu X, uzayindaki her
onkapal1 V kiimesi i¢in g>(V) diizenli acik olsun.

g,0g;:X1—X3 fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, X2, X3 topolojik uzaylar ve g:X;— X, taniml1 bir fonksiyon olmak lizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 iizerinde g3 topolojisi olsun.

X; uzaymndan X3 uzayma tamimh grog; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime ve V kiimesi X, uzaymda gépr-
kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X; uzaymdan X, uzayma taniml g, fonksiyonu M-
onkapali ve X, uzaymdan X3 uzayma tanimli g, fonksiyonu X, uzayindaki her onkapali V
kiimesi i¢in g>(V) diizenli agik olsun.

2,0g1(U) € §6nig(V)
oldugunu gostermeliyiz.
gog(U) cV
alalim.

Buradan g>(g1(U)) €V oldugunu elde ederiz.
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X, uzaymnda keyfi 6nkapali kiimelerin goriintiisii X3 uzayinda diizenli acik olsun. X,
uzayindan X, uzayina tanimh g, fonksiyonu pr-kapali oldugunu biliyoruz.
Bunu ele alirsak, X, uzaymdan X3 uzayma tanimli g, fonksiyonu X3 uzaymdaki her
onkapal1 V kiimesi i¢in g»(V) diizenli acik oldugu i¢in;
g2(g1(U)) € §0nig(V)
olduguna ulasiriz.

Yani g,0g;(U) € §6nig(V) elde etmis oluruz.

X1, X, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak iizere X;

iizerinde g, topolojisi X, iizerinde g, topolojisi, X3 tizerinde g3 topolojisi olsun.

g1: X=X, fonksiyonu M-0nkapali ve g,:X,— X3 fonksiyonu X, uzayindaki her
onkapal1 V kiimesi i¢in g>(V) diizenli agik oldugunu ve
20 gi(U)cV
ele aldigimizda
g,0g1(U)c §6nig(V)
oldugunu elde ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X3 uzayimna taniml g,og; fonksiyonu pr-kapalidir.
TEOREM 5.3. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak

iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzaymdaki her gdpr-kapali, gdpr-agik kiimenin §6nkapali olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul her X; uzayi i¢in X; uzayindan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapaldir.

ISPAT:

Gerek Kosul: X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimhi bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimh olan g; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu

gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime ve V kiimesi X, uzayinda gdpr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim. Bu durumda
g1 (U)cv
iken
g1(U)c §6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.
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X, uzaymdaki her gépr-kapali, gépr-acik kiime donkapali olsun. g;(U)cV oldugunu
biliyoruz
Buradan
X,—-VcXo—g1(U)
elde ederiz.
Hipotez X,—V §0onkapali oldugunu soyler.
Dolayisiyla
donkap(X,—V)
cX,—g1(U)
elde ederiz.

donkap(X,—V)

cX—gi(U)
oldugu i¢in g;(U)c §6nig(V) olur.
Buradan g;(U)c §6ni¢(V) oldugunu elde ederiz.
O halde X, uzaymdan X, uzayma tanimlh g; fonksiyonu pr-kapaldir.
Yeter Kosul: X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak

iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X uzayindan X, uzayma tanmimli g; fonksiyonu her X; uzay: i¢in pr-kapali olsun.
X, uzayindaki her gépr-kapali, gdpr-acik kiime donkapali oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in; V kiimesi X, uzayinda gdépr-kapali, gépr-acik kiime olsun ve X;=X;
alalim.
X uzayi iizerinde elemanlar1 V, X;, @ olan topolojiyi ve X; uzayindan X; uzayina
tanimli birim dontigiimd, t, fonksiyonunu ve 1, (V) c V alalim.
O halde
K (Xi—V)cX,-V
ulasiriz.
Hipotezden i, pr-kapali oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla
K (X1—V)

C §0nig(X;—V)
oldugunu elde ederiz.

Buradan
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L (X1=V)=X; =1, (V)
oldugu ve

donkap(V) € (V)
olur.

O halde §onkap(V) € 1k (V) olur. i, birim fonksiyon oldugu i¢in

donkap(V) c V
oldugunu elde ederiz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X; lizerinde g, topolojisi olsun.
X uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu her X; uzay1 i¢in pr-kapali oldugunu
ve V kiimesi X, uzaymda gépr-kapali, gépr-agik kiime ve X;=X, oldugunu, X; uzayi
tizerinde elemanlar1 V, X, @ olan topolojiyi ve X; uzayindan X; uzayma tanimli birim

dontistim olan, 1, fonksiyonunu ve i, (V)CV aldigmizda

donkap(V)C 1, (V)

oldugunu elde ettik.

Bundan dolay1 V kiimesi X, uzayida §dnkapalidir.

TEOREM 5.4. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzayinda keyfi 6nkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli acik olsun. X;
uzaymdan X5 uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde @, topolojisi olsun ve X; uzayinda keyfi 6nkapali kiimelerin

goriintiisii X, uzayinda diizenli a¢ik olsun.

X; uzaymdan X, wuzayma tanimli olan fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.
Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda 6nkapali kiime ve V kiimesi X, uzayinda gdpr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim. Bu durumda
g1 (U)cv
iken
gi(U)c 6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.
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g1(U)cV oldugunu biliyoruz.
Bunu ele aldigimizda
X,—-VcXo—gi(U)
oldugunu elde ederiz.
Hipotez X, uzayindaki U 6nkapali kiimesinin goriintiisii olan g;(U), X, uzaymnda
diizenli agik oldugunu soyler.
O halde X,—g;(U) diizenli kapali olur.
Buradan

donkap(X,—V)

c donkap(X,—gi(U))
olduguna ulasiriz.
Buradan

donkap(X,—V)

cXo—gi(U)
oldugunu elde ederiz.

donkap(X,—V)

cX,—gi1(U)
oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla

gi(U)c §6nig(V))
olur.

Buradan g;(U)c §6ni¢(V) oldugunu elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X; lizerinde g; topolojisi olsun.

X uzaymda keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli agik oldugunu
ve U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-agik
kiime ve g;(U)CV ele aldigimizda,

gi(U)c 6nig(V)
oldugunu elde ettik.
Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.
TEOREM 5.5. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak

iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.
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V kiimesi X, uzayinda gdpr-kapali, gdpr-agik kiime olmak iizere X; uzayindan X,
uzayma tanimli olan g; fonksiyonu donkararsiz ve pr-kapali olsun.

g, (V), X, uzaymnda g6pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

g, (V), X, uzaymnda g&pr-kapali oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X

uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu §donkararsiz ve pr-kapali olsun.

X, uzayinda U kiimesi diizenli a¢ik ve g, (V)cU alalim.
O halde buradan g, (V)cU oldugunu kullanacagiz.
Buradan
X,-UcX;—g (V)
olduguna ulasiriz.
X—g:™ (V) ‘i kullanirsak
X,-U c g'(X2-V)
elde ederiz.
Bundan dolay1 g1(X;—U)c(X;-V) olduguna ulasiriz ve X; uzaymdan X, uzayina
tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugundan
g1(Xi~U)
C §0nig(X,—V)
elde ederiz.

g1(X;—U)

C §0nig(X,—V)

oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla
g1(Xi—U)
cX,— §onkap(V)
olur.
g{l fonksiyonunu kullanirsak
X;-U
cg” (Xo— 86nkap(V))

ulasiriz.
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Xi—U

cgi” (Xo— §onkap(V)))
oldugunu biliyoruz.
Buradan
g1 ( 8énkap(V))cU
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g1 ( 8énkap(V))cU
olur.
Ayrica,
Sonkap(gi” (V)

c Sénkap(g” (§6nkap(V)))

= g1”'( 86nkap(V))
oldugu i¢in
Sonkap (g,(V)) € U
elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g topolojisi olsun.

X uzayinda U kiimesi diizenli agik ve V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-
acik kiime oldugunda, X; uzayindan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve
pr-kapali oldugunu, g;(U)cCV ele aldigimizda

Sonkap(g; ' (V))cU
ulastik.
O halde X; uzaymdaki g, (V) fonksiyonu gépr-kapalidir.
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BOLUM 6
EK OZELLIKLER

Altinct boliimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X; taniml bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olmak iizere g; fonksiyonunun pr-
kapali olmasi, ters goriintii ve X; bir kiime ve g bir topoloji olmak iizere X; uzaymin U alt
kiimesi olmak tiizere U alt kiimesinin hemen hemen c¢ekirdegi olan a-¢cek(U) flizerine
calisiimastir.

TEOREM 6.1. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, ilizerinde g, topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzayinda her kiime gdépr-kapali olmak ilizere X; uzaymdan X, uzaymna tanimli
olan g; fonksiyonu pr-kapali olsun.

X uzaymnm U 6nkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda §onagiktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzaymin U Onkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda §onagik
oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, X, uzaymnda her kiime gdpr-
kapali olmak {izere X; uzaymndan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapali olsun.
g1(U)cgi(U) oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak X; uzaymdan X, uzayma tanimli g, fonksiyonu pr-kapali oldugu
igin

gi(U)c 6nig(gi(U))
oldugunu elde ederiz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzaymnda onkapali kiime, X; uzaymmdan X, uzayma taniml olan g
fonksiyonu pr-kapali oldugunda g;(U)cg;(U) aldigimizda

gi(U)c 6nig(gi(U))
oldugunu elde ettik.

Dolayistyla gi(U) X, uzayinda §onagiktir.
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TEOREM 6.2. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X uzaymdan X, uzayina tanimlhi olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve pr-kapal, V
kiimesi X, uzaymda kapali ve acik olsun. g, (V), X, uzayinda g&pr-kapalidir.

ISPAT:

X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;,—»X,; taniml bir fonksiyon olmak iizere X;
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

g, (V), X, uzayinda g&pr-kapali oldugunu gdsterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzaymda diizenli agik kiime, V kiimesi X, uzaymnda kapali,
acik kiime olmak iizere ve X; uzaymmdan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu
Sonkararsiz, pr-kapali olsun ve g, (V)cU alalim.

g (V)cU
oldugunu biliyoruz.

O halde g, (V)cU oldugunu kullaniriz.

Buradan

X,-UcX—g (V)
oldugu sonucu ¢ikar. X;—g; " (V) ‘i kullanirsak
X,-Ucg, (X;~V)
elde ederiz.
Bundan dolay1
g1I(Xi—U)c(X-V)
olduguna ulasiriz ve X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugundan

g1 (Xi—U)

C §0nig(X,—V)
elde ederiz.
Dolayisiyla
g1(Xi—U)

cX,— §onkap(V)
olur. g;” fonksiyonunu kullanirsak
X-U
cgi (Xo— Sonkap(V))
ulasiriz.

Xi—U

31



cgi! (Xo— Sonkap(V))

oldugunu biliyoruz.

Buradan

X,-UcX;—g,"( §6nkap(V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g ( 8énkap(V))cU

olur.

Ayrica,

Sonkap(g” (V)

c §onkap(g; ™ (§6nkap(V)))
=g”'( 86nkap(V))
oldugu i¢in
Sonkap(g; (V) cU
oldugunu elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzaymda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda kapali, agik kiime ve
X; uzaymdan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapali,donkararsiz oldugunda g;(V)cU
aldigimizda

Sonkap(g; (V) cU

oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzaymndaki g, (V) fonksiyonu g&pr-kapahdir

TEOREM 6. 3. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak
iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X uzaymdaki keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda agik
olsun.

X uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimhi olan g; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu

gosterecegiz.
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Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim.

Bu durumda

g1 (U)cv
iken
gi(U)c 6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.

Hipotezden X; uzayindaki U dnkapali kiimesinin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda
acik oldugunu biliyoruz.

O halde g;(U) 66nagik oluguna ulasiriz.

Buradan g;(U)c §6ni¢(V) oldugunu elde ederiz.

g1(U) d6nagik oldugundan g;(U)c §6nig(V) oldugunu elde etmis oluruz..

X1, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimlh bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
T topolojisi X, lizerinde T, topolojisi olsun.

X uzaymda keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda agik oldugunu ve U
kiimesi X; uzayinda 6nkapali kiime, V kiimesi X, uzaymda gdpr-kapali, gdpr-acik kiime
ve g1(U)cV ele aldigimizda

gi(U)c 6nig(V)
oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

TEOREM 6.4. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

V kiimesi X, uzayinda gdépr-kapali, gépr-agik kiime olmak iizere X; uzayindaki
keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymnda diizenli kapali ve X; uzayindan X,
uzayma tanimli olan g; fonksiyonu donkararsiz olsun.

g, (V), X, uzaymnda g&pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X, iizerinde o, topolojisi olsun g;'(V), X, uzaymnda gépr-kapali oldugunu
gostermeliyiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayinda diizenli agik kiime ve V kiimesi X, uzaymda
gépr-kapali, gépr-agik kiime olmak iizere X; uzayindan X, uzaymna tanimli olan g

fonksiyonu §6nkararsiz olsun ve g, (V)cU alalim.
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Hipotez X uzaymdaki dnkapali kiimesinin goriintiisiiniin X, uzayimnda diizenli kapal
oldugunu biliyoruz.
O halde
Xl—chl—gl_l(V)
elde ederiz.
Buradan g;' fonksiyonunu kullanirsak
X,-Ucg, '(X;~V)
O halde buradan X,—Ucg; " (X;—V) olduguna ulasiriz. g, fonksiyonunu kullanirsak
gl(Xl—U)CXQ_V
olur.
O halde
g1(Xi—U)
C §0nig(X,—V)
elde ederiz.
Dolayisiyla
g1(Xi—U)
C §0nig(X,—V)

ele alacagiz.

Buradan
X-U
g (X~ §6nkap(V))
ulasiriz.
Buradan

X-U
cX;—g,"'( §6nkap(V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g ( 8énkap(V))cU
olur.
Ayrica,
Sonkap(gi™' (V)

c Sénkap(g;” (56nkap(V)))
=g,"'( 56nkap(V))
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oldugu i¢in
Sonkap(g; (V) cU
elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

V kiimesi X, uzayinda gdépr-kapali, gépr-agik kiime olmak iizere X; uzayindaki
keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli kapali oldugunu, X; uzaymndan
X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve g;(V)cU aldigimizda

Sonkap(g;” (V)) cU
oldugunu elde ediyoruz.

O halde X, uzaymdaki g, (V) fonksiyonu g&pr-kapalidur.

TEOREM 6.5. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde p; topolojisi, X, iizerinde g topolojisi olsun.

X1 uzayindan X; uzayina taniml g; fonksiyonu pr-kapali ve §6nkararsiz olsun.
d6nkap(V)ca-cek(V)
ve
d6nkap(X,—V)ca-¢ek(X,—V)
olsun.

g1 (V), X, uzaymnda gépr-aciktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

g1 (V), X, uzaymnda gpr-acik oldugunu géstermeliyiz.

X bir kiime ve g bir topolojik uzay olmak iizere X; uzaymnm U alt kiimesinin gépr-

kapali olmasi igin gerek ve yeter kosul §-onkap(U)ca-¢ek(U) oldugunu biliyoruz.

Dolayisiyla § dnkap(V)ca-¢ek(V) oldugundan ve
d6nkap(X,—V)ca-¢ek(X,—V)
oldugundan bu ifadaeleri ele alacagiz.
O halde U kiimesi X; uzayinda diizenli agik kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-
kapali, gdépr-acik kiime olmak iizere ve X; uzaymndan X, uzayna tanimli olan g;

fonksiyonu §6nkararsiz, pr-kapali olsun ve g;” (V)cU alalim.

O halde g;'(V)cU oldugun kullanacagiz.

Buradan
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X-UcX—g (V)
elde ederiz.
Buradan g, fonksiyonunu kullanirsak
X,-Uc g ' (X>-V)
olduguna ve sonrasinda g; fonksiyonunu kullanirsak

g1(Xi—U)

C §0nig(X,—V)
oldugunu elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun. V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-agik
kiime olmak tizere;
X uzaymdan X, uzaymna taniml g; fonksiyonu pr-kapali ve § 6nkararsiz olsun.

donkap(V)ca-cek(V) ve §onkap(X,—V)ca-¢cek(X,—V) olmak tizere

Sonkap(g;” (V)) cU
oldugununa ulasiriz.
Dolayisiyla g (V), X, uzaymda gépr-kapalidir.
Benzer yolla g, (V), X, uzayinda gépr-acik oldugu goriiliir.
TEOREM 6.6. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak

iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzayindaki her V kiimesi i¢in §dnkap(V)ca-¢ek(V) olsun.

X uzaymdan X, uzayma tanmimlt g; fonksiyonu pr-kapali ise X; uzaymdaki her U
onkapali kiimesi i¢in g;(U) X, uzaymda §nagiktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

X, uzayindaki her V kiimesi i¢in

d6nkap(V)ca-cek(V)

olsun.

X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali ise X; uzaymdaki her

onkapal1 U kiimesi i¢in g;(U) X, uzaymnda §onagik oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzaymda 6nkapali kiime alalim.

X bir kiime ve g topoloji olmak {izere X; uzaymin U alt kiimesi i¢in
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6-onkap(U)c a-¢ek(U)
ifadesini ele alacagiz.

O halde

gi(U)cgi(U)
oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak X; uzaymdan X, uzayma tanimli g, fonksiyonu pr-kapali oldugu
icin g;(U)c §onig(gi(U)) oldugunu elde ederiz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzaymda gépr-kapali, gépr-agik
kiime oldugundan ve X; uzaymdan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapal
oldugunda g;(U)cg;(U) aldigimizda

gi(U)c §6nig(gi(U))
oldugunu elde ettik.

Dolayistyla gi(U) X, uzayinda §onagiktr.

TEOREM 6.7. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X uzayindaki keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda donagik
olsun.

Xj uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
01 topolojisi, X, tlizerinde @, topolojisi olsun. X; uzayindan X, uzaymna tanimli olan g;

fonksiyonunun pr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-

kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim. Bu durumda
g1 (U)cv
iken
gi(U)c 6nig(V)

oldugunu gostermeliyiz.

Hipotez X; uzaymdaki U Onkapali kiimesinin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda
d06nagik oldugunu soyler.

Buradan
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g1(U)c §onig(V)
oldugunu elde ederiz.
Boylece
g1(U)c §onig(V)
olduguna ulasiriz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

o1 topolojisi X; lizerinde g, topolojisi olsun.

X1 uzaymnda keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda §6nagik oldugunu ve
U kiimesi X; uzayinda 6nkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gdpr-acik kiime
ve

g1 (U)cv
ele aldigimizda
g1(U)c §onig(V)

oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.
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BOLUM 7
DONUSUM OZELLIKLERIi

Yedinci bolimde X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X; TUzerinde p; topolojisi, X, Tlzerinde @, topolojisi olmak iizere pr-kapal
fonksiyonlarin ¢esitli 6zelikleri caligilmustir.

TEOREM 7.1. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

V kiimesi X, uzayinda gdpr-kapali, gdpr-agik kiime olmak iizere X; uzayindan X,
uzaymna tanimli olan g; fonksiyonu donkararsiz ve pr-kapali olsun.

g1 (V), X, uzaymnda gpr-aciktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X; lizerinde g, topolojisi olsun.

g1 (Xo-V), X; uzaymnda gépr-kapali oldugunu géstermeliyiz.

Bunun i¢in V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X
uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu §donkararsiz ve pr-kapali olsun.

X, uzayinda U kiimesi diizenli a¢ik ve g, (Xo—V)cU alalim.

O halde buradan g, (X,—V)cU oldugunu kullanacagiz. Buradan

X,-UcX—g, ' (Xo-V)
olduguna ulasiriz.

X—g1™ (Xo=V) i kullanirsak

Xi—Ucg(V)
elde ederiz.

Bundan dolay1 g;(X;—U)c( V) olduguna ulasiriz ve X; uzaymdan X, uzayina tanimli
g fonksiyonu pr-kapali oldugundan

g1(X;—U)c §onig(V)
elde ederiz.

Dolayisiyla

g1(X;—U)
cX,— §onkap(X,—V)
olur.

g{l fonksiyonunu kullanirsak
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XU
cg,” (Xo— 6nkap(X,—V))
ulasiriz.

g1 (Xo— §onkap(Xo—V))

=X,—g,"'( §6nkap(X,—V))
oldugunu biliyoruz.
Buradan
X-U
cX;—g,"'( Sonkap(X,—V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g1 ( §6nkap(X,—V))cU
olur.
Ayrica,
§onkap(g,” (X2=V))
c Sonkap(g,” (86nkap(X,—V)))
= g1 ( §6nkap(X—V))
oldugu i¢in
sonkap (g1 (X-V)) c U
elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.
X; uzayinda U kiimesi diizenli agik ve V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-

acik kiime oldugunda, X; uzayindan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve

pr-kapali oldugunu, g, (X;-V)cU ele aldigimizda

sonkap (g1 (X-V)) c U
ulastik.
O halde X; uzaymdaki g, (V) fonksiyonu gépr-agiktir.
TEOREM 7.2. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X, de her kiime gépr-kapali olsun.
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X uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonunda X; uzaymdaki her 6nkapali U
kiimesi i¢in g;(U) X, uzayinda diizenli kapali olsun. X; uzaymm U 6nkapali kiimesi i¢gin
goriintiisii olan g;(U), X, uzaymda §onagiktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzaymin U Onkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U), X, uzaymnda §onagik
oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-

kapali, gdpr-acik kiime, g;(U) X, uzaymda diizenli kapali kiime ve g;(U)cCV, alalim.

Teorem 2. 30. X; uzaymin U alt kiimesi gépr-agik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
McU ve M kiimesi diizenli kapali kiime ise MC §06ni¢(U) oldugunu sdylemektedir.

Bu teoremi ele aldigimizda g;(U)cV, g;(U) diizenli kapali ve V kiimesi X, uzayimnda
gdépr-agik oldugundan g;(U)c §6nig(V) elde ederiz.

O halde X; uzaymdan X, uzaymna tanimlh g; fonksiyonu pr-kapaldir. g;(U)cg;(U)
oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugu
i¢cin

gi(U)c 6nig(gi(U))

oldugunu elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzaymda gépr-kapali, gépr-agik
kiime olmak tizere X; uzaymdan X, uzayma taniml g; fonksiyonunda X; uzayindaki her
onkapali U kiimesi i¢in g;(U) X, uzayinda diizenli kapali oldugunda

gi(U)cgi(U)
aldigimizda
gi(U)c §onig(gi(U))
oldugunu elde ettik.

Dolayistyla gi(U) X, uzayinda §onagiktir.

TEOREM 7. 3. X, X; topolojik uzaylar ve g;:X;—X; taniml bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

Her y€X; i¢in {y} diizenli kapali ya da §onagik olsun.
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Xi uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
01 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi ve her yEX; i¢in {y} diizenli kapali ya da d6nagik
olsun.

Xj uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu gosterecegiz.
Bunun i¢in U kiimesi X; uzaymda onkapali kiime ve V kiimesi X, uzaymda gépr-kapali,
gdépr-agik kiime ve g;(U)cV alalim.

Bu durumda g;(U)cV iken

gi(U)c §6nig(V)
oldugunu gostermeliyiz.
g1(U)cV oldugunu biliyoruz.
Buradan
X,—-VcX,; —g(U)
elde ederiz.

Her y€X; i¢in {y} diizenli kapali ya da §onagik oldugunu ele alacagiz.

Bu durumda X, =V gdépr-kapali oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak

donkap(X,—V)
<X, —gi(U)
olduguna ulasiriz.

donkap(X,—V)

=Xz —gi1(U))
oldugundan

donkap(X,—V)

<Xz —gi(U))
Bu ifadeyi kullanirsak;
o halde buradan
g1(U)c §onig(V)
oldugunu elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde

01 topolojisi X; iizerinde @, topolojisi olsun. X, uzay1 §p-diizenli Ty, uzay oldugunu ve U
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kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-acik kiime
ve gi(U)cV ele aldigimizda g;(U)c §6ni¢(V) oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.

TEOREM 7.4. X;, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

V kiimesi X, uzayinda gdépr-kapali, gépr-agik kiime olmak iizere X; uzayindaki
keyfi 6nkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli agik ve X; uzayindan X, uzayma
tanimli olan g; fonksiyonu d6nkararsiz olsun.

g1 (V), X, uzaymnda gpr-aciktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X; tizerinde g, topolojisi olsun.

g1 (Xo-V), X; uzaymnda gépr-kapali oldugunu géstermeliyiz.

Bunun i¢in V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X
uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu do6nkararsiz ve X; uzayindaki keyfi
onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli agik olsun.

X, uzayinda U kiimesi diizenli a¢ik ve g, (Xo—V)cU alalim. O halde buradan

g’ (X-V)cU
oldugunu kullanacagiz.
Buradan
X-U
ch—g{l(Xz—V)
olduguna ulasiriz.
X—g1™ (Xo=V) i kullanirsak
X,-U c g (V)

elde ederiz.
Bundan dolay1 g;(X;—U)c( V) olduguna ulasiriz ve X; uzaymdaki keyfi dnkapali

kiimelerin goriintiisii X, uzaymda diizenli ac¢ik oldugundan
gl(Xl—U)C 501’11@(\/)
elde ederiz.

Dolayisiyla
g1Xi—U)
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cX,— §onkap(X,—V)
olur.
g{l fonksiyonunu kullanirsak
X-U
cgi” (Xo- Sénkap(Xo—-V))
ulasiriz.
X-U
g (X §6nkap(X,—V))
oldugunu biliyoruz.
Buradan
X;-U cX;—g;" ( §6nkap(X,—V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g1 ( 86nkap(X,—V))cU
olur.
Ayrica,
§onkap(g,” (X2~ V)

c §6nkap(g; ™ (§6nkap(X2—V)))
= gi"'( §6nkap(X2-V))

oldugu i¢in Sonkap (g, (X,—-V)) € U elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,

iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzayinda U kiimesi diizenli agik ve V kiimesi X, uzayinda gépr-kapali, gépr-

acik kiime oldugunda, X; uzayindan X; uzayma tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve

X uzaymndaki keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli agik oldugundan

g (Xo-V)cU ele aldigimizda
sonkap (g1 (X-V)) c U
ulastik.
O halde X; uzaymdaki g, (V) fonksiyonu gépr-aciktir.

TEOREM 7. 5. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak

iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

44



X, uzayinda her kiime gép-kapali olsun ve X; uzayindan X, uzayina taniml g
fonksiyonu pr-kapali alalim. X; uzaymin U 6nkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U), X,
uzaymda §nagiktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X uzaymin U Onkapali kiimesi i¢in goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda §6nagik
oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, X, uzayinda her kiime gdép-
kapali olmak {izere X; uzaymndan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapali olsun.
g1(U)cgi(U) oldugunu biliyoruz.

Bunu ele alirsak X; uzayindan X, uzayina tanimh g, fonksiyonu pr-kapali oldugu
icin g;(U)c §onig¢(g(U)) oldugunu elde ederiz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

U kiimesi X; uzaymda onkapali kiime, X; uzaymdan X, uzayma tanimli olan g

fonksiyonu pr-kapali oldugunda g;(U)cg;(U) aldigimizda

gi(U)c 6nig(gi(U))

oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla g;(U) X, uzaymda §6nagiktir.
TEOREM 7.6. X;, X;, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g topolojisi, X, iizerinde p; topolojisi, X3 tizerinde g3 topolojisi olsun.

g1:X;—X; fonksiyonu pr-kapal ve g,:X, = X3 fonksiyonu kuvvetli §6nagik ve &p-
gdpr-siirekli olsun.

X3 uzayi dp-diizenli Ty, uzay olsun. g,0g;:X;—=X; fonksiyonu pr-kapalidir.
ISPAT:

X1, X, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimli bir fonksiyon olmak iizere X;
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi, X3 iizerinde g3 topolojisi olsun.

X; uzaymmdan X3 uzayma tanimli gyog; fonksiyonunun pr-kapali oldugunu
gosterecegiz.

Bunun i¢in U kiimesi X; uzayinda dnkapali kiime ve V kiimesi X, uzayinda gépr-

kapali, gépr-acik kiime olmak iizere X; uzaymdan X, uzayma tanimli g; fonksiyonu pr-
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kapali ve X, uzayindan X; uzaymna tanimli g, fonksiyonu kuvvetli §onagik, &p-gépr-
stirekli olsun.

X3 uzay1 6p-diizenli Ty, uzay olsun.

2,0g1(U) € §6nig(V)
oldugunu gostermeliyiz.

X, bir kiime ve p bir topolojik uzay olmak iizere ve gr: X;— X3 tanimli bir
fonksiyon olmak iizere X, uzayindan X3 uzayina tanimli g, fonksiyonu 8p- gdpr-siirekli ve
X3 uzayi dp-diizenli Ty, uzay oldugunu ele alacagiz.

Buradan g, fonksiyonunun gdpr-kararsiz olduguna ulasiriz.

O halde gyog (U) cV alalim.

Buradan

g(g1(U)) eV
olduguna ulasiriz ve bunu kullanirsak
21(U) cg (V)
oldugunu elde ederiz.
Xj uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapali oldugundan
21(U) € 86nig(g" (V)
oldugunu elde ederiz.

O halde
2(gi1(V))

Cga( S6nig(g (V)

olur ve bundan dolay1
g20g1(U)

C 66nig(ga(g2" (V)

olduguna ulasiriz.
Buradan

2,0g1(U) € §6nig(V)
oldugunu elde etmis oluruz.

X1, Xa, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g; topolojisi X, lizerinde g, topolojisi, X3 ilizerinde g3 topolojisi olsun. g;:X;—=X;
fonksiyonu pr-kapali ve g,:X,— X; fonksiyonu kuvvetli donacik ve &p-gdpr-siirekli
oldugundan g,og;(U)cV ele aldigimizda g,og;(U)c §6nig(V) oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzayindan X3 uzayma taniml g,og; fonksiyonu pr-kapalidir.
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TEOREM 7. 7. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak

iizere X, tlizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

V kiimesi X, uzayinda kapali, agik kiime olmak tizere X; uzayindaki keyfi 6nkapali
kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli agik ve X; uzaymdan X, uzayna tanimli olan g;
fonksiyonu §donkararsiz olsun.

g, (V), X, uzaymnda gépr-kapalidir.

ISPAT:

Xi, X3 topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak tizere X; lizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

g, (V), X, uzayinda g&pr-kapali oldugunu gostermeliyiz.

Bunun i¢in V kiimesi X, uzayinda kapali, acik kiime olmak tizere X; uzayindan X,
uzayma tanimli olan g; fonksiyonu §donkararsiz ve X; uzaymdaki keyfi dnkapali kiimelerin
goriintiisii X, uzayinda diizenli a¢ik olsun.

X uzayinda U kiimesi diizenli agik ve

g (V)cU
alalim.

O halde buradan g, (V)cU oldugunu kullanacagiz.

Buradan

Xl—chl—gl_l(V)

olduguna ulasiriz. X,—g;” (V) i kullanirsak
X-U c g (Xo=V)
elde ederiz.
Bundan dolay1
21(Xi—U)c(X>-V)

olduguna ulasiriz ve X; uzaymndaki keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda
diizenli a¢ik oldugundan
g1Xi—U)
C §0nig(X,—V)
elde ederiz.
g1Xi—U)
C §0nig(X,—V)

oldugunu biliyoruz.
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Dolayisiyla
g1Xi—U)

cX,— §onkap(V)
olur.
g{l fonksiyonunu kullanirsak

Xi—U

cg” (Xo— 68nkap(V))
ulasiriz.

Xi—U

g (X~ §6nkap(V))
oldugunu biliyoruz.
Buradan
X,-U cX,—g; ™ ( §6nkap(V))
oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla
g1 ( 8énkap(V))cU
olur.
Ayrica,
Sonkap(gi” (V)
c sonkap(g,” (86nkap(V)))
= gi”'( 86nkap(V))
oldugu i¢in
Sonkap (g,'(V)) € U
elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzayinda U kiimesi diizenli agik ve V kiimesi X, uzayinda kapali, agik kiime
oldugunda, X; uzayindan X, uzayina tanimli olan g; fonksiyonu §dnkararsiz ve X
uzayindaki keyfi onkapali kiimelerin goriintiisii X, uzayinda diizenli acik oldugundan,
g1(U)cV ele aldigimizda

Sonkap(g; ' (V))cU
ulastik.

O halde X; uzaymdaki g, (V) fonksiyonu g&pr-kapalidir.
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TEOREM 7. 8. X, X; topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak
iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, tizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzayindaki keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda 6nagik
olsun.

X uzaymdan Y uzayma tanimli olan g; fonksiyonu pr-kapalidir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, iizerinde @, topolojisi olsun. X; uzayindan X, uzayma tanimli olan g;

fonksiyonunun pr-kapali oldugunu gosterecegiz.

Bunun i¢in; U kiimesi X; uzayinda onkapali kiime, V kiimesi X, uzayinda gépr-
kapali, gdpr-acik kiime ve g;(U)cV alalim.
Bu durumda
g1 (U)cv
iken
gi(U)c 6nig(V)
oldugunu gostermeliyiz.
Hipotez X, uzaymdaki U 6nkapali kiimesinin goriintiisii olan g;(U), X, uzayinda
onagik oldugunu soyler.
Bunu ele alirsak
g1(U) € §6nig(V)
oldugunu elde ederiz.
g1(U) onagik oldugundan
gi(U)c 6nig(V)
elde etmis oluruz.
X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi X; lizerinde g; topolojisi olsun.
X1 uzaymda keyfi dnkapali kiimelerin goriintiisii X, uzaymda 6nagik oldugunu ve U
kiimesi X; uzayinda 6nkapali kiime, V kiimesi X, uzaymda gdpr-kapali, gdpr-acik kiime
ve gi(U)cV ele aldigimizda g;(U)c §6ni¢(V) oldugunu elde ettik.

Dolayisiyla X; uzayindan X, uzayina tanimli g; fonksiyonu pr-kapalidir.
TEOREM 7. 9. X, X, topolojik uzaylar ve g;:X;—X, tanimh bir fonksiyon olmak

iizere X, lizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.
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V kiimesi X, uzaymnda kapali, acik kiime olmak iizere X; uzaymdan X, uzayina
taniml olan g, fonksiyonu Sdnkararsiz ve pr-kapali olsun. g (V), X; uzaymda gépr-
agiktir.

ISPAT:

X1, Xz topolojik uzaylar ve g;:X;—X, taniml bir fonksiyon olmak iizere X, iizerinde
o1 topolojisi, X, lizerinde g, topolojisi olsun.

g1 (Xo-V), X; uzaymnda gépr-kapali oldugunu géstermeliyiz.

Bunun i¢in V kiimesi X, uzayinda kapali, acik kiime olmak iizere X; uzaymndan X,

uzaymna tanimli olan g; fonksiyonu donkararsiz ve pr-kapali olsun.

X, uzayinda U kiimesi diizenli a¢ik ve g, (Xo—V)cU alalim.
O halde buradan
g (X-V)cU
oldugunu kullanacagiz.
Buradan
X—UcX—g' (X-V)
olduguna ulasiriz.
Xl—g{l(Xz—V) ‘1 kullanirsak
Xi—Ucg(V)
elde ederiz.
Bundan dolay1
giXi—U)c(V)

olduguna ulasiriz ve pr-kapali oldugundan

g1(X;—U)c §onig(V)
elde ederiz.
Dolayisiyla
g1Xi—U)
cX,— §onkap(X,—V)
olur.
g{l fonksiyonunu kullanirsak
X-U
cgi”(Xo—- Sénkap(Xo—-V))
ulasiriz.
g1 (Xo— 86nkap(X—-V))
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=X ,—g; " ( §6nkap(X,—V))
oldugunu biliyoruz.
Buradan
X,-U cX;—g; ™ ( §6nkap(Xo—V))

oldugunu elde ederiz ve dolayisiyla

g, ( 86nkap(X,—V))cU
olur.
Ayrica,

§onkap(g,” (X2=V))

c §6nkap(g; ' (§6nkap(X2—V)))
= g"'( §6nkap(X2-V))

oldugu i¢in Sonkap (g (X,—V)) € U elde etmis oluruz.

X1, Xz topolojik uzaylar ve g:X;—X, tanimhi bir fonksiyon olmak iizere X,
iizerinde g, topolojisi, X, iizerinde g, topolojisi olsun.

X; uzayinda U kiimesi diizenli agik ve V kiimesi X, uzayinda kapali, agik kiime
oldugunda, X; uzayindan X, uzayma tanimli olan g; fonksiyonu donkararsiz ve pr-kapal

oldugundan g, (X,—-V)cU ele aldigimizda

sonkap (g1 (X-V)) c U
ulastik.
O halde X; uzaymdaki g, (V) fonksiyonu gépr-aciktir.
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