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Bu ¢alismada serbest color Lie stipercebirleri igin buldugumuz test elemanlar1
ve Ozel olarak ranki iki olan serbest color Lie siipercebirleri igin test elemanlar
verilmigtir. Ayrica ¢ift Jacobian matristen yararlanarak L nin bir endomorfizminin bir
otomorfizm olup olmadigina karar veren bir kriter gelistirdik. » <9 olmak lizere

L,/L,,, serbest b6liim cebirlerinin baz ve boyutlar: hesaplanmistir. Rank: iki olan

serbest color Lie siipercebirlerinin otomorfizmleri genellestirilmistir. Son olarak
serbest color Lie siipercebirlerinde verilen bir w-homojen elemanin rankim

bulmamizi saglayan bir algoritma gelistirdik.

Anahtar Kelimeler : Serbest color Lie slipercebiri, Jacobian matris, Test elemanlari.



ABSTRACT
PhD THESIS

FREE COLOR LIE SUPERALGEBRAS

ERSIN KIRAL

DEPARTMENT OF MATHEMATICS
INSTUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSTY OF CUKUROVA

Supervisor : Naime EKICI
Year : 2002, Pages : 81
Jury : Prof. Dr. Naime EKICI
Prof. Dr. Melih BORAL
Assoc. Prof. Dr. Adnan TERCAN
Assoc. Prof. Dr. Bilal VATANSEVER
Assist. Prof. Dr. Perihan (DINC) ARTUT

In this study, some test elements have been obtained for free color Lie
superalgebras and particularly free color Lie superalgebras having rank two. Besides
we have developed some criteria by using double Jacobian matrix to determine
whether an endomorphism of L is an automorphism. Basis and dimensions of
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superalgebras.
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1. GIRIS Ersin KIRAL

1. GIRIS

Lie slipercebirlerinin teorisi 1950°li yillarda gelistirilmigtir. Cebirin Z,
derecelendirilmesi fikri gelistirilerek Z derecelendirilme veya G degismeli bir grup
olmak iizere G-derecelendirme ile birlikte ters-simetrik bir formun cebirdeki
carpmaya etkisi tanimlanarak, 1970’li yillarda yeni bir cebir yapisi insa edilmistir.
Bu cebir color Lie siipercebiri veya &-Lie cebiri olarak isimlendirilir. Color Lie
slipercebirleri konusu yeni olmasina ragmen teorisi hizla gelistirilmis ve
gelistirilmeye devam edilmektedir.

Sonlu rankli bir serbest L  Lie (stipercebir) cebiri igin verilen bir
endomorfizmin otomorfizm olup olmadigina, endomorfizmin Jacobian matrisine
bakilarak kolayca karar verilebilir. Bunun yaninda bir endomorfizminin otomorfizm
olabilecegini test eden bir kriter gelistirilmistir. Biz bu ¢alismamizda serbest color
Lie stipercebirlerinin otomorfizmlerini tanumak i¢in bir kriter gelistirdik. Ayrica
n <9 olmak iizere »’inci dereceden nilpotent serbest color Lie siipercebirlerinin baz
ve boyutunu hesapladik. Ranki iki olan serbest color Lie siipercebirlerinin
otomorfizmlerini siniflandirdik. Bundan baska serbest color Lie siipercebirlerinde
verilen bir w-homojen elemanin rankini bulmak i¢in bir algoritma gelistirdik.

Tezin ikinci bolimiinde galigmamuzin kaynagim olusturan temel tamm ve
teoremlere yer verilmistir.

Ugiincii béliimde serbest color Lie siipercebirleri igin bir baz kiimesi inga

edilmigtir. Ayrica bu bolimde # <9 olmak iizere L /L ., boliim cebirlerinin baz ve

n+1

boyutlar1 hesaplanmis ve bundan faydalanilarak #. dereceden nilpotent serbest color
Lie slipercebirlerinin baz ve boyutlar1 hesaplanmigtir.

Dérdiincii  boliimde ranki iki olan serbest color Lie siipercebirlerinin
otomorfizmleri genellegtirilmigtir.

Besinci boliimde serbest color Lie siipercebirleri i¢in buldugumuz test
elemanlar1 ve ozel olarak ranki iki olan serbest color Lie siipercebirleri igin test
elemanlar1 verilmigtir. Ayrica bu kisimda Jacobian matristen yararlanarak L nin bir

endomorfizminin bir otomorfizm olup olmadigina karar veren bir kriter gelistirdik.
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Bundan bagka rank: iki olan serbest color Lie siipercebirlerinin otomorfizmleri igin
bir kriter verilmistir.
Altinc béliimde ise serbest color Lie siipercebirlerinde verilen bir w-homojen

elemanin rankini bulmamizi saglayan bir algoritma gelistirdik.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER | Ersin KIRAL

2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1 Temel Tanmimlar

Bu kisimda ¢alismamizin temelini olugturan Color Lie Siipercebirleri ile ilgili
temel kavramlar inceleyecegiz. Color Lie Siipercebirlerinin tanimini vermeden énce
bu cebirlerin ingasinda kullanacagimiz derecelendirilmis cebir kavramindan ve &

déniistimiinden bahsedelim.
Tanim 2.1.1

R bir K cismi iizerinde cebir ve G de toplamsal bir grup olsun. g € G igin R,
ile R nin G tarafindan etiketlenen alt uzayum gosterelim. Eger {Rg ;g€ G} dizisi

igin;

) R=® R,

geCG

ij)Her g,g'e G i¢in R,- R, < R, .

kosullart saglaniyorsa R ye G tarafindan derecelendirilmis cebir denir. g € G igin

R, nin elemanlarina g-inci dereceden homojen eleman denir.
I, R nin bir alt cebiri (ideali) ve g € G igin, I, = I N R, olsun. Eger

I=&1

geCG &

oluyorsa / ya R nin derecelendirilmiy alt cebiri (ideali) denir.
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G degismeli bir grup, K ¢carpimsal grubu U(K) = K'\ {0} olan bir cisim,
£:GxG - U(K)

ters-simelrik bilineer bir form yani; her g, g,, £,, h, h, h, € G igin,

&(g + g, » h)= &g, he(gy.h),
&g, h+h)=elg.h)e(gh),
s(g.ns(hg)=1,
£(g.g)=F1

olsun.
G.,={ge G e(gg)=-1}
olarak tammlayalim.
Tanim 2.1.2

R= EBG R, , K cismi iizerinde G-derecelendirilmis bir cebir olsun. a € R, i¢in
ge

d(a) = g olarak tanimlayalim. R {izerindeki [,] islemi x, y, ze R G-homojen

elemanlari igin;
[x, 7] = —&(d(),d )y,

[x,l, 2]} = [[x, ¥} 2]+ £(d (), d (). [, 2]]

kosulunu sagliyorsa R ye K cismi tizerinde bir color Lie siipercebiri denir.
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Simdi color Lie stipercebirlerinin 6zel bir durumu olan Lie siipercebirlerini

tanimlayalim.
Tanim 2.1.3

R, K cismi lizerinde Z,—derecelendirilmis bir cebir yani,
R=R; OR;

olsun. R iizerindeki [ , ] islemi her @, B,y € Z, ve x€ R,, y€ Ry, z € R, igin;

[x, ] = —(-1)"[y,x],
(-1)%[x[y. 2]+ (-)* [y [z.x]+ (=) [z.[x. y]| = 0

kosulunu sagliyorsa R ye K cismi lizerinde bir Lie siipercebir denir. R; ve R;
uzaylarinin elemanlarina sirasiyla R nin ¢iff ve tek elemanlan denir. Ozel olarak R;

bir Lie cebiridir.

Bundan sonra, bir K cismi iizerindeki herhangi bir color Lie stipercebiri L ile

gosterilecektir.
Tamm 2.1.4

M, L nin bir alt uzay1 olsun. M, L deki ¢arpim altinda kapali ise M ye L nin bir

alt cebiri denir.

Tanim 2.1.5
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I, L nin bir alt cebiri olmak {izere. Eger
L]lc1
kosulu saglamyorsa I ya L nin bir ideali denir ve I < L ile gosterilir.
Simdi. bir L color Lie siipercebiri ile bir / idealinin bdliim cebirini verelim.
Tanim 2.1.6
I L nin bir ideali olmak tizere, L/ I béliim cebiri
Lil={x+1:xeL}

seklinde tanmimlanir. L/ I kiimesinde toplama ve ¢arpma iglemi;

x+1,y+1eL/I igin,

(x+1)+(y+1)=(x+y)+1
[x+Ly+1]=[xyl+1

olarak tamimlamr. [ < L olup toplama ve garpma iyi tammlidir ve L/I her iki
isleme goére kapalidir. L/] da Jacobi 6zdesligi gegerli olup L/ bir color Lie
siipercebiridir.

Tanum 2.1.7

Lnin {L,} alt merkezi serisi asagidaki gibi tanimlanr.

L =1L
Ln+l = [L’Ln]
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Eger bir pozitif m-tamsayist icin L, , = {0} fakat L, = {0} oluyorsa L ye m-inci
dereceden nilpotent color Lie stipercebiri denir.

Ozel olarak m=2 i¢in

[£.L]= {0}

ise L degismelidir. L nin alt merkezi serisinin terimleri

oL, L, <<l <L =L

n-1

olacak sekilde bir idealler zinciri meydana getirir. Bu durumda L,/L,,, ve L/L,

boéliim cebirlerinden bahsedebiliriz. Jacobi 6zdesliginden

[L.. L] L.
oldugu kolayca goriilebilir.
Tamm 2.1.8
Her »n 2 0 tamsayisi igin
S°L=1L

§n+l — [5"11,6”[4]
olarak tamimlanirsa, {5 "L},,Z(, dizisine L nin tiiretilmiy serisi denir.

Bazi1 m tamsayilan igin

s"L = {0}
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oluyorsa, L’ye ¢oziilebilir denir. Eger m,

éwnL — {0}
olacak sekildeki en kiigiik tamsay1 ise m ye L nin tiretilmis uzunlugu denir. Bu
durumda L m inci dereceden ¢oziilebilir color Lie siipercebiri adim alir. Ozel olarak

m=2 i¢in L metabelyan olarak isimlendirilir.

Her n 2 0 igin,

"L <18
ve
O"L<L
dir.
Burada 6zel olarak
L, ,=6L

olarak tanimlanir.

Simdi serbest Lie cebirleri ve Hall bazini tamimlayalim. Serbest Lie cebirleri

F ile gosterilecektir.

Tanim 2.1.9

Bir F Lie cebiri ve herhangi bir X # ¢ kiimesi verildiginde her B Lie cebiri

igin @ : X — B bir dénisiim olmak iizere, i - X — F doéniisiimi i¢in
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olacak sekilde bir tek

n:F—->B_B

Lie homomorfizmi varsa, (F,i) ¢iftine X lzerinde serbest Lie cebiri denir. a = ni

oldugundan asagidaki diyagram degismelidir.

Bir X # ¢ kiimesi {izerindeki serbest Lie cebirinin Hall bazi asagidaki

gibi inga edilir.

Tanim 2.1.10

n-pozitif tamsayilari i¢in;

X, =X
n—1
X, = U(X,, xX, )
p=1
olarak tamimlayalim.
M(x)=Jx,

neN
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olsun. Her a,be M(X) igin, ae X, be X, ve (a,b)e (X ,x X, ) olacak sekilde
p ve q sayilari vardir. n=p-+q olsun. O zaman (a,b) e (X,x X,_,) olur. (a,b) nin
X,xX, ,—> X, kanonik injeksiyonu altindaki griintlistinii (ab) ile gosterelim.
Boylece her a,b € M(X ) igin (ab) ¢arpimini tanimlaniz. @ € X, olacak sekildeki p

tamsayisina a nin uzunlugu denir ve I(a) ile gosterilir.

I(ab)=1I(a)+1(b)

dir. Uzunlugu / olan elemanlar X in elemanlaridir. Uzunlugu > 2 olan elemanlar

icin,

c=(ab)

yazariz 6yle ki a ve b nin uzunlugu ¢ nin uzunlugundan daha kiigtiktiir.

Yukarida tanimlanan M(X) kiimesi, bu kiime tiizerindeki ¢arpma ve

uzunluk fonksiyonlari kullanilarak X {izerindeki Hall kiimesi asagidaki gibi kurulur.

Tanimm 2.1.11

Bir H ¢ M(X ) Hall kiimesi asagidaki gibi tanimlanur.

i) H = X < H ve H ye keyfi bir siralama verilmistir.

i) Hy=HNM?(X), x,ye X ve x>y olacak sekilde (xy) elemanlarint
icerir.

iii) H,,...,H,_, tammlanmis ve uzunluklari koruyan bir siralama verilmig

olsun.

O zaman,

10
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n-1
HmM"(X):{((ab)c): ab,c, abeU(HnM"(X)),13k$n—1,a>b$c, ab>c}
k=1

veE

H= O(HmM"(X)

n=l

olsun. Kisa olmast bakimmdan H, = H " M"(X ) dersek,

olup H ye X iizerinde bir Hall kiimesi denir.
Ispatini (Bourbaki, 1975) de bulabilecegimiz asagidaki teorem serbest Lie

cebirlerinin bazint belirler.
Teorem 2.1.1

F bir X kiimesi iizerinde serbest Lie cebiri olsun. X kiimesi iizerinde

kurulan Hall kiimesi F nin bir bazidir.
Bundan sonra Hall kiimesi tizerindeki siralama asagidaki gibi olacaktir.

i) X keyfi olarak siralanmis olsun.
ii) uve H ve u=(uu,), v=_(vyv,) scklinde iki eleman olsun.
Eger I(u)<I(v) ise u<v diyelim. Eger [(u)=[(v) ise u <v < u, <v,

veya u, = v, iken #, <v, olmalidir.

Simdi serbest color Lie siipercebirlerinin nasil olusturulacagini inceleyelim.

11
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X = UX:: G-derecelendirilmis bir kiime, x € X, icin d(x)=g ve A(X)

geli
serbest G—derecelendirilmis birlegmeli K-cebir, serbest doguraylarinin kiimesi X olan

serbest color Lic stipercebiri L(X) ile gosterileccktir.

X alfabesindeki birlesmeli olmayan monomiallerin grupoidini V[X ] ile

gosterelim. (X) birlesmeli kelimelerin yarigrubu,
y :vlx] - (X)

parantezleri kaldiran homomorfizm, u e (X ) icin u {zerindeki parantezlerin
diizenlenmis hali [u], l(2)=1, (}/(z)) bir kelimenin uzunlugu yani X alfabesindeki
goriilen elemanlarin toplam sayist, F [X ] ve F (X ) X lizerinde sirasiyla birlesmeli

olmayan ve birlesmeli serbest cebirler olsun.

X = UX p x € X, i¢in d(x) = g G—derecelendirilmis bir kiime, x; € X

geG
igin u = x,---x, € (X) olmak iizere d(u) = Y d(x,) € G,
i=1

zeV[X] igin d(z) = d(y(2)),

(X)), = fe e (x) :dw) = g}
V[xD, ={zeV[x]:d@) = g}

olsun.
Tanim 2.1.12

L, M (aym1 G grubu tarafindan derecelendirilmis) K cismi {izerinde color Lie

slipercebirleri olsun. Eger bir

12
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f:Lo>M
K- lineer doniistimii her a,b € L igin,

f(lab)=[f(a).f(b)]
ve her g € G igin,
f(L) <M,
sagliyorsa f’ye sifirinct dereceden homomorfizm denir.

Tanim 2.1.13

(FIx) ve (F (X )) deki (V[X1), ve ((X ))JL alt kiimelerinin K-lineer uzaylan

siastyla (F[X]), ve (F (X))g olsun.

(Flx) = @ (Fx),

(F(x))= @ (F(x)),

el

serbest G-derecelendirilmis sirasiyla birlesmeli olmayan ve birlesmeli cebirler,

a, b, c € V[X] igin, F[X]de

[a,b6]-&(d(a),d(b))b,a}
la.b]c)-lalb.cll+ scdca)deb )b.ac]]

13
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formundaki homojen elemanlar tarafindan dogrulan ideal / olsun..
L(X)=F[x]/1

serbest color Lie siipercebirdir. Yani; X den herhangi bir R color Lie siipercebirine

olan 0’1nc1 dereceden her G doniistimiiniin, 0-inc1 dereceden bir,
L(X)=Flx]/1 - R

homorfizmine G—genislemesi tekdir.

Tanim 2.1.14

Bir [u]e V[X]| monomialinin regiiler tamimli olabilmesi igin [u]=x € X
olmas1 veya

a) [u] = ([, ]{[»,]) yazaliminda ], [u,] regiiler monomialler ve u, > u,,

b) [u] = ([, ])([uz]))([u3]) iken u, <u, gerekir.

Bir [u] € V[X ] monomiali igin eger [u] bir regiiler monomial ise veya [p] bir
regiiler monomial olmak iizere, d(p) e G_,, ve [u] = ([p])([p]) ise [u] ya s-regiiler

monomial denir.

we L[X ] ise h,(w) sayist, w nun yazilisinda goriilen en biiytik uzunluklu s-

regiiler monomiallerin uzunlugu olsun. A, = xlnai({l )} dir ve h (w) sayisi, X
<is

tizerindeki siraya bagli degildir. w,, w elemaninin en biiylik dereceli kismi olsun.
[yani, w 'nun s-regiiler yazilimindaki 4, (w) uzunluklu terimlerin toplami] w=w, ise,

w elemanina h-homojen denir. Benzer sekilde h, (w) uzunlugunu da en biiyiik

14
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dereceli kismi ve x € X deki homojenligine gére tamimlariz. Eger her x € X icin w

homojen ise, w ’ya polihomojen diyecegiz.
& Doniigiimiiniin Baz1 Ozcllikleri
Xkiimesi G degismeli grubu tarafindan derecelendirilmisg bir kiime ve L(X) de

X kiimesi lizerindeki serbest color Lie siipercebiri olsun. $imdi L(X) de segilen

elemanlarin ¢arpimlarinin d dlgtimlerinin hangi durumlarda G, de olacagina karar

verelim.

) u,veL(X) igin d(u) e G_, ve d(v) ¢ G_,, olsun.

d(fuv]) =d(u)+d(v)
£(d()+d),d() +d(v) = &(d(u),d(w))e(d(u),d(v))e(d(v),d(u)e(d(v),d(v))

dir. Burada,
e(d(u),d(u)) = -1, e(d(u),d(v))e(d(v),d(u)) =1 ve &(d(v),d(v)) =1
olup,
e(dw)+dv),d(u) +d(v)) = -1
dir ve sonug olarak;
d(fuv)eG_,

bulunur.
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2) d(u) € G_, ve d(v) € G_,, olsun.

&(du) +d(v),d(u) +d(v)) = (d(u),d(u))e(d (), d(v))e(d(v),du)e(d(v),d(v))

dir. Burada,
e(d(u),du)) = -1, &(d(1),d(W)e(d(v),dw)) =1 ve &(d(v),d(v)) = -1
olup,
e(dw)+d»),dw)+d»)) =1
dir ve sonug olarak; -
d(luv]) e G,
bulunur.

3) u,vel(X)igin d(u) ¢ G, ve d(v) ¢ G _,, olsun.

&(d() +d(v),d(u) +d(v)) = &(d(u),d)e(d(w),d(v))e(d (v),d()e(d (v),d(v))

dir. Burada,
e(d(u),du)) =1, &(dw),d()e(d(v),du)) =1 ve &(d(v),d(v)) =1
olup,
£(d(u) +d(v),d(u) +d()) =1

dir ve sonug olarak;
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Ersin KIRAL

d([u,v]) G,
bulunur.
Tanim 2.1.15
L(X) K-cismi tizerinde bir color Lie slipercebiri olsun. Eger,
L(X)= F/F,,
olacak sekilde L(X) ile ayni ranka sahip bir F serbest color Lie siipercebiri varsa L(X)
¢ n-inci dereceden serbest nilpotent color Lie siipercebiri denir. n=1 ise L(X) serbest
degismeli color Lie siipercebiri olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.16

L(X) K-cismi lizerinde bir color Lie siipercebiri olsun. Eger bir k pozitif

tamsayist igin,

L(X)=F/&8F
olacak sekilde L(X) ile aymi ranka sahip bir F' serbest color Lie siipercebiri varsa,
L(X) e serbest ¢oziilebilir color Lie siipercebiri denir. Ozel olarak k=2 alimrsa L(X) e
serbest metabelyen color Lie siipercebiri denir.

2.2 Serbest Birlesmeli Siipercebirler ve Serbest Color Lie Siipercebirleri

K herhangi bir cisim olmak iizere, birlesmeli bir 4 cebiri verildiginde bu

cebirin Lie cebiri asagtdaki gibi tanimlanir.
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Tanim 2.2.1

A, K cismi tizerinde birlesmeli bir cebir olsun. Her x,y € 4 i¢gin

[x,y] =Xy —)yx

olarak tammlayahm. 4 nin bu [x,y] elemanina x ile y nin komutatérii denir. [A] ile
carpimi iki elemanin komutatérii olan cebiri gosterelim. [A] Lie cebiri aksiyomlarim

saglar ve bir Lie cebiridir.
Yukaridakine benzer sekilde birlegmeli bir 4 cebiri verildiginde bu cebirin

color Lie siipercebiri agagidaki gibi tamimlanir.
Tanim 2.2.2

H, G-derecelendirilmis birlesmeli bir K-cebir olsun.[H], u,ve H G-

homojen elemanlari igin;
[u, v] = uv—¢e(du),d(v))vu
carpmasl ile color Lie siipercebirdir.
Tanim 2.2.3

X # ¢ bir kime W(X ) de X kiimesindeki elemanlarin yanyana garpimiyla
olusan kelimelerin kiimesi olsun. 4 ile bazt W(X) olan serbest X modiilii
gosterelim. A daki ¢arpim W(X) kiimesini 4 nin alt yar1 grubu ve 4 y1 cebir
yapacak sekilde tek olarak belirlenir. W (X ) de bos kelime 1 ile gosterilecektir. Bu

durumda A4 serbest tiretici kiimesi X olan, 1 birim elemanli bir serbest birlesmeli

cebirdir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER ______ ErsinKIRAL

X, G derecelendirilmis bir kime ve A(X), K cismi iizerinde G-
derecelendirilmis serbest birlesmeli bir cebir olsun. L(X) serbest color Lie stipercebiri

[A( X )] in bir alt cebirine izomorftur. Bu nedenle L(X) cebirini [A( X )] cebirinin bir

alt cebiri gibi diiglinebiliriz.
Tanim 2.2.4

Z, derecelendirilmis bir serbest birlesmeli cebire serbest birlesmeli

stpercebir denir.
Tanim 2.2.5

L(X), X tarafindan {iretilen serbest color Lie stipercebiri ve ¥ < L(X ) olsun.

Eger Y, trettigi alt cebirin bir serbest iiretici kiimesi ise Y kiimesine bagimsizdir
denir. Diger bir ifade ile eger Y nin elemanlari arasinda sifirdan farkli bir bagint1
yoksa Y kiimesi bagimsiz bir kiimedir.

X kiimesi tarafindan tiretilen A(X) serbest birlesmeli cebirinin {izerindeki
bilinen uzunluk fonksiyonu / ve ae A(X) igin a° ile I fonksiyonuna gére a

icindeki en yitksek dereceli monomiallerin toplamini gosterelim. Bu durumda a°, a

nin en biiyiik dereceli kismi olarak adlandirilir. dega ile de a mn igerdigi en biiyiik

uzunluklu elemamn uzunlugunu gésterip a nin derecesi diyecegiz.
Tanum 2.2.6
ae A igin a=a’ ise a ya homojen eleman denir.
Tanim 2.2.7

Yc L(X) olsun. Her ye?Y igin )’ elemam {uo ‘uet- {y}} kiimesi

tarafindan tiretilen alt cebire ait degilse Y kiimesine indirgenmis kiime denir.

BT ¥ix
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER | Ersin KIRAL

Asagidaki teorem (Mikhalev,1984), (Mikhalev,1985) de ispatlanmugtur.
Teorem 2.2.1

L(X) in her indirgenmis alt kiimesi bagimsizdir.

Tanim 2.2.8

L(X) bir X kiimesi tarafindan serbestge iiretilen serbest color Lie siipercebiri

olsun. X in eleman sayisina L(X) in rank: denir. Bunu rank L ile gosterecegiz.
Asagidaki teorem (Mikhalev,1985) de ispatlanmigtir.
Teorem 2.2.2

L(X) bir serbest color Lie siipercebiri olsun. L(X) in her G-homojen alt cebiri

serbesttir.
Tanim 2.2.9

c:A—-> K, 1<i<n igin o(x;)=0 olacak sekilde tammlanan

homomorfizme genisletme homomorfizmi denir. Bu homomorfizmin ¢ekirdegi, baz1

X olan bir serbest sol A(X)- modiildiir. Bu modiili A4ile gosterelim. Her u € 4

elemant u = Z—a—u—x, formunda tek bir sekilde yazilabilir.  nun {x,,...,x,} bazina

i=l i

gore koordinatlar1 olan gx—u elemanlart Fox tirevileri olup bu tiirevler asagidaki

i

sekilde tanimlanur.

Tanmm 2.2.10
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Ersin KIRAL

Asagidaki kosullar1 saglayan gc— CA(X) > A(X) (1<i<n) dontstimleri

i

sol Fox tiirevieri olarak adlandirlirlar.

Ox.
i) —a%— = &, (kronecker delta)

i

ii)Her u,ve 4 ve a, 8 € k igin i(ozu+,6v)=oz—a—LL+ﬂ§L
ox, o ox

iii) Her u,v € 4 igin —aw(uv)=?E~<:r(v)+u-ﬁ
ox; ox,

i i i

ae A(X) i¢in a nin sag Fox tirevi gx—a— seklinde gosterilir. Sag Fox

i

tiirevleri igin (i) ve (ii) kosullar1 ayni olup (iii) kosulu; her u,v € A( X ) igin,

0 ov Ou
— = —t—
(uv)ax‘ o(u) r™ . v

1 [ 1

seklinde ifade edilir.

Bu tanimin agik bir sonucu olarak %(—x]— =0 di.

1

Tanim 2.2.11

AX), X= {x,,...,x,,} tarafindan Uretilen serbest birlesmeli cebir ve

Y= {y,,..., y,,,} c A(X ) olsun. Y nin Jacobian matrisi
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER , __Ersin KIRAL

7]
Oox, Ox,
Jy={ :
P .. D
ox, ox,

seklinde bir mxn matristir.
Tanim 2.2.12

@ L(X)—> L(X) endomorfizmi i¢in ¢ nin Jacobian matrisi,

dp(x,)  0p(x,)
ox, Ox,

dp(x,)  0o(x,)
0x, ox,

olarak tanimlanir.

Sag ve sol Fox tiirevleri i¢in zincir kuralini ifade eden agagidaki 6nerme (Fox,

1952) de ispatlanmustir.
Onerme 2.2.1

@, L(X) in bir endomorfizmi ve u € A( X ) olsun. O zaman,

1y 2e(e) _$ q{ ou J do(x,)

ox, ) Ox,

Ox 4 k=1

2 £(4)3 Zqom )8 (uaJ

Ox, =1 Ox, 0x,,
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER Ersin KIRAL

dir.
2.3 Scrbest Color Lic Siipereebirlerinin Otomorfizmleri

Tanim 2.3.1

L(X) serbest color Lie stipercebirinin G-homojen alt kiimesi S = {s, : @ e I}

olsun. Asagidaki @ doéniigiimiine bir basit doniigtim denir.
w:S->L(X)

@ tersinir bir lineer doéniistimdiir veya her @ € / igin biitin @('s,) lar G-

homojen elemanlar ve d(w(s,)) = d(s,) olmak lizere, her a € I — {,B } icin
w(s,)=s,
olacak sekilde bir f € [ vardir ve
@(Sg) =S5+ f(Sg1e-5,,)

dir. Burada, f(s,,...,s, ) L(X) de {s, ;@ e I-{B}} tarafindan tiretilen alt cebirin

bir G-homojen elemani ve
A(f(Sge08,, ) =d(s5)
dir.

L(X) in herhangi bir otomorfizminin sonlu adimda elde edilebilecegini

(Mikhalev, A. A. and Zolotykh, 1995) de asagidaki 6nerme ile ifade etmigtir.
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Onerme 2.3.1

L serbest color Lie siipercebirinin her otomorfizmi, L nin serbest
doguraylarinin bir kiimesine ardigik olarak basit déniisiimlerin uygulanmasiyla elde

edilir.
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SUPERCEBIRLERININ BAZI Ersin KIRAL

3. SERBEST COLOR VE SERBEST NIiLPOTENT COLOR LiE
SUPERCEBIRLERININ BAZI

Bu boliimiin birinci kisminda serbest color Lie siipercebirlerinin bazini daha
kolay anlasilir ve kullanislt bi¢imini ifade edecegiz. Ikinci kisimda ise 7 < 9 olmak
lizere m-inci dereceden serbest nilpotent color Lie siipercebirlerinin bazim ve

boyutlarinm belirleyecegiz.
3.1 Serbest Color Lie Siipercebirlerinin Bazi

Onerme 3.1.1

F(X) bir X kiimesi iizerindeki serbest birlesmeli cebir olmak tizere F(X)
cebirinden elde edilen color Lie stipercebirini F(X )m ile ve X kiimesi {izerindeki

serbest color Lie stipercebirini L(X) ile gosterelim. [X ] Ny (X )(5) icerisinde X kiimesi

tarafindan iiretilen alt cebir olsun. X kiimesinin 6zdeslik doniigimii tarafindan

dogrulan dogal homomorfizm

olsun. O zaman 7z colored Lie siipercebirlerinin bir izomorfizmidir, her [u] regiiler

monomiali igin
a(ul+ D =u+u’
ve [p] regiiler bir monomial, d(p) e Glyys [u]= (p[p)) isin, #(u]+1)=2u+u".

Her iki durumda da #", »’dan kiigiik m(u) polidereceli kelimelerin bir lineer

kombinasyonudur.
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Teorem 3.1.1 (Mikhalev, 1985)

K bir cisim ve kar K # 2,3 olsun. O zaman L(X )= F[X]/I serbest color
Lie siipercebirindeki s-regiiler monomialler tarafindan dogurulan kosetler (X ) in

‘bazini olugtururlar.

X alfabesindeki birlesmeli olmayan monomiallerin serbest grupoidini I'(.X')
ile gésterelim. Bir R < I'(X') kiimesi < siralamasi ile agagidaki kosullar: sagliyorsa
R ye bir baz ailesi denir.

DXcR

2Qyw=[uvleR < uyveRve

a) u>v
b) u=[u,u,] ise u, <v;

c) w>v
Teorem 3.1.2 (Shirshov, 1962)

I'(X) in her R baz ailesi F(X) serbest Lie cebirinin bir bazidir.

Ayrica R deki < siralamasint [(11)>1(v) ise u>v olarak alirsak X kiimesi

tizerindeki Hall bazini elde edecegimiz agiktir.
Tanimm 3.1.1

X # ¢ sonlu bir kiime, F = F(X), X kiimesi lizerindeki serbest Lie cebiri ve
L=L(X) de X kiimesi {izerindeki serbest color Lie siipercebiri olsun. H,, i€ IN,

F nin Hall bazindaki i-uzunluklu terimlerin kiimesini gostermek tizere B,, i€ IN

kiimelerini agagidaki gibi tanmimlayalim.

26



3. SERBEST COLOR VE SERBEST NILPOTENT COLOR LiE
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By = Hypr
B, =H, v {[u,u]:u € B,,du)e G(_,)}

Teorem 3.1.2

o0
B= UBk kiimesi X kiimesi tizerindeki serbest color L-Lie siipercebirinin bir
k=]

bazidir.
ispat

B={a,[b,bl:a,b e R,d(b) € G,_,,} kiimesinin L nin bir baz oldugunu
(Mikhalev ve Zolotykh, 1995) de ispatlamistir. B=RU{b,6]:b € R, d(b) € G, }

olarak yazabiliriz. H, X kiimesi iizerindeki Hall bazi olmak {iizere; R kiimesi
tizerindeki lineer siralamayi elemanlarinin uzunluk fonksiyonu olarak diisiiniirsek
R=H elde ederiz. O halde

B=HU{b,blbe H,d(b)eG_,}

dir. B kiimesini elemanlarinin uzunluklarina gore ayirirsak,

By = Hypu
By = Hy W iu,ulue B, dw)eG,_,}

olarak elde ederizki buda B = U B, kiimesinin baz olacag1 anlamina gelir.
k=1

3.2 Serbest Nilpotent Color Lie Siipercebirlerinin Baz1
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SUPERCEBIRLERININ BAZI __ ErsinKIRAL

Simdi birinci boliimde ozellikleri hesaplanan ¢ doniigiimiinii ve B baz
kiimesini kullanarak » <9 olmak {izere #-inci dereceden nilpotent serbest color Lie
stipercebirlerinin bazini ve boyutunu hesaplayalim.

G degismeli bir grup ve X ={x,,... x} kiimesi G tarafindan

e

derecelendirilmis bos olmayan bir kiime ve L=L(X) olsun.

X, = {x e X:dx)e G(—I)}

ve
X, = {x e X:d(x)¢ G(-n}

olarak tanimlayalim X = X, U X, dir. B, L nin bir bazi ve B, B de derecesi i olan

elemanlarin kiimesi olsun.
By={ue By du)eG.}

veE

By = {u € By :d(u)e G_,}

olarak tammlayalim. B, = B(, B, oldugu agiktir. L = Sp(B)) ve L =Sp(B)
olmak tizere L,/ L, =L ® L; dir. Simdi L,/L,,, alt merkezi faktorlerinin ve L ile
L, bilesenlerinin baz ve boyutlarim belirleyip L/L, serbest nilpotent color Lie

siipercebirinin bazini yazacagiz.

Onerme 3.2.1

L,/ L,nin baz1 B,y = X ve boyutu boy L, / L, =| X| dir.

28



3. SERBEST COLOR VE SERBEST NILPOTENT COLOR LIE
SUPERCEBIRLERININ BAZI , Ersin KIRAL

ispat

Teorem 3.1.2 den B;) = X olup ispat agiktir.

Sonug¢ 3.2.1

2. dereceden serbest nilpotent color L Lie siipercebirinin bazi

B

=X

ve boyutu

boyL =|X|
dir.

Onerme 3.2.2
L,/L, =L, ® L, olup L, nin baz,
By ="} u(E™), ofs.x] 5 e x, )
ve L, nin bazi,
By ={x.x ] x e x,x, e x,}

olup,

boyt; = 3 (sl - e 3 0F —{x o s
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SUPERCEBIRLERININ BAZI Ersin KIRAL
ve
boyL; = | X,|| X
dir.
ispat

Teorem 3.1.2 den,
By =H,u{xx]:xe X,d(x)eG,_,|
dir. Burada,
By =(H% ), u(g* ), u{x.x]: x e X, Julr,x ) x e X%, € X,}

pargalanigindan s6z edebiliriz.

B(;) = (HX" )2 U(HX')z Y {[xi’xi]" x, € X, }

B = {[x,,xj]: x, € X, x € X,,}

dir.

Sp(By) = Sp{BG )@ Spl(Bp)
oldugunu biliyoruz.

()

(7)) = Sl + il )= 2 1)

= 1(#(1)IX0|2 +ulx| )= %QX(,]Z |,

l{[xi’xi]: X; € Xo}l = 'Xol
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’{[x,.,xj]: xeX ,x e Xo}l =|X0“X1|

olup,

ol = 2f -t L -1 el

B =1,)1x)|

dir. O halde,

1

= bl bl 2 - e

boyL; =

Bp

e
boyL; = |Bp| = x| x|
olup,
boy L/ 1, = o] = 85 + B = 5 " =l 2 (-t e + e
bulunur, veya;
boy .1, =g <o =PI

dir.

Sonug 3.2.2
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L/L,=L/L,®L,/L, 3. dereceden serbest nilpotent color Lie siipercebirinin

+ 1 e 7 1
bazi B, U B, olup boyL =|X,[+5Q);(,|2——l/\(,|)+~2—q}(,|2—[X,|)+|Xo| ve
boyL™ = |X,|+|X,|X,| dir.

Onerme 3.2.3

L,/ L, bazi ve boyutu:

veE
boy L,/ L,=|B| = |H,|
dir.
Ispat

Teorem 3.1.2 den B;) = H, diir ve boyutu L;/L, = ’B(j)l =|H;| diir. Simdi

B;y de d-6lgiimii G, e diigen elemanlari inceleyelim. Bu elemanlar,

4 = {(x,xj)xk : (x,.xj)e H,,d(xx;)eG,,,d(x,)¢ G(_,)}

veya

4, = {(x,xj)xk : (x,xj)e Hy,d(xx,)¢G,_,,d(x,) e G(_,)}
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seklindeki regiiler elemanlar formundadir.

A, durumu:

d(xx;)e Gy ise (xx;) € By ve d(x,) € G, ise x;, € X, dir.

x, € X,,x, € X, i¢in x; < x, olup bu elemanlarin say1s
|B(})||X,| =X, XX = |X0”X/|2

dir.

A, durumu:

d(x,x,) ¢ G_,, ise burada iki durum ile karsilasiriz,

D (xx)e(HY), veya 2) (xx)) e (H™),

dir.

Durum 1)

(xx;) € (HX')2 ve d(x,) € G, ise, x, € X dur. Fakat her x; € X| ve her

x, € X, igin x; > x, olup (x,xj )xk eleman regiiler olamaz.
Durum 2)

(xx;) e (H X")z ve d(x,)e G, ise x, € X, dir. O halde bu gekilde elde

edecegimiz regiiler terimlerin sayist:

33



3. SERBEST COLOR VE SERBEST NILPOTENT COLOR LIiE
SUPERCEBIRLERININ BAZI _ Ersin KIRAL

= équIIJ ‘|X0|)

(),

dir. By;) de d-dlgiimii G,_,, de olmayan elemanlari inceleyelim. Bu elemanlar,
A ={xx, o :(xx,)e Hy d(xx,) e G, d(x,)e G, }

veya
A ={xx o lwx)e B,y d(xx, )2 G, d(x,) 2 G}

seklindeki regiiler elemanlar formundadir.

A, durumu:

d(xx,)e G, ise (xx,)eB, ve d(x)eG._, ise xeX,
x; € X,,x, € X dir

Bu durumdaki elemanlarin sayis

lelXomXOI“)
! 2

dir.
A, durumu:

d(xx,) ¢ G, ise 4, durumunda oldugu gibi iki durum ile karsilagiriz,
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1) (xx;)e (H ol )z veya 2) (xx,) € (H o )2

dir.
Durum 1)
(xx;) € (H ol ')Z ve x, € X, olup bu sekilde elde edecegimiz regiiler terimlerin
say1si
(627
dir.

Durum 2)

(xx;) € (H""’)Z ve x, € X, dir. x; € X, x, € X, igin x; < x, dir. O halde bu
sekilde elde edecegimiz regiiler terimlerin sayist
I(HX" )Z“XI l
dir. §imdi yukarida elde ettigimiz terimleri toplayalim.

b+ 3 e+ 2o 1)

Burada IXOI =5, |X|| =1 yazarsak |X|=s+¢ dir.

1 1
S+ (P =s)+tst+—(1 =
3( ) 3( )

l[s +6 + 3567 +35% - (s+0)]

v-—-b.)

==[(s+¢)’=(s +1)]

b.)
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1 3
- Lxp -4

=lel

olarak bulunur.
Sonug 3.2.3

LIL,=L/L,®L/L,®L/L, 4 dereceden serbest nilpotent color Lie

stipercebirinin bazi

B, VB, VB,

olup
+ l 1 , 1 .
boyt =[x+ = el < b - el s+ S - 1)
; % e 1 ' '
boyt = e L + 2P 1)
dir.
Onerme 3.2.4
L,/ L in baz;
B(_,) = H-I U{[u,u].'u € B(Z),d(u) € G(—I)}

dir ve boyutu;

boy L,/ Ly=|B| =|H,| +|B;| = |H,| +] X[ X)|
dir.
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Ispat

Teorem 3.1.2 den, B,y = H, Y {[u,u] ‘u€ By ,d(u)e G(_,)} dir.

IB(J)‘ =] +IB(_2)‘ =|H | +]X,[|X)|

)
1) = a1+ I + 1)
-t
T4
olup,
- [x(°

boyL,/Ls=|B,| = +| X)X

olarak bulunur. Ayrica B, deki regiiler elemanlar,

[) ((x,.x ; )xk )x, veya 2) (x,.xj Xxkx,)
formundadir.
((4,4,)4,)4, = {((x,xj)xk)x, cx;>x,x, Sx,<x,x,eX /<as n}

olarak tanimlayalim.
Durum 1)

Bu durumdaki elemanlar:
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SUPERCEBIRLERININ BAZI Ersin KIRAL

a) ((XoXo)Xa)Xo d) ((X/Xa)Xo)Xo 8 ((XIX I)XI)X !
b) ((X /)XU)X 0 )Xl e) ((X e )X 0 )X !

o (. X)X)x, 9 (xx,)x,)x,

Seklindedir, d(((x,x,)xk)x,)e G, ise, bu kelimelerden d-6l¢timii G, e disen

elemanlar: b), d) ve f) dir. Simdi bu elemanlari regiilerlizi de diistinerek sayalim.

b) Burada her x € X, veher y e X, i¢in x < y oldugundan,

(),

Ji
X/, = }(’Xl)lj —]X,,[)X,l

eleman vardir.

d X, = {x,,xz,---,x,} kabul edelim. 4 bir kiime olmak lizere,
(4b)={(ab):a>b,ae 4}
olarak tamimlayalim.

Simdi ((X X, ,,)X , )X, formundaki regiiler elemanlart sayalim, bunlar:

((Xlxl)xl)xl’ ((X/xl)xl)xz"":((Xlxl)x/)xz den ,XIHX()I tane,
(%, ), )x,, (X, ), )y, (X%, )%, )x, den X ,|(x,]- 1) tane ve boyle devam
edersek,
((x,%,)x,)x, den |X,]- 7 tane bulunur ve
X+ 244 1,) = 2 (0, |+ 1), x|

!
2
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eleman elde edilir. Ayni diigiinceyi siirdiirerek,

(%, e Y, (XD s (X D ), den || 1) tane,

(%, ), )%, (O, )5 ), e+, (X, )%, )%, den X |( X, |~ 2) tane ve boyle devam

edersek,

((X,x,)x, )x, den |X ,l-] tane bulunur ve

|Xl|(1+2+---+qul~l))= %GXOI—I}XOHXJ

eleman elde edilir. Son olarak,
(X ,x,)x, )x, den |X,|-1 tane eleman elde edilir. O halde bu durumdaki elemanlarin

toplam sayisi:

1

1
S+ D0+ S0 = D+ 2 () = 2 = ) - 2

‘ Xn‘ -1

S EAE PARTRRY

k=0
olarak bulunur,

B X, ={x;,x,-,x,} kabul edelim.

Simdi ((X,X,)X,)X, formundaki regiiler elemanlars sayalim, bunlar:
(X )%, ), (X )%, )z (%, X, )x, ), den lX,”X,,' | X)| tane,

()%, ), (XX, )%, (X, X, )%, )x, den | X||X,| (X,|-1) tane ve boyle

devam edersek,
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(X, %, )x, )x, den |X 1% -1 tane eleman elde edilir.
O halde bu durumdaki elemanlarin toplam sayist:

XX |1+ 24+

)

X,

= éﬂX,HI]X,,“X,[z

olarak bulunur. d((((x, )x,)x,)x,) € G_,, elemanlarinin sayist;

1

R PR Dol F AR R PR pAI PR

1
=0 2

| X1
k

olarark elde edilir.

Durum 2)

(x,x., Xxkx,) regiiler kelimelerinden d-6l¢timii G, € diisen elemanlar:

B de G,_,)’e diisen regiiler terim sayis IB(‘Z){=|X0”Xl| tanedir. G,_,,’e

diismeyen regiiler terim sayisi ise )(H i )2I+I(H %o )2

tane olup sonug olarak bu

durumun eleman sayist;

)

ol (e + (),

olarak bulunur.

Sonug 3.2.4
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LILi=L/L,®L/L,®L/L,®L,/L; 5. dereceden serbest nilpotent color

Lie siipercebirinin baz

B, B,, VB, VB,

olup
boyt? =[x+ 6l =1l (P = el s+ S (e - )

4 2

X —X 1 3
PP e - Lo -l

1 ol 1 2
) 5|X,| k_o(]XO]—k)QXO|~k+1) -EQX,IH)XOHX,]

boyL” =+ P+l < ol =Pl <l -l

1 X

+%lx,| k=:('X°, —k\X,| -k + 1)+%QX,| )X

dir.

Onerme 3.2.5

L,/ L, baz1 ve boyutu:

Bisy = H;
ve
boy L/ Ly=|Bys) = |H,|

dir.
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ispat

Teorem 3.1.2 den,

B(J') = H;
dir ve boyutu
boy L,/ 1, = B = 1

dir.

Onerme 3.2.6

L,/ L, baz;

Bigy=H; {[“”] ‘ue By, d(u)e G(-/)}
ve boyutu;
1(] 3 ) P
boyL”/L7 =lB(6)\ =]H6l+§ Xal "lXal +lXa"Xll

dir.

ispat
Teorem 3.1.2 den,

Byy=H,u{uu]-ue By, d(u)eG,
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SUPERCEBIRLERININ BAZI Ersin KIRAL

dir. Onerme 3.2.3 de }B; ) yi hesaplamigtik, yerine yazarsak,

boy L,/ L, = |By| = | H,| + é(]X(,l‘ )+ X

bulunur.

Onerme 3.2.7

L,/ L, baz1

Byy = H;
ve boyutu,
boy L,/ Ly=|B| = |H,|

dir.

ispat

Teorem 3.1.2 den,
By = H,
dir. Dolayisiyla,
boy L,/ Ly=|B| = |H7|A:
bulunur.

Onerme 3.2.8
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L,/ L, bazi,
Byy=HyL {[u,u]:u € B,y.d(u)e G(_,)}

ve boyutu,

| Xol-

ax,,{ —kN|X,|-k+1)

)

bOyL8 /L9 = IB(,‘)' = lH8| + gQXOIJ —-(Xﬂl)Xl‘ +é(/y/( >
c W x ’ '
et L) ) o ),

dir.
ispat
Teorem 3.1.2 den,

Buy = Hy W {wu] ue By, d(u) € G, f
dir. Onerme 3.2.4 de |B, I 4), yi hesaplamistik, bunu yerine yazarsak,

[ X~

-1
(x| - &)X, |-k +1)

)

boyly /1, =B = 5 -l 51 S

+ |X0HX1|————-IX'N)§'I )

()| |

olarak bulunur.

Onerme 3.2.9
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Ersin KIRAL

L,/ L, baz;
By = H,
ve boyutu,
boyL,/ Ly, =|By)| = |H,|
dir.
ispat
Teorem 3.1.2 den
By = H,
dir ve dolayisiyla,
boy L,/ Ly, =|By)| =|H,|

olarak bulunur,

45
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OTOMORFIZMLERI Ersin KIRAL

4. RANKI iKi OLAN SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERININ
OTOMORFiZMLERI

Bu béliimde ranki iki olan serbest color Lie slipercebirlerinin
otomorfizmlerini genellestirecegiz. P. M. Cohn 1964 de ranki iki olan serbest Lie
cebirleri igin benzer ¢aligmay1 yapmis ve {iretici kitmenin GI(2,K) ya izomorfik
oldugunu ispatlamustir.

Serbest Lie cebirlerindeki otomorfizmlerin iiretici kiimesini bulmak i¢in basit
Lie dontistimleri kullanilir. (Cohn, 1964) de rank: iki olan serbest Lie cebirlerinde
tek degiskenli bir Lie polinomunun lineer olmas: ger¢eginden yola ¢ikarak agagidaki

Onermeyi ispatlanugtir.

Onerme 4.1

F ranki iki olan serbest Lie cebiri olmak iizere, F' nin otomorfizm grubu

lineerdir. Bagka bir deyisle;

p(x) = ax+ fly
p(y) =p+0y
a,B,7,0 € K 6yle ki,

matrisi tersinirdir.
Asagidaki Onermenin ispat: (Mikhalev ve Zolotykh, 1995) de bulunabilir.
Onerme 4.2
M, L nin indirgenmis bir alt kiimesi olsun. O zaman M nin elemanlar

tizerindeki bir Lie polinomunun en biiyiik dereceli kismi, M nin elemanlarinin en

biiyiik dereceli kisimlarinin bir Lie polinomudur.
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Serbest color Lie siipercebirleri igin asagidaki Teorem (Mikhalev ve
Zolotykh, 1995) de verilmistir.

Teorem 4.1

L bir serbest color Lie stipercebiri olmak iizere L nin basit otomorfizmlerinin

kiimesi, L nin otomorfizm grubunu lretir.
Ispat

L(X)=L(Y) olsun. Rankin tekliginden ]X ] = [Y [ dir. ¥ = {y,,..., y,,} kiimesini
basit déniisiimler ile X-indirgenmis D kiimesine indirgeyebiliriz. Ornegin,

Yo =8 duey) i€ @(y)=y, ve a(y,)=y,~8W.,p,0) dir. ¥
bagimsiz bir alt kiime olup, @(y,) # 0 dir. Boylece sonlu adimda D = {d,,...,a’n}

kiimesi elde edilir.
x,=g/(d,....d,), i=12,...,n g € L) 4.1

D indirgenmis kiime olup Onerme 4.2 den, g,(d,,...,d,) nin en bitylik dereceli kismi

~

d;, 1<i<n en biiylik dereceli terimlerinin bir Lie polinomudur. O halde (4.1) den
d., x;€ X doguraylarimin bir lineer kombinasyonudur. Bir non-dejenere lineer

d6niisiim ile D yi X e doniistiirebiliriz.

Simdi ranki iki olan serbest color Lie stipercebirlerinin otomorfizmlerini

asagidaki Teorem ile genellestirelim.

Teorem 4.2
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QOTOMORFIZMLER] Ersin KIRAL

L serbest iiretici kiimesi X = {x,y} olan serbest color Lie stipercebiri olsun.

O zaman L nin otomorfizmleri;

p(x)=ax+a,y

@) = B+ Boy + Bylx,x]

formundadir. Buradaki 1</ <2 ve 1< <3 i¢in @, 8, € K ve a,, B, katsayillan X

kiimesinin G-derecelendirilmesine gére belirlenir.
ispat

Teorem 4.1 den dolayi L nin otomorfizm grubu lineer otomorfizmler ve basit

otomorfizmler tarafindan {retilir. L nin lineer otomorfizmleri,

x> ox+ fy
y >ty

formundadir. Burada «,8,y,6 € K ve a6 — By #0 dir. X kiimesine basit

déniigiimler uygulayarak L nin basit otomorfizmlerini bulacagiz. Ancak burada X
kiimesinin G-derecelendirilmesi basit otomorfizmlerin belirlenmesinde etkin bir rol

alacagindan, ispat: {i¢ durum i¢in inceleyecegiz.

Durum 1) d(x)eG,, d(y)e G ise; L nin basit otomorfizmleri y € X olmak

lizere

X—>X
y = y+ylxx]

olarak elde edilir. O halde otomorfizm grubunun herhangi bir elemant a, f,y € K ve

af # 0 igin
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X —=> ox
y = By +ylxx]

formundadir.
Durum 2)  d(x),d(y) ¢ G_, ise; L nin basit otomorfizmleri
a) d(x)=d(y) ise a,f € K igin

xX—=>x+/fy X—>x
y—=>y y—->yt+tox

olarak elde edilir. Dolayisiyla L nin otomorfizm grubunun elemanlart @, 8,7,6 € K

ve ad — 6 # 0 olmak lizere

x—>oax+ [y
Y=+ oy

ad — Py # 0 formundadir.

b) d(x) # d(y) ise L nin basit otomorfizmleri tersinir lineer doniistimler olup

otomorfizm grubunun elemanlart «, 8 € K ve aff # 0 igin

X —> ox
y->

formundadir.

Durum 3)  d(x),d(y)e G, ise; L nin basit otomorfizmleri

a) d(x)=d(y) ise
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x—=>x+pfy X—>x
y—=>y y—=>ry+ox

olarak elde edilir ve L nin otomorfizm grubunun elemanlar:

x—=>ax+ [y
Yy p+dy

formundadir. Burada &, ,7,0 € K ve ad — Sy # 0 dur.

b) d(x)#d(y) ise L nin otomorfizm grubunun elemanlann «,f e K ve

aff # 0 olmak lizere

X —> oX
Yy by

formundadir.

Simdi Durum 1, 2 ve 3 de elde ettigimiz sonuglar1 birlestirirsek L nin

otomorfizmlerini, d(x) € G_, ise

p(x)=ax+a,y

e(¥) = Bx+ B,y "':Bz[x’x]

veya d(y) e G, ise

p(x) =ax+a,y + B[y, ¥]
p(y) = Bx+ B,y

a,f, - fia, # 0, olarak elde ederiz.
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5. TEST ELEMANLARI VE OTOMORFIZMLER

5.1 Test Elemanlar

L ve A(X) sirasiyla, X = {x,,...,x,,} kiimesi tarafindan serbest¢ce dogrulan

serbest color Lie stipercebiri ve serbest birlesmeli cebir olsun.

Serbest Lie cebirleri igin (Umirbaev, 1990) da, bir serbest Lie cebirinin bir
endomorfizminin bir otomorfizm olmast igin gerek ve yeter kosulun bu
endomorfizmin Jacobian matrisinin tersinir olmasidir ger¢egini ispatlamugtir. Serbest

color Lie siipercebirleri igin de benzer sonuglar elde edilmistir.
Teorem 5.1.1 (Mikhalev, 1992)

L nin bir ¢ endomorfizminin otomorfizm olmasi igin gerek ve yeter kosul J,

Jacobian matrisinin 4 {izerinde tersinir olmasidir.

Teorem 5.1.2

H, L nin bir alt cebiri ve J, 4(X) in H tarafindan tiretilen sag ideali olsun. O

zaman LJ = H dir.
Tanim 5.1.1

u € L olmak tizere L nin her ¢ endomorfizmi igin;

o(u)=u

iken @ bir otomorfizm ise u ya test elemam denir.
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Serbest gruplarda bir # elemaninin bir test elemant olabilmesi igin gerekli
kosullar (Shpilrain, 1994) de verilmistir. (Shpilrain, 1995) de otomorfizmleri ayirt
etmede test elemani yaklasimi ile ters fonksiyon teoremi yaklagumlari arasindaki
iliskileri agiklamigtir.

Bu boliimde » dogurayl: ve ilgingligi agisindan iki dogurayli serbest color Lie
stipercebirleri igin buldugumuz test elemanlarini verecegiz.

Teorem 5.1.3

Asagidaki elemanlar L igin birer test elemanidir.

(a) n-¢ift pozitif tamsayi ise;

n-1""*n

TR .... [
(b) z=[xx ]+ +[x,.x,] dix,)eG,_,,, i=1...n.
Ispat
(a) ¢(u) =u olup u =[x, x,]+-+[x,_,x,] yazarsak,
o([x,x, ]+ [x, 2, D =[x, ]+ + [x,,0x, ]
dir. ¢ nin homomorfizm olmasindan,

[¢(xl»)’¢(x2)]+'..+ [(D(Xn_,), (P(xu)] = [xl’x2]+'“ + [x/x~l’xn]

bulunur. Simdi bu esitligi olusturan elemanlarin A(X) birlesmeli cebiri tizerindeki

Ozdeslerini yazarsak
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o(x, )p(x,)—&(d(o(x,)).d(p(x,)e(x,)p(x, )+ +
@(x,.)0(x,)—e(d(p(x, ,).d(p(x,))o(x, )p(x,_;)
= xle - £(d(x, )’ d(xz ))x2x/ +eeet xn—l g(d(xn I) d(xn )) n n !

esitligini elde ederiz. $imdi yukaridaki esitligin her iki tarafinin sirasiyla x,,...,x,

degiskenlerine gére Fox tiirevlerini alirsak;

(a3 @) ZEE 4 ) 2D g, P — ), )y
| 1 1

(@i A (32 L (1) 222D o,y ) ).

1

ax2 axz X5
~ £(d(p(x ), d () () 220 ‘”‘ 90 | (i .)a"’("z) +<o<x,,-.)9";—i’i)=

bulunur. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki terimlerin her birini soldan

o(x,),...,p(x,) parantezine alirsak;

co(xz)[—s(d(w(x,» d(p(x,))) ‘”i )]w( )[af;i"z)} +<o(x,,_,>[ a(" )]=—£(d(x,),d(xz))xz
¢(x2)(—8(d(¢(x,)) d(p(x,)) ¢i 1)) (l)[aggixz)J+...+¢(x”_l)( Zi )J—xl
2 2 5

n

(D(xz)[-s(d((ﬂ(x.)),d((O(xz)))agix')j (,)[a“’(*z)j + (. ,)[ 0, )) x|

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin sol tarafindaki elemanlar, A(X) birlesmeli

cebirinde ¢(x,),...,¢(x,) elemanlan tarafindan tretilen sag idealin elemanlaridir
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ayni zamanda &(d(x,),d(x;))#0 olup {x,,xz,...x x} yine bu idealin

s n-]r"n
elemanlaridir.

O halde {x,,xz,...,x”_,,x,,} L de ¢(x,)....p(x,) elemanlar1 tarafindan

dogrulan alt cebirin elemanlaridir. Bu alt cebire / dersek;

fpex e lox ) no(x,))) = H

olur.
L c H veaynm zamanda H < L

olup, H = L bulunur. Bu ise

{o(x,)....0(x,)}

kiimesinin L igin bir serbest iiretici kiime oldugu anlamina gelir, bu da

{eeex, ) =2 {o(x,),. o 0(x, )}

w(x)=p(x) i=1,...n

saglayan bir i otomorfizmini gerektirir. O halde ¢ bir otomorfizm olup u bir test

elemanidir.

(b)) p(z)=2z olup z = [x,,x,]+---+[x,,,x”] yazarsak,

(o([xl’xl]_{-'”-l_[xn’xn]) = [xl’xl]+""+ [xn’xn]

dir. ¢ nin homomorfizm olmasindan,

[¢(xl)’¢(xl)]+ et [¢(xn)1 ¢(xn)] = [xllxl]—f-“. + [xn’xn]
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bulunur. Simdi bu esitligi olusturan elemanlarin A(X) birlesmeli cebiri tizerindeki

Ozdeslerini yazarsak
Z(D(xl )(o(xl) +-+ 2¢(xn )(D(xn) = 2xlxl +eeet 2xnxn

esitligini elde ederiz, her iki tarafin sirasiyla x,,...,x, degiskenlerine gore Fox

tlirevlerini alirsak;

2¢(xl)ag(xl) ++2¢( )a¢( n) 2X1
| X\
20(x )a¢(x) _+2¢(x,,)a_<gi_’&2=2xz

20(5) 225 4 s 2, >a¢(") 2x,

bulunur 2x,,...,2x, elemanlar1 L nin tretegleri olup bu elemanlar g(x,),...,¢(x,)

tarafindan tiretilen sag idealin elemanidir Teorem 5.1.2 ve (a) nin ispatindan dolay:

@ bir otomorfizmdir. Dolayisiyla z bir test elemanidir.

Simdi iki tretegli serbest color Lie siipercebirlerinde test elemanlarini
inceleyelim. L serbest tiretici kiimesi {x,,xz} olan serbest color Lie stipercebiri olsun.

L i¢in buldugumuz test elemanlarini asagidaki teorem ile ifade edelim.
Teorem 5.1.4

Asagidaki elemanlar L igin birer test elemamdir.

@ u= [x,,xz].
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b)v= [xl’x2]+[xl’xI]’ d(x,)e G,
(c)w= [x,,x2]+[x2,x2], d(x,) e G,

(d) z= [x,,x2]+[x,,x,]+[x2,x2] d(x,)€G,

s i=12
Ispat
(@) o(u)=u olup u = [x,,xz] yazarsak,

(p([x,,xz]) = [xlrxz]

dir. ¢ nin homomorfizm olmasindan,

lo(x,).0(%,))=[x,.x,]

bulunur. Simdi bu esitligi olusturan elemanlarin A(X) birlesmeli cebiri lizerindeki

Ozdeslerini yazarsak
o(x,)o(x,)—e(d(o(x,)).d(p(x;)p(x,)p(x,) = x,x;, — (d(x,),d(x,))x,x,

esitligini elde ederiz. Simdi yukaridaki esitligin her iki tarafinin sirasiyla x, ve

x,degiskenlerine gore Fox tiirevlerini alirsak;

= (o3, (05, Do(,) EL 1 o(5,) SOCL — s, i,
i 1

—a(d(p(3, )5, W (3,) L2 1 ) 2 —
2 2
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bulunur. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki terimlerin her birini soldan ¢(x,) ve

@(x,) parantezine alirsak;

(%, )(— s(d(o(x, ).d(o(x, ))) 220 "’( %) ) ro(x, )(a";( %) J = —s(d(x, ).d(x, ))x,

X X,

co(x;)(—s(d(m Dod(p(x, )220 ‘”( x1) ]+ (J{ww J x,

X, ox,

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerin sag tarafindaki elemanlar, 4(X) birlesmeli

cebirinde ¢@(x,), @(x,) elemanlar1 tarafindan iiretilen sag idealin elemanlart
anlamina gelir ayn1 zamanda &(d(x,)d(x,))# 0 olup {x,,xz} yine bu idealin
elemanlaridir.
O halde {x,,xz} L de ¢(x,), ¢(x,) elemanlan tarafindan dogrulan alt
cebirin elemanlaridir. Bu alt cebire H dersek;
{xl’x2} = <{(0(x/)’(0(xz)}> =l

olur.
L c H veayni zamanda H ¢ L

olup, H = L bulunur. Bu ise

{p(x,).0(x,)}

kiimesinin L igin bir serbest doguray kiimesi oldugu anlamina gelir, bu da

%} {o(x, ). 0(x,)}
ow(x)=p(x) i=12

saglayan bir y otomorfizmini gerektirir. ¢ bir otomorfizm olup u test bir

elemanidir.

57



5. TEST ELEMANLARI VE OTOMORFIZMLER Ersin KIRAL

(b) v= [x,,x2]+[x,,x,] d(x,) € G,_,, elemam igin ¢(v)=v olsun

go([x,,xz]+ [xl’xl]) = [x,,x2]+ [xl'xl]
dir. ¢ nin homomorfizm olmasindan,
[(o(x/)r(ﬂ(xz)]"'[¢(x/);(0(x/)] = [x1’x2]+ [x/’x/]

bulunur. Simdi bu esitligi olugturan elemanlarin 4(X) birlesmeli cebiri tizerindeki

Ozdeslerini yazarsak

@(x)p(x,) — e(d(@(x))), d(@(x,)))p(x,)p(x,) + 20(x )p(x,) = x,x, ~— &(d(x,),d(x,))x,%, +2x,x,

esitligini elde ederiz. Simdi yukaridaki esitligin her iki tarafinin sirastyla x, ve x,

degiskenlerine gore Fox tirevlerini alirsak;

— £(d(P(6)), d(@Ce))00) 22 4 25 22O 4 2y 0P oy, d ey, + 2
Ox ox, Ox

1 I I

—&(d(p(x,), d(go(xz)))go(xz)a(;(c D 4 20(x l)acg(x) s (e I)aco(xz) —x

2 X, ox,

bulunur. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki terimlerin her birini soldan ¢(x,) ve

@(x,) parantezine alirsak;

¢(x2)[- e(d(0(x,)d(0(x, ) “’i ’))w(x,)( a‘g"") op( xz)) —e(d(x, )d(x, )x, + 2%,
1

] Ox,

(x;)(w(d((p(x,)) d((x, )22 ')j+¢(x, )(25“;( %) 4 00 "z)]=x,

ox, X, ox,

Simdi elde ettigimiz esitliklerin sag tarafindaki elemanlarin kiimesini;
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A={-e(d(x,)d(x,)x, +2x,, x}

olarak tanimlayalim. 4 kiimesinin Jacobian matrisini hesaplarsak,

. [2 —a(d(x,),d(xz)))
4=
b 0
bulunur.
detJ,=¢g(d(x,)d(x,))#0

olup @ bir otomorfizmdir. O halde v test elemanidir.

(c) w=[x,,x2]+[x2,x2] d(x,)e G, ,, elemant igin ispat ise (b) [x,,x,]

terimi yerine [xz,xz] yazilirsa ayn ara iglemlerden sonra,
A={-g(d(x,).d(x,)x, x,+2x,}
bulunur. 4 nin Jacobian matrisi

L (0 - &(d(x,), d(x;)))

1 2

olarak elde edilir. detJ, = ¢(d(x,),d(x,)) # 0 dir. O halde ¢ bir otomorfizmdir.

w test elemanidir.

(d) Bu durumun ispati (a), (b) ve (c) nin ispatlar ile benzer bigimde

yapilacaktir.

59



5. TEST ELEMANLARI VE OTOMORFIZMLER Ersin KIRAL

z=[x,,x2]+[x,,x,]+[x2,x2] d(x,)eG,,, , i=12 ve d(x)=d(x,) olsun. z

elemant igin, ¢(z) = z olsun.
o([x, x, 1+ [x, %, ]+ [, x, ) = [, 2, ]+ [x, %, ]+ [x,, %, ]
dir. ¢ nin homomorfizm olmasindan,
[otx ). 00x,))+ lo(x ) o031+ lo(x, )00, )] = [, 2, ]+ [ x ]+ [x,, %,

bulunur. $imdi bu esitligi olusturan elemanlarin A(X) birlegsmeli cebiri lizerindeki

Ozdeslerini yazarsak

P(X,)p(x;) = e(d(p(x,)),d(p(x,))p(x; )p(x,) + 20(x, )Jp( x,) + 20( X, )p(%;)
=x,x,—&(d(x,),d(x,))x,x, + 2x,x, + 2x,x,

esitligini elde ederiz. Simdi yukaridaki esitligin her iki tarafinin sirasiyla x, ve

x,degiskenlerine gore Fox tiirevlerini alirsak;

—&(d(p(x,)).d(p(x, )o(x, )9";—("-'2 + 2005, ) 2001 4 03,)2002) 4 200, ) 20(%2)
o a)LI ax] ax,
=—g(d(x,).d(x,))x, +2x,

~a(d(p(x (o5, Do(32) 22 4 20, ) 2L 1 g, ) 2D o g, ) 2022
X, ox, Ox, Ox,
=x, +2x,

bulunur. Yukaridaki esitligin sol tarafindaki terimlerin her birini soldan ¢@(x;) ve

@(x,) parantezine alirsak;
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co(xz)(— S(d(@(x ), d(@(x) a‘gf‘" +2 a"’ai"”] e )(2 a‘gff') . a‘gi"z)) = —e(d(x),d(x )%, +

o(x, )(— £(d(@(x ), d(P(x) ag(x,) +2 a‘g‘"’”) e )(2 Op(x) , a"’(xz)) =¥, +2x,

X, X, Ox, Ox,

Simdi elde ettigimiz esitliklerin sag tarafindaki elemanlarin kiimesini;
A= {— g(d(x, ) d(x,))x,+2x,, x,+ 2x2}
olarak tanimlayalim. A kiimesinin Jacobian matrisini hesaplarsak,

; _(2 —a(d(x,),d(xz))]
¢ 7 2

bulunur.
detJ,=4+¢g(d(x,)d(x,))
olarak elde ederiz. d(x,)e G,_;, , i=1,2.olup, &(d(x,),d(x,))=~I dir. O halde,
detJ,=3+#0.

Teorem 5.1.3 (b) nin ispatindan dolay1 ¢ bir otomorfizmdir. Dolayisiyla z test

elemanidur.
5.2. Serbest Color Lie Siipercebirlerinde Otomorfizmler

L X= {x,,. . .,x,,} tarafindan tretilen bir serbest color Lie stipercebiri ve 4(X)

de X tarafindan iiretilen serbest birlesmeli cebir olsun. Bu kisimda Jacobian matristen
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yararlanarak L nin bir endomorfizminin bir otomorfizm olup olmadigina karar veren
bir kriter geligtirdik.
Bu bolimde (Shpilrain, 1994) in sonuglarim serbest color Lie

stipercebirlerinin otomorfizmleri i¢in ispatlayacagiz.
Tanim 5.2.1

Bir u € L( X ) elemaninin ¢ift Jacobian matrisi

ou | 0
Jy(u)=1{| — |—
/)(u) [(aleax,Jl -
b sijsn

olarak tanumlanir.
Teorem 5.2.1

Yo ¥, L(X) de G- homojen elemanlar olsun. O zaman;
p:L(X)>L(X),d(x)=d(y,),1<i<n

endomorfizminin bir otomorfizm olabilmesi igin gerek ve yeter kogul

Ji(0)= [%)
g 1€i, jsn

sol Jacobian matrisinin 4(X ) {izerinde tersinir olmasidir.

Teorem 5.2.1 sag Jacobian matrisi J,(¢) = [-(;’jJ icin de gegerlidir.
o
Isi,jsn

J
Serbest color L(X) Lie slipercebirlerinde J,(u) ¢ift Jacobian matrisi
tersinir olan u# elemanlari, L(X ) in otomorfizmlerini tanimada &nemli bir rol

oynarlar.
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Teorem 5.2.2

@, L(X ).serbest color Lie siipercebirinin bir endomorfizmi olsun. ¢ nin bir

otomorfizm olabilmesi igin gerek ve yeter kosul;

(a) u=[x,,x2]+-~-+[x,,_,,x,,] n-gift bir pozitif tamsayi, [<i<n,

d(o(x,;)) =d(x,) i¢in J,(p(u)) matrisinin A(X ) lizerinde tersinir olmasidir.

® v=[xx]++[x.x] I<i<n d(e(x))=d(x)eG,_, i

Jp(o(v)) matrisinin A(X ) lizerinde tersinir olmasidir.

ispat

(a) n =2k olsun. ¢(u) nun sol Fox tiirevini alirsak; Onerme 2.2.1 den,

0
agiu) - 12 ( 2) ¢( I)+ ( 2k l) ¢(:2k) Z[¢(‘xm I) 1(m+l)¢(xm+l)]a¢a(x”I)
J J J m=2 J
(D

buluruz. Burada, &, = e(d(p(x,)).d(p(x,)), I<s<2k-1, 2<t< 2k dir. Simdi

(1) in iki tarafina sag Fox tlirevini uygulayarak

a(P(u)i:_g 9(x,)0 a¢(xl)+¢(x2k—|)a Op(xy)
ox, &, o, o o,  ox

’ @
+2kzl (D(X,,, I)a w('xm-&l)a Bqa(xm)
m(m+ 1) ax ax
m=2 i J

i,je {In} elde ederiz. (2) n’ denklemden olusan bir sistemdir. Bu sistem matris

formunda asagidaki yazilima sahiptir:
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In(@(u)) =T (@)J,(u)J (9) 3)

burada, J,(¢) ile ¢ nin sag Jacobian matrisinin transpozu gosterilmektedir.
Eger J,(p(u)) tersinir ise (3) esitliginin sag tarafindaki biitiin matrisler

tersinirdir. O halde Teorem 5.2.1 ¢ nin bir otomorfizm olmasini gerektirir.

Diger taraftan ispat igin ¢ nin bir otomorfizm oldugunu kabul edelim.
Teorem 5.2.1 den J, (@) ve J,(@) matrisleri tersinirdir. Simdi asagidaki matrisi goz

Oniine alalim.

0 1 00 - 0 0

~&, 0 10 0 0

0 -¢, 0 I 0 0
Jy(u)=| Lo :
0 0 00 - i

o 0 00 - 0 i

L0 0 00  —g5 5, 0

gy =&(d(x)d(x;)), 1<i<2k-1,2< j<2k. J,(u) matrisinin determinants;

0 1
B = 1<m<k

m
~Em-tjom 0

matrislerinin determinantlarinin ¢arpinudir. Béylece J p(u) matrisi tersinirdir ve

dolayisiyla J,,(@(u)) matrisi tersinirdir.

(b) Bu durum igin (a) da u yerine v = [x,,x,]+ S [x,,,x,,] yazilirsa

Iplo(v)) = J:((”)JD(V)J/((”)
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bulunur. J,(v) ¢ift Jacobian matrisi kdsegen elemanlar1 2 olan késegen bir matris

olup tersinirdir. Dolayisiyla (a) da yapilan ispat v i¢in de gegerlidir.

5.3 Ranki iki olan Serbest Color Lie Siipercebirlerinin Otomorfizmleri

f¢in bir Kriter

L ranki 2 olan x ve y tarafindan dogrulan serbest color Lie siipercebiri olsun.
(Cohn, 1964) de sonlu rankli Lie cebirlerinin biitiin otomorfizmlerinin benzer
oldugunu ispatlamistir. Bu sonug sonlu rankli serbest color Lie siipercebirleri igin de
dogrudur (Mikhalev, 1985). Iki degisken olmasi durumunda L nin otomorfizm grubu

kolayca tanimlanur.

Onerme 5.3.1

@, L nin bir otomorfizmi ve d(x)=d(y) olsun. O zaman a,b,c,d € K,

d(x)=d(p(x)), d(y)=d(e(y)), ad —bc # 0 olmak {izere ¢ otomorfizmi

o(x)=ax+by
p(y)=cx+dy
seklindedir.

Rankin 2 olmasi L nin otomorfizm grubunun yapisini kolaylagtirir. Bu ise, ¢,
L nin otomorfizm grubunun bir elemam olmak tizere, J,,(@(u)) matrisinin tersinir

oldugu bir # € L elemanini kolayca bulmamiza olanak saglar.

Onerme 5.3.2

@, L nin bir endomorfizmi ve d(x)=d(p(x)), d(y)=d(p(y)) olsun. ¢

nin bir otomorfizm olabilmesi igin gerek ve yeter kosul;
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(@ f= [x, y] i¢in J,,(@( f)) matrisinin A(X ) Uizerinde tersinir olmasidir.

@) v=[xyl]+[xx], d(x)e G,_,, igin J,,(p(v)) matrisinin A(X) lizerinde

tersinir olmasidir.

(c) z= [x,y]+[y,y], d(y)eG,_, igin J,(p(z)) matrisinin A(X ) lizerinde

tersinir olmasidir
ispat

Ispat Teorem 5.2.2 nin ispati ile benzerdir, # elemammi f v ve z ile

degistirirsek,

0 1
Io(f)= [_ &(d(x),d(y)) 0)

L 2 I
V= stdgxpd(yy 0

o 0 I
o=\ _seaxpdcy) 2

matrislerinin tersinir olmasi ispat1 tamamlar.
Onerme 5.3.3

d(x)=d(y)eG,_, ise
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2 1
B=
(—- s(d(x),d(y)) 2)
matrisi tersinirdir.
ispat

d(x)=d(y)eG,_, ise g(d(x)d(y))=-1 dir ve B nin determinant:
stfirdan farklidir.

Teorem 5.3.1

@, L nin bir endomorfizmi ve d(x)=d(¢(x)), d(y)=d(p(y)) olsun. ¢
nin bir otomorfizm olabilmesi igin gerek ve yeter kosul u = [x, y]+[x,x]+[ , y],

d(x)=d(y)eG,,, isin J,(p(u)) matrisinin A( X ) lizerinde tersinir olmasidir.

ispat
(3) esitligini u = [x, y]+ [x, x]+[ , y] elemamn igin diigiinelim.

1

J 4
—s(d(x).d(y)) 2) /(9) *)

~%WW»=#W{

@ bir otomorfizm ise, a,b,¢,d € K igin,

@(x) = ax+by
@(y)=cx+dy

a
c

b
d(x)=d(y) olup ( a’) matrisi tersinirdir. &(d(x),d(y))=—1 olup
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2 1
Jp(e(u)) = [_ g(d(x),d(y)) 2)

matrisinin determinant1 sifirdan farklidir. O halde J,,(u) matrisi tersinirdir. Teorem
5.2.1 den J(p) ve J,(p) matrisleri tersinirdir. Sonug olarak J,(@(u)) matrisi

tersinirdir.

Diger yonlii ispat i¢in, J,(@(u)) matrisinin tersinir oldugunu kabul edelim.
O zaman (4) iin sag tarafindaki matrisler de tersinirdir ve Teorem 5.2.1 ¢ nin
otomorfizm olmasim gerektirir.
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6. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERINDE BIiR ELEMANIN
RANKI

L bir K cismi {izerinde serbest {iretici kiimesi {xl,...,x,,,...}, n =2 olan

serbest color Lie slipercebiri olsun. Bir # € L elemaninin ranki, Z nin otomorfizmleri
altinda # nun goriinttlerinin bagli olabilecegi serbest iireteglerin en kiigiik sayisi
olarak tanimlanir.

(Shpilrain, 1995) de sonlu rankli serbest Lie cebirlerinde verilen bir homojen
elemanin rankini bulan bir kriter gelistirmistir. Biz bu boéliimiin birinci kisminda
benzeri ¢alismayr sonlu rankli serbest color Lie silipercebirleri i¢in yaptik, ikinci
kisminda ise verilen bir w-homojen elemanin rankini bulmak igin bir kriter

gelistirdik.
6.1 Serbest Color Lie Siipercebirlerinde Bir Elemanin Ranki

Tanim 6.1.1

Bir ue L igin, L nin otomorfizmleri altinda u nun goriintiilerinin bagl

olabilecegi serbest doguraylarin en kiigiik sayisina u elemanuun rank: denir.

S, L nin bir alt cebiri ve J de S tarafindan iiretilen ideal (J =S -U(L)) olsun.
o:U(L)— K, o(x,) =0 olacak sekildeki genisletme homomorfizmi (bkz. Tanim

2.2.9) olmak iizere bu homomorfizmin ¢ekirdegi bazi X olan bir serbest sol 4(X)-

modiildiir, bu modiilii A ile g6sterelim.

Onerme 6.1.1

u e L olsun. # € J - A olmasi igin gerek ve yeter kosul g_u € J olmasidir.
x

i

ispat
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ueJ-Aise jeJ ve feA igin u=j- f seklindedir. f € A olup

olarak yazilabilir.

) & af
Su=j-f=jy 2x
jf=] gax,. ;

dir.
Onerme 6.1.2
uel olsun. ue S,,ise u e J-A dir.
ispat

ues, ise u =[u,u,] = uu, —e(d(u,),d(u,))u,u, yazabiliriz. 4, € S olup
uyeJ dir. u, e S < A olup u, € A dir. O halde uu, € J-A dir. u, €S ise u, € J,
yeScA olup ueA dwr. O halde wu,uyeJ-A dir. Bu durumda
u = [u,u,] = uu, —e(dw,),d,))u,u, € J - A elde edilir.

Onerme 6.1.3
ue L olsun. ue S, ise ueJ-A"" dir

ispat
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Ispati m-iizerinden tiimevarim ile yapalim.
m=2 i¢in: u € S, olup Onerme 6.1.2 den u € J-A dur.

Iddia k<m i¢in dogru olsun.

ues, ise feS8,,, se€S olmak tizere u=[f,s] seklindedir. feS,_,
olup tiimevarim hipotezinden f e J-A""? dir. u=[f,s]= f5s—&(d(f),d(s))sf ,
fedJ A" veseScAolup ffeJ A" dir.

seJ ve feJ-N?olup sfeJ-J-A"? dir. J=S-U(L), A=L-U(L)
olup JcA dir. O halde, sfeJ-J-A?cJ-AAcJ-A" olup
sfed A" ditve u=[f,s]= f5—&(d(f),d(s))sf € J- A" elde edilir.

Onerme 6.1.4

u e S, ise u nun (m-1) inci mertebeden biitiin Fox tiirevleri S-U(L) nin bir

elemanidir.
Ispat

ues, ise Onerme 6.1.3 den ueJ-A"" dir. J-A"'=J-A"?.A dir.

Onerme 6.1.1 den wueJ-A""'=J-A">.-A olup Moy dir.

ox;
m-1 m-2 -1
0" u = 9 0" u olup _T " = S-U(L) elde edilir.
6le ---axjm_l 6xj 6sz ---(%cj.ml ale ---c’ﬁxjm_l

Temel Teoremimizi ispatlamadan Once serbest color Lie stipercebirlerinin

elemanlarinin bazi 6zelliklerini agagidaki 6nermelerle verelim.

Onerme 6.1.5
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Bir u € L elemani bir x, serbest iireticisine bagli ise # nun birlesmeli

monomiallerin bir toplami olarak herhangi bir yaziliminda en az bir monomialin ilk

terimi x, dir.
Teorem 6.1.1

u(x,...,x,) € L ve degu=m=2 olan w-homojen bir eleman olsun. O

zaman asagidakiler birbirine denktir.

(@) ranku=n2>2
(b) L nin keyfi bir lineer otomorfizminin altinda »# nun gériintiisii en az »
serbest dograya baglidir.

(c) ¢, L nin bir endomorfizmi ve u € (¢(L)),, ise {x,,. . .,x,,} c ¢(L) dir.

ispat

(5) = (c): Ispati geliski ile yapacagiz. Kabul edelim ki u = u(x,,...,x,) m-

inci dereceden w-homojen ve rank u = n olan bir eleman ve ¢, L nin u € (¢(L))

m

olacak sekildeki bir endomorfizmi iken baz1 x, ler 6rnegin x, ¢ ¢(L) olsun. u yu

asosyatif monomiallerin bir toplami

U= Za(m)le Xy 6.1)
(m)

a4y € K ve (m) de (j,...,J,) soklu indeksini saglayacak sekilde yazabiliriz.

u e (¢(L)), (6.2)

olup (6.2) nin (m-1) inci mertebeden keyfi bir Fox tiirevi, b, € K olmak lizere

72



6. SERBEST COLOR LIE SUPERCEBIRLERINDE BIR ELEMANIN RANKI
Ersin KIRAL

i@@eﬂDU@) (6.3)

formundadir. Teorem 5.1.2 den ijxj € ¢(L) dir. (6.2) nin (m-1) inci mertebeden

J=!

biitiin Fox tiirevlerini alarak asagidaki sistemi elde ederiz.

D bx e g(L).
J=1

n
w, = b¥x, diyelim ve w, lerin biitin K-lineer kombinasyonlarini K(w,) ile
=

gosterelim. Eger x, € K(w,) olsaydi x, € ¢(L) olurdu ki bu ise kabulumuz ile gelisir.
O halde x, ¢ K (w,) dir. Bu durumda K (w,.) nin boyutu n den kiugiiktiir. s<n i¢in
{w,,...,w,} kiimesi K(w,) nin bir baz1 olsun. Bu kiime L nin bir {w,,...,w,,...,w,,...}

bazina genisletilebilir.
Simdi L nin
a:x, > w,

i 21 otomorfizmini diigtinelim.
z
!
a(u) = X e xu,
J=

formundadir. Boylece a(u) herbiri {x,’,...,x'}

)

’
c,ekK, X, =w, ve uelL,,
kiimesinden gelen bazi x| ile baglayan monomiallerin bir toplamidir. Fakat bu ise
Onerme 6.1.5 den a(u) nun sadece x|,...,x. elemanlarina bagh olacag: anlamina

gelir, yani # nun ranki » den kigliktiir. Bu ise kabuliimiiz ile ¢elisir.

(c)= (a): Ispat geliski ile yapacagiz. rank u<n olsun, yani L nin baz1 a

otomorfizmi i¢in a(u) = v(x,,...,x,), k<n olsun. L nin bir y, endomorfizmini
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1<i<kiciny,(x)=x
ve
i>k iginy,(x)=0
olarak tamimlayalim. O zaman vy, (a(u)) = a(u), ve a 'y, a(u) = u endomorfizmi u
~ yu sabit birakir ve u € (¢, (L)), dir. Bu ise (c ) den dolay: {x,,...,x,,}g ¢, (L)

olmasini gerektirir. Béylece L nin sadece x,,...,x, ye bagh olan her elemant ¢, (L)
nin de bir elemandir.

w=w(x,...,x,) keyfi bir eleman ve w=¢/(s) olsun. O zaman
w=a 'wa(s) dir ve a(w) =y,a(s) dir. Bu ise a(w) nun sadece sadece x,,...,x,
ya bagli olmasini gerektirir. Boylece « otomorfizmi x,,...,x, tarafindan liretilen alt
cebirin elemanlarii x,,...,x, tarafindan iretilen L, alt cebirinin elemanlarina
doniigtiirlir. Bu ise ranki & olan serbest color Z,, Lie siipercebirinin ranki £ dan
biiyiik olan o™ (Ly,) serbest color Lie siipercebirine izomorfik olmasini gerektirir.
a"(L(k)) , serbest color L Lie siipercebirinin bir serbest alt cebiridir ve L nin en az n

tane x,,...,x

n

serbest lireticisini igerir, yani a"(L(k)) nin ranki # den kiiglik olamaz.

Bu ¢eliski ispat1 tamamlar.
6.2 Algoritma

L, {x,,...,x,} serbest iiretici kiimesi tizerinde serbest color Lie stipercebiri ve
u =u(x,,...,x,) € L m-inci dereceden bir w-homojen eleman olsun. Teorem 6.1.1 in

yardimtyla # elemaninin rankini asagidaki sekilde hesaplayabiliriz.

1. Adim: u elemam U(L) de monomiallerin bir toplami olarak agagidaki gibi

yazilir,

u= Za(’")le ) ..xjm
(m)
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a,, € K,mde (j,...,J,) ¢oklu indeksini saglasin.

2. Adim: u nun (m-1) inc1 mertebeden biitiin Fox tiirevleri alinir. Bu tiirevler

X,...,X, clemanlarimin bir lineer kombinasyonu olacaktir, bu elemanlarn

olusturdugu kiimenin K-lineer kombinasyonlarinin vektér uzayi olarak boyutu # nun

rankinm verecektir.

L nin w-homojen olmayan elemanlar i¢in Teorem 6.1.1 in (a) ve (b) siklar

birbirine denk olmayabilir. Bunu agagidaki 6rnek ile agiklayabiliriz.
Ornek 6.2.1

u=[x,x]+[[x%,x,],x,]Je L, deg u= m=3 ve w-homojen olmayan bir

elemandir. u ya algoritmamizi uygularsak:

u=[x,x]+[[x;,x],x,]
= XXy — )%, X +[X3X, — £3%,%5,%,]

= XXy = XXy F XyXy Xy = €3y %y X3, ;&‘(d(xe4 =~ 834X, %), d (X)) (X X3 Xy = £3,%,%,%3)

Oaa;eK

= X, Xy — Ep3 XX + X3X, X, = 835X, X3X, + O, XX, — Q83 Xy X, Xy

birlesmeli monomiallerin bir toplamu olarak yazariz. Simdi # nun (m-1)=2 inci

mertebeden biitiin Fox tiirevlerinin olusturdugu kiimeye R dersek,
R= {0,1,—8,2,x3,—£34x4,ax2,—a&'34x2}
kiimesini elde ederiz. Kolayca goriilebilecegi gibi R nin gerdigi uzayin boyutu 3 diir.
Diger taraftan; L nin

P:x = x —[x5,%,]
(X > x, P22
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otomorfizmini diigiiniirsek,

¢(u) = ¢([xl’x2] + [[xJ’x.i]axz ])
= [@(x), #(x,)] + [[(x;),8(x,)],6(x,)]

=[x, ~[x;,x, Lx 1+ [[x5.x,1,x,]
=~[xl,x2]—[[x3,x4],x2]+[[x3,x4],x2]
=[x,x,]

Bulunur ki bu da ¢(u) nun iki serbest dograya bagli olabilecegi anlamina gelir.
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