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Yarigrup takdimleri uzun bir siiredir ¢alisilan bir konudur. 1990 da E. F.
Robertson ve Y. Unlii Todd-Coxeter’in gruplar icin yapmis oldugu algoritmanin benzeri
bir bilgisayar programim yargruplar i¢in yazdilar. 1990 yilindan sonra yarigruplar
iizerinde yogun bir sekilde ¢aligildi ve bu alanda bir ¢ok ¢alisma yayinlandi.

Hesaplanabilir yarigrup teoride uygulanan iki temel metot vardir. Birincisi,
verilen takdimin tanimladigi yangrubu bulmaktir. Ikincisi ise, verilen bir yarnigrubu
temsil eden bir takdim bulmaktir. Biz bu ¢alismamizda ilk metodu uyguladik. Her grup
bir yarigrup oldugundan bir G grubunun yarigrup veya monoid takdimini G nin grup
takdimi olarak alabiliriz.

Ayrica bazi yarnigrup veya monoid takdimlerinin grup tanimlayip
tanimlamadigini arastirdik. Bunlardan bazilari iki dogurayli bir bagmtili veya iki
dogurayli iki bagintili yarigrup ve monoid takdimleridir. Bu takdimlerden bazilari
litaratiirde iyi bilinen gruplardir.

Anahtar Kelimeler: Yarigrup, Monoid, Takdim, Rewriting Sistemler, Knuth-Bendix
Yo6ntemi. '
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Semigroup presentations have been studied for a long time. In 1990, E. F.
Robertson and Y. Unlii wrote a computer program for semigroups similar to the Todd-
Coxeter algorithm for groups. After 1990, this subject has been worked extensively and
many works have been published in this area.

There are two methods in combinatorial semigroup theory. First, to find the
semigroup defined by a given presentation. Second, to find the presentation
representing a given semigroup. In this thesis, we applied the first. Since every group is
a semigroup, we can consider either the semigroup or monoid presentation of a group G
as the group presentation of G.

We also searched whether semigroup or monoid presentations define a group.
Some of these presentations have either two generators and one relation or two

generators and two relations. It appeared that some of them are well-known groups in
the literature.

Key Words: Semigroup, Monoid, Presentation, Rewriting Systems, Knuth-Bendix
Procedure.
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TESEKKUR

Bu ¢alismanin hazirlanmas: sirasinda bilgi ve deneyimi ile bana yardimci
olmasinin yaninda ilgisini, samimiyetini ve sicakligim1 hi¢bir zaman esirgemeyen
saygideger hocam Sayin Yrd.Dog¢.Dr. Fikret KUYUCU’ya sonsuz tesekkiirlerimi
sunarim. Ogrenciligimden bugiine kadar bilgi desteginin yaninda her tiirlii sorunumda
bana degerli zamanini ayiran Matematik Boliimii Arastirma Gorevlilerinden Sayin Ali
Arslan OZKURT’a ozellikle tesekkiir ederim. Yardimlarindan dolayr Matematik
Boliimiiniin akademik personeline ve Karaisali M.Y.O. daki tiim arkadaslarima, ayrica

manevi destegini her zaman hissettigim sevgili ailem ve nisanlima tesekkiir ederim.
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1. GIRIS Basri CALISKAN

1. GIRIS

Yarnigrup takdimleri uzun bir siiredir ¢alisilan bir konudur. Sonlu takdim edilen
yarigruplar i¢in 1967 de B. H. Neumann tarafindan grup i¢in bilinen Todd-Coxeter
koset sayma yontemine benzer bir sayma metodu gelistirildi. Daha sonra Neumann’in
bu sayma metodu (Jura,1978) tarafindan ispatlandi. Yangrup ile ilgili galigmalar
(Robertson ve Unlii,1990) tarafindan gelistirilen ve Todd-Coxeter algoritmas1 benzeri
bir bilgisayar programi sayesinde daha hizlanmis ve bu yildan itibaren bu konuda
yayinlanan aragtirmalarda biiyiik bir artig olmusgtur.

Her grup bir monoid ve yarigrup oldugundan bir grubun monoid ve yarigrup
takdimini diigiinebiliriz.

Tezin ikinci béliimiinde yarigrup ve takdimleri ilgili temel bilgiler verilmigtir.
Ayrica bir yarigrup ve monoid takdiminin ne zaman grup tamimladif: verilmis ve eger
bir yanigrup takdimi bir grup tamimliyorsa o yarigrup takdiminin aym zamanda bir
grup takdimi oldugu gosterilmistir.

Ugiincii bsliimde bir monoid takdiminin grup tanimlayip tammlamadigim test
eden yontemlerden biri olan Knuth-Bendix Yontemi verilmigtir. Bu yontem yarigrup
takdiminde verilen boliim yarigrubunun elemanlarinin secimi ile ilgilidir.

Dérdiincii boliimde ise iki dogurayh bir bagintili, iki dogurayh iki bagintili bazi
monoid takdimlerinin grup tamimlayip tanimlamadiklari ve litaratiirde iyi bilinen baz1
gruplarin yangrup takdimleri incelenmistir.
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2. YARIGRUP VE TAKDIMLERi

Bu kisimda S bir yarigrup, M bir monoid ve G bir grup olmak iizere, grup
teorideki temel tamm ve teoremlerden bazilarim1 ve bunlarla ilgili Ornekleri

verecegiz.
2.1 Yanigrup Tanmm ve Ornekler

S bos olmayan bir kiime ve o da S {iizerinde bir ikili islem olsun. Her
x,y,z€S8 i¢in xo(yoz)=(xo y)o zesitliginin saglanmas1 halinde o islemine
birlesmelidir denir. (S,0) ikilisinde o islemi birlesmeli ise (S,0) ikilisine bir
yarigrup denir. Genellikle (S, o) ikilisi yerine sadece S ve her x,y e S igin xoy
yerine de xy kullamlir.

Her x,ye S i¢in xy = yx ise S ye degismeli yarigrup denir. Her x € S i¢in
ex=x (xe=x) oluyorsa, S nin eelemanina sol (sag) birim adi verilir. Bir S
yangrubunun e elemani hem sol hem de sag birim oluyorsa e ye birim eleman
denir. Bir yarigrupta sol veya sag birimler birden fazla olabilmesine ragmen birim
eleman en fazla bir tane olabilir. e S i¢in e® =e &zelligini saglayan e elemanina
idempotent eleman denir. S bir yarigrup ve xe S olsun. xx'x=x ve xxx'=x'
olmasi halinde x’ € S elemanina x in tersi denir.

Birim elemanli bir yarigruba monoid denir. Bir monoidin birim elmam

genellikle 1 veya eile gosterilir. M bir monoid ve xe€ Molsun. x'x =1 (xx' =1)

olacak sekilde bir x' € M elemanina x in sol (sag) birimi denir.
G bir yangrup olmak tiizere, her x € G i¢in bir x' € G x in hem sag hem de

sol tersi oluyorsa G ye bir grup denir.

Tanmim 2.1.1: (S,.) birim elemam olmayan bir yarigrup olsun. S ye 1 birim
elemaninin ilave edilmesiyle (S U {1},*) monoidi elde edilebilir. Burada * islemi her

x,ye8 icin x* y=xp, x*1=1*x=x, 1*%1 =1 olarak tamimlanir ve
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p S Eger S nin birimi varsa
~|Sufl} Eger S nin birimi yoksa

olarak tammlanan S’ e, S ye, gerekirse birim eleman eklenerek elde edilen monoid

denir (Howie, 1995).

Teorem 2.1.1: Eger bir S yarigrubu bir e sol (sag) birime sahip ve her x € S

icin x'x =e (xx’ =e) olacak sekilde en az bir x' €S var ise S, birimi e olan bir

gruptur.

Teorem 2.1.2: Bir S yarnigrubunun bir grup olabilmesi igin gerek ve yeter

kosul her ae S i¢in aS =S ve Sa =S olmasidir.

Ispat: S bir grupve aeS olsun. O zaman aa’ = a'a =1 olacak sekilde bir
a' € S vardir ve her s € S i¢in, s =1s =(aa’)s = a(a’s) € aS dir ve buradan S c aS
bulunur. aS ¢ S oldugundan aS =S elde edilir. Benzer sekilde S = Sa oldugu da
gosterilir

aeS ve Sa=S olsun. O zaman ea =a olacak sekilde bir e S vardur.
e nin sol birim oldugunu gosterelim. Herhangi bir s € S i¢in bir # € S vardir dyle ki
at=s dir ve es =e(at) = (ea)t =at =s dir. Bir a € S i¢in, Sa = S oldugundan bir

a' € S vardir 6yle ki a’a =e dir. Teorem 2.1.1 den dolayr S bir gruptur.

Tanm 2.1.2: § ve T iki yangrup olsun. SxT={(s,t)l seS,teT}
kiimesine S ile 7 nin kartezyen ¢arpimi denir. s,,s, € S ve #,,¢, € T olmak tizere
(slatl)(szatz):(slsletz)
carpimui ile bir yarigrup olur. Bu yarigruba S ve 7 nin direkt carpim yarigrubu

denir.



2. YARIGRUP VE TAKDIMLERI Basri CALISKAN

Tanim 2.1.3: S bir yarigrup ve 7, S nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun.

a) Her #,,¢, €T igin t,t, €T, yani T> c T oluyorsa, T ye S nin bir alt
yarigrubu denir.

b) I#¢, S nin bir alt kiimesi olmak tizere, SI =1 (IS < I) oluyorsa, Iya
sol (sag) ideal denir. Eger I hem sol hem de sag ideal ise, I ya iki yanli ideal yada
kisaca ideal denir.

¢) S bir yangrup ve U,, S nin bog olmayan herhangi bir alt kiimesi ve

{U,| iel}, S nin alt yangruplannmn bir ailesi olsun. O zaman U =("\U, de §

el
nin bir alt yarigrubu olur.
A, S nin bog olmayan herhangi bir alt kiimesi olmak {izere 4 y1 igeren S
nin en kiigiik alt yangrubuna 4 min dogurdugu yarigrup denir ve bu alt yarigrup (4)

ile gosterilir. 4 ya bu yarigrubun doguray kiimesi denir.

Teorem 2.1.3: S bir yarigrup ve 4, S nin bos olmayan herhangi bir alt

kiimesi olsun. O zaman,

(4y=N{U | 4cU ve U, S nin alt yanigrubu}

Ispat : N { U | AcUve U, Sninaltyangrubu}=W olsun. (A)=W
oldugu gosterilmelidir.
W bir alt yangrup oldugundan, 4 c W dir ve (d) c W dir. (4), 4 y1igeren

yanigrup oldugundan W  (4) dir. Buradan (A)=W elde edilir.

Teorem 2.1.4: S bir yanigrup ve 4, S nin bos olmayan sonlu herhangi bir
a, €4, neN }dir.

alt kiimesi olsun. O zaman (A) ={ a,a,....a

a,€ 4, neN }=W olsun. O zaman (A) =W oldugu

gosterilmelidir. ' nun bir alt yangrup oldugunu gosterelim. Her w, = g,a,....a, e W

Ispat:{ aa,...a

n

ve w, =bb,...b, €W igin,
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ww, =(aa,.....a,)(bb,....b, ) =(aa,....a,) b (b,b;....b, ) = (aa,....a,b ) (bb;....h,)
=(aa,....a,b)b, (bb,....B,) =.....= aa,....a,bb,...b

elde edilir. Buradan, wyw, e W olup, W bir alt yangruptur. Her g,a,.....a, e W igin
a,€ A olup AcW dir. W bir alt yanigrup oldugundan W c(A) dir. xe (A) ve U,
A w1 igeren bagka bir yarigrup olsun. Her U yarigrubu i¢in, 4 c U oldugundan
xeU dur ve W bir alt yanigrup oldugundan x e W olur. Buradan da (A) cW dir

ve (A)=W elde edilir.

Teorem 2.1.5: A4 bir kiime, S bir yangrup ve (A)=S olsun. O zaman

S—-S%c 4 du.

oyle ki, x=a,a,...a, dir. n>2 ise x=(aa,...a,, )a, olarak yazilabilir.

n

aa,...a, €S ve a,eS oldugundan xeS> dir. Dolaysiyla n=1 olmak

zorundadir. Buradan x =q, ve x € 4 olup, S-S 2 < A du.

Tamm 2.1.4: S ve T iki yarigrup, & da S den T ye bir fonksiyon olsun.
Her x,y € S igin @ ¢arpimlari koruyorsa, yani #(xy) = 8(x)8(y) oluyorsa, & ya S
den T ye bir homomorfizm denir.

S ve T iki monoid olsun. § den 7 ye tamimlanan bir monoid
homomorfizmi, birim elman1 koruyan, yani 6(1)=1 olan bir yangrup
homomorfizmidir.

@:S — T bir yar1 grup homomorfizmine, bire-bir ise monomorfizm, 6rten
ise epimorfizm, hem bire-bir hem de orten ise izomorfizm denir. S ve T
yarigruplarina S den T ye bir izomorfizm olmasi durumunda izomorfik yarigruplar
denir ve S =T ile gosterilir.

6:S —>T bir yarigrup homomorfizmi olsun. # nin goriintii kiimest,

g6r9={ 6(x) I xeS} ile, ¢ekirdegi de, gek9={ (x,y)eSxS | 0(x)=6(y) }
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olarak tamimlanir. Bazen gor@ yerine 6(S) notasyonu da kullanilir. 8(S), T nin bir

alt yarigrubudur.

t, vet, € 6(S) olsun. O zaman s, ves, € S elemanlan vardir 6yle ki,

t, =0(s,) ve t, = 6(s,) dir. O zaman t,t, = (s, (s, ) = O(s,s,) =1, € 6(S) dur.

Ornek 2.1.1: X herhangi bir kiime olsun. P(X), X kiimesinin tim alt
kiimelerinin kiimesi olmak iizere S = (P(X),n), T =(P(X),u) olsun. Her 4 € P(X)
icin f:S->T, f (A)=X — A olarak tanimlanan f doniigiimii, S den T ye bir
izomorfizma oldugunu gosterelim.

/ homomorfizmdir.
Her 4,Be P(X)igin AnBeS drr.
f(4nB)=X (40 B)=(X - 4)u (X - B)= f(4)L f(B)
dir.
Jf bire-bir dir.
Her 4,B e P(X) igin f(4)# f(B) olsun. O zaman, X ~4# X ~B ve A= B dur.
f Ortendir
Her BeT iginenazbir A €S olmahdir. 4 =X — B olarak alinirsa,
f(4)=f(x-B)=x-(X-B)=BeT

dir. Buradan f izomorfizimdir ve S =T dir.

2.2 Serbest Yanigrup, Monoid ve Grup

Tanim 2.2.1: 4 bos olmayan bir alfabe olsun. 4 {izerindeki bos olmayan
tim sonlu kelimelerin kiimesi A4* ile gosterilir. w=a,a,....a,€ 4" ise w ya
uzunlugu » olan A iizerinde bir kelime denir ve w nun uzunlugu |w| =n ile

gosterilir.

A" ={ aya,...a, | a,€ 4, neN }

n

6 X.C. YOKSERGGRETIm AUl
OMN YRR
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dir. Her a,a,....a, € A* ve b)b,...b, € A" igin,
(aa,....a,)(bb,....b,)=aa,....a,bb,...b, kurall ile 4" bir yarigrup olur. Bu
yarigruba A4 iizerindeki serbest yarigrup denir.

A*,A lizerindeki serbest yarigrup olsun. 4 ya birim eleman {e}
eklenmesiyle elde edilen monoide A4 tizerindeki serbest monoid denir ve
A" =4 u{e} ile gosterilir. Her we 4 i¢in ew=we=w ve e’ =e dir (Howie,

1995).

Tanmm 2.2.2: G bir grup ve X # ¢ G nin bir alt kiimesi olsun.

gr(X)= {xl‘" ..... X2

¥, € X, ;=F1} kimesi G nin bir alt grubudur.
x....x," carpiminda x; € X ve e, =F1 olmak lizere, eger x, = x,,; iken ¢, # —a,,,
ise x{"....x," carpimna bir indirgenmis X — ¢arpim denir.

Eger G grubu agagidaki iki 6zelligi de sahip ise, G ye X kiimesi tarafindan
serbest dogrulur denir.

i) gp(X)=G,

ii) Iki farkli indirgenmis X —carpim G nin birim olmayan farkh iki
elemanini tammlar.

G nin doguraylaninin ii) nolu 6zelligini saglayan bir X kiimesine G nin
doguraylarinin bir serbest kiimesi denir. Eger bir G grubu doguraylarin bir serbest

kiimesine sahip ise G ye serbesttir ya da X iizerinde serbesttir denir (Baumslag,
Chandler, 1968).

Teorem 2.2.1: A bir alfabe, S bir yangrup ve f:A4—> S bir doniisim
olsun. O zaman ®:4" > S, CD] 4.=/f olan bir tek @ homorfizmas: vardir

(Lallement, 1979).
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ispat : Her a,a,...a, € 4*,a, € 4 igin (a,a,....a, )0 = (a,f Xa,f)...(a, f)
olarak tammlanana @ bir homomorfizm olup ®|,= f yi saplar. @’ gibi baska bir
@' : 4" — S homomorfizmasi oldugunu kabul edelim.

(a,a,....a, )0 =(a,®)a,P’)...(a,®')
=(a,/Xa,/)-Aa,f)
=(a,0)a,®)...(a,®)

ise @' = @ elde edilir.

Teorem 2.2.2: Her yangrup bir serbest yarigrubun homomorfik
goriintiisiidiir.

Ispat : Yukaridaki Teorem 2.2.1 de 4, S nin doguray kiimesi yada 4= S
almir ve f de, f: 44— S bir dogal igerme doniigiimii olarak alinirsa, S yangrubu

A iizerindeki serbest yarigrup 4* nin homomorfik goriintiisii olur.

2.3 Kongruanslar

Tanim 2.3.1: S bir yarigrup ve p da S iizerinde bir denklik bagintist olsun.
Her x,y,z,te S igin (x, y)e p ve (z,t)e p iken (xz, yt)e p oluyorsa p ya S

iizerinde bir kongruans denir.

p, S lizerinde bir kongruans olsun. O zaman % = {ap | aesS } dir. %

kiimesi tizerinde a,be S icin (ap)(bp)= (ab)p islemi ile % bir yangruptur. Bu

yarigruba b6liim yarigrubu denir.

Ornek 2.3.1: S iizerindeki en kiigiik kongruans A ={ (s,s) | seS} en

biiytik kongruans ise, S xS dir.
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Tanim 2.3.2: S bir yangrup, R de S iizerinde bir bagint1 olsun. x,y € S’,
(a,b)eR olmak iizere, u,ve S ic¢in u=xay ve v=xby ise u,v den R nin bir

bagintisi ile elde edilmigtir yada # =v R nin bir sonucudur denir.

R yi igeren S {iizerindeki kongruanslarin arakesitine R yi igeren en kiigiik

kongruans ya da R nin dogurdugu kongruans denir ve R" ile gosterilir.

Teorem 2.3.1: S bir yarigrup ve R de S iizerinde bir bagint1 olsun.
(a,b)e R® olmas: igin gerek ve yeter kosul ya a=b dir,yada bir neN
igin,
den yada z

a=2z;, >z, >...—>z, =b dizisi vardrr dyle ki, ya z,,z z, den R

i+l i+l

nin bir bagintisi ile elde edilmigstir (Howie, 1995).
Ornek 2.3.2: S bir yangrup ve R={ (aba,b) | a,beS } de SxS

izerinde bir baginti olsun. » €N olmak lizere, u =a"ba" ve v=>5 olacak sekilde

almirsa, u=a"ba" =a""'(aba)a"" =a"'ba""' =....=aba=b=v  oldugundan

(,v)e R" dur.
2.4 Takdimler

Bu kisimda yarigrup, monoid ve grup takdimleri ile ilgili temel bilgiler

verecegiz.

Tanmm 2.4.1: 4 bir alfabe ve A", A4 {iizerindeki serbest yarigrup ve
Rc A" xA* olsun. (4|R) ikilisine bir yangrup takdimi denir ve sp(A|R) ile

gosterilir. A%i’t yarigrubuna, (A[R) takdimi tarafindan tanimlanan yarigrup denir.

Eger S bir yangrup ve A%% ;=8 ise <A|R) ye S nin bir takdimi denir



2. YARIGRUP VE TAKDIMLERI Basri CALISKAN

P= (AIR) takdiminde, 4 ya doguray kiimesi, R ye de tamimlayici iligkiler
(bagintilar) kiimesi denir. 4 ve R sonlu ise P takdimine sonlu takdim, S ye de
sonlu takdim edilmis denir. |R| || sayisina da P nin deficiency denir ve def(P) ile

gosterilir.

Tanim 2.4.2: A bir alfabe, 4™ A4 {lizerindeki serbest yarigrup ve S herhangi
bir X # ¢ kiimesi tarafindan dogrulan bir yarigrup olsun. a: 4 — X bire-bir ve

Orten fonksiyon, i: 4 - A" i¢erme doniigiimii olmak iizere,

A i 'A+

§={x)
diyagramu degismeli olacak sekilde 7: 4" - S ye (a)iz = (a)a olarak tammlanan

homomorfizme dogal homomorfizma denir.

Ornek 2.4.1: n: 4* — S dogal homomorfizma olmak iizere,
gekr ={ (x,y)e 4'x4" | (x)z=(y)x } bir kongruanstur.

Her x € A" igin (x)7 = (x)z oldugundan (x,x)e ¢ekn dir.

Her x,ye A igin (x,y)egekn olsun. (x,y)ecekn ise (x)n=(y)n dir.
Buradan (y)n = (x)n ve (v,x)e cekn bulunur.

Her x,y,zeA* ve (x,y)egekn, (v,z)egeknolsun. (x,y)ecekn ise
(=) dir ve (y,z)egekn ise (yJn=(z)n dir. Buradan (x)u=(z)x ve
(x,z) € ¢ekn elde edilir.Boylece gekn nin denklik bagintisi oldugu gsterilmis olur.

Kongruans oldugunu géstermek igin,

Her x,y,z,t € A* igin (x,y) e cekn ve (z,t) e ¢ekn olsun.
(x,y)e gekn ise (x)z = (y)r dirve (z,t) € ¢ekn ise (z)x = (t)r

10



2. YARIGRUP VE TAKDIMLERI Basri CALISKAN

(x2)r = ()r(2)r = W)ele)e = (1) ise (xz, 1) e gekn

elde edilir.

Teorem 2.4.1: Her yarigrubun bir takdimi vardur.

Ispat : S biryangrup, R, S iizerinde bir kongruans, (4)=Sve 4*, 4

tizerindeki serbest yarigrup olsun. ©: 4A* — S dogal homomorfizma olmak iizere,

seS,we 4" olsun.

(whr =(a,a,....a,)x = (a, )z(a, r....(a, )r = s dir. Dolayisiyla R* = cekn < A*xA"

alimrsa R” = ¢gekn ve S = A%# dir (Howie, 1995).

Ornek 2.4.2: S =(P({a,5})- {$}w) bir yangruptur.
(4|Ry=(a,b | & =a, b’ =b, ab=ba)={a,b,ab} =T dir. T ,(4|R) nin tanmladigs

yangrup ve T = S oldugundan, <A|R) ikilisi S nin bir takdimidir.

(A|R) bir yangrup takdimi, p R yi igeren en kiigiik kongruans yani p = R*
ve S= A%zﬁ olsun. w,,w, € 4" igin efer w, ve w, ozdes kelimeler ise w, =w,

yazilir. w; vew, S nin aym elemamm temsil ediyorlarsa, yani (w,,wZ)e p ise

w, =w, yazilir.

Omek 242 de, w,=ab’, w,=abb alimwsa w =w, yazlr,

w, =ab’,w, =b’a alinmsada w =w, yazilir.

11
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Tanmmm 2.4.3: S bir yangrup, (A]R) de S nin bir takdimi olsun.
n:A4A* =S, R’ =cekn olacak sekildeki dogal homomorfizma olmak iizere,

w,,w, € 4* i¢in (w,)n = (w,)n oluyorsa, w, =w,, S de saglamyor denir.

Teorem 2.4.2: P =(A|R) bir yangrup takdimi ve S de P nin tammladig:
yangrup olsun. w,,w, € S i¢in w, =w, S de saglanmasi igin gerek ve yeter kosul
w, =w, R nin bir sonucu olmasidir.

Teorem 2.4.3: P= <A|R> bir yarigrup takdimi ve S de P nin tanimladig:
yarigrup olsun. Eger 7, X ¢ T tarafindan dogrulan bir yanigrup, f:4—> X bir
orten fonksiyon, @, @ 4" > §, (Dl 4= f olan homomorfizma olmak tizere R deki

tiim iligkiler 7 de saglaniyorsa 7', S nin homomorfik goriintiisiidiir (Ruskuc, 1995).

Ispat : Teorem 2.2.1 den dolayl, ®:4* > 7T, <D| 4= f olacak sekilde ®
homomorfizmasi mevcuttur.

P=R' ve ¥:S—>T,herueA* ve upe S igin (up)¥ = u® olsun.
u,ve A* igin up =vp ise (u,v)e p=R" dir. Buradan,
usz, >z, >...>z,, >z, =v olacak sekilde dizisi vardir dyle ki, z,,,,z, den
R UR nin bir iligkisi uygulanarak elde edilmistir. Yani »,v nin bir sonucudur.
z,,®=z,®,ve R gecismeli oldugundan u® = v® dir. ¥ iyi tanimhdir.

Y nin 6rten oldugunu gosterelim,

teT olsun. T = (X) oldugundan ¢ = x,x,....x, olacak sekilde bir x,,x,,.....x, € X
vardir. f oOrten oldugundan f(a,)=x, olacak sekilde bir 4,,a,,......,a, € A* vardir.

w=a,a,...a, € A* olsun.

(wo)¥ = (W) =(a,q,..... a, ) =(a,®)a,®)...(a,D)
= (a,f)(azf)....(anf) = XXX, =1
dir.

12
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¥ nin homomorfizma oldugunu gosterelim, u,v e 4™ ve up,vp € S igin

(wp)¥(p)¥ = @)Yy @)= ()0 = (wvp)¥ = ((upXvp))¥ dir.

Teorem 2.44: S, Ac S tarafindan dogrulan bir yarigrup ve Rg 4'x4"
olsun. O zaman (A[R) nin S igin bir takdim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul,

i) R deki tiim iligkiler S de saglanur,

ii) Eger u,ve A" i¢in u=v S de saglaniyor ise # =v R nin bir sonucudur
(Ruskuc, 1995).

Ispat : <A| R) , S nin bir takdimi ise, takdim tanimindan i) ve ii) saglanr.

T, (A|R) nin tammladif yanigrup olsun. Teorem 2.4.3 den ve i) den dolay
S, T nin homomorfik gériintiistidiir. O zaman her u,ve 4", up,vpeT (p = R#)

icin ¥ : T — S orten homomorfizmadir.

(up)‘P = (vp)‘P olsun. Buradan # =v, S de saglaniyor ve ii) den dolay1 u,v
nin bir sonucudur, yani (u,v)e p=R" olup W bire-birdir. Dolayisiyla ¥

izomorfizmadir.

Ornek 2.4.3: P=<a,b I a’=a, b’ =b, ba=ab>, p=R* v¢e S de P nin
tamimladid1 yanigrup olsun. S = A% = {ap, bp, abp} kisaca S = {a, b, ab} oldugunu

agiklayalim.
u € A" olsun. u nun uzunlugu iizerinde tiimevarim uygulayalim.
Eger jul=1 ise u=a ya da u=>b dir. [u|>1 i¢in u=v'a ya da u=u'd dir
Timevarim yardimiyla ya (u’, a)ep,(u',b)ep yada (u', ab)e p dir. Buradan,
(u'a,az)e p, (w'a,ba)ep yada (u'a,aba)ep,
(w'a,a)ep, ('a,ab)e p yada (w'a,ab)ep dir.
Benzer durum u = u'b igin de yapilir.

Dolayisiyla, S = {a, b, ab} seklinde 3 elemanl: bir yanigruptur.

13
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Tanmm 2.4.4: A bir alfabe, 4" A lizerindeki serbest monoid, R = 4"x4", p

da R nin dogurdugu kongruans olsun. (4|R) ikilisine bir monoid takdimi denir ve
mp(A|R) ile gosterilir. A% boliim monoidine de (4|R) takdiminin tammladig:
monoid denir. Eger M bir monoid ve M = A% ise, (A|R) ye M nin bir takdimi

denir.

M bir monoid ve (AIR) de M nin bir monoid takdimi olsun. O zaman
e¢g A igin <A,e|}, age=a, ea=a, e =e, (aeA)> yarigrup takdimi M yi bir

yarigrup gibi tanimlar. Burada R, R den r=1 yada /=s seklindeki iligkilerin

r =e yada e = 5 ile degistirilmesiyle elde edilmigtir.

Ornek 2.4.4: M =mp<a | a’ =1> M nin bir monoid takdimi olsun. O

zaman (a,e | a"=e,ae=a, ea=a, e’ = e) M nin bir yanigrup takdimidir.

Her yanigrup takdimi ayn1 zamanda bir monoid takdimidir. P herhangi bir S
yangrubunu tamimlayan bir yarngrup takdimi ise, P bir monoid takdimi olarak
diisiiniildiiginde P, Su{e} gibi bir monoidi tanimlar. S nin iginde birim eleman

varsa artik bu S U {e} de birim eleman olmayacaktir (Howie, 1995).

Tanum 2.4.5: G bir grup ve S, G nin bir alt grubu olsun. Eger her g € G ve

her se S i¢in g'sge S oluyorsa, S ye G de normal alt grup denir. S, G nin

herhangi bir alt grubu olsun. S yi iceren G nin tiim normal alt gruplarinin

arakesitine S nin normal kapanisi denir ve ({ g lsg | geGveseS }) S nin

normal kapanigidir.

A bir alfabe ve A4~ ={ a’ | aeA} olsun. A4 iizerindeki serbest grup

F(4)= mp(A,A"l | aa”' =1, a'a=1 (herae A)> monoid takdimi ile tanimlanir.

14
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Re(d4ua™) x(4aud” ) olmak tizere (4|R) ikilisine bir grup takdimi denir ve
gp{4|R) ile gosterilir.

F(4), A tzerindeki serbest grup ve N de {xy™ | (x,)eR} nin F(4)
daki normal kapamsi olsun.f/| bolim grubuna, (4|R) takdimi tarafindan

tamimlanan grup denir. Eger G bir grup ve Gs% ise (A|R) ye G nin bir

takdimi denir.

Teorem 2.4.5: P =(A|R) bir yarigrup takdimi ve e € 4" olsun. Eger
i) Her a € 4 igin ea=a (e sol birim) ise ve,
i) Her a € 4 igin u,a = e olacak sekilde bir u, € 4™ var ise

P yangrup takdimi bir grup tammlar.( Bu teoremin sag birim ve sag tersler i¢in bir
duali vardir. Eger P bir monoid takdimi ise sadece ii) yeterlidir.)

Ispat : au,=e ve ae=a oldugu gosterilmelidir. u, =aq,a,...q,,
a,€ A,i=12,...,m olsun.

2 . 2
(au,) =alu,alu, = aea,a,....a, = aa,a,....a, = au, ise (au,)’ = au, dir.

a, € A oldugundan ve ii) den dolay1 u,a, = e olacak sekilde u, € 4™ vardr.

w,u, ..uXuaaa,..a,=uu,,..ueaad,...a,

UM, e )00y Oy = UU, ... U5€0,.....0,,
UL U, e My Oyenelyy = Uy Oy e =e
elde edilir.
au, =eau, = (umum_, ..... u ,)uaauaaua = (umum_, ..... u,)ua (aua)z
=u, U, ;..UU,au,=e
dir.

Buradan da ae = a(uaa) = (aua )a = ea = a oldugu bulunur (Ayik, 1998).
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Ornek 2.4.5: M =mp(x,y | pomyx=1) takdimi bir grup tammladigim
gosterelim.

xyxyx =1 ise yxyx, x in sag tersidir.

yxyx = 1yxyx = (oyxyx)yxyx = xyxy(ayxyx) = xyxy ve xyxyx =1
bagintisindan, yxyx.x = xyxy.x =1 ise xyx*, y nin sag tersidir. Teorem 2.4.5 den
dolay1 M bir grup tanimlar.

Tanim 2.4.6: sp(AlR) ve gp(AIR) sirastyla S yarigrubunu ve G grubunu
tammlayan takdimler, sp(4|R)=S ve gp(4|R)=G olsun. Eger S nin grup olan

bir K ideali var ve K =G ise K ya S nin bir grup ¢ekirdegi denir.

Teorem 2.4.6: (A4|R) bir yangrup takdimi ve sp(4|R)=S, gp(4|R)=G
olsun.

i) S nin bir grup g¢ekirdegi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Se bir grup ve
ideal olacak sekilde bir e idempotent elemaninin olmasidir.

if) S' nin bir grup ¢ekirdegi var ise tektir.

Ispat : i) I, S nin bir grup gekirdegi e € I da I nin birim eleman1 olsun. /
bir ideal oldugundan, Se c I dir. Aym1 zamanda I/ grup oldugundan 7 =1/le ve
dolayisiyla Ie  Se olup,

SecI=1ec Se ise I =Se
dir.

Se bir grup ve ideal olacak sekilde bir e idempotent eleman bulunsun. Once
Se yi tanimlayan bir takdim bulunmalidir.

ecS ve e idempotent eleman oldugundan ee=e’ =ec Se dir Se grup
¢ekirdegi oldugundan e, Se nin birim elemanidir. Buradan u# € S i¢in ue € Se ve

u=a,a,...a,a c Aise ue =(a,e)a,e)...(a,e) yazlabilir.
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Dolayistyla, Ae ={ ae l ae A } Se i¢in bir doguraydir.
we d*, w=a,a,...a, ise w, =(a,e)a,e)...(a,e) olsun.

Re = {re = se

r, =(aefa,e)..(a,e)=a,a,...a,e=ad,..ade
= (a}e)(a;e)....(a;e) =y,

dir ve r, =5,, Se de saglanir. u,ve (Ae)+ icin u =v Se de saglaniyorsa, u =v, Re

nin bir sonucudur. Dolayisiyla, (de|R,)=Se olup, gp(4|R)= gp(Ae|R,) dir ve

G = Se dir.

ii) S nin G,ve G, gibi iki tane grup ¢ekirdeginin oldugunu kabul edelim.

i) den dolay1 G, =Se , G, =S8f, Se ve Sf ideal olacak sekilde ec S ve feS
idempotent elemanlar1 vardir. e ve f idempotent oldugundan e € G, ve f € G, dir.
e,feSise feeG =Se,e.feG,=5f
dir. Dolayisiyla, fe€G, ve e G, dir. e, Se nin birim elemam ve f idempotent

oldugundan e = f dir. Buradan da Se = Sf ise G, = G, elde edilir.

Teorem 2.4.7: (A'R) bir yangrup takdimi, sp(AlR) =S ve gp(AlR) =G

olsun. Eger S bir grup ise S = G dir.

Ispat : S bir grup ise Se=S, S nin bir grup gekirdegidir. Teorem 2.4.6 dan
dolay1 S = G dir.

Teorem 2.4.7, bir grubun yarigrup takdiminin aym zamanda bir grup takdimi
oldugunu séyler (Howie,1995).

Teorem 2.4.8: S ve T iki yangrup sp{A|R)=S ve sp(4|Q)=T olsun.

Eger R ¢ Q ise T,S nin homomorfik goriintiisiidiir (Ruskuc,1995).
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2.5 Tietze Doniigiimleri

S bir yangrup ve P=(A|R) takdimi de S yi tammlayan bir yangrup
takdimi olsun. Bu bolimde P =(4|R) takdiminde bazi déniisiimler yaparak yine S

yi tammlayan degisik takdim bulma metotlarim gorecegiz. Asagidaki (T1), (T2),
(T3) ve (T4) de Tietze Déniigtimleri denir.

(T1) Doguray Eklemek : we 4" ve x ¢ A olsun. O zaman A=AuU {x} ve
E=Ru{ x=w } olmak iizere,

(4[%)
S yi tamimlar.
Ornek 2.5.1: S =(a,b|(ab)’ =a’,(ab)’ = b?) takdimi igin (T1) kullanilarak,
S = (a,b,clc =ab,(ab)’ =a’,(ab) = b2>

=<a,b,c|c =ab,c’ =a’,c’ =b2>

takdimi elde edilir. Burada ¢ = ab olarak ilave edildi.

(T2) Doguray Cikarmak : Bir xe 4 ve we (A - {x})+ icin w=x R nin bir
sonucu ve R da, R deki iligkilerde x goriildiigiinde yerine w yazarak elde edilen

iliskilerden meydana gelsin. O zaman 4 = 4 — {x} ise
(4])
S yi tanimlar.
Ornek 2.5.2: S= <a, b.c,d|a=bed,abd = ba’c,bd = ac) takdimi icin (T2)

kullamlarak <b, c, dlbcdbd = b2cdbcde, bd = bcdc) takdimi elde edilir.
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Ciinkii a = bcd € R igin R Rdea goriilen yere bcd yazilarak elde edilir. Burada
abd = bedbd

ba’c =bbedbedce = b*cdbede

ac = bedc

dir.

(T3) iliski Eklemek : #,ve 4" igin # =v R nin bir sonucu olsun. O zaman,

(AlRu{ u=v })

S yi tammlar.

Ornek 2.5.3: S= (a,bl abababab = b) takdimi i¢in (T3) kullanilarak,

S = (a,b| abababab = b, ab? = bab>
elde edilir.

Bunu gostermek i¢in, ab’ =bab nin abababab =b nin bir sonucu oldugu

gosterilmelidir.
ab(abababab) = abb ve (abababab)ab = b.ab ile (ab)’ =b den dolay1 ab,
b ile degismelidir. Buradan ab = bab elde edilir.

(T4) iliski Cikarmak : wu,ve 4™ igin u=veR olsun. Eger u=v

R —{u = v} nin bir sonucu ise,

(4r-{u=v})

S yi tammlar.

Ornek 2.5.4: S = (a,bl abababab = b, a’b* = b> icin (T4) kullanilarak

$ =(a,b|(ab)’ =b)

elde edilir.

19



2. YARIGRUP VE TAKDIMLERI Basri CALISKAN

Bunu yapmak igin, a’b*=b nin abababab=>b nin bir sonucu oldugu
gosterilmelidir. Ornek 2.5.3 den dolay1 ab®> =bab nin (ab)’ =b nin bir sonucu
oldugu elde edilmisti.

abababab = a(bab)abab = a’b(babJab = a*bab(bab)

= a’ (bab)ab’® = a’b(bab = a’ (babp* = a’b*  elde edilir.
Teorem 2.5.1: (A|R) ve (B|Q) iki yarigrup takdimi olsun. Bu takdimlerin

izomorfik yarigrup tamimlamalari i¢in gerek ve yeter kosul sonlu Tietze

Doniistimlerinin uygulanarak birinden digerinin elde edilmesidir (Ruskuc, 1995).

Teorem 2.5.2: Eger P = sp(A|R> takdimi bir grup tamimliyorsa o zaman,

def (P)=|R|-[A|=0 du.

Ispat : P=sp(A|R) bir G grubu i¢in bir sonlu yarigrup takdimi olsun.
Genelligi kaybetmeksizin, R de w=w (we A*) ve w=a (ae A we (A—{a})*)
seklinde bagmtilanin bulunmadigimi kabul edebiliriz. Aksi halde def(P) yi

artirmaksizin gereginden fazla olan bu tiir doguray ve bagintilar atilabilir. P takdimi
bir G grubunu tamimladidt i¢in Teorem 2.4.4 den dolayy, her ae A icin ea=a G

de saglanacak sekilde bos kelimeden farkli bir ee A" vardir. Bu yiizden her ae A

icin ea=z, >z, >...>7,_, >z =a olacak sekilde bir z,, (i=12,...k)

baginti uygulanarak gz, , den elde edilmistir. Kabuliimiizden dolayr w,¢ A

oldugundan en az |A| kadar (w, = a) seklinde bagint1 vardur.

Sonug 2.5.1: sp<A| R) ve |R| =] olacak sekildeki bir yarigrup takdiminin bir

G grubunu tanmimiamasi igin gerek ve yeter kosul G bir devirsel grup olmasidir.
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3. REWRITING

Bu kistmda sonlu takdim edilmis bir A/ monoidinin elemanlar iizerindeki

bazi siralamalar ve onlarla ilgili baz1 6rnekleri verecegiz.

3.1 Serbest Monoidlerin Siralamasi

M= mp(AIR) sonlu takdim edilmis bir monoid olsun. M nin elemanlan

kelimelerin denklik siniflaridir. A iizerinde ¢ahisildiginda, ayni denklik simifina ait
olan ve M nin aym elemanim1 tanimlayan kelimelere siklikla rastlamir. Bu
kelimelerden hangisinin daha basit oldugunun segilmesi yararli bir is olacaktir.
Buradaki basitlik kavrami takdime bagh olabilir. Eger A" daki iki kelimeden
herhangi birinin tercih edilmesi durumu varsa, o zaman kelimeler iizerinde bir
stralama s6z konusudur. Bu konu ile ilgili daha ayrintili bilgi (Sims, 1994) den elde
edilebilir.

Tammm 3.1.1: S bir kiime olsun. S tizerinde asagidaki kogullar saglayan <
bagintisina S {izerinde bir lineer siralama denir.
i) < geciskendir,
ii) < antisimetriktir,
iii) r,seS ver#sise r<s yada s<r
dir.
S de kesin azalan sonsuz bir diziye sahip olmayan bir lineer siralamaya S

tizerinde iyi siralama denir.

Ornek 3.1.1: S sonlu ise, S nin herhangi bir lineer siralamasi iyi

siralamadir.

Ornek 3.1.2: Alisilmis siralama ile dogal sayilanin kiimesi N iyi sirahidir.

Yine aligilmug siralama ile Z tamsayilar kiimesi lineerdir ama 1yi sirali degildir.
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Tanmm 3.1.2: S, < ile lineer siral1 bir kiime ve S”, S nin 7 1li elemanlarinin
olusturdugu bir kiime olsun. /<i<n igin (7,...r,)<(s,,....s,) 0Oyle ki
V=8,V =8,_, ve r,<s, olacak sekilde S” {lizerinde bir < bafintisina

(soldan-saga) alfabetik siralama denir.

Tanm 3.1.3: 4, < ile lineer sirali bir alfabe olsun. Asagidaki siralamaya A"

tizerindeki alfabetik siralama denir.

F=F,.,t, €A ve s=5,,..,5 € A" olmak iizere r < s olmas! i¢in ya,
i) 7, s nin bir 6neki ise, yani £ </, r, =5s,,.....7, =5, ,yada,
ii) /1 <i<min(k,1l) oylekir, =5,,...r,_, =5,_, ve r, <5,

dir.

Onerme 3.1.1: 4" iizerindeki alfabetik siralama lineerdir. A iyi sirali oldugu

halde, |A| > 2 ise alfabetik siralama iyi sirali olmayabilir.

Tamm 3.1.4: A bir alfabe olsun. Her 7,5 € 4” i¢in, » <s olmast i¢in ya,
r|<|s|, ya da [r|=]s| iken r, s den alfabetik olarak daha kiigiik oluyorsa, <
siralamasma uzunluk arti alfabetik (I-p-1) siralama denir. l-p-1 siralama << ile

gosterilir. Eger A iyi siraliise A", 1-p-1 siralamasi ile lineer ve iyi siralidir.

Tanim 3.1.5: <, 4" iizerinde bir siralama olsun. Eger » <s olmasi Irl < |s|

olmasini gerektiriyorsa < siralamasina uzunluk uyumlu denir. Eger her u,v € 4" igin
r <s olmasi urv <usv olmasim gerektiriyorsa < siralamasina translation-invaryant

denir. Bir translation-invaryant iyi siralamaya indirgenmis siralama denir.
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Onerme 3.1.2: Bos kelime € indirgenmis siralamada en kiiiik elemandir.
Eger herhangi bir re 4" i¢in €>r olsaydi, siralamanin translation-invaryant

olusundan r >r? ve r’ >r’ olurdu. Buradan €>7>r° >p’ .. dizisi bir kesin

azalan sonsuz bir dizi olurdu , bu ise bir ¢eligkidir.
3.2 Rewriting Sistemler

Bu kisimda sonlu takdim edilmis bir A/ monoidinin elemanlarinin kanonik
formlarim1 ve rewriting sistemlerle, onlarin Onemli O6zelliklerini ve Orneklerini

verecegiz.

Sonlu takdim edilmis bir M monoidi {izerinde galistigimizi kabul edelim.

Kelime probleminin genel olarak ¢6ziilemez olmasina ragmen, M de bir ¢oziim
aramak gayet dogaldir. M = X/~ bsliim monoidi oldugunu kabul edelim. Kelime

problemine bir yaklagim olarak, M nin her # elemamn i¢in X" daki tiim kelimelerin
arasindan # yu tammlayan bir U kelimesini segmek olacaktir. Béyle bir segime u
icin bir kanonik form adi verilir. Genellikle # nun kanonik formu, # yu tanimlayan

en basit kelime olarak soylenebilir, yani u/~ denklik sinifindaki en kiigiik eleman u
nun kanonik formudur. U, # nun kanonik formu ise, U ile gosterilir. Aym zamanda

C ile kanonik formlarin kiimesini gosterecegiz.

Bir X kiimesi, ~ igin bir R doguray kiimesi ve < indirgenmis siralamasi
verilsin. Bu durumda kanonik formlar hesaplamak i¢in bir yol yoktur. Eger kanonik
formlan belirleyebilirsek, o zaman kelime problemini ¢ozebiliriz.

Teorem 3.2.1: Bir kanonoik formun her alt kelimesi de kanoniktir.

Ispat : U, M nin herhangi bir eleman: igin bir kanonik form ve ¥ de U

nun alt kelimesi olsun. O zaman U = AVB olarak alabiliriz.

23
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V' nin kanonik form olmadigim kabul edelim. O zaman V >W ve V ~W
olacak sekilde bir # elemam vardir. Ama o zaman AVB~AWB ve < siralamasi
translation-invaryant oldugundan AVB > AWB dir. Bu yiizden U ~ denklik
sinifindaki en kiiglik eleman olamaz, bu ise U yu kanonik form olarak kabul

etmemizle geligir.

Tamm 3.2.1: (P,Q), ~ y1 doguran R kiimesinin bir eleman: olsun. (P,Q)
yerine (Q, P) yazmak ~ y1 degistirmeyeceginden P > Q oldugu kabul edilebilir. Bu
durumda (P, Q) ya < ya gore bir rewriting bagintis1 denir. Eger R nin her elemam
bir rewriting bagint1 ise, 0 zaman R ye, < ya gore bir rewriting sistem denir. Bir
rewriting sistem yerine kisaca RWS yazacagiz.

R nin bir RWS oldugunu kabul edelim. g, R nin elemanlarmin sol

kisimlarmin olusturdugu kiime olsun. N, g tarafindan dogrulan X* 1n ideali ve
C=X"-Nolsun. Eger U € N ise o zaman U = APB ve (P,Q)e R olacak sekilde

A,B,P ve Q kelimeleri vardir. V = AQB olsun. O zaman P~Q ise U~V duir.
Ayrica P>Q oldugundan U >V dir. Eger Ve N ise o zaman bu ydntem
tekrarlanarak U ~V ~W ve U >V >W olacak sekilde bir # kelimesi elde edilir. <

bir iyi siralama oldugundan, bu yontem sonsuza kadar devam etmeyecektir ve

sonunda U ~C ve U 2 C gibi bir C €C kelimesini iiretecektir.

(P, Q)e R rewriting bagintis1 genellikle P — Q ile gosterilir. Daha genel

olarak ¥V, U dan R kullanilarak bir adimda elde edilmis ise, U — ¥V yada
U——V yazilir. Bu durumda 4,B,P ve Q kelimeleri vardir yle ki P —Q, R

nin bir elemanmi, U = APB ve V = AQB dir. U dan V' yi elde ederken birden fazla (

sifir defa dahil) rewriting bagintisi kullaniliyorsa, o zaman U-——V yada

U—>V yazilir. Agik olarak ——, X lizerinde yansimali ve gegismeli bir

bagintidir. Ayrica U——V ise U~V ve U >V dir.
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U——V ile V yi elde ederken baz1 sorunlarla karsilagabiliriz. Mesela g
nin bir eleman1 R de birden fazla kuralin sol kismi olabilir. Bu durumda @ i¢in ¢ok

sayida se¢cim s6z konusu olabilir. V' nin degeri de rewritingi sirasindaki bu se¢imlere

bagli olabilir.

Ornek 3.2.1: X={x,y}, R={ xx' e x'x>e yv' e ylyoe }
olsun. R, x>y >x"' >y~ siralamasi ile X" tizerinde bir RWS dir.

U =xyx"'xy”'x'y~ yxy olsun. R yi kullanarak U nun rewritngi degisik yollardan

yapilabilir.
Birincisi,
wxlay™x Ty yay = xyy Ty Ty - Ty Ty
-y yxy > xy
ve ikincisi,

x Ty x Ty ywy - oy x T xy > o Ixy Ty
— xyx'x = xy

dir. Bu iki rewritingin sonucunda da ayni eleman xy elde edilir.

Ornek 3.2.2: : X ={a,b },<, X 1 l-p-1 siralamas: olmak iizere
R={a’ >e,b* >e,(abf >e}, a<<b ile X" iizerinde bir RWS dir.
U = a’babab olsun. R yikullanarak U nun rewritngi degisik yollardan yapilabilir.
Birincisi,
aababab — a
ve ikingcisi,
aababab — babab

dir. Bu iki rewritingin sonucunda farkli elemanlar a ve babab elde edildi.
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Burada amag, U-———V sirasinda V' nin degerinin sadece U ya bagh

oldugunu, rewriting sirasinda yapilan segimlere bagh olmadigini garanti etmek icin

R RWS iizerinde bir kosul gelistirmek olacaktir.

Teorem 3.2.2: Eger U ——V ise o zaman her W € X" i¢in UW ——>VW

ve WU—-R—>WV dir.

Teorem 3.2.3: Eger U,V € X~ ise 0 zaman U ~V olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul U =U,,U,,...U, =V olacak sekilde kelimelerin bir dizisi vardir dyle ki

0<i<tiginyaU,——U,, ,yada U, ,——U, du.

i+l ®

*

> ve ———> bagmtilarinin sahip olabildigi bir takim yararh 6zellikler

vardir.

Church-Rosser Ozelligi : Eger U ~V ise o zaman U —>0Q ve V—>0

olacak sekilde bir Q kelimesi vardir.

Kavsak : Eger W-——U ve W——>V ise o zaman U——>Q ve

V —;)Q olacak sekilde bir Q kelimesi vardir.

Yerel Kavsak : Eger W ——U ve W ——V ise o zaman U——>Q ve

V—;aQ olacak sekilde bir Q kelimesi vardir.

Teorem 3.2.4: Eger Churh-Rosser Ozelligi saglamyor ise o zaman her ~

denklik sinift C nin bir tek elemanini igerir, bu da o simf i¢gin kanonik formdur.
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Ispat : Her ~ denklik sinifi igin kanonik formun C de oldugu biliniyor. U ve
V' nin aym ~ denklik sinifindaki C min elemanlart oldugunu kabul edelim. O zaman

Churh-Rosser Ozelliginden U —>0 ve V—;> Q olacak sekilde bir Q kelimesi

vardir. U ve V' C de olduklarindan U = Q =V elde edilir.

Teorem.3.2.5: Bir indirgenmis siralama < ile alakali bir RWS R igin,
Churh-Rosser Ozelligi, Kavsak ve Yerel Kavsak denktirler.

Ispat : (a) Churh-Rosser Ozelligi, Kavsak’1 gerektirir;

W——>U ve W——V oldugunu kabul edelim. O zaman W~U ve
W~V dir. Bu ylizden U~V ve Churh-Rosser Ozelliginden U —;—>Q ve
V —— 0 olacak sekilde bir Q kelimesi vardir.

(b) Kavsak, Yerel Kavsak’1 gerektirir,
Yerel Kavsak Kavsak’in bir 6zel hali oldugu i¢in bu agiktrr.

(¢) Yerel Kavsak, Kavsak’1 gerektirir.

W elemaninda Kavsak saglanmasin. Yani W ——U ve W ———V ise

U——>0 ve V—;——>Q olacak sekilde bir Q kelimesi bulunmasin. A Kavsak

olmayan kelimelerin kiimesi olsun ve A bos olmasin. < iyi siralama oldugundan A

bir en kiigiik eleman W ya sahipti. W ——U ve W-——V oldugunu kabul

edelim. U —;>Q ve V—;—>Q olacak sekilde bir O kelimesinin var oldugunun
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gosterilmesi gereklidir. Eger U =W ise o zaman Q=V, eger V=W ise Q=U
olacak sekilde alinabilir. Bu ytizden U #W ve V # W oldugunu kabul edebiliriz.

A——>U ve B——>V olacak sekilde 7 dan bir adimda elde edilmis A
ve B kelimeleri vardir. Yerel Kavsaktan dolay: A—;>C ve B——;—>C olacak
sekilde bir C kelimesi vardir. 4 <W oldugundan 4 ¢ A dir. Bunun igin U _;e_’D
ve C —;->D olacak sekilde bir D kelimesi vardir. Bu yiizden B—;;)D dir.
B <W oldugundan D*—R>Q ve V—;—> 0 olacak sekilde bir Q kelimesi vardir.
Ama o zaman U -;—>Q olur ve Kavsak W saglanir. Bunun igin A =¢ ve Kavsak

saglanir,

(d) Kavsak, Churh-Rosser Ozelligini gerektirir,

U~V oldugunu kabul edelim. Biz U——Q ve V——>Q olacak sekilde bir O

kelimesinin var oldugunu goéstermek istiyoruz. Teorem.3.2.3 den dolays,

U,,,—U, dir. t iizeride timevanim uygulayahm. Eger t=0 ise Q=U=V

i+
alinabilir. Eger ¢t =1 ise o zaman Q yu U ve V den daha kiigiik olacak sekilde

alinabilir. 7> 2 oldugunu kabul edelim. O zaman U,~V ve tiimevarimdan dolay1
U, —;;)A ve V—;>A olacak sekilde bir 4 kelimesi vardir. Eger U, —;>U ;
ise 0 zaman Q yu A olarak alabiliriz. U, ——>U, oldugunu kabul edelim.
Kavsaktan dolayr U, —;—>Q ve A—;>Q olacak gekilde bir O kelimesi vardir.

Ama o zaman V' ——> 0 olur, bu zaten yapild1.
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Bu ispat yapilirken < mn iyi siralama olduguna giivenildi. Genel olarak Yerel

Kavsak, Kavsak’1 gerektirmek zorunda degildir.

Tanmm 3.2.2: X herhangi bir kiime ve X*, X iizerindeki serbest monoid ve
U,V € X olsun.

i) U = ABC ve V = B olacak sekilde 4,B ve C € X” kelimeleri varsa buna
U ve V nin ortiigmesi denir.

ii) U = AB ve V = BC olacak sekilde 4,B ve C € X~ kelimeleri varsa buna

U ve V nin has Grtiigmesi denir.

Indirgenmis RWS lerde sadece has ortiismeler vardir. Eger R sonlu ise o
zaman R de sol kisim olan kelimelerin kiimesi I" sonludur. Her W €' i¢in W dan
bir adimda elde edilen kelimelerin sonlu kiimesi R yi olusturulabilir. Her U € R
i¢in rewriting kullamlabilir. Eger birden fazla ¥ degeri belirleniyorsa o zaman R ye
gore indirgenemez ve M in aym elemamim tanimlayan iki kelime buldugundan R
birlesen degildir. Eger her U i¢in aym V' degeri belirleniyorsa o zaman yerel kavsak
W da saglamir. Her W e’ igin bu test uygulandifindan R nin birlesen olup

olamayacagina karar verilebilir.

Ornek 3.2.3: 4={ a,b,c } ve R={ abc —>e, bca—>e, cab—>e } olsun. R

nin birlesen oldugunu kontrol etmek i¢in sadece abca, beab, cabe, abcab, bcabe ve

cabca kelimelerinde Yerel Kavsak’in test edilmesi gereklidir.

abca —> a bcab — b cabc > ¢
abca — a bcab —> b cabc —> ¢
abcab — ab bcabc — be cabca —> ca
abcab —> ab bcabc — be cabca — ca

oldugundan R birlesendir.

1L YUKSEKOGRETIM a b s
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Algoritma 3.2.1

X bir sonlu kiime, R, X~ iizerinde indirgenmis bir siralamaya gore bir
sonlu RWS olsun. R nin birlesen olup olmadigimt kontrol etmek igin genel olarak
asagidaki gibi bir yol izlenir.

1.Adm: (P,Q) ve (R,S)e R bagmtilan alinr.

2.Adim: B, P nin bir bog olmayan soneki, U da B ve R nin ortak en uzun
Oneki yani B =UD ve R = UE olarak alinir.
3.Adim: Eger D yada E bos ise o zaman P = AB olarak alinir.

4.Adm: ASD——V , QE——W olsun. V #W ise R birlesen degildir.

Bu algoritma R nin sol kisimlarinin tlim Grtiigmeleri i¢in uygulanir. Eger

hepside birlesen ise R birlesendir.

Ornek 3.24: X={ab} ve R= {az —e,b* —>e,(ab) —-)e} olsun.
a << b siralamasi ile R, X" tizerinde bir RWS dir.

R nin birlesen olmadigini soyle gosterebiliriz.
(P,Q)= ((ab)3 ,e) ve (R,S)= (b3 ,e) olarak alinirsa,

B=b ve U =5 olacak sekilde segilirse B=UD ise B=be dir, R =UE ise
R=>bb* dir. Burada D =e oldugundan, P = AB yani P=ababab A=ababa ve

B =5 dir. O zaman,

ASD = ababaee — ababa =V
QE=eb®> >b* =W

olur ve ¥V # W oldugundan R birlesen degildir.

Tamm 3.2.3: R bir rewriting sistem olsun. Her »> 1 i¢in w, >w,,, olacak

sekilde bir sonsuz dizi bulunmuyorsa R sistemine sona eren bir rewriting sistem

denir. Her (v,u) € R igin v <<u oluyorsa R sistemine alfabetik rewriting sistem

denir. Burada sunu gérmek miimkiindiir ki, eger R alfabetik bir rewriting sistem ise
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o zaman R bir sona eren rewriting sistemdir. R sistemi hem sona eren hem de

birlesen ise R ye tam rewriting sistem denir.

Teorem 3.2.6. Eger R, X" lizerinde bir birlesen RWS ise, o zaman

U——V sonucunda V nin degeri sadece R ve U ya baghdir, rewritingi

sirasindaki segimlere bagh degildir.

Ispat : Teorem 3.2.5 den R birlesen ise Church-Rosser Ozelligi saglanir.
Buradan Teorem 3.2.4. den V' nin degeri U yu igeren ~ denklik simifinin kanonik

formudur.

Tanim 3.2.4: R bir RWS olsun. Her (P,Q)e R igin P ve Q nun her ikisi de

R- {(P Q)} ya gore indirgenemez ise R ye indirgenmis RWS denir.

Teorem 3.2.7: <, X° lizerinde bir indirgenmis siralama olsun. X~

tizerindeki her kongruans, < ya gore indirgenmis tek bir birlesen RWS tarafindan
dogrulur.

Ispat : ~, X" iizerinde bir kongruans ve M = X */~ boliim monoidi olsun.

C= {ﬁ l UeX "}, < siralamasina gére M nin elemanlarimin kanonik formlarinin
kiimesi ve N =X"-C ideali olsun. g, N igin tek minimal doguray kiimesi ve

S = {(P,ﬁ) | Pegp } olsun. S nin < ya gore indirgenmis birlesen RWS oldugu ve S

nin bu ozelliklere gore tek oldugu gosterilmelidir. Herhangi bir U igin U > U dir.
Eger Pe N ise o zaman P #P ve P>P dir. Bundan dolay1 S, < ya gore bir
RWS dir. =, S tarafindan dogrulan kongruans olsun. Her Pe g igin P~P

oldugundan = bagintisi ~ bagintisinda icerilir. Ama S ye gére indirgenemez olan bir

kelime C dedir. Bundan dolay1 bir ¥ elemam igin ¥ nin rewritingi U dir. Bu
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yiizden her U kelimesi igin U = U dir ve bu = ile ~ bagintilarinin aym olduklarim
gerektirir. S nin tanimindan dolayr S indirgenmistir. Eger U~V ise o zaman
U —s—>ﬁ ve V—S—>V dir. Ama U=V dir, bdylece Church-Rosser Ozelligi
saglandiindan S birlesendir. T nin ~ y1 doguran, < ya goére indirgenmis birlesen
RWS oldugunu kabul edelim. P e g olsun. P nin T kullanilarak rewritingi P yi

vermelidir. Bu ylizden P, T nin bir sol kismim bir alt kelime olarak i¢erir. Ama P

nin tiim 6z alt kelimeleri C dedir. Boylece T, (P, Q) gibi bir baginti icerir. Ama T
indirgenmis oldugundan Q e C dir, béylece O = P elde edilir. Bundan dolay1 ST

dir. Eger (U , V)e T — S gibi bir eleman olsaydi, 0 zaman U ¢ C olurdu ve bdylece

U, Peg gibi bir alt kelime igerirdi. Ama P, S de bir sol kisimdir ve bu 7' nin

indirgenmis oldugunun kabul etmemizle ¢elisir.

< nin X" iizerinde bir indirgenmis siralama, R < X*xX”~ ve ~ ninda R
tarafindan dogrulan kongruans oldugunu kabul edelim. RC(X , <,R) yada RC(X,<,~)
ile ~ y1 doguran < ya gore indirgenmis birlesen RWS gosterecegiz. Eger R birlesen
ise RC(X,<,R) yi belirlemek kolaydir.

Teorem 3.2.8: R, X" iizerindeki < ya gére bir birlesen RWS olsun. p
kiimesi de R deki biitiin sol kisimlarin kiimesi olsun 6yle ki, sol kisimlar herhangi

bir sol kismu 6z alt kelime olarak igermesin. P € g igin P, R kullanilarak P nin

rewritingi olsun. O zaman RC (X R <,R) ={ (P,_}_’) | Pegp } dir.

ispat : ~, R tarafindan dogrulan kongruans olsun. R birlesen oldugundan ~
denklik sinifinda ilk sirada olmayan herhangi bir kelime, R de sol kisim olan bir alt

kelimeyi igerir. Boylece g kiimesi kanonik olmayan formlarin ideali igin bir

minimal doguray kiimesidir ve RC(X <, R) = {(P, 75) | Pegp } dir.
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Teorem 3.2.9: X sonlu bir kiime ve ~da X" iizerinde bir kongruans dyle ki
~ denklik siniflarinin kiimesi sonlu olsun. X~ 1 her indirgenmis siralamasi i¢in

RC(X,<,~) sonludur.

Ispat: (P,Q) elemam S =RC(X,<,~) in bir bagmnt1 olsun. 0 <i<|P| igin P,
P in i uzunlugundaki 6neki olsun. Her P, bir kanonik formdur, bdylece eger
0<i<j<|P|ise P, ve P, farkli ~ denklik simflarmdadir. Bunun igin |P| ~ denklik

smiflarmin sayisim gecemeyecektir. S de aymt sol kisma sahip aynk iki bagmt
bulunmadigindan S sonludur.

R nin birlesen olmadigim kabul edelim. Bundan dolay: yerel birlesen de

degildir. Yerel kavsak bir W da saglanmiyor dedigimizde, W ——U ve

W ——V olacak sekilde U,V € X” elemanlan var ama U ——>0Q ve V——;—»Q

olacak sekilde bir  yoktur, anlamina gelecektir.

Teorem 3.2.10: Kabul edelim ki yerel kavsak bir /' elemaninda saglanmasin
ama W nun herhangi bir 6z alt kelimesinde saglansin. O zaman asagidaki
kosullardan biri saglanur;

i) W, R deki farkl iki bagmtinin sol kismidir,

il) W, R deki bir bagintinin sol kismidir ve W bagka bir sol kismu bir 6z alt
kelime olarak igerir.

iii) 4,B ve C bos kelimeden farkli kelimeler, 4B ve BC R de sol kisimlar
olmak tizere W = ABC olarak yazilabilir.

Ispat: Kabulden dolay1 4,,B,,P,,0,,4,,B,,P, ve Q, kelimeleri vardir ve

asagidaki ozellikleri saglarlar;
1) W =A4,P,B, = A,P,B,
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2) (Pl’Ql)W (PZ’QZ)G R
3) U, =4,0,B,veU, = 4,0,B, olmak tizere U, ve U, den elde edilen bir
kelime yoktur.

Ilk olarak P, ve P, de bir rtiisme olmadigini kabul edelim. O zaman
A, =A4,PC ve B, =CP,B, olarak alinrsa W = 4,P,CP,B, olacak sekilde kabul
edilebilir. Ama o zaman U, = 4,0,CP,B, ve U, = 4,P,CQ,B, olur. Bu yiizden
4,0,CO,B, kelimesi U, ve U, den elde edilmis olur. Bu ise kabul edilen durumla
gelisir. Simdi ise P, ve P, de ortlisme oldugunu kabul edelim. B # ¢ olmak tizere
W = A,ABCB, olacak sekilde kabul edebiliriz ve asagidakilerden biri saglanir.

(@) P,=4BC ve P,=B

(b) P, =A4B, P, = AB, A4 ve C her ikisi de bos kelimeden farklidur.

A4,B, = ¢ oldugunu kabul edilebilir. O zaman ABC, W nun bir alt kelimesi
olup, kabuliimiizden dolay1 ABC de yerel kavsak saglanir. (a) nin dogru oldugu

kabul edilsin, o zaman Q, ve 4Q,C den elde edilen bir O kelimesi vardir. Ama o
zaman A4,0B, kelimesi U, = 4,0,B, ve U, = 4,A0,CB, den elde edilir. Bu ise
kabul edilen durumla celisir. Benzer sekilde (b) nin saglandig1 kabul edilirse geligki
elde edilir. Bu yiizden 4, =B, =¢ dur. (a) min saglandigi kabul edilsin. Eger
AC # € ise, 0 zaman teoremin ii) nolu durumu saglamr. Eger AC =¢€ ise, 0 zaman
P, =P, dir ve Q, # Q, olmaldur, aksi takdirde U, = U, olurdu. Bundan dolay1 eger

AC =¢ ise teoremin i) nolu durumu saglanir. Son olarak (b), teoremin iii) nolu

durumunun saglandigim gosterir.

3.3 Knuth-Bendix Yontemi

(X|R) bir sonlu monoid takdimi, < X" {izerinde bir indirgenmis siralama

ve T da indirgenmis, birlesen RWS RC (X <, R) yi gostersin. Bu boliimde eger

sonlu ise 0 zaman X,R ve < nin etkili bir tammmindan T nun belirlenebilecegi
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gosterilecek. Burada < mnin etkili bir tamimindan kasit, verilen iki kelimeden
hangisinin daha 6nce gelebilecegine karar vermektir.

Burada Knuth-Bendix Yonteminin basit bir versiyonunu tarif edilecek ve bu KBS ile
gosterilecek. Daha genel tamim ( Knuth-Bendix, 1970) tammlandi.

KBS islemindeki fikir gayet basittir. Verilen bagintilar kiimesinin birlesen
olup olmadig1 kontrol edilir. Bagintilar birlegen ise yapacak bir sey yoktur. Aksi
durumda R tarafindan dogrulan ~ kongruansi altinda denk olan 4 ve B gibi iki
tane indirgenemez kelime elde edilir. 4> B oldugu kabul edilip (4, B) bagntis:
bagintilar kiimesine dahil edilir. Burada her i ve j indisleri i¢in sol kisim olan P, ve
P, lerin tiim Ortiigmelerinin kesin olarak yapildiginin anlagilmasi 6nemli bir noktadir
(Sims, 1994, Knuth-Bendix, 1970).

KBS islemi uygulanirken izlenmesi gerekli adimlar asagidaki gibidir. X bir
sonlu kiime, < bir indirgenmis siralama, Rc X'xX" olsun. T da KBS islemi

sonucundaki indirgenmis, birlesen RWS, RC(X < R) yi gostersin.

1.Adim: R={ (Pj,Qj) | 1<j<m } olarak verilsin. R nin asagidaki gibi

bir tablosu diizenlenir.

No P 0, Kaynak

1 P, o) Bagint1 1

2 P 0, Bagint1 2

m P 0, Bagint1 m

Tablo 3.3.1
2.Adim: R nin bagintilarinin birlesen olup olmadig: arastirilir. Birlesen ise

yapilacak bir sey yoktur.
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Eger birlesen ‘degilse, bu durumda, 4ve B gibi indirgenemez kelimeler
bulunur. 4> Boldugu kabul edilip (4,B) bagmtisi Tablo 3.3.1 deki R nin

bagintilarina dahil edilir. Elde edilen bu yeni bagintilarda dahil olmak iizere tiim
ortiismeler diisiiniilerek asagidaki gibi bir tablo olugturulur.

No P 0, Kaynak
1 P, 0, Bagint1 1
2 P, 0, Bagint1 2

m P 0, Bagint1 m

m+1 P (o Ortiisme Ak

m+1

m+2 | P Q,., |OrtismeAuk

m+2

n P, |0, Ortiisme Auk

Tablo 3.3.2

Burada 1<i<n,1<A<n-1,1<u<n-1, k P, ve P, gibi iki sol kismin

Ortiismelerindeki 6rtiisen kelimenin uzunlugu olup, P herhangi bir sol kisim olmak

iizere, 1 <k <|P| dur.
3.Adm: Tablo 3.3.2 den S={ (2.0) | ISiSn} kiimesi olusturulur.
Buradan da S kiimesinde bazi elemeler yapilarak bir g kiimesi olusturulur. % nin

elemanlari P, lerden olusur Oyle ki, P, lerin her 6z alt kelimesi S ye gore

indirgenemezdir.
Son olarak P € g i¢in (P, Q) seklindeki bagintilar KBS nin bitirdigi z nun

elemanlanni verir.
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Ornek 33.1: X ={a,b }, <, X" i l-p-1 siralamasi, a <<b ve
R={a’ > e,b* —>e,(ab}’ — e } olsun. KBS nin bitirdii ¢ yu bulmak iin,
1.Adum: R nin tablosu olusturulur.

No P, Q, Kaynak

1 a’® e Bagint1 1

2 b e Bagint1 2

3 (ab)3 e Bagint1 3

Tablo 3.3.3

2.Adim : Bagintilarin birlesen olup olmadig1 kontrol edilir.

Bagint1 1 ile olusan 6rtiismeler,

a) (P, Q) = (a2 ,e) ve (R,S ) = (a2 ,e) olarak alinirsa Algoritma 3.2.1 den;
P=aa, R=aa oldugundan B=a ve U =a olarak almur. B=age ise B=UD ve
R=aa ise R=UE gibidir. Burada D=e¢ oldugundan P=qaa olup A=a ve
B =aqa dir.O zaman,

ASD =aee > a=V
QE=ea—>a=W
olup W =V dir. Bundan sonra kolaylik saglamasi nedeniyle ortiismeler daha kisa
olarak yapilacak.
b) (P,0)=(a’ ,e) ve (R,S)= ((ab)3 ,e) den olugan &rtiigme,
P =aa, R =ababab oldugundan,
aababab —» a =V
aababab — babab =W
olup ¥V # W oldugundan birlesen degildir.
A=a ve B=babab almr ve B>A oldugundan (B,A4)=(babab,a)

bagintist 4 nolu bagint1 olarak tabloya dahil edilir.
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Bu bagmtimin kaynagi, Ortiisme 131 dir. Yani 1 ve 3 nolu bagint: ve &rtiisen kismin
uzunlugu 1 dir.
Bagint: 2 kullanilarak olugsan drtiigmeler,
(P,0)= (b3 ,e) ve (R,S)= (b3 ,e) olarak alinirsa,
i) bbbbb — b* =V, if) bbbb > b=V,
bbbbb —> b* =W,, bbbb > b =W,

olup W, =V, ve W, =V, oldugundan bagint1 2 nin kendisi ile 6rtiigmesi birlesendir.

Bagint1 3 kullamlarak olusan Srtiismeler,

(P,Q)= ((ab)3 ,e) ve (R,S)= (b3 ,e) olarak alimrsa;

abababbb — ababa =V
abababbb — b* =W

olup W #V oldugundan, 4 = ababa, B =b> aluur ve (4,B)= (ababa,bz) bagntist
5 nolu bagint1 olarak tabloya ilave edilir. Bu bagmtinin kaynagi Ortiisme 321 dir.

Ik ti¢ baginti yardimiyla bulunan yeni bagntilarin ilave edilmesi ile olusan

tablo asagidaki gibidir.

No P, Q, Kaynak

1 a’ e Bagmnt: 1

Baginti 2

N
o

w
o

(ab)3 e Bagint1 3

N
o~
Q
S+
Q
S
Q

Ortiisme 131

p* | Ortlisme 321

(9]
Q
o
Q
~
Q

Tablo 3.3.4

Bagint1 4 ile olusan ortiismeler,

a)(P,Q) = (babab,a) ve (R,S)= (b3 ,e) olarak alinirsa;
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bababbb — baba =V
bababbb — ab* =W
olup W #V oldugundan, (A, B) = (baba, abz) bagintist 6 nolu bagnt1 olarak tabloya
ilave edilir. Bu bagintinin kaynag Ortlisme 421 dir.
b)(P,Q0)= (b3 , e) ve (R,S)= (babab,a) olarak alinirsa;
bbbabab — b’a =V
bbbabab — abab =W
olup W #V oldugundan, (B, A) = (abab,bza) bagintis1 7 nolu bagint1 olarak tabloya
ilave edilir. Bu bagintinin kaynag1 Ortiisme 241 dir.
¢)(P,Q)= (babab,a) ve (R,S)= ((ab)3 ,e) olarak alinirsa;
babababab —> bab =V

babababab — ab*babab — ab’abab —> aabab —> ab*a =W

olup W #V oldugundan, (B, A) = (abza, bab) bagintist 8 nolu bagint1 olarak tabloya
ilave edilir. Bu bagmtinin kaynag Ortlisme 432 dir.

Bagint1 5 ile olugan Ortismeler,

(P,Q)= (ababa,bz) ve (R,S)= (ababa,bz) olarak almrsa bagint1 5 kendisi
ile ortiigiir . Buradan,

ababababa — ababaab® —> aab’*ab® — b*ab*> =V

ababababa — aba =W

olup W #V oldugundan, (A, B)= (bzabz,aba) bagintisi 9 nolu baginti olarak

tabloya ilave edilir. Bu bagmtinin kaynagi Ortiisme 551 dir.
Artik birlesen olmayan baginti kalmadifindan, son olarak Tablo 3.3.5
olusturulur.
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No P, Q, Kaynak
1 a’ e Bagint1 1
2 b3 e Bagint1 2
3 (ab)’ e Bagint1 3
4 | babab a |Ortiisme 131
5 |ababa| p? |Ortiisme 321
6 (ba)* | ab® |Ortisme 421
7 (ab} | ba | Ortiisme 241
8 ab’a | bab | Ortiisme 432
9 bab® | aba |Ortiisme 551

Tablo 3.3.5

3.Adim: g kiimesi elde edilen bu son tablodaki 1,2,6,7,8 ve 9 nolu

bagintilar1 igerir. Clinkii,

4 nolu bagintiin sol kismi bababolup 3 nolu bagmtiin sol kismi

(ab)’ = ababab nin bir 6z alt kelimesidir.

6 nolu bagintinin sol kism1 baba olup 4 nolu bagintinin sol kismi babab nin

bir 6z alt kelimesidir.

7 nolu bagintinin sol kismi abab olup 5 nolu bagintinin sol kism1 ababa nin

bir 6z alt kelimesidir.

Boylece KBS nin bitirdigi 7 nun bagintilar kiimesi,

RC(X,<,R)=71= {(az,e), (b3,e) ((ba)z,abz), ((ab)z,bza) (abza,bab), (bzabz,aba)}

dir.

Teorem.3.3.1: Eger RC(X,<R) sonlu ise, Knuth-Bendix Yontemi

7=RC(X,<,R) yi bitirir.
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Ispat: S={ (P.Q) | 1<i<n} RC(X,<R)yi doguran kiime olsun.

Herhangi bir (U,¥)e R igin, U ve ¥ nin rewritingleri sirastyla 4 ve B olsun. Bu

durumda U—>4 ve ¥ ——> B dir. O zaman SU{({U,V)} ve SU{(4,B)}, X"
fizerinde aym kongruansi dogururlar. Bu yiizden R ve S, X~ ilizerinde aym
kongruans ~ y1 dogururlar. Buradan U~V dir ve herhangi bir (U,V) nin
rewritingleri elde edilse dahi S kiimesi ~ y1 dogurur. Burada P, kelimesinin
{(PJQ j) [ I1<j<i } gore indirgenemez olduguna da dikkat edilmelidir.

KBS nin bitmedigi kabul edilsin. O zaman KBS sona ermeyecek ve

(P,.,Qi ),i= 12,..... olacak sekilde sonsuz bir rewriting bagintilar dizisi tiretecektir.

Bu bagintilarn kiimesi Q olsun.
Teorem 3.3.2: Q birlesendir ve ~ y1 dogurur.

Ispat : Q nin ~ y1 dogurdugu agiktir.

Q nin birlesen olmadigim ve W nun da < ya gore yerel kavsagin
saglanmadig1 ilk kelime oldugunu kabul edelim. Teorem 3.3.10.dan, W = ABC,
B # € ve asagidakilerden biri saglanur,

i) W=P, ve B=P, j<i ve Q kullamlarak 4Q,C ve @, den elde edilmis

bir kelime yoktur.
i) AB=F,, BC=P, ve AQ,ile Q,C den elde edilen bir kelime yoktur.

i) in saglandigim kabul edilelim. Ortiismelerden dolay:, S kullamilarak

AQ,C ve O, kelimelerinden elde edilen bir D kelimesi vardir. S < Q oldugundan
D AQ,C ve O, den Q kullanilarak elde edilmis olur. bu yiizden i) saglanamaz.
Benzer sekilde ii) de saglanamaz. Clinkii drtiismelerden dolayr AQ;ile O,C den Q

kullanilarak elde edilen bir kelime yoktur. Bu yiizden Q birlesendir.

Teorem.3.3.1 in ispatina doniiliirse,
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C, ~ i¢in kanonik formlarin kiimesi ve P de P e X" —C gibi 6z alt kelimeleri
C de olan olan kelimelerin kiimesi olsun. Q kullanilarak P € g nin rewritinginden

PeCve P~P dir. Q da sol kismu P olan bir tek bagmnti vardir. L, Pegp ve

(P,Q)e Q bapgntilarinin kiimesi olsun. Kabulden dolay1 RC(X,<,R) sonludur. Bu
yiizden p ve L sonludur. n (P,,Q,)e L olacak sekildeki en bityiik tam say1 olsun.
i>n ise o zaman P, ¢C ve {(PJQ j) | I1Lj<i } kiimesine gére indirgenemezdir.

Ama bu miimkiin degildir. Bunun i¢in Q sonludur ve KBS islemi biter.
Teorem 3.2.8. ve g kiimesi yardimiyla KBS nin RC(X , <,R) yi bitirdigi

gosterilir.
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4. GRUP TANIMLAYAN YA DA TANIMLAMAYAN BAZI
YARIGRUP VE MONOID TAKDIMLERI

Bu boliimde (Smith, 1998, Johnson, 1997) yayinlarindan yararlanilarak bazi
yarigrup ve monoid takdimlerinin hangi durumlarda grup tanimlayip

tanimlamadiklarini gosterecegiz.

4.1 iki Dogurayh ve Tek Bagintih Monoid Takdimleri

Bu kisimda bir mp(X Ir = 1) monoid takdiminin grup tammlayip

tammlamadifim gostermek igin, » bagintisimin nasil bir forma sahip oldugunu

belirleyecegiz.

Teorem 4.1.1: X en az iki elemanh bir kiime olsun. Eger M = mp(X |r = 1)

monoid takdiminde » nin 6z baslangic kismu yine » nin 6z son kismi ile

uyusmuyorsa o zaman M bir grup degildir.

Ispat : Eger r bos kelime ise yapilacak bir sey yoktur. 7 nin bog olmadigim

edelim. X in elemanlan {izerinde 1-p-1 siralama iler ye KBS islemini uygulansin.
Tek bagmnti » oldugu i¢in KBS islemi » nin kendisi ile olusturdugu ortiismeleri
kontrol ederek baslar. Ama boyle bir ortiisme teoremdeki kabulden dolay:
olusmayacaktir ve r — 1 rewriting bagintis1 M i¢in bir tam RWS dir. Rewriting
bagintisimn  birbirini izleyen uygulamalari, monoidin aymi elemanint gdsteren
kelimeleri aym indirgenmis formun igine koyacaktir. Tersine, monoidin farkli
elemanlarini temsil eden kelimeler ayrik indirgenmis formlarin i¢ine konulacaktir.

r —1 rewriting bagintist tek oldugundan, r =xu, ue X" gibi alinabilir.
xu=1 ise, bu durumda y € X —{x} elemammn sag tersi bulunamayacagindan M,

Teorem 2.4.5 den dolay: bir grup olamaz.
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a.b_c.d

Teorem 4.1.2: M = mp(x, ylr = 1) bir monoid takdimi yle ki » =x“y"°xy
ve a,b,c,d >0 olsun. M nin grup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul d <b,a<c

ve bu esitsizliklerden en az birinin kesin esitsizlik olmasidir.

Ispat : M bir grup olsun. KBS islemi basladiginda, d <b,a<c
esitsizliklerinin her ikisi de aym anda saglanmadik¢a r kendisi ile Ortiisme

olusturmayacaktir. a=c ve b=d oldugunda tek bir Ortisme olacaktir.

’x?y* —>1 bagntisinin kendisi ile ortiismesi birlesendir. Ctinkii,

(P,0)= (x"y"x"yb , l) ve (R,8)= (x"y”x"yb , l) alinirsa,

a. b _a_b_a_b

x Yy x?y’xy’ > x°y’' =V

x%y

a . b_a_b_a_b

xyPx?y’xiyt > x°yt =W

b a. b

olup V' =W dir. Buradan x“y°x?y” — 1 rewriting bagimtis1 M i¢in bir tam RWS

dir. Bu nedenden dolay: y nin sag tersi yoktur.

d <b,a<c ve bu esitsizliklerden en az birinin kesin esitsizlik oldugunu

kabul edelim. KBS tamamlama islemini x°y°x°y?y*“x°y? nin hem y*“x°y‘

b_c—a

hemde x“y°x“ oldugunu bulmak igin baslatilsin.

x?y’x°y? > 1 ise a <c oldugundan x“y’x“"x°y? -1 Q)

x?y’x°y? -1 ise d <b oldugundan x“y?y*“x°y* -1 ?)
(1) ve (2) den elde edilen 6rtiigmeden,
a b _c-a _a_d_ b-d_c_d a,b_c-a

Xy’ xTx Yty x Yy 5 xYy'x =V

xaybxc—axaydyb—dxcyd N yb—dxcyd — W

olup V' # W oldugundan birlesen degildir. KBS tamamlama isleminden dolay:
(yb—dxcyd , xaybxc—a) 3)
gibi yeni bir baginti elde edilir.
(3) bagmtisnin sagdan ve soldan x°y? ile g¢arpimindan sirasiyla
b-d c,d a_ d a.d_a_ b _c-a

yixyixyt =1 ve x“y“x?y’x® =1 bulunur. Buradan hem x hem y iki yanl

terse sahip olur ve M Teorem 2.4.5 den dolay: bir grup tamimlar.
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Eger iki kelimenin bir ortiigmesinde ortiisen kisim, her kelimenin hecelerinin
bir topluluundan meydana geliyorsa bu ortiismeye heceli Ortiisme, aksi durumda
hecesiz ortiisme denir. Dikkat edilecek olunursa, teoremde sadece bagintimin kendisi

ile hecesiz Ortismesi durumunda bir grup ortaya ¢ikar. Bu durum

mp<x, y| x2yxyx’y = 1) takdiminin bir grup olmasindan dolay1 genellenemez. Bunu
gormek icin, (x2 yxyx’y, 1) bagintisinin kendisi ile rtiismesinden,
X yoxyx® yoyx’y — x* yxy )
X yoyx® yxyx®y —> xyx’y (5)

(4) ve (5) den x*y ile xy nin degismeli oldugu bulunur. mp(x, y!| x*yxyn? y=l>

monoidi mp <x, yl o yxty = 1) nin bir homomorfik gériintiisii olup, Teorem 4.1.2

den dolay1 bir gruptur.

a b c.d_e_f

Teorem 4.1.3: M =mp<x, y| r= 1) bir monoid takdimi » =x°y’x y“x‘y
ve a,b,c,d,e, f >0 olsun. M nin bir grup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
agagidaki sartlardan herhangi birinin saglanmasidir.

i) b=d, c=e, a<c, f <d vebuesitsizliklerden ez az biri kesin esitsizlik,

ii) a<e, f <b ve bu esitsizliklerden ez az biri kesin esitsizlik,

ili) a=e, b= f, c<a, b<d ve bu esitsizliklerden ez az biri kesin esitsizlik,

iv) a=e,b=f,a<c,d<b ve bu esitsizliklerden ez az biri kesin

esitsizliktir.

Ispat : M bir grup olsun. Bagmtinin kendisi ile olusturdugu rtiismenin dért

heceli bir ortiisme oldugu kabul edilsin. O zaman
xaybxc—-axaydxeyf — 1 (6)
xaybxc‘ydyd—-fxeyf =1 (7)
gibi bagmtilarin olmasi i¢in (6) dan dolayi a<c ve (7) den dolayr

b=d,c=e, f<d olmahdir. Bu durum i) i tarif eder. Bu Ortisme hecesiz
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oldugundan M bir gruptur. a<cve f <d esitsizliklerinden en az biri kesin

esitsizlik olmasaydi, Ortlisme heceli olurdu ve (x" ¥y’ )3 =1 olacagindan KBS

tamamlama isleminden dolay1 A bir grup degildir.
Bunun igin herhangi bir értlismenin sadece iki hece igerdigi kabul edilebilir.

Bu durumda 6rtiisme hecesiz ise ii) sartin tarif eder.

a. b c.d_e-a_a_ f

xy'xyixixy’ =1 ®)

xylyxfyixty =1 ©)
(8) ve (9) dan olusan hecesiz drtiismeden ve KBS tamamlama isleminden dolay: M
bir gruptur.

Eger ortiisme heceli olsaydi, bagint1 x°y°x°y?x“y® =1 olur,

(x" Y xyixy®, l) bagintisinin kendisi ile drtiismesi sonucu,

xaybxcydxaybxcydxayb - xaybxcyd (10)

xaybxcydxaybxcydxayb _)xcydxayb (11)

dir.
(10) ve (11) den x“y’x°y? =x°y?x°y" elde edilir. Bu ise x°y® ile x°y“ nin
degismeli oldugunu gosterir. Baginti,
xyi eyt =1 (12)
(x"y")zx‘y" =1 (13)
durumlarindan birine doniisiir. Teorem 4.1.2 den dolay: (12) ve (13) bagintilarina
sahip monoid takdiminin grup olabilmesi igin (12) bagintisinin, teoremin iii) sartini
ve (13) bagintisinin da, teoremin iv) sartini saglamasi gereklidir.
i) saglansin, yani b=d, c=e, a<c, f <d ve bu esitsizliklerden ez az biri
kesin esitsizlik olsun.
b=d, c=e, ve a<c oldugundan,
xyixyixxyl =1 (14)
b=d, c=e, ve f<d oldugundan,

x”yfy"'fx"y"xcyf =1 (15)
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(14) ve (15) in ortiismesinden,
xaydxcydxc—n =yd~fxcydxcyf (16)
elde edilir. (16) bagntisinin soldan ve sagdan x°y’ ile garpilmasindan, sirasiyla

xy x Y%yl =1 ve y*x°y‘x°y'x°y’ =1 bulunur. Buradan x ve y iki

yanl terse sahip olup Teorem 2.4.5 den dolay1 M bir grup olur.
ii) saglansin, yani a<e, f <b ve bu esitsizliklerden ez az biri kesin
esitsizlik olsun. Benzer yolla, a < e oldugundan,
x“yPxyixxyl =1 (17)
f £ b oldugundan,
x*y YT x yixty =1 (18)
elde edilir. (17) ve (18) in 6rtiismesinden,
xaybxcydxe—a =yb"fxcydxeyf 19
bulunur. (19) bagmntisimin soldan ve sagdan x°y’ ile carpilmasindan, swrasiyla
x’yx°y x y x *=1ve y “x y x y’x*y’/ =1 bulunur. Buradan x ve y iki
yanh terse sahip olup Teorem 2.4.5 den dolay1 M bir grup olur.
iii) ve iv) nin saglandig: kabul edilsin.
a=e, b= f oldugundan x°y x y x°y =1 bagmtisinin kendisi ile 6rtiismesinden,
x° Y xty? =xy xy’ (20)
elde edilir. (20) bagmtis1 x°y® nin x°y? ile degismeli oldugunu gosterir. Buradan
bagint1, x°y* (x” y”)2 =1olursa, c<a , b<d oldugundan Teorem 4.1.2 deki
hecesiz ortiisme durumundan dolay1 M bir gruptur.
Eger baginti, (x" y")zxcyd =1 olursa, a<c, d <b oldugundan Teorem

4.1.2 deki hecesiz értiisme durumundan dolayr M bir gruptur.
Tanm 4.1.1: X = ¢ bir kiime, X*, X {izerindeki serbest monoid ve u € X*

olsun. Eger u tersinden okundugunda yine # yu veriyorsa, u# ya bir palindrom

denir. Palindromun tamimi biraz daha genisletilebilir. Omegin, xxyx bir
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palindromdur. Ciinkii, x hecesiyle basliyor, onu y hecesi takip ediyor ve yine x

hecesi ile bitiyor.

Teorem 4.1.4: n>2 bir dogal say1 olsun. » harfli palindrom olmayan bir

bagint1 {izerinde bir tek bagintili grup olan M, monoidi vardur.

Ispat: Harfler X, 1,081,050 d, Ve W=a0,.....0, 30, ,4

palindrom kelimesi olsun. 7 =xwy’x*wy bagmtist M, = mp(x,y

r= 1) monoidini
tamimlasin. Buradan,

owy®x = xwyx. = xwy xxwy?x2wy = xwy’ 2wy yxiwy = 1Lyx wy = yx’wy
Boylece 1=r =(yx2wy)xwy=xwy(xwy2x) elde edilir ve x ile y iki yanl terse
sahiptir. Ayn1 yolla, x ve y nin uygun kuvvetleri ve tersleri yardimiyla w nun iki

yanlt terse sahip oldugu goriiliir. w palindirom oldugundan w nun harfleri de iki
yanl terse sahiptir. M, , Teorem 2.4.5 den dolay: bir gruptur.

Teorem 4.1.5:A:{x, y} u,ve A" oyle ki, u x , v y ile baglayan iki

kelime, m ve n de 1<m<nesitsizligini saglayan tamsayilar olsun. O zaman,

M= mp(x, ylu"vu" = l> takdimi bir grup tammlar.

Ispat: » =u"vu" ve u, x ile basladigmdan,

m

l=u"vu" =u"vu"" u
=u"vu"" .(u’”vu" )u”’
= (u’"vu””'”u'" )vu"“”
- rvum-m — vun+m
elde edilir. Buradan, 1=vu™" € 4* ve v=yw we 4" olarak disiiniildiigiinde

m ha+m

1= ywu™" oldugundan, wu""" y nin sag tersidir.
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Benzer sekilde, 1=u"vu" bagintisinda, u=xs se A" olarak alindiginda
1=xsu""'vu" oldugundan, su"'vu" x in sag tersidir. Teorem 2.4.5 den dolays,

M takdimi bir grup tamimlar.

Teorem 4.1.6: £,/ pozitif tamsayilar olsun. M = mp<x, y| x“y' = l> takdimi

bir grup tanimlamaz.

Ispat : Z= { f| f:Z—Z fonksiyon }olsun. Z kiimesi fonksiyonlarin

bileske iglemi ile bir monoid olur.

¢,n € Z fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlansin. » € Z igin,

n+l, n=0 n—-k, nx>k
n4= 5 n}]:
n, n<0 n, n<k

n20 | igin, n¢ =n+1 oldugundan n¢ >0 dir. Buradan (n¢)¢ = n+2I olup boyle
devam edilirse nl* =n+kl>k elde edili. n+kl >k ise benzer mantikla
(ne* W' =+ k)y' =n+k -k =n=(n)l elde edilir.

OM->Z, x->¢, y—>n olarak tanimlanirsa, @  monoid

homomorfizmasi olur.

Tanimlanan { € Z fonksiyonu / > 0 oldugu igin orten degildir. Bu nedenle
¢ sol terse sahip degildir ve x in sol tersi yoktur. Teorem 2.4.5 den dolayr M bir

grup degildir.
Teorem 4.1.7: M = mp(x,y \ xkyl =x"y" =l> oyle ki k,I,m,n>0 olsun.

k1
M nin bir grup olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul det( ) # 0 olmasidir.
m n

ispat : klmn=0 oldugu kabul edilsin. (k,7), (m,n)eNxN sirali ikilileri

asagidaki kosullardan birini saglasin.
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a)k<mvel<n,
b)k>mvelzn,

c)k<mvel>n.

(a) min dogru oldugu kabul edilsin. k=m ve [=n oldugunda baginti

x*y' =1olacaktir ve Teorem 4.1.6 dan dolay1 M grup olamaz. Bu durum igin

k[
det( ]= 0 dir. Bu nedenden dolay1 esitsizliklerden herhangi birinin kesin
m n

k1
esitsizlik oldugu kabul edilsin. O zaman det[ J = kn—1Im # 0 olmak zorundadir.
m n

(a) mn saglanmasindan dolayr M takdimi, M' = mp(x, y | xtyl = xmFyrl = 1) ile

aymdir. Buradan benzer sekilde (b) de saglanir.

(c) durumunun saglandig: kabul edilsin.

det(k l]:kn—lm<0
m n

dir,

det(k l] # 0 olsun.
m n

x*y' =lise y' =x7* ve x"y" =1 ise x™ = y™ dir. O zaman,
xm—k = xm .x-—k — xmyl - y—nyl — yl-—n

elde edilir.Buradan
1= xmyn - xm—kxkyn = yl—nxkyn

dir.

Teorem 2.4.5 den dolayn M bir gruptur.

i=l j=]

(e, +ky 4otk Y2, +1, + e+ Lk, i=12,...m oldupu kabul edilsin.
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Ispat : ¢ ve 7 doniistimleri Teorem 4.1.6 daki gibi tanimlansin.

n>0 olmak tizere (n)>0 dir. Clinkii n{ =n+/ dir. Buradan
néh =n+kl>0 d.

(né’k‘ )17" =(m+kn" =n+kl-1k>0 du.
Giinkii (k, + k&, + . 4+ &, N 2 (0, +1, + oo+ 1 ) dir.

Béyle devam edilirse en son;

(11)(;”“77”("2;1’2....{"'"77"")=n+(k1 thytont bk Y=+, 4+ L)
=n+kl-lk=nl

oldugundan Teorem 4.1.6 dan dolay1 M bir grup degildir.
4.2 Iki Dogurayh ve Iki Bagintih Baza Yangrup Takdimleri

Bu béliimiin amaci, iki dogurayh ve iki bagntili bir yarigrup takdimindeki
bagmntilarin hangi formlarimin grup tamimlayilp tamimlamayacagint belirlemek
olacaktir. Teorem 2.5.2 den dolay iki dogurayli ve iki bagintili bir grubun yarigrup
takdiminin,

(a,b|u=a, v=>) (u,ve{a,b}')

seklinde olabilecegini biliyoruz. Bu yiizden # ve v nin nasil bir forma sahip

oldugunu belirlemeye ¢alisacagiz.

Teorem 4.2.1: P=(A|R) bir yangrup takdimi ve S de P tarafindan
tanimlanan yarigrup olsun. a,,a, € 4, a, #a, ve u,ve A" oldugunu kabul edelim.

i) Eger ua, =va, bagmtist S de saglanir ise, o zaman a; € 4, a; #a, ve
r,s€ A" olmak iizere, R de ya (ra, = sa,) yada (sa, = ra,) formunda bir bagint

vardir.
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ii) Eger a,u =a,v bagmtis1 S de saglanir ise, 0 zaman a; € 4, a; #a, ve
r,s€ A" olmak iizere, R de ya (a,r = a,s) yada (a,s = a,r) formunda bir bagmnt:

vardir.

Ispat : (i) nolu durum ispat edilecek, (ii) nolu durum (i) in dualidir.
ua, =va, bagintis1 S de saglandigindan,
Ua, =2, >z, >... >z, >z, =va,
gibi kelimelerin bir dizisi vardir 6yle ki (i = 1,2,....n— 1) olmak iizere z,,, ,z, den R
nin bir bagintis1 kullanilarak elde edilmistir. ua, ,a, ile va, ,a, ile bittiginden ve
a, # a, oldugundan en azindan bir ke {/,2,...n—1} a,€ 4, a,#a, ve r,sec 4’
olmak iizere z,,,,2, dan R deki (ra, = sa,) yada (sa, = ra,) bagintilarindan biri

kullanilarak elde edilmistir ( a, , a, ye esit veya esit olmayabilir).

Simdi ise iki dogurayli ve iki bagmntihi grup tammlamayan yarigrup

takdimlerine g6z atalim.

Teorem 4.2.2: r,s € {a,b }' olmak tiizere, eger u=ara ve v+#asa yada
eger u #brb ve v=bsb ise, 0 zaman P =(a,b | u=a, v=">b) yangrup takdimi bir

grup tammmlamaz.

Ispat : u=ara ve v=asb olsun. P nin bir G grubunu tammladigini kabul
edelim. O zaman ra G nin birimini gésterir ve béylece bra=»b bagmtisi G de
saglanir. Teorem 4.2.1 in (i) den dolaytr P de u,ve { a,b } olmak {lizere ua =vb
yada ub = va formunda bir bagint1 olmalidir, ama boyle bagintilara sahip degiliz. Bu
ytizden P bir grup tanimlamaz.

u# ve v nin diger formlan icin benzer sekilde P nin grup tamimlamadig:

gosterilir.
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Simdi ise iki dogurayli ve iki bagintili grup tamimlayan bazi yarigrup

takdimlerini verecegiz.

Teorem 4.2.3: 7,5  {a,b}" olmak tizere,

P, =(a,b| arb=a, asa=b), , =(a,b | bra=a, asa =b)
P,=(a,b|brb=a, asa=b), P,=(a,b | brb=a, asb =b)
P;=(ab|brb=a, bsa=b),

yarigrup takdimleri grup tanimlarlar.

Ispat : P, takdimini ele alalim. Eger s bos kelime ise P, bir devirli grup
tanimlar. Bu yiizden s bos kelimeden farkli olsun ve e = aras olarak alalim. P, in
birinci bagintisindan

ea=a
dir. P, in ikinci ve birinci bagintilan kullanilarak,
eb = (aras)asa) = ar(asa)sa = (arb)sa = asa = b
elde edilir. Buradan e bir sol birimdir. Eger s =wa (we {a,b}*) ise, o zaman
araw ve arawar sirasiyla a ve b nin sol tersleridir.
(araw)a = ara(wa)=aras = e
(arawar)b = araw(arb) = arawa = e
dir.

Eger s=wb (we {a,b}') ise, o zaman benzer sekilde arawas ve araw
sirastyla a ve b nin sol tersleridir. Teorem 2.4.5 den dolay1 P, bir grup tanimlar.

Benzer sekilde,

P, igin sag Dbirim e=sara, a ve b nin saf tersleri
sirastyla, s = aw (w € {a,b}*) alindifinda wara ve rawara, s=wb (w € {a,b}*)

alindiginda bwawara ve wara dir.

53



4.GRUP TANIMLAYAN YA DA TANIMLAMAYAN
BAZI YARIGRUP VE MONOID TAKDIMLERI Basri CALISKAN

P, igin sol birim e=bras, a ve b nin sol tersleri

strastyla, s = wa (w € {a,b}') alindiginda braw ve brawbr, s=wb (w € {a,b}')
alindiginda brawawb ve braw dir.

P, igin sag birim e=rbsh, a ve b nin sa tersleri
sirastyla, r = aw (w € {a,b}') alindiginda wbsb ve awbwbsb, r =bw (w € {a,b}')
alindifinda sbwbsb ve wbsb dir.

P, igin sol birim e=bsbr, a ve b nin sol tersleri
swrastyla, 7 = wa (we {a,b}') alindifinda bsbw ve bswbwa, r=wb (we {a,b}')

alindiginda bsbwbs ve bsbw dir.

P, (i = 2,...5) takdimleri Teorem 2.4.5 den dolay1 grup tanimlarlar.

Teorem 4.2.4: u,v,7,s € {a,b | olmak tizere,
0= <a,b | auba = a, asa = b) 0, = (a,b | abua=a, asa = b)
0, =(a,b | brb =a, bavb=b> 0, =<a,b| brb =a, bvab=b>

yarigrup takdimleri grup tammlarlar.

Ispat: O, i ele alalm. S, Q, yangrup takdimi tarafindan tamimlanan yarigrup
olsun.
e = aub olarak alimirsa e S igin bir sol birimdir.
(auas)a = au(asa)= aub = e
ve
(au)p=e
oldugundan auas ve au swrasiyla a ve b nin sol tersleridir. Bu yiizden Teorem
2.4.5 den dolay1 S bir gruptur.

Benzer sekilde @, i¢in sag birim e=bua, a ve b nin sag tersleri sirasiyla

saua ve ua, Q, i¢in sag birim e=avb, a ve b nin sag tersleri sirasiyla vb ve
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rbvb, Q, igin sol birim e=bva, a ve b nin sol tersleri sirasiyla bv ve bvbr,

alinirsa Q,,0; ve Q de Teorem 2.4.5 den dolay1 grup tamimlarlar.

4.3 Baz lyi Bilinen Gruplarim Yangrup Takdimleri

Bu kisimda literatiirde iyi bilinen bazi gruplardan Dihedral, Quaternion ve

Projektif Special Linear gruplarinin tanimlarim ve yarigrup takdimlerini verecegiz.

1 2 ... ... n—=1 n 1 2 ... n—-1 n
Tanim 4.3.1: a = ve b=
2 3 ... ... 2 1 1l n ... 3 2

permiitasyonlar1 tarafindan dogurulan gruba dihedral grup yada diizgiin »-genin
simetrileri grubu denir ve D, ile gosterilir. |Dn| =2n dir. D, dihedral grubunun bir

grup takdimi,

gp(ab | a"=1, b’ =1, a'ba=b"")

dir.

Teorem 4.3.1: D, dihedral grubu,

P=sp (a,bl @ =a, a*=b", ab"la= b) takdimi tarafindan tammlanur.

Ispat : Birinci bagmti @’ =a dan ad’a=a=aa’ ve ikinci ve tgiincii
bagintidan,
a’b=d’(ab"'a)=a’b"'a=ab"'a=b=ab""a=ab""'a’ =ba’
elde edilir. Bundan dolay1 o elemam P takdimi tarafindan tammlanan yanigrubun
birim elemam olur.
Birinci bagmti aa =a’ oldugundan @ nm tersi a dir. Ikinci bagintidan

b"=b""b=a’=b" =bb"" oldugundan "', b nin tersidir. Boylece Teorem 2.4.5
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den dolay1 P takdimi bir grup tamimlar. Ayica Teorem 2.4.8 den P bir grup
takdimidir. $imdi ise P nin, D, dihedral grubunu tammladigin gosterelim.

b"=1 ve a*=1 ise, a’=b" dir. a'ba=b"" ise b=ab"'a”! dir. a=a™
oldugundan, ab"'a=b elde edilir. Dolayisiyla Teorem 2.5.1, Tietze

Déniistimlerinden dolayr P, D, i tamimlar.

Teorem 4.3.2: P =<a,b|ababa =a, ab"'a"”’ =b> yarigrup takdimi G, gibi
bir grup tammlar ve » nin tek olmast durumunda D, dihedral grubu G, nin

homomorfik gérintiistidiir. Ayrica n=3,5,7,9 igin G, = D, dir.

ispat : Birinci baginti ababa = adan (ab)’a=a ve
(ab)’ b = (ab)’ (ab”"a”'z)s (ababa)p™'a"? =ab™'a"* =b dan (ab)’ sol birim
olur. (aba’6™a" )= aba(ab™ a">)= (ab)’ oldugundan aba’b"'a"", a mn sol
tersidir. abab = (aba)b = (ab)’ oldugundan aba, b nin sol tersidir. Teorem 2.4.5
den dolay1 P takdimi G, gibi bir grup tanimlar.

Simdi ise P takdiminde bulunan ab"'a"? =b ve ababa = a bagntilartmn
D, de saglandifinin gosterilmesi gereklidir. Bunun igin bu iki bagintimin Teorem
4.3.1 deki bagintilarin bir sonucu oldugunu gostermek yeterlidir.

n tek say1 ve a’ = a oldugundan, ab"'a"? = ab"'a =b oldugy,
ababa = aba(ab™ "' a)a = aba’b" ' a’ = abb"b"'b" = ab’ =a’ =a ile de istenenler
elde edilir. Bu da D, dihedral grubunun G, nin homomorfik goriintiisii oldugunu

gosterir.

Koset sayma programi n=3579 i¢in |G,|= oldugunu gosterir.

Dn

Doléylslyla n=35,79 i¢cin G, = D, dir.

56



4.GRUP TANIMLAYAN YA DA TANIMLAMAYAN
BAZI YARIGRUP VE MONOID TAKDIMLERI Basri CALISKAN

j 1 0

i 0 0 -1
Tamm 4.3.2: a= ((1) J ve b =( ), i’ = —1 olmak iizere, 2x2 tipinde
—i

determinant: sifirdan farkli kompleks matrisler olsun. O zaman a nin derecesi 4 ve
b¢(a) dir. {a,b} tarafindan dogurulan gruba quaternion grubu denir ve Q ile
gosterilir. [0|=8 dir. Q nun en 6nemli ozelligi, tim alt gruplan normal alt grup
olup, kendisi degismeli degildir. O nun bir grup takdimi,

gp(a,b | at =1, a"=b’, b"lab:a”‘>
dir.

n>2 tamsayl, w bir kompleks sayi, w de w nun eslenigi olmak iizere,

w 0 0 -1
a =(0 _] b= [1 0 J olsun. {a,b} tarafindan dogurulan gruba genellestirilmis
w

quaternion grubu denir ve Q,, ile gosterilir. |Q2,, = 4n dir. ,, nin bir grup takdimi,

gp(a,b | a” =1, a" =b’, b‘lab=a“1>

dir.

Teorem 4.3.3: P = sp(a,b aba=>b, ba"'b= a) takdimi genellestirilmis Q,,
quaternion grubunu tammlar.

Ispat Birinci bagntidan,

a"'ba"! =a"*(aba)a"? =a"ba" =............... =aba=b 2n
Ikinci bagnt1 ve (21) den,

a" =(ba""'b)a""! =b(a""ba"" ) =b’ (22)
elde edilir.

(22), ikinci bagint1 ve birinci bagintidan,
a”b=aa"a""'b=ab’a"'b=ab(ba""'b)=aba=>b
ve ayrica, a’"b=b'a=b(b’)ba=ba"ba=ba""'(aba)=ba"'b=a elde edilir.

Buradan a*" nin sol birim oldugu bulunur.
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(22) den dolay1, yani a” =b° den ¢ =b* ise b, b nin sol tersidir.

a’"a = a oldugu biliniyor, buradan, a’*a* a = a”” ise a”"'a = a’" elde edilir ki

"'in a nin sol tersi oldugu bulunur. Teorem 2.4.5 den dolay1 P

buradan da a’"
takdimi birim elemant a*” olan bir grup tamimlar. a”” bu grup igin birim eleman ve
a” =b’ bagntisi bu grupta saglandigindan bu grup,
(a,b' aba=>b,ba"'b=a,a" =b*,a"" = 1) = <a,blb"ab =a’,ba"'b=a,a" =b*,a*" = 1)
grup takdimi tarafindan tanimlanir.

ba"'b=ba"(b"ab)b=bb’b"'ab’ =b’ab’ =a’"*' =a bagmtst Q, de

saglandigindan, bu grup gercekte (0, genellestirilmis quaternion grubudur.

Tamm 4.3.3: R bir halka olmak iizere, GL(n,R) R halkasi iizerindeki
determinant: sifirdan fakli # x» tipindeki matrisleri gostersin.
SL(n,R)=1{4 e GL(n,R) | detA =1}
ile verilen gruba Special Linear Grup denir. Ozel olarak 7 = 2 alinirsa ve GF(p) p

elemanl1 bir cisim olmak tizere,

SL(z,p)={[j !

ile tanimlamr. Buradan, 7 =(; ?) olmak iizere PSL(Z, p)=SL(2’% 1> olan

det(a bJ =1, ab,.cde GF(p)}
c d

gruba Projektif Special Linear Grup denir. PSL(2, p) nin bir grup takdimi,

(Pe1)/ Y
gp<x,y x2=1’ (xy)3=1, (xy4xyp 4) =1, xp=1>

Teorem 4.3.4: p bir tek asal say1 olsun. O zaman,

dir.

pp
=x,y"=x"(xy) =57, " xy’xy ? xyixy 2 =y> takdimi

Gp=<x,y

PSL( 2, p) igin bir yangrup takdimidir.
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Ispat : Birinci ve son bagmtilardan,

p e Bl
Xy=x'y"y’xy 2 xy'ay 2 ="'y P yiy 2 =y
ve x” =x ise x’x=x oldugundan x’, G, tarafindan tammlanan yangrup S, igin
sol birim elemandir. Ayrnica xx=x oldugundan x in sol tersi x dir ve y” = x’ ise

y?y =x? olup y ninsol tersi y?~' dir. Teorem 2.4.5 den dolayr S , bir gruptur.

G;, =<x,y

bir grup takdimidir. G, niin ilk {i¢ bagmtisindan dolay1,

p+l p+l

¥ =Ly =1() =Ly iy iy 7 = >takdimi S, igin

yxy?Pxy™ =y 'xy'x”y™ = x ve bunu G, niin son bagintisinin takip etmesi ile

pH p
1=y "xy"xy’xy 2 xp’xy 2
_(—1 p-1_..-1 4p7+1 41)7”
=(y " xy” )yxy 2 xy’xy
p_+1
=(xy'xy ? )}

elde edilir. Bu da G/, niin tanimladig1 P(G, p ) grubunun son bagmtidir.

G, niin son bagintismin P(G, p) nin bagintilarinin bir sonucu oldugunu gostermek

p_+1
icin ¥y Ix’y=y""y=1, (xy’xy 2 )’ =1 ve (xy)) =y” =x’ =1 oldugundan
dolay,
g plopu
Xy xylay 2 xylay 2 o=y x(y %y )y iy 2 xytxy 2
p+l

=xy" " x(xylny 7 )T =y ey x
= xy" x(xyxyx )x = xy” 5 yuyx? = y
Bunun i¢in G, ve P(G, p) izomorfik gruplan tammlar ve bdylece S, = PSL(2,p)

elde edilir.
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4.GRUP TANIMLAYAN YA DA TANIMLAMAYAN
BAZI YARIGRUP VE MONOID TAKDIMLERI Basri CALISKAN

Teorem.4.3.5: P = (a,b‘a7 =a,(a’b)’ =a®,(a’b)’b’ = b) yangrup takdimi

PSL(2,2)xPSL(2,2) yi tanimlar.

Ispat : Birinci baginti ¢’ = a oldugundan a°a = a dir. Son bagint1 ve birinci
bagmtidan, a°b =a’(a’b)’b’ =a’(aba’b)b’ = (a’b)’b’ = b elde edilir. Bu da a°
nin sol birim eleman oldugunu gosterir.

a’a=a° oldugundan @’, a nin sol tersidir ve a’ba’b=a’ oldugundan
a’ba’, b nin sol tersi olup Teorem 2.4.5 den dolay, P takdimi g birime sahip bir
grup tammlar. Béylece bu grup, (a,b|a6 =1,(a’b)? = (a’b)’b’ = 1> grup takdimi
tarafindan tanimlanabilir. Bu ise ( Campbell, Robertson, Williams, 1990) dan dolay:
P, PSL(2,2)x PSL(2,2) yi taimlar.

Teorem 4.3.6: P =(a,b|a’ =a,b’ = a’,(ab)’b=b,bab’a’ba = ab)

yangrup takdimi PSL(2,3)x PSL(2,3) yi tanimlar,

Ispat : Birinci bagint1 a* = @ dan a’a = a dur. Birinci ve {igiincii bagintidan,
a’b=a’(ab)’b=a’b(ab)’b=ab(ab)’b=b elde edilir. Buradan a’ sol birim
elemandir.

a’a=a’ oldupundan o’, @ nm sol tersi ve b’ =4’ ise b’b=d’
oldugundan da b7, » nin sol tersidir. Teorem 2.4.5 den dolayr P takdimi birim
elemani a olan bir grup tamimlar. Béylece bu grup,

P=gp<a,bla3 =1,b =1, (ab)° =1,bab2a2ba=ab> grup takdimi
tarafindan tanimlanir. ( Campbell, Robertson, Williams, 1990) dan dolay1 P,
PSL(2,3)x PSL(2,3) yi tammlar.
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