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1. GiRIS Sevgi AKGUNES KESTIR

1. GiRIS

Coklu lineer regresyon, degiskenler arasinda var olan iliskilerin ortaya
gikarilmasim saglayan sosyal bilimler, tip, miihendislik gibi pek ¢ok alanda yaygin
bir gekilde kullanilan istatistiksel yontemlerin en Onemlilerinden birisidir. Veri
analizi yapan bir aragtirmac: tarafindan bilim ve teknolojinin hemen hemen her
alaninda model kurmak i¢in kullanilr. Ozellikle son yillarda bu konuda yapilan
cahgmalar hiz kazannmgtir. Regresyon katsayilarimi tahmin etmek i¢in kullamlan en
yaygin yontem en kiiciik kareler yOntemidir. Ancak en kiigiikk kareler tahmin
edicisinin dogru sonuglar vermesi bir takim varsayimlarm saglanmasma baghdur.
Veri vektorleri ortogonal olmadifinda en kiigiik kareler tahmini yaniltic1 sonuglar
vermektedir. Ayrica tahmin etmede kullanilan vektorler arasinda goklu ig iligki varsa
en kiiciik kareler yontemi dogru sonuglara gétiirmemektedir. Bu nedenle en kiigiik
kareler tahmin edicisine alternatif olarak ¢ok sayida yanh tahmin edici
tanimlanmigtir. Hoerl ve Kennard (1970,a,b), Stein (1960), Liu (1993), Akdeniz ve
Kagiranlar (1995) ve pek ¢ok aragtrmaci yanh Kkestiriciler konusunda Onemli
calismalar yapmuglardir.

Caligmanin birinci bdlimiinde, tezde kullamlacak olan temel tanim ve
teoremler verilmistir. Ayrica, ¢alisma boyunca kullanilacak modeller tammlanmugtir.
Ikinci bSlimde sirasiyla tahmin ediciler ve bunlarm istatistiksel ozellikleri
incelenmigtir. Oncelikle yaygm kullanima sahip olan en kiigiik kareler tahmin edicisi
incelenmistir. Sonra kisith en kiigiik kareler, genellestirilmis en kiigtik kareler, Stein
tahmin edicisi incelenip bunlarin dzelikleri verilmistir. Yanh tahmin ediciler
icerisinde en yaygm kullamima sahip olan Ridge tahmin edicisi ve son zamanlarda
lizerinde fazla ¢aligilan Liu tahmin edicisi incelenerek bunlarm istatistiksel 6zellikleri
verilmigtir.

Son olarak figlincii b6ltimde yukarida adi1 gegen tahmin ediciler ve bunlara ek
olarak verdigimiz birgok tahmin edicinin karsilagtirilmasi géz Oniine alinmugtir.
Kargilagtirilan tahmin edicilerin hangi durumlarda daha iyi oldugu teoremlerle ifade
edilmigtir.
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1.1. Temel Tanimlar

Tanmm 1.1.1: A bir simetrik matris ve 0 =x'Ax bir karesel form olsun.
Stfirdan farkh her x vektorii icin Q>0 ise A ya pozitif tanimh (p.d.) ; en az bir
x#0 i¢cin Q=0 ve her x i¢in >0 ise A ya yar pozitif tamimh (p.s.d.) matris
denir.

Tanim 1.1.2 : A matrisinin negatif olmayan tanimh (n.n.d.) matris olmas
i¢in gerek ve yeter kosul A nin p.d. veya p.s.d. matris olmasidir.

Tammm 1.1.3 : Bir matrisin 6zdegerleri ve ortogonal 6zvektorleri terimleri
cinsinden yazimma “ tekil deger ayrigimi” (SVD) denir.
nxp tipindeki X matrisinin SVD si

i

X = HA2G' (1.1.1)

seklindedir. Burada H nxp tipinde , H'H =1 olacak sekilde standartlagtiriimis ,

stitunlar1 X in 6rneklem koordinatlarindan olugan bir matristir. A% ise pxp tipinde
X'X matrisinin 4, 21, 2....2 4, seklinde srrali zdegerlerinin karekdklerinden
olusan kdsegen matristir. G matrisi pxp tipinde X'X in dzvektorlerinden olusan
XX = GAG' olacak gekildeki matristir.

Tanmm 1.1.4: (Tek degigkenli yansizhk) A, nin b, tahmin edicisinin
beklenen degeri ; B, bilinmeyen parametresine esit ise yani E(p,)= g, ise b, “
yansiz ” olarak adlandirthr. Eger E(p,)#8, ise b, yanhdir ve yanhhgm bityiikligi
E(b,)~ B, ifadesi ile elde edilir.

Tamm 1.1.5: (Tek degigkenli gegerlilik , yeterlilik) Bir yansiz tahmin
edicinin varyans: digerinin varyansindan daha kii¢iik ise , bu tahmin edici digerinden
daha iyidir (gegerlidir) denir.

b, ve b, , B, nin iki yansiz tahmin edicisi olsun .Yani E(p,)= E(b,,)= B,
olsun. Ayrica
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Var(b, )= E®, - E@, )Y =E@®,-.)

Var(b,,)= B>~ B,)’
olsun . Eger Var(p, )< Var(b,, ) ise b,, tahmin edicisi b,, den daha iyidir (gecerlidir)
denir. Eger Var(b, ) = Var(b,, ) ise her iki tahmin edicinin gegerliligi aynidur.
Fakat dikkat edilmesi gereken husus varyanslarin karsilagtirilmasinin , sadece yansiz
tahmin ediciler i¢in kullanilmasidir. Yanh tabmin edicilerde sadece varyansm

kargilagtirilmas: anlamsiz olur.
Tanmm 1.1.6: (Tek degiskenlilerde mse) b,, A, nin bir yanh tahmin edicisi

ise hata kareleri ortalamasi (mean square error, mse)

mse(b,)= E(, - B,
=E(b, -E(,)+ E@,)-B,)
=B, - E(,) +[B,)- 5T +2E6, - E6, XEG,)-5,)

olarak tammlanir. Ugtincii terim sifir oldugundan
mse(b,)=Var(p,) +|Bias(p, )}

olarak elde edilir. Burada
Bias(b,)= E(b,)- B,

dir.

Tek Degiskenli MSE Kriteri: b, ve b,, S, nin iki yanh tahmin edicisi
olsun. MSE(p,)< MSE(b,) ise b,, b,, ye tercih edilir. Boylece cesitli tahmin
ediciler arasinda mse kriterine gore tercih yapilabilir.
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Cok Degigkenli Kavramlar

Cok Degiskenlilerde Yansizhk: px1 tipindeki B parametre vektoriiniin b
tahmin edici vektoril igin E(b)= # ise bu b tahmin edicisi “ yansiz “ drr.

Cok Degigkenlilerde Gegerlilik: b, ve b,, f nm iki yansiz tahmin edicisi
ve Var(p,) ve Var(p,) bu tahmin edicilerin varyanslarn olsun . Eger

Cok Degiskenlilerde mse: £ nm yanli tahmin edicisi b nin mse si

mse(s)= | (b~ ) (- )|
- 5 6~ BG)+ EG)- ) (- EG)+ £6)-5)|

= E(p- B)) (- EG)+(E6)- 5) (E()- )
= tr[Var(b)] + [Bias(b)r [Bias(b)]

seklindedir. Istatistikte E[(bwﬁ)’ (®- ﬂ)} ifadesine , “ kayip > veya “ risk ”
fonksiyonunun karesinin beklenen degeri denir.
¥V vektoriiniin 6klid uzunlugum || = (V'V)";~ olarak tammlarsak yukaridaki

ifadedeki MSE(p); b ile S arasmdaki oklid uzaklipmn karesinin ortalamasidir.
Dolayistyla diisiik mse ye sahip tahmin edici , dogru parametreye daha yakindir.
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b, yansiz. gergek

diisiik mse’li yanl
tahmin edici

2
Sekil 1.1.1. A parametresiyle tahmin edici arasindaki uzaklik.

Biiytik varyansh yansiz
tahmin edici b°.
|
B b’
Diiglik varyansli yanl
tahmin edici b
E@®™") = 8

Sekil 1.1.2.

Sekil (1.1.1) de B ile yanl tahmin edici arasindaki oklid uzakhg:r , B ile »°
arasindaki 6klid uzakligindan daha kiiciiktiir,

Cok Degiskenlilerde Genellestirilmis mse: B n.n.d. bir matris olmak tizere
b tahmin edicisinin genellestirilmis mse’si

GMSE()= E| (- 6 B'6- B)]
seklinde tanimlanir.
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GMSE Karsilagtirma Kriteri: Gunst ve Mason (1976) , Theobald (1974),
Toro-Vizcarrando ve Wallace (1968) ve digerleri, tahmin ediciler arasmda
karsgilastrma yapmak i¢in genellestirilmis hata kareleri ortalamasi (gmse) kriterini
tavsiye etmislerdir. Ancak tahmin edicilerin iyiligini belirlemek i¢in bu kriter her
zaman iyi degildir. $imdi bu kriteri ve gegerli oldugu kosullan inceleyelim.

B, ve B, regresyon katsayilarinm iki tahmin edicisi olsun . Bu tahmin
edicilerin gegerliliklerinin karsilagtinlmasinda genellikle kullamlan teknik |,
performanslarinin karesel kayip fonksiyonlar: terimleri cinsinden belirlenmesidir.

Theobald (1974) , her karesel kayip fonksiyonu igin §,nm J, ya tercih

edilmesi igin gerek ve yeter kosulu, MSE(/;,.)= E(ﬁ,. ~—ﬁX)§,. - ﬂ) ,i=1,2 olmak
tizere MSE(8, )- MSE(B, ) nm p.s.d. matris olmas: geklinde belirtmistir.

Tahmin edicinin segilmesinde zor bir ydntem olduundan bu kriter
kullanilirken problemler ortaya gikabilir. Bu problemlerden biri tim # ve o’
degerleri igin MSE(}E2 )— MSE(ﬁ 1) in tanimsiz bir matris olmasidir. Bu durumda /},
ve 3, gmse kriteri terimleri cinsinden karsilagtinlamaz . Boyle bir durumda kriter ,
hangi tahmin edicinin segilmesi gerektigini sdyleyemez .

Bir bagka problem ise kriter tarafindan tammlanan karar kurah ; tahmin
edicilerin ; bilinmediZi varsayilan parametrelerin gergek degerlerindeki &zelliklere
bagh olmasidir. Bu nedenle MS‘E(ﬁ2 )— MSE(,@,) , B ve o nin tiim degerleri i¢in
p.s.d. olmadikga , B, in B, ye bu kriterin terimleri cinsinden tercih edildigi
sbylenemez . Ayrica farkh siniflara ait tahmin ediciler karsilagtirildifinda ; parametre
uzaymin bir alt kiimesi {izerinde bir tahmin edicinin , dierinden daha iyi oldugu
sbylenebilir.

B, ve f, farkh smiflarda segilmis tahmin ediciler olmak tizere QI3;,3,)
tim B ve o igin MSE(B, |-MSE(f,) nn bir p.sd. matris oldupu kiimeyi

gbstersin. Boyle bir kosulda iki durum ortaya ¢ikar . Q(ﬂ,, ,62 kiimesi bog §§

6

1.,

8

g
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olmayabilir . Bu durumda Toro-Vizcarrando (1968) in onerdigi gibi baz: istatistiksel
testlerle karsilagtirma yapilabilir .
Eger Qf,, 4, ) bos kitme ise o zaman parametrelerin higbir degeri igin /4, ,

,Bz ya tercih edilemez . ﬁ, nin , ﬁz yerine se¢imi bu kritere dayali olarak
yapilamaz. Ancak bu ,l§2 nin aym kritere gore ﬁl ya tercih edilebilecegini

gOstermez. Ciinkii tahmin ediciler parametre degerlerinin higbiri igin
kargilagtirilamaz.

Predictive mse (Tahmin Edici mse): Tahmin edici mse (predictive mse)

PMSE(p) = E(Y - Xb) (Y - Xb)

= E(b-B) X'X(6-B)
seklinde tanimlanir.

Y = X + ¢ modeline gore Y nin ; degiskenlerin r tane yeni degerine karsihik
gelen tahmini; rxp tipindeki X . matrisi ile gosterilir. Bu matris X ;8 olarak da
gosterilir.

Eger yeni degerler , X degerlerinin bir tekran gibi ise , Y nin gergek tahmini
Xp dw. B yerine herhangi bir b tahmin edicisi yazildiginda , herhangi bir X , igin
tahmin edici mse

PMSE(p, X, )= E(Y-X ) (Y =X ,b)

=E(-p) X, X, (- )
seklinde tanimlanr.

Matris mse: Matris mse MSE(b)=E(b—S)b~f) seklindeki pxp tipindeki
bir matrisle tammlanmir. Bu ifade ayrica
MSE(b)= E(b—E()+ E()- )Xo - E(®)+E(®)-B)

= E(p-EG)o- EG)) +(E()- SXEG)-5)
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=Var(b)+[Bias(p)] Bias(®)]
seklinde yazilabilir.
Eger her iki tarafin izi (trace ) alinirsa
tr(MSE(b)) = mse(b)
=E@-B) (6-B)
elde edilir.
Theobald (1974) , her p.d. B matrisi igin GMSE(p, )> GMSE(b,) olmas: igin

gerek ve yeter kogulun MSE(p,)- MSE(b,) nin p.d. matris olmasi gerektigini
gosterdi.

Cok Degiskenli mse Kriteri: 5, ve b,tahmin edicilerini ele alalm . Eger
A= MSE(b, ) MSE(b, ) farki p.s.d. matris ise o zaman b, , b, ye tercih edilir.

A farkinin p.s.d. olup olmadifmi kontrol etmek yerine ; x sifirdan farkh
herhangi bir siitun vektorii olmak {izere , her X i¢in x'Ax >0 olup olmadiFim kontrol
etmek daha kolaydir.

Eger her x# 0 igin x'Ax > 0 ise her x i¢in MSE(x',)> MSE(x'b,) dir. Ote
yandan eger her x # 0 igin MSE(x'b,)> MSE(x'b,) ise 0 zaman x'Ax > 0 dur. Ciinkii

*'E@, - B)Yb, - B) x = trl:E(bl — B, - B) xx]
- E[tr(b, _p)¥b, - B) xx]
= E(b, - pox'(6, - )

= E(x'b, ~x'B) (x'5, ~ ')
= MSE(x'b,)
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ve benzer olarak x'E(b, ~ B)b, - B) x = MSE(x'b,) dir. Dolaysstyla b, tahmin
edicisinin b, tahmin edicisine tercih edilmesi igin glicli bir kriter:
MSE(x'b,)> MSE(x'b,) , tim x # 0 igin seklinde yazilabilir (Wallaca, 1972).

Bu ifade ; A=MSE(p,)- MSE(p,) olmak iizere ve “ >0 ” p.s.d. matrisi
belirtmek {izere ; A 20 ifadesine egdegerdir.

Kesin egitsizlik i¢in yani A >0 olmasi igin A nm p.d. olmasi gerekmektedir.
b, in b, ye tercih edilmesi igin bir zayif kriter ise MSE(b, )> MSE(p, ) olmasidrr.

1.2. Modeller

1.2.1. Coklu Lineer Regresyon Modeli

Coklu lineer regresyon modeli

Y=XB+s , &~ N(0,6°1) (1.2.1)
seklindedir. Burada Y , nx1 tipinde bagimh degiskenler lizerinde bir g6zlem vektori;
X nxp tipinde tam kolon rankli g&zlemlerin bir sabit matrisi; F pxl tipinde
bilinmeyen parametrelerin (regresyon katsayilarimn ) bir kolon vektorii ve £ nxl
tipinde hatalarm vektoriidiir.

1.2.2. Standartlagtirilmis Model

Tahmin edicileri hesaplarken X'X matrisinin bazi 6zellikleri gok Snemlidir.
Ornegin en kiigiik kareler tahmin edicisini hesaplamak igin X’X matrisinin tersinin

hesaplanmasi gereklidir. X'X matrisinin tersi hesaplanirken;

1) X'X stfira yakin bir determinanta sahip ise
2) X'X in elemanlan ¢ok farkh biiyiikliikte ise
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ciddi hatalar ortaya ¢ikar. Yukandaki ilk kosul bagimsiz degigkenlerin hepsi veya
bazilan igiligkiye sahip (bagimli) iseler ortaya gikar. Bu sorunu gidermek icin bir
¢6ziim, degigkenleri donligtlirmek ve bdylece yeniden parametrelendirilmis
regresyon modelini ele almaktwr. Bu islemler sonucunda elde edilen modele
standartlagtiriimis formda regresyon modeli denir. Bu modelde artik X'X korelasyon
matrisi formunda olup tiim girigleri -1 ile +1 arasindadr ve tersini hesaplamak
kolaydir. X'Y ise agiklayici degiskenin her biri ile bagiml degisken arasmdaki
korelasyon katsayilarimin vektoriidiir. Boyle bir modelde hesaplanan parametreler de
standartlagtirilmig formdadir. Ayrica standartlagtiriimis modelde elde edilen
tahminler iligkisizdir.

1.2.3. Kanonik Model

A= diag(l,,/'tz,....,,lp) , kOsegen elemanlar1 X'X in 6zdegerleri olan bir
kdgegen matris ve T, T'X'XT=A ve TT'=T'T = I, kogullarim: saglayan X'X in
dzvektorlerinden olusan bir pxp tipinde matris olsun . B8ylece (1.2.1) deki regresyon

modeli

Y=Za+s, e~ N(0,6I,) (1.2.3)
seklinde yeniden yazilabilir, Burada Z=XT , a=Tf dr. Ayrica
Z’Z=TX'XT=A oldugu da kolayca gorilebilir. Dolayisiyla a=T8
bagmtisindan faydalanarak istenildifinde kanonik formda tahmin edilen

parametrelerden orijinal parametrelere gegilebilir.

10
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2. REGRESYON TAHMIN EDICILERi

Bu boliimde literatlirde yer alan bazi 6nemli tahmin ediciler dzellikleriyle

birlikte incelenecektir.

2.1, Ahsilmis En Kiigiik Kareler (OLS) Tahmin Edicisi

Y=p0+p5X+e (2.1.1)

seklindeki basit regresyon modelini ele alam. Bu modelde X bagimsiz , Y bagimli
degiskendir. Agikga goriildtgt gibi bu bir dogru denklemidir ; dolayisiyla Y bir
dogrudur. B, eksenin kesim noktas1 ; B, efim ve ¢ ise rastgele hatady.

Basit regresyonda hatalarm sifir ortalamali ve o bilinmeyen varyansh
normal dagihma sahip olduklar1 ve bagimsiz olduklar: varsayilir.

X in ; Y bagimh deZiskeni bir rastgele degisken iken , veri analizcisi
tarafindan kontrol edilen ve ihmal edilebilir hata ile Slgiilen bagimsiz bir degisken
olarak diigiiniilmesi uygundur. Bunun anlami Y nin ; X in miimkiin olan tiim
degerlerine karsihik bir olasihik dagilimina sahip oldugudur. Bu dafilimmn ortalamas:

B4 )= 5, +B.X 2.12)
ve varyansi
Var(Y4 )=Var(B, + B, X +£)= o @.13)

dir. Goriildiigli gibi Y nin ortalamasi X in bir dogrusal fonksiyonudur. Ancak Y nin

varyansi X in degerlerine bagh degildir. Ayrica hatalar iliskisiz oldugundan bagimh
degiskenler de iliskisizdir.

11
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Parametrelerin En Kiiglik Kareler Tahmini:

En kiigiik kareler metodu (OLS) basit regresyon modelindeki g, ve B,in
tahmin edilmesinde kullamlir. B, ve f£,; Y, gbzlem deferleri ile Y =g, + 8, X
dogrusu arasindaki farkin kareleri toplamlar1 minimum olacak gekilde tahmin edilir.

(X1, Y,) (X5, Y, heoeens(X . Y,,) seklindeki n tane veri igin modelimiz,

Y =0, +BX,+¢ i=12,..n 214
olsun. Bu durumda LS kriterimiz,
S(Bo. 8,)=D.(Y, - B, - BX,) (2.1.5)
i=1

dir. B,ve B, in OLS tahmin edicileri 8, ve f§, olsun. B, ve B, nn

—a-a—;;(ﬂo,ﬁl)’: _2§(Y1 _Bo ”ﬁlxt)=0

oS (5 -~ z PO

EE‘(ﬂoaA): “22(Yi =By “ﬂxxi)xi =0 (2.1.6)
1 i=1

denklemlerini sajlamasi gerekir. Bu denklemlere “OLS normal denklemleri > denir.

Normal denklemler ¢6ziildiiglinde,

:éo =Y—ﬁ1§
Ye.
YX_ i= i=
" _; i i n
B = — 2.1.7
X;
ix?_(’g__)_
i=1 ' n
elde edilir.

Goriildigii gibi ﬁo‘ ve f,; Y, gozlemlerinin lineer kombinasyonudur.
E(B, )= B, ve E{B, )= B, oldugundan OLS yansiz tahmin edicidir.

12
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B,ve B, nm OLS tahmin edicileri ile ilgili 6nemli bir sonug , Gauss-Markov
teoremi ile verilebilir. Bu teoreme gore Y = B, + #,X +¢& modeli igin ; E(g)=0 ,
Var(e)= o ve iligkisiz hatalar varsayim altinda ; OLS tahmin edicileri ; Y, lerin
lineer kombinasyonu olan diger tahmin edicilerle kargilagtirildifinda yansizdirlar ve

minimum varyansa sahiptirler.
Coklu Lineer Regresyonda En Kii¢iik Kareler Tahmin Edicisi:

Birden fazla bagimsiz degisken igeren regresyon modeline goklu lineer
regresyon modeli denir. k tane bagimsiz degisken igeren bir ¢oklu regresyon modeli

Y=8,+8X +8X, +..+ X, +& (2.1.8)

seklindedir. Bu model k boyutlu uzayda bir hiper diizlem belirtir.

n (n > k) tane gbézlemimiz olsun. (2.1.8) modelini ele alahm. Y, ; i-nci
g6zlenmis bagimh degigkeni ve X, ise X; bagimsiz degiskenin i-nci gdzlenmis
degeri olmak iizere ¢oklu regresyon modeli

Y, =8, + 5 X, +B,X,; +ee. + 6, X, +&

k
=By +Y B, X, +¢& i=12,...n 2.1.9)

J=1
olur. OLS fonksiyonu

i=1

=f(y,. B, .-ﬁﬁjxg.] 2.1.10)

i=1 J=1

dir.

13
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S fonksiyonu S, B,,...., 5, ya gbre minimize edilmelidir. Boylece p=k+1

tane normal denklem olusur. Bu denklemlerin ¢6ziimii ﬁo, Bl, ..... , ﬁk seklindeki

OLS tahmin edicileri olacaktir.
LS kriteri

S(8)=3 &? =&’ = (Y-Xp) (Y -Xp) @.1.11)

i=1
dir ve bu ifadenin minimize edilmesi gerekir. Bunun i¢in tiirevi alnip sifira egitlenir
ve J yerine ,3 yazilirsa

X'X[=X'Y (2.1.12)

normal denklemi elde edilir. Bu normal denklemin ¢6ziilmesiyle § nin OLS tahmin

edicisi
B=XX)"X'Y (2.1.13)

seklinde bulunur,

OLS nin Geometrik Yorumu

Sekil 2.1.1.

14
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Y =[Y,,Y,,.....Y,] gozlemlerini , orijinden A noktasma olan bir vekior

olarak diigtinebiliriz. Y,,Y,.,......Y, ler , n boyutlu 8rneklem uzaymin koordinatlarim
olusturmaktadir.

X matrisi p tane nx1 tipinde slitun vektSrlerinden olugmaktadw. Bu
stitunlardan her biri 6rneklem uzayinda orijinden bagslayan bir vektor belirtir. Bu p
tane vektdr, tahmin uzay: adi verilen p boyutlu bir alt uzay olugturur.

Bu alt uzaydaki herhangi bir noktayr ; 1,X,,X,,.....,X, vektorlerinin bir
lineer kombinasyonu olarak ifade edebiliriz. Bu sebepten tahmin uzayindaki her
nokta Xf formundadir,

X vektorit ; B noktasim gostersin . B nin A ya olan uzakhgmin karesi

s(B)=(Y —Xﬂ)' (Y~XB) dr. Y gozlem vektorii ile tammlanan A noktasinm
tahmin uzayma olan uzakhiginin karesinin minimize edilmesi ; tahmin uzaymda A ya
en yakin noktay: bulmay: gerektirir. Uzakhigm karesi ; tahmin uzaymndaki nokta ; A
dan tahmin uzayma indirilen dik dogrunun yani normalin , tahmin uzaym kestigi
nokta ise minimum olur. Bu nokta c noktasidir.

Bunokta ¥ = Xﬁ vektdorti ile tanimlanir. Boylece

Y-Y=Y-Xp (2.1.14)
tahmin uzayma dik oldugundan

XY -XB)=0 2.1.15)
veya

XXB=X'Y (2.1.16)

dir. Boylece LS normal denklemleri elde edilmig olur.

OLS Ozellikleri

(1.2.1) modelini ele alip OLS tahmin edicisinin yanhhim inceleyelim.

E(g)=0 ve (X'X)"'X'X =1 (2.1.17)

15
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oldugundan
E(8)= E[x'x)" x"Y|
= E[(xX)" X' (X +¢£)| 2.1.18)
= B[(xX)" XX’ +(X’X) ' X ¢
=5

olur. Bu yiizden 4 , B mn bir yansiz tahmin edicisidir. Simdi de 4 nin varyans-
kovaryans matrisini inceleyelim.

Cov(ﬁ)=E{L6‘-E(ﬁ)l,&-E(ﬁ)]} 2.1.19)

geklindeki varyans-kovaryans matrisi ile varyans ozelligi belirtilir. Bu ifadede
Cov(ﬁ‘), pxp tipinde bir simetrik matristir ve j-nci kOsegen elemam B , nin
varyansiu gosterir. Ayrica ij-nci eleman ise ,i-nci eleman ile j-nci eleman arasindaki
kovaryans: gosterir.

(2.1.19) dan ﬁ nin varyans-kovaryans matrisi

Cov{)= o (x'X)™ (2.1.20)
olur. Eger C=(X'X)" olursa #, nin varyansi o’c, dir. Ayrica j, ile j,
arasindaki kovaryans o’c, olur.

pnm OLS tahmin edicisi , # nin “ en iyi lineer yansiz tahmin edicisi ”
(BLUE) dir. Bundan bagka ; efer £, hatalarmm normal dagilima sahip oldugunu
kabul edersek , B ayrica B nin maximum likelihood tahmin edicisi olur. Maximum
likelihood tahmin edicisi f min “ minimum varyansh yansiz tahmin edicisi ”
(MVUE) dir

2.2. Kisitlanmis En Kiiciik Kareler (RLS ) Tahmin Edicisi

Coklu igiligkililik ile ilgili kaynaklarda en gok lizerinde durulan konu , coklu
iciligkililifin Srneklem varyansim biiylitmesi ve anlamh katsayilarm yanhghkla
modelden ¢ikarilmasma sebep olmasidir. Bu problemi ¢6zmek igin genellikle iki
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metot kullamlir. Bunlar kisitlanmis en kiigiik kareler (RLS) metodu ve ridge
regresyon metodudur. RLS metodu , tahmin edicinin 6rneklem varyansmm
kiigtiltlilmesini daha sonra da tahmin edicinin daha kiigiik hata kareleri ortalamasina
(MSE) sahip olmasmi saglar . RLS tahmin metodunda lineer modelin ; modeldeki
regresyon katsayilar {izerindeki baz1 6n kisitlamalara gére tahmini yapilir.

Varsayilan kistlamalar dogru oldugunda , bu metod OLS tahmin edicisinden
daha kiigtik Srneklem varyansina sahip yansiz tahmin edici bulunmasim saglar.
Kisitlamalar dogru olmadifinda &rneklem varyansindaki azalma yine saBlanir.
Ancak tahmin edici yanli olur. Belirlenen baglayici kisitlamalar yanlis olsa bile
tahmin edicinin mse sini azaltir.

(1.2.1) deki modeli gbz 6niine alalim. X deki iki veya daha fazla degiskenin ;
coklu igiligkililik problemi yaratacak kadar iligkili (bagiml ) oldugunu kabul edelim.
Parametreler lizerindeki kisitlamalar kiimesi

RB=r (2.2.1)
olsun. Burada r , gx1 tipinde bilinen elemanlar vektdrii ; R ise qxp tipinde ayr ayr
parametreler veya parametrelerin bazi lineer kombinasyonlarmn yapssi ile ilgili bilgi
veren On bilgi matrisidir.

RLS tahmin edicisinin elde edilmesi icin

1

20°

likelihood fonksiyonunun maksimize edilmesi gerekir. Bu ise hata Kkareleri

L(ﬁ,f’i;,x} L=pro?)2 exp[— (Y-XB) (Y-x,a)] (2.22)

toplamunn (SSE) yani (Y —XA) (Y ~ X) nn minimize edilmesiyle olur. Bu iglem

§*=(Y -XB) (Y -XB)+ u'(r - RB)
=Y'Y-28X'Y + BX'XB+ 1'(r —RB) (2.2.3)
Lagrange ifadesinde, (2.2.1) kisitlamas: altinda yapilir. Bu ifadede 4 ; Rf =r nin
m satrmndaki m kisitlama ile ilgili Lagrange ¢arpanmm mx1 tipindeki vektoriidiir.
(2.2.3) in B ve uye gore tiirevini ahp bunlar sifira esitledigimizde g =5, i¢in
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3
O o 0=—2X'Y+2X'Xb, - R'u (2.2.4)
op
*
o 0=r—rb, (2.2.5)
ou

seklindeki normal denklemleri elde ederiz. b, ifadesindeki R , £ i¢in kisitlanmug
¢oziimii belirtir ve R matrisi ile ilgisi yoktur.

Normal denklemleri b, ve g igin ¢dzmek igin soldan (X'X)'l ile carpalim.

~28+2b, (XX} ' R'u=0 (2.2.6)
olur. Bu ifadede, #=(X'X)"X'Y seklindeki OLS tahmin edicisidir. Bir sonraki
adimda (2.2.6) nn soldan R ile ¢arpilmasi ve (2.2.5) in kullanilmasiyla ve
R(X'X)"' R’ nin tersinin olmas1 kosuluyla

p=2REX) R (¢ - Rby) 2.2.7)
ifadesini elde ederiz. ¢ niin bu degerini (2.2.6) da yerine yazilmas: ve b, ye gbre
¢oziilmesiyle

by = -(xX)" RIRXX)" R (RA-7) (2.2.8)
ifadesi elde edilir. Bu ifade kisitlanmig en kiigiik kareler (RLS) tahmin edicisidir.

RLS Ozellikleri

RB =r hipotezi dogru ise yani Rf-r=¢=0 ise o zaman kisitlanmig
tahmin edici b, en iyi lineer yansiz tahmin edici olur. Ancak RS =r dogru degilse
yani Rf—r #0 ise b, tahmin edicisi yanh olur.

(2.2.8) ifadesinden

E(b,)=—(xX)" RIR(XX)" R0 (2.2.9)
yazabiliriz. Burada E(3)=§ olarak yazdik. (X'X)" R[R(X'X)" R'["¢ terimi sifir
olmadigindan b, yanhdw. Bazi 8zel hallerde ; kisitlamalar kesin oldugunda
RB —r =¢ =0 drr ve ikinci terim sifirdrr.
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Yanliliga ramen kisitlamalarin kullamlmasindaki amag varyans: azaltmaktir.
b, tahmin edicisi bir vektdr oldugundan varyans-kovaryans matrisini inceleyelim.

Var(bk)" E(bR = E(bR )ka —E(bR ))'
- £|p-p-rr(3-p)|p-p- PR3- B) (22.10)
= 5{3-p)B~ ) ~ Ep-p)B - B) R'P' - PRE(3 - B~ ) + PRE(B- BB~ B) RP*

= Var(B)- o> PQP'

dir. (2.2.8) ve (22.9) dan by —E(b,)= - B—PR(B~B) oldupunu kullandik.

Ayrica
P=XX)'R'Q™ ve Q=RX'X)" R’ (2.2.11)
olarak tammlanir.
Boylece
var(p)= £(p - )p- )
=(XX)" X'(E(es)X(X'X) (2.2.12)
= o (X'X)"

olur. Bu ifade OLS nin varyans-kovaryans matrisidir.
PQOP' nnd oldugundan Var(,é)— Var(b,)=a p.s.d. olur ve dolayisiyla

Var(b,) < Var(B) 2.2.13)

esitsizligini elde ederiz. Boylelikle varyans-kovaryans matrisi , kisitlamalarin g
kullamlmasiyla azaltilmg olur. 5

2
w ;

o
(X
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2.3. Genellestirilmis En Kiigiik Kareler (GLS ) Tahmin Edicisi
Y=Xg+z , e~nl0,0°Q) 2.3.1)

genel lineer modelini ele alalim. Burada Y , nx1 tipinde bagimh degisken {izerinde
gozlemlerin bir vekt6rli , X nxp tipinde tam kolon rankh gozlemlerin bir sabit
matrisi, # px1 tipinde bilinmeyen parametrelerin bir kolon vektdrli ve ¢ nx1 tipinde

0 ortalamali ve o*Q varyans-kovaryansh hatalarm vektoriidiir. Burada Q simetrik
p.d. matristir.
S nin genellestirilmig en kiigiik kareler tahmin edicisi (GLS)

pr=(xQ'x)' xQ'Y 23.2)

seklindedir. GLS tahmin edicisinin yanliligi  Bias(f*)=0ve varyansi
Var(*)=c’(X'’Q7'X)" olr. GLS tshmin edicisinin mse si

MSE(*)=c*(X'Q7'X)" olur.
2.4. Stein Tahmin Edicisi

(1.2.1) deki lineer regresyon modelini ele alalm.(1.1.5) deki X in (Tekil
Deger Ayrisimi) SVD si kullanilarak lineer regresyon modelini

1
Y = HA2G'B+¢ (2.4.1)

1
seklinde yazabiliriz. Bu modeli ise X* = HA? ve y =G'f olacak sekilde

Y=X*y+e (2.4.2)

1

olarak yazabiliriz. (2.4.1) ve (2.4.2) den, € = A’G'f olmak iizere
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Y=H@+¢

(2.4.3)

seklinde yazilabilir. Bu ifadeyi soldan H' ile ¢arptifimizda W = HY ve V=HU

sifir ortalamali ve o*I varyansa sahip olmak tizere

W=6+V

(2.4.4)

1
esitligini elde ederiz. #=GA 26 oldugundan S nin Stein-rule tabmin edicisi ; ¢ > 0

herhangi bir sabit olmak {izere
L
ﬁsﬁ =GA 2HS
AT oo
=GA %} 1~ 4
i
[ ¢’ -
=[1- GA *W
]
[ co?
=(1- b
| b'XXb
seklindedir.
1
b=GA’W
b=(XX)'X'Y

£ nin OLS tahmin edicisidir, Ayrica

1

W =A2G'b
W'W =b'GAG'b =b'X"Xb
dir.
S nm James-Stein tahmin edicisi ; ¢ bir sabit olmak iizere

1

ﬁ$=GA‘EéE
c) &€
=|1-]— b,t=n-
[ (t)b’XXb]‘ P

21
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seklindedir. Ayrica o yerine , yansiz tahmin edicisi

2 o £8_(Y-Xb) (Y-Xb) (2.4.10)
t t

yazihr.
Stein-Rule Tahmin Edicisinin Ozellikleri

Stein-rule tahmin edicisinin yanlilig:

_r . tco’

Bias(B )= E(Be - B) = ﬂ;(o';(ﬁ B 2.4.11)
olur.MSE matrisi

MSE(Bgr )= E(Bsw ~ B)Bsx - B) (2.4.12)

=c*(X'X)" +——’c—‘-’f-—-[pp'{41 +elt+ 2)}—2(ﬂx'xp)(xx)“]
(8x’xp)

olur. Skaler mse ise

mse(ﬂSR): E(ﬁs,, —,3)' (ﬁm "ﬂ) :

= rMSE{f ) (2.4.13)
_ tco’ _
e 1,9 184 - 20X XY (X X)™
o*r(X'X)" + GXG) [5B[4 + (e + 2| -2(BX"X BYr(X'X)

olarak bulunur.

2.5. Ridge Regresyon ( ORR ) Tabmin Edicisi

Ortogonal olmayan verilere LS metodu uygulandiginda regresyon
katsayilarmin uygun tahminleri elde edilmez. Yani ¢oklu igiliskinin oldugu verilerde
OLS tahmin edicisi kullamldiginda biiyiikk 8rneklem varyanslar: ortaya ¢ikar. Bunun
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2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

P E(Ak) AW B B
E(A(k)) =B E(f(k) =B
Var( A(k)) kiigiik Var(f) buyak

Sekil 2.5.1

Sekil (2.5.1) de, yanh tahmin edicinin varyansi, yansiz tahmin edicinin
varyansmndan kigliktiir. Yanh tahmin edici kullamldiginda B {izerindeki giiven
araliklar1 daha dardir. Yanh tahmin edicinin varyansmin daha kii¢iikk olmasi, ayrica
B(k) m; B nm, B dan daha iyi bir tahmin edicisi oldugunu gbsterir.

Hoerl ; OLS tahminlerindeki biiyiime ve genel kararsizlik durumlarmda

Ak)=[XX+H]'X'Y k20 (2.5.2)

=WX'Y (2.5.3)
tahmin edicisinin kullamlabilecegini belirtmigtir.

(2.5.2) ye dayah olarak yapilan tahmin ve analize “ridge regresyon” adi
verilmigtir. Bir ridge tahmini ile bilinen bir tahmin arasindaki iligki

A 11 A
BE)=1, +xxxy'[' 4 2.5.4)
=Zp (2.5.5)

alternatif formu ile verilmigti. A(k) , W ve Z nin bam &zellikleri asagidaki
sekildedir.
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i) £,W) ve ¢,(Z) ; W ve Z nin 6zdegerleri olsun. O zaman 4, , X'X in

Ozdegerleri olmak {izere
s @)= Y3, +) 2.56)
£ @2)=" @2.5.7)
D=, +#) S
seklinde yazilir.

Bu sonuglars W ve Z nin (2.5.3) ve (2.5.5) deki tammlarindan ve W ~¢&l| =0
ve |Z~¢l| = 0 karakteristik denklemlerin ¢8ziilmesinden elde edilir.
i) Z=T-k(X'X+kI)" (2.5.8)
=1-kW

Bu bagmt: ise Z nin Z=(X'X+k)" X'X =WX'X alternatif formunda yazilip
(2.5.8) deki ifadenin soldan W ' ile garpilmasiyla elde edilir.

iii) k=0 igin A(k) ; B dan daha kisadir yani
(6w (30) < 45 259

dir. Tanimdan dolay: ﬁ(k):Z,é dr. Z nin tannrmmdan ve X'X iizerindeki
varsayimlardan dolay: Z p.d. simetrik bir matristir. BSylece

(B®)) (B(x) < 2. (2)83 (2.5.10)
bagmntis1 elde edilir 4, , X'X in en biiyik O6zdegeri olmak iizere
£ (2)= % + ) seklinde yazilr ve (2.5.9) daki esitsizlk olusturulur. (2.5.7) ve

(2.5.8) deki ifadelerden Z(0)=1I ve k — o iken Z — 0 oldugunu sdyleyebiliriz.
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B(k) tahmini igin rezidii kareler toplam

#+(®)= (v XA (v-x5() @5.11)
seklindedir ve bu ifade

#*(0)= Y'Y - (36)) XY - H{p(®) (6®) @5.12)
formunda yazilabilir,

Bu ifade gosterir ki ; ,ﬁ(k)mn uzunlugunun karesine dayah bir degisiklik
yapildigmda ﬁ(k) nin tiim kareler toplam ¢*(k) ; ﬁ(k) nin regresyon kareler
toplamindan kiigiik olur.

Ridge izi

a ) Ridge izinin tanimi :

Ridge izi ; ﬁ(k) nin elemanlarmin k degerlerine karst olusturulan
izdiigimdiir. k genellikle 0-1 arahfinda segilir

Eger ¢oklu igiligkililik fazla ise; regresyon katsayilarmmdaki kararsizhk ridge
izinden kolayhkla goriilebilir. k arttiinda ridge tahminlerinden bazilar1 bilyiik
oranlarda degigir. Baz1 k degerlerinde ,é(k) ridge tahminleri kararh olur. Objektif

olan ; A(k)ridge tahminlerinin kararl oldugu kiigiik k degerlerini segmektir.

B,(k) ve B,(k) bagimsiz degiskenleri igin olusturulan izdiisim asagidaki

gibi olsun
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sonucu olarak parametreler iizerindeki giliven araliklar: genig olur; anlamh regresyon
katsayilari modelden gikarilir ve nokta tahmin kétii olur.

Bu problemin ¢8zlimiinde genellikle iki tahmin prosediiri kullanilir.
Bunlardan biri daha 6nce verdigimiz RLS metodu ve digeri de ridge regresyon (RR)
metodudur. RLS metodu daha kii¢iik varyansh tahmin edici bulunmasini saglar. RR
metodu ise daha kiiciik MSE ye sahip tahmin edici bulunmasin saglar.

LS metodundaki problem OLS tahmin edicisi 2 nm; S nm yansiz tahmin
edicisi olmasim gerektirmesidir. OLS tahmin edicisi yansiz tahmin ediciler arasinda
minimum varyansa sahip olanidir. Ancak bazen bu varyans kiigiik olmayabilir.

Bu problemi ¢bzmek i¢in S mnin tahmin edicisinin yansiz olmas:
gerekliliginden vazgegelim. B nin yansiz olan OLS tahmin edicisi # dan daha
kii¢tik varyansa sahip ﬁ(k) gibi bir yanh tahmin edici bulabilecegimizi varsayalim.
B(k) tahmin edicisinin mse o,

MSE(B())= E(B®)- )
= nlpar(p0)) + [E(p®)- £ @50
= rar(p®)}+[Bras(p®)f

seklinde tamimlanir.

mse , #(k) nn B dan olan uzakhgnmn karesinin beklenen degeridir. 4(k)da
kiigtik bir miktar yanhliga miisaade ederek A(k) m varyans: daha kiitik yapilabilir ;
dyleki B(k) nnmse si, yansiz tahmin edici # MSE’sinden kiigtiktiir.
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Sekil 2.5.2

Bu sekilde (k) ve B, (k) zit yonde hareket etmektedirler. Bunun anlam: bu

iki degisken arasinda negatif korelasyon vardir ve korelasyon katsayis1 biiyliktiir.
Dolayistyla ridge izindeki kararsizlik; ¢oklu i¢ iligkinin neden oldugu korelasyondan
kaynaklanmaktadir. Ridge ¢Oziimlerinin ; ridge izinin kararsiz oldugu bdlgelerde
coklu i¢ iligkiden etkilendigi agiktir.

Hoerl ve Kennard ; yanhlik parametresi k nin uygun bir degerinin, ridge
izinin incelenmesiyle elde edilebilecegini belirtmiglerdir.

b) Ridge izinin Karakterizasyonu :

B, S vektoriiniin herhangi bir tahmini olsun. O zaman rezidii kareler toplam

¢=(Y-XB) (Y- XB)
- (v-x4) (v-x)+ (B- 4] xx(6- $) @5.13)
= Gouin + ¢(B)
seklinde yazilabilir.

¢ sabitinin olusturdugu sekil; # merkezli hiperelipsoidlerin (yani f nmn
OLS tahmininin) yiizeyidir.
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¢ nin degeri ; ¢, ifadesine (B— ,5) daki karesel formun degerinin eklenmesiyle
elde edilir.

@, >0 belirli bir artig olmak {izere B, m ¢=¢,. +¢, bagmtisim saflayan

degerleri vardir. Bununla beraber X'X in kiigik bir &zdegeri varsa # nin S ya olan

uzakhp: artacaktw. Ayrica X'X in igiligkililigi arttkca, § mnmn uzunlufu
biiyiliyecektir. Ote yandan ig iligkililik arttika; rezidii kareler toplaminda belirgin bir
artis olmadan, ﬁ dan hareket edilebilir

Kareler toplaminin minimum yapilmas: diislincesinden hareket edilirse, amag
regresyon vektoriiniin uzunlugunun kiigiiltiilmesi yoniinde olmalidur.

Ridge izi belirli bir ¢ degeri igin segilen B minimum olacak gekilde kareler
toplamu ylizeyine dogru izlenecek yol olarak tanimlanabilir.

Bu ise gu gekilde yazilabilir : B'B yi
(B-4) x'x(B-3)=4, 25.14)

kisitlamasina gére minimize edelim. Bir Lagrange problemi olarak ; (—;—) Lagrange

carpam olmak iizere
F=BB +(%)[(B-p?)'xx(3- [e)—¢0] 2.5.15)
esitliinin minimize edilmesi gerekir, Bu durumda
—g%=2B+}lc~[2(X'X)B~2(X'X)ﬁ]=O (2.5.16)

olur. Bu ifade, k (2.5.14) deki kisitlamay: saglamak lizere
B= (k) =(X'X+k)"'X'Y (2.5.17)

bagintisina indirgenir. Pratikte k>0 secgilmesi ve bdylece ¢, in hesaplanmast daha 5

kolaydir. A(k) terimleri cinsinden rezidi kareler toplam, g

ASY
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2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

#* (&)= (¥ - XA(0)) (¥ -XA)

=0+ K2B(E) (XX)" A(E) 25.18)
seklinde bulunur.
Bu yolun tamamen esdegeri olan durum su sekildedir :

Eger R? de regresyon vektdrii B nin uzunlugu belirli ise o zaman B(k) ; B

nin minimum kareler toplamimm veren degeridir. Yani A(k) ; B nin
F =(Y-XxB) (Y -XB)+(—11;)(B'B— R?) (2.5.19)

fonksiyonunu minimize eden degerdir.
¢) Ridge izinin Likelihood Karakterizasyonu

Hata vektoriiniin O ortalamali ve o/ varyansh normal dagilima sahip oldugu
varsaymm kullanildifinda likelihood fonksiyonu

(2rc? ) exp[— (yzazlY—Xﬂ)' (Y-x,a)] (2.5.20)

olur. Bu fonksiyonun esasi; kuvvetteki

(¥-x8) (Y-Xp)=(v—-xB) (v =x3)+ (8- B) xx(-3) @521)
seklinde yazilabilen karesel formdur.

(2.5.13) ve (2.5.21) deki ifadeler gosterir ki ; rezidii kareler toplamindaki
artis, likelihood fonksiyonunun degerindeki bir azalmaya denktir.
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Esit likelihood’un olusturdufu sekil ; ﬁ merkezli hiperelipsoidin yiizeyi
tizerindedir. Bu sebeple ridge izi, likelihood uzayma dogru olan (izlenen) yoldur.

Bu durumda neden bu 6zel durumun 8nemli oldugu (incelendigi) sorusu akla
gelebilir. Kareler toplamu i¢in gegerli olan sebep bunun igin de gegerlidir.

Her ne kadar uzun vektorler, kisa vektorler ile aym likelihood degerlerini
verse de her zaman aym fiziksel anlamda degildirler.

Belirtilen kisitlama ,ﬁ nim olas1 degerleri tizerindedir ve genel lineer modelin
formulasyonunda kesin (belirli ) degildir.
Ridge Regresyonun Mse Ozellikleri

a) Ridge Tahmin Edicisinin Varyansi ve Yanhhgi :

A(k) 1 ; mse agisndan incelemek igin dncelikle E[L2(k)] igin bir ifade elde
etmemiz gerekir.

£z e)]- £ (6)- ) (66)-5) @s2
=E[(B—ﬁ)'2'z(,é~ﬂ)]+(2ﬁ—ﬂ)' 2~ 5) 2.5.23)

=or(X'X) 22+ g'Z-1) Z-1)B 2.5.24)

= o (XX 4 KI) + k(XX +K) 2 [+ k2B (XX + ) B (2.5.25)

2 ﬂ'i 2 o ~2

= f:—-——- k2B (XX +kl 5.
o’ (/1,.+k)2+ BXX+k)?B (2.5.26)
=7,(k)+7, () (2.5.27)

elde edilir.
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7,(k); Zg nn B ya olan uzakhgmmn karesidir. Z=1I oldugunda k= 0
oldugundan bu uzakhk sifir olacaktr. Bu sebepten y,(k) ; A yerine A(k)
kullanildi@1 durumdaki yanliligm karesi olarak diigiiniilebilir.

7,(k) ise, parametre tahminlerinin varyansiari toplamudir. Y rasgele
degiskeni terimleri cinsinden
Bk)=2p=Z(X’X)"' XY (2.5.28)
olur. O zaman
Var(Blk))= Z(X'X)" X Var(Y)X(X'X) " Z'
=g Z(X'X)"' 2’ (2.5.29)

=0 (XX + kI X' X(X'X + k)™

olur. Tim ﬁ(ki) lerin varyanslari toplamn (2.5.29) daki matrisin k&segen
elemanlarmm toplamdir.

A

Sekil 2.5.3
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Sekil (2.5.3) ; varyanslar, yanliligm karesi ve k parametresi arasindaki ligkiyi
gosterdr. k arttikga toplam varyans azalir. Ayrica k arttikga yanlihgn karesi de artar.
Noktal grafik ise 7, (k) ve 7, (k) nm toplamm yani E[L? (k)] y1 gosterir. Grafikten ;
Bk)nn mse si , bilinen ¢dziim # nm mse sinden daha kiigiik olacak sekilde k
degerlerinin bulunma olasihfmmn oldugunu sSyleyebiliriz. Bu olasihk 7, (k) ve
7, (k) nm matematiksel 6zellikleri yardimiyla da sdylenebilir.

7,(k) monoton artarken, y,(k) bir monoton azalan fonksiyondur. Bununla

beraber en dnemli 6zellik ise; her bir fonksiyonun orijin komsulugundaki tlirevinin
degeridir. Bu tiirevler

. (dy 9.2
%,;,( , dk)._ 20 Z(%ﬁ) (2.5.30)

,Lim("” 2 dk):o 2.5.31)

i
Béylelikle ortogonal bir X'X i¢in k — 0* iken y,(k) nm tiirevi negatiftir ve
~2po? ye yaklagir. Ayrica X'X de igiligki oldugunda ve A, — 0 iken tiirev —o0 a
yaklagir.
Ote yandan kL_{gq(dy %k)=0 ifadesi gosterir ki 7,(k) orijinde sifirdir. Bu
ozelliklerden su sonucu varilabilir :

k > 0 olarak almir ve kiigiik bir yanhhfa miisaade edilirse varyans
azaltilabilir; dolayistyla da tahminin mse si diizeltilebilir.

b) MS Fonksiyonu ile figili Teoremler :

Teorem 2.5.1 : ,(k) toplam varyans: ; k nm bir siirekli ve monoton azalan
fonksiyonudur.
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Sonu¢ 2.5.1 : y,(k) toplam varyansmm k ya gore birinci tirevi y{(k) ;
k—>0" ve 1, =0 iken —o a yaklagr.

Teorem 2.5.2 : Yanhlign karesi y, (k) ; k mn bir stirekli ve monoton artan
fonksiyonudur.

ispat : (2.5.26) dan y,(k)=k*A'(X'X+k)? B dir. Eger A ; X'X in
6zdegerlerinin matrisi ve P ise X'X = P'AP olacak gekildeki bir ortogonal doniiglim

ise o zaman

a=PB (2.5.32)
olmak tizere
2 axz
r.(E)=k X e (2.5.33)
= i

dir. Tom i ler igin A, >0 ve k20 oldugundan her bir 4, +%& elemam pozitiftir, ve
toplamda tekillik yoktur. Yani toplam sifirdan biiyiiktiir.

7,(0)=0 oldugu aciktr. Bu durumda k>0 icin »,(k) shrekli bir
fonksiyondur. k > 0 i¢in (2.5.32) esitligi

2
i

rz(k)=§(é7

seklinde yazilabilir.

(2.5.34)

Ttm i ler igin 4, >0 oldugundan; artan k degerleri igin -Z};-’— mn monoton

azalan fonksiyon oldufu aciktir ve 7,(k) mn herbir terimi monoton artandr.
Dolaystyla 7, (k) monoton artandir.
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Sonug 2.5.2 : Yanhihgmn karesi y, (k) bir tst limit olarak 8’8 ya yaklagr.
. p 2
ispat : (2.5.34) den Limy, &)=Y a! =a'a=pppp=pB

Sonug 2.5.3 : k — 0" iken (k) tiirevi sifira yaklagir.
Ispat : (2.5.33) den

d72(k)=2k A‘zaiz

(2.5.35)
dk o (4, +k)

esitligi yazilabilir.
Her terimdeki X% / 4y St i onksiyondur. & > 0* iken her bir

terimin limiti sifirdir.

Teorem 2.53 : E [Lf &)< E[Lf (0)]] =o’ i (%) olacak gekilde her zaman

i=1

bir k> 0 bulunur.

Ispat : (2.5.26) , (2.5.33) ve (2.5.35) esitliklerinden

dE|L ()] _ dy, (k) dy, (k)
dk dk dk

ﬂ,.a?
=20 Bkt e S 2.5.3
é(ﬂ. +k)3 (4, +k) (25.36)

71(0)-0221’:( ) ve 7,(0)=0

i=1
oldugu goriilir.

34
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Teorem (2.5.1.) ve Teorem (2.5.2) den ; 7,(k) ve y,(k) nmn kargitikh olarak

monoton azaldii veya kargilikli olarak monoton arttigim gérmiistiik. Bunlarin birinci
tlirevleri her zaman sifirdan bitytik veya esit ya da sifirdan kiiciik veya esittir. Bu yiizden

2
teoremin ispat1 igin ﬂ‘%—(flho olacak sekilde her zaman bir k > 0 oldufunun

gosterilmesi yeterli olacaktir. Bunun i¢in gerekli kogulu ise (2.5.36) dan

2
k<Z (2.5.37)
(74

max

seklinde elde ederiz.

¢) MSE Fonksiyonu Uzerinde Yorumlar

E[2(k)|=y,(k)+7,(k) mn bzellikleri bu ifadenin bir minimumu olacagm
gosterir. Ayrica k —» oo iken 7,(k) , '8 limit degerine yaklastigindan B8 nin degeri
bilylirken minimum, k=0 degerini aldifinda elde edilir.

BB bilinmeyen regresyon vektdriiniin uzunlugunun karesi oldugundan k=0
icin bir deger segilmesi ve dolayisiyla '8 ya bir iist smir belirlemeden daha kiicitk mse
yi elde etmek imkansizmig gibi goriinebilir,

Ote yandan pratikte 8 nm sonsuz olamayacag: agiktir ve 3(k); # ya B mn
oldugundan daha yakin olacak sekilde bir k degeri veya k degerleri bulunabilir. Bir
baska deyisle matemakitsel sinirsizlik ile pratikteki smirsizlik farkli seylerdir.
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Ridge Regresyonunun Bir Genel Formu

X'X bir kisegen matris olacak sekilde genel lineer regresyon problemi her
zaman (1.2.3) deki kanonik forma indirgenebilir. Ozel olarak A =(5,,4,) X'X in
Ozdegerlerinin matrisi olmak tizere X'X = TAT' olacak sekilde bir ortogonal doniisiimii
vardr,

X=ZT (2.5.38)
ve

a=Tf ,2Z'Z=Ave a'a=p8 (2.5.39)
olmak iizere

Y=Za+¢ (2.5.40)

olsun. O zaman K =(6yk,.) k; 2 0 olmak tizere genel ridge tahmin prosediirii

a*=(Z'Z+K)"(2'Y) (2.5.41)

esitliginden tammlamir. Genel formda her kononik form ig¢in %, degerleri Z ile
tanimlanmgtir.

(L, *F =(@*—a) (G*-a) 2.5.42)

2
o

2

i

seklinde tammlanarak k, leri i¢in optimal degerleri &, = oldugu goriilebilir. Ridge

A2

izinin grafiksel esdegeri yoktur. Fakat &, =% almarak bir iteratif prosedfir

kullamlabilir.

Ridge regresyon tahmin edicisinin bir bagka tanmm ise agagidaki gibidir.
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(1.2.1) deki lineer regresyon modelini ele alahm. 4, <4, <....<£4, ; XX in
Ozdegerleri ve V'V =VV'=1 olmak iizere VX'XV=A=diag(/1,,}uz, ...... ,/ll,) olsun,
Tanmmdan dolay1 V nin i-nci situnu , XX in A, Ozdegerine karsiik gelen
normallestirilmis 6zvektSriidiir.

Hoerl ve Kennard’m ORR tahmin edicisi; D, pxp tipinde negatif olmayan
elemanlardan olugan bir kdgegen matris olmak fizere

BE)= (XX+XDV')'X'Y (2.5.43)

seklinde tanimlanir. Ayrica D nin enaz bir tane pozitif elemant oldugunu kabul ediyoruz.
Aksi halde (k) , OLS tahmin edicisine egit olur. Bu tahmin edici ise yanhdur.

Bu tahmin edicinin ortalamasi

X'X+vDV')Y'X'Xp (2.5.44)
ve varyans-kovaryans matrisi

*(XX+VDV') ' XX(X'X+VDV')" (2.5.45)
seklindedir.

2.6. Kisitlanmis Ridge Regresyon ( RRR ) Tahmin Edicisi

RLS ve ORR tahmin edicilerinin elde edilmesinde kullamlan iki yaklagimm
birlestirilmesiyle yeni bir tahmin edici olan kisitlanmmg ridge regresyon (RRR) tahmin
edicisi elde edilir. Bu yaklagimin kullanilmasindaki asil neden sudur : parametreler
lizerindeki kisitlamalar dogru oldugunda, orijinal parametrelerin yeniden dilzenlenmis
(reparametrize edilmis) halleri elde edilir, Yeniden diizenlenmis (reparametrize edilmis)
modelde hala ¢oklu i¢ iligkililik problemi varsa RLS tahmin edicisinin ORR tahmin
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edicisi dogrultusunda diizenlenmesi gerekir. Bir bagka deyigle ORR diiglincesinin, RLS
tahmin edicisine uygulanmasiyla yeni bir tahmin edici olan RRR tahmin edicisi
ohusturulur.

(1.2.1,) deki lineer regresyon modelini ele alahm. ki veya daha fazla degiskenin;
modelde goklu i¢ iliskililik problemi yaratacak sekilde iliskili oldugunu kabul edelim.

Bus 3 B nn (2.2.8) deki RLS tahmin edicisi ve S =X'X ve W =(I, +kS™ )" olmak
lizere # nm RRR tahmin edicisi
Bee&)=Wpos , k20 (2.6.1)

seklinde tammlanir. (2.6.1) deki RRR tahmin edicisi; belirli bir ¢ degeri i¢in A8 nm

(8- Brus) XX(B s )= 0 2.62)
ye gore minimize edilmesi ve ﬁ yerine ﬁ s Yazilmasiyla RR tahmin edicisinde oldugu
gibi elde edilir.

Rp =r kisitlamas kullanilarak ; 6 =r—Rf olmak fizere

E(f o ()= WP+ WS R{RSR') " 5 2.6.3)
oldugu belirlenebilir.

Boylece 0 ; gx1 tipindeki sifir vektOrii olmak tizere ; k=0 ve & =0 olmadik¢a f
nin RRR tahmin edicisi her zaman bir yanh tahmin edicidir.

S(k)=XX+kl, (2.6.4)
ve

~1 p1, -1 peY?
n=8"R(RS"R)"s (2.6.5)

ve
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A=S"R(RS"'R)"RS™ (2.6.6)
olmak tizere RRR tahmin edicisinin yanhlig:

Bias(B e )= Wi -5~ (k)8 2.6.7)
varyans- kovaryans matrisi

Var(B e )= o WS W)~ WAW") (2.6.8)
ve mse si
MSE(B g )= o tr WS W) trWAW )4 2k WS (R)B +1'W Wy + k> B (k)8

(2.6.9)

seklindedir.

2.7. Genellestirilmis Ridge Regresyon (GRR) Tahmin Edicisi

Hoerl ve Kennard (1970a) ridge regresyon prosediiriiniin, her bir bagimsiz
degisken igin ayr1 ayr1 yanhhk parametresi kullanimimi saglayan bir genislemesini
kullanmuglardir. Genellestirilmis ridge regresyon (GRR) ; verinin, ortogonal degisken
uzayma doniigiimii ile ilgilenir.

Lineer regresyon modelinin (1.2.3) deki kanonik formunu ele alahm.

a nin OLS tahmin edicisi
Gos =(2Z)'2'Y (2.7.1)

=A"'Z'Y
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seklindedir. « nin GRR tahmin edicisi;

B =(A+K)'Z'Y (2.7.2)
=(A+K)" Adys (2.7.3)
=[1-(A+K) 'K s 2.7.4)

olarak bulunur. Burada i = 1,2,......,p i¢in £k, degerleri yanhhik parametreleri olmak tizere

a =T'g oldugundan B nin GRR tahmin edicisi
BGRR =T'Gge (2.7.5)

=[(xX)+ TKT'['X'Y (2.7.6)

dir. &g, nin yanhhg: ise
Bias(@ e )= (A +K) 'Ka (.77

seklindedir. (2.7.4) deni=1,2.......p i¢in « tahmin edicisinin i-nci bileseni @, nin mse st

212 2
mse(a,- ) = M (2.7.8)

(4, +k)

seklinde bulunur.
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2.8. Hemen Hemen Yansiz Regresyon Tahmin Edicileri

OLS tahmin edicisi; basit lineer regresyon modelinde en iyi yansiz tahmin edici
olmasma ragmen, veride ¢oklu igiligkililik oldugunda istenmeyen sonuglar ortaya
¢ikarabilir. Coklu i¢ iligkililik problemini ¢dzmek i¢in kullanilan ySntemlerden bazilari
ridge regresyon tahmin edicisi ve Stein tipi tahmin edicinin kullaniimasidir.

Yansiz Tahmin Ediciler Ailesi

Y=XfB+¢e (2.8.1)
modelini ele alalim.
E(g)=0 , E(gs")=0"1 (2.8.2)

olsun. # nmn OLS tahmin edicisi
b=XX)"'X'Y (2.8.3)
seklindedir ve b en iyi lineer yansiz tahmin edicidir.

Vinod ve Ullah (1981) yanh tahmin edicilerin genel bir smnifin1 ; D pxp tipinde
bilinen bir matris ; ¢ bir pozitif sabit ve B verilen bir p.d. matris ve

a= 7)-%’7 ve s =(Y ~Xb) (Y -Xb) 2.8.4)
olmak tizere

B=(I+aD)"b (2.8.5)
seklinde tanimlamagtir.
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D nin ve B nin farkh degerlerinin alinmasiyla birgok bilinen tahmin edici (2.8.4)
ve (2.8.5) den elde edilebilir. D=I igin B Stein tipi tahmin edici olur.

D=I ve B=X'X olarak almirsa ; § Ullah ve Ullah (1978) in bir ¢ift k-smufi
tahmin edicisi olur. Eger D=(X'X)" almirsa B =(X'X+al)"X'Y , Ullah ve ark.
(1981) in islemsel ORR tahmin edicisi ailesi olur. ,5 tahmin edicisi yanhdar.

n=T-p (2.8.6)
olmak {izere

E(ﬁ-ﬂ)= -("”"%B ﬁ)Dﬁ 8.7
seklinde verilmigtir.

Simdi yansiz # tahmin edicilerin ailesini

B =ﬁ+(°‘”"%,5 ﬂ)Dﬂ 2.8.8)
olarak olugturalm.

(2.8.7) nin kullamlmastyla

Ep)=p (2.8.9)
oldugu gorillit.

& nm tahmin edicisi olan § nm skaler mse si Wallace (1972) tarafindan
i -5)5-08) = E§-6) (5-0) (2.8.10)

seklinde tanimlanmugtir.
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Teorem 2.8.1 : Skaler mse kriterine gbre tim £ ve o’ degerleri iin
MSE(B)-MSE(B) < 0 dir. Vinod ve Ullsh (1981), belirli kogullar altinda
MSE{B)< MSE(b) oldugunu gostermislerdir. Boylelikle aym kogullar altnda
MSE(F)< MSE(@) olur.

fspat : (2.8.8) in kullamimastyla

Mse(f)=v(3)
- E{(ﬁ- pﬁ(?’;;)pﬁ]x[(ﬁ— ﬂ)+(‘;1;;JDﬂ] @38.11)

yazilabilir. (2.8.7) nin kullamlmasiyla (2.8.11) ifadesi

MSE(E)=MS’E(,5)—(?;;)2D,B,B'D' 2.8.12)

olarak yazilabilir.

(2.8.12) deki esitligin her iki tarafinin trace’nin alinmasiyla istenen sonug elde
edilir.

Hatirlatmalar

(2.8.4) deki egitlikle D=I almdigmda f§ bir Stein tipi tahmin edici olur.
Teoremden skaler mse kriterine gore Stein tipi tahmin ediciden daha iyi olan, yanlihg:
diizeltilmis bir Stein tipi tahmin edici elde edilir. Ullah ve ark .(1981), belirli kogullar
altinda islemsel ORR tahmin edicisinin OLS tahmin edicisinden daha iyi oldugunu
gostermistir. Yukaridaki teorem; islemsel ORR tahmin edicisinden daha iyi bir yanhhg
diizeltilmis iglemsel ORR tahmin edicisi elde edilebilecegini gdsterir.
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2.9. Hemen Hemen Yansiz Ridge (AURR) Regresyon Tahmin Edicisi

Coklu regresyon modelinde, bagimsiz degiskenler arasinda igiliski oldugunda
parametrelerin bilinen en kiigitk kareler, tabmin edicilerinin hesaplanmasi problemi
ortaya ¢ikar. Kullamlan yansiz tahmin edicilerin varyansi g¢ok biiyiik olur. Bu
durumlarda varyans kiigiik fakat yanh tahmin ediciler kullamlir. Bunlardan bir Hoerl ve
Kennard in ridge tahmin edicisidir. Fakat bazi1 durumlarda yanhlik ¢ok fazla olur.

Ridge tahmin edicisinin yanhligmm biiyik oldugu durumlarda Jack-Knife
prosediirii kullanilarak yanhlik azaltilabilir. Sonugta elde edilecek tahmin edici ridge
tahmin edicisi ile benzer formdadir. Dolayisiyla ayn: asimptotik dzelliklere sahip olur.
Ayrica Jack-Knife prodsediirii; regresyon parametrelerinin giiven araliklarinin
bulunmasi i¢in kolay bir metod ortaya koyar. Yalmz dikkat edilmesi gereken husus,
Jack-Knife prosediirii, yansiz tahmin edicinin uygun olmadigi ve yerine yanh tahmin
edicinin kullamlabildigi durumlarda uygulanar.

Coklu igiliskinin oldugu durumlarda en kiigiik kareler tahmin edicisi (aym
zamanda BLUE) kullanilabilir. Fakat i¢ iligki probleminden dolay: hesaplamalarda
uygun degildir. Ridge tahmin edicisi hesaplamalarda biiyiik avantaj saglar.

Ridge tahmin edicisinde Jack-Knife prosediiriini uygulamak ig¢in Once
genellestirilmis ridge tahmin edicisini ele alalm. Daha sonra prosediirii uygulayp yeni
tahmin ediciyi elde edelim.

Ridge Tahmin Edicisine Jack-Knife Prosediiriiniin Uygulanmas:

Y, nx1 tipinde gbzlemlerden olusan bagimh degisken vektdrii; X nxp tipinde

Lim—)—(-z sonlu olan stokhostik olmayan regressorler matrisi; # px1 tipinde bilinmeyen
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regresyon katsayilar1 vektorii ve ¢ nx1 tipinde bilinen varsayimlara sahip, yani
( E(g)=0) sifir ortalamalt ve ( E(ge')= 1) o*Ivaryans-kovaryans matrisine sahip
olan hata vekt6rii olmak {izere

Y=Xp+¢ (1.2.1)
seklindeki lineer regresyon modelini ele alalim.

Stitunlars, X'X in normallestirilmis &zvektSrleri olan pxp tipindeki bir T
matrisini alahm. O zaman, (1.2.1) lineer regresyon modelini Z = XT ve a =T'f olmak
iizere

Y=Za+e 2.9.1)

seklinde  yazabiliriz 4, XX in i-nci Ozdeferi olmak  {zere

ve A =A+K olmak tizere

Gom =(A+K)'ZV =47'ZY (29.2)
seklinde yazabiliriz.

a=Tf ve TT'=1 oldugundan S nm genellestirilmis ridge tahmin edicisi;
Z'Z=XX+K, ve K, =TKT' olmak iizere,

B =Gége =(Z'Z)' XY (2.9.3)
seklindedir. Bundan bagka @ nm OLS tahmin edicisi,

g=A"ZY (2.9.4)
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olarak verildiginden, ¢ nmn genellestirilmis ridge tahmin edicisini
Qo =A'Ag=(I-A"K)g 2.9.5)

seklinde yazabiliriz.

(xx)" ve dolaywsiyla (Z'Z)" in ;lz— inci dereceden olmas: durumunda
Bias (dggz)=~4"'Kax (2.9.6)
nin derecesi % dir. Ayrica
Bias (§)=T Bias G = ~TA Ka=-T4KT'B=-T|-(4+ K KT8] 2.9.7)

de L inci derecedendir.

n
Theobald (1974) ; b , f nm OLS tahmin edicisi olmak tizere K= kI ve
207 . ... " ..
0<k< @— oldugunda MSE (b) —MS’E(,B) nmn pozitif tamimh oldufunu gostermigtir.

Bu sebepten ridge tahmin edicisi tercih edilir. Fakat ridge tahmin edicisi yanhdir ve
yanhhk yiiksek oldugu zaman nokta tahminler giivenilir olmazlar.

Y_, , i-nci koordinat: silinmis Y vektorli ve Z_,, i-nci siitunu silinmi§ Z matrisini

gbstersin. Ayrica a_, ise (2.9.2) dekiZ ve Y nin Z_, ve Y, ile yer degistirilmesi ile elde
edilmis olsun,

Boylece
@ome)., =22, +K)'Z Y, 2.9.8)

Z,, Z nin i-nci siitun vektorii ve Y, ise Y nin i-nci koordinat: olsun. O zaman

@), =@Z-22Z;+K)'(2Y-2Y) (2.9.9)
i

46



2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

yazabiliriz. Bu ifadeyi U, = ¥, — Z,G e ve W, = Z,(Z'Z)" Z, olmak tizere

A7'ZU,

o)., = om ~~ =5 (2.9.10)
seklinde basite indirgeyebiliriz.

Simdi Miller (1974) u takip edelim ve

P, = n@ g —(n—W@om )., (2.9.11)
degerlerini tanimlayalim. Bu degerlerden Jack-Knife tahmin edicisi

P=lSp o g +ntany AU (2.9.12)

" S

seklinde elde edilir.

U, uzakliklarinda denge eksikligi neticesinde regresyon modelleri dengesiz

oldugunda (2.9.11) deki degerler gozlemlere gore simetrik olarak tanimlanir. Bundan
baska [z — (@gre )., Jnin varyansi, W, nin bir artan fonksiyonu oldugundan

0O, = G +1(1-W, )[éGRR —@ore )—i] (2.9.13)
degerleri tamimlanir.
Bu durumda uygun Jack-Knife uygulanmig tahmin edici

. - 1 . }
& jumm = Q=;Z O, = o+ 4D ZU, (2.9.14)

olarak verilir. Bu ifade

&y =1+ A" K)figue = |1 - (47K F [ (2.9.15)
seklinde de yazilabilir.
Bias (& s )= 47K @ (2.9.16)
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nin ——12— inci dereceden oldugu agiktir.
n

|...J, » i-ni bilesenin mutlak degeri olmak lizere |Bias(@ gz ), ve |Bias(@ sze), yi
kargilagtirdifimizda yanhliktaki azalmay: agikga gorebiliriz.

3 - Y 2.9,
|Bias(@ s ), ~ |Bias(@ sume), = G k)’l | (2.9.17)

pozitiftir.
Yanhiiktaki bu azalma Bias (), Bias (3) dan daha kiigiik dereceye sahip olsa
|Bias(B] ile |Bias(3] nin ber bir bileseninde olmayabilir. Fakat

A= Z iBias(ﬁli —lBias(ﬁli } pozitiftir, Clinkii,

a=pirfa k) -(a k) |rlp 2.9.18)

ifadesinde {TkA"K)z ~(ak}) ]1'} pozitiftir ve dolayisiyla A> 0 dur.
2.10. On Bilgiye Dayah Ridge Regresyon Tahmin Edicisi

Y = X+ ¢ lineer modelindeki X matrisinin siitunlar1 arasinda lineer bagint:
varsa yani goklu i¢ iligkililik varsa OLS tahmin edicisini yani en iyi lineer yansiz tahmin
ediciyi (BLUE) igeren yansiz tahmin ediciler glivenilir olmazlar, Bu durumda kullanilan
yanh tahmin ediciler arasinda en ¢ok kullanilan1 Hoerl ve Kemard (1970) in RR tahmin
edicisidir. Bu tahmin edicilerin ailesinde k=0 oldugunda BLUE elde edilir. Ayrica X

matrisi ve Y ne olursa olsun k artarken 3(k), 0 a yaklagir. Hoerl ve Kennard (1970a)
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i) A(k)nm; aym rezidii kareler toplamma sahip tahmin edicilerin denklik
siifindaki en kisa tahmin edici oldugunu

i) ﬁ(k) mn; aynt uzunluga sahip tahmin edicilerin denklik smifindaki minimum
rezidii kareler toplamina sahip oldugunu

iii) OLS tahmin edicisi ﬁ nin beklenen uzunlugunun, £ nin uzunlugundan fazla
oldugunu gostermislerdir.

Ancak tim bunlar k>0 igin A(k) mn B nm bir tahmin edicisi olarak
segilmesinde zorlayict sebep degildir. k>0 artarken ﬁ(k) nin izi, parametre uzayinda ﬁ
dan O a dogru bir efri olusturur. Bu egri tek sekilde elde edilir, dyle ki : rezidii kareler

toplami miimkiin oldugu kadar yavas artarken , B(k) dan 0 a olan uzakhk mimkiin
oldugu kadar azalir.

Hoerl ve Kennard, k artarken ilk olarak (k) ile B arasmdaki uzakhigm
beklenen degerinin azalmas: gerektigini gostermislerdir. Yani

E (8()- 8) (3()- 8) <E (8- 5) (8- B) @.10.1)
olacak sekilde, her zaman k nm pozitif degerlerinin olduBunu géstermislerdir.
Swindel ve Chapman (1973); Theobald (1974) daba genel olarak

E (L_’ﬁ(k)-—l_,' ﬂ)2 <E (L_’ B-L ,e)z VL%0 (2.10.2)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun; k min hi¢bir zaman bos olmayan
(0:40) 5 JXX) " —o™pp’};nnd ise

~2
min kok{(XX )" -0~

K =KX, f,0%)= (o, 2ﬁﬁ,]); aksi halde (2.10.3)
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agik aralipinda bulunmas: oldugunu gostermislerdir.

Boylece, A(k) mn, parametrelerin sifirdan farkli tim lineer kombinasyonlar:
i¢in, ,f? dan daha kiiciik mse ye sahip tahmin ediciler ortaya gikarmasi igin gerek ve
yeter kosul k nm K da olmasidir.

Boylece A nin BLUE olmayan tahmin edicileri igin A(k) ailesinin goz oniine
alinmasi i¢in zorlayic1 sebeplerdir.

Son olarak Hoerl ve Kennard; k nin bir optimum se¢imi; dolayisiyla ,é(k) nin bir
optimum segimi., modelin bilinmeyen parametrelerine dayansa bile bir seylerin
yapilabilecegini gostermiglerdir. Yani A nmn tahmin edicisi ﬁ(k), ridge izinin
incelenmesi ile secilebilir. Bir baska deyisle kiicik k degerleri igin ﬁ(k) nin p
koordinatinn grafigi ve (¥ - XA(k)) (¥ ~ XB(k)) seklindeki rezidti kareler toplamnmn
incelenmesi ile segilebilir.

Parametre uzaymda herhangi bir b* noktas: baslangi¢ noktas: olarak almsm. Bu
durumda

blk,b*)=(XX +kI)" (XY +kb*) (2.10.9)
seklindeki tahmin edici ailesi, b*=0 oldufunda Hoerl ve Kennard’mn ridge tahmin
edicisini; k=0 oldugunda ise BLUE yi igerir.

k stfirdan farkli olarak arttiginda, b(k,b*) nin izi, parametre uzaymnda f# dan b*
a bir egri olugturur. Bu e@ri tek sekilde belirlenir ; 8yle ki : rezidii kareler toplam
miimkiin oldugu kadar yavag artarken, b(k,b*) nin b* a olan uzakhig: miimkiin oldugu
kadar hizh azalir. b* a dogru egri olugturan b(k,b*) ve b* iizerindeki hipotezleri veya
6n bilgiyi miimkiin oldugu kadar iyi yansitacak sekilde segilebilir.
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O zaman, b* , f fizerindeki on bilgi ve b{k,5*) (k20) ise # mn b* 6n
bilgisine dayali tahmin edicileri ailesi olarak adlandirilabilir. b* nin bu sekilde elde
edilmesiyle, dzel bir k min segilmesi ve dolaysiyla b(k,b*) nm secilmesi, B ve
b(k,b*)=b* (k — ) arasmda bir baglant: olarak gdriilebilir.

ﬁ min b* a sezgisel olarak kiigiiltiilmesi; aslinda ,é nmn 0 a kiigiiltilmesinden
daha giiglidiir.

Y=X B +¢& modelindeki egim parametreleri igin parametre uzayr Q ,p boyutlu
6klid uzayidrr. Orjin sabit ; b* ve A bilinmeyen diZer sabit noktalardr.

blk,b*)=(XX + k)" (XY +kb*) k>0 (2.10.5)

seklinde tanimlanan b(k,b*) ;b* , ﬁ —b*ile asagidaki sekildeki gibi iligkili bir rasgele
degiskendir.

BLUE=j3 [+ k(xxy T (3-5%)

b(k,b%)

b*=bn bilgi

Sekil (2.10.1)
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Yani
blk,b*)=(X'X+ k)" (X'Y +kb*)
= (X'X+k)" XX (XX)" (XY +kb*) (2.10.6)
= (1+kXX) )" (B-b*+b*+k(X"X)"b*)
= (1+k&xX))" (B-b*)+b*
olur. B=b* oldugunda b(k,b*)=b* oldupu agiktir. B #b* oldugunda
i) 5(0,b*)= f# ((2.10.5) den)

if) b(k,5*) (£ — ) = Limb(k,b*)

-t il o)

=b*

olur. Tiim negatif olmayan k lar i¢in, tiim kokler sifira yaklaslrkén, k smirsiz olarak
artarken [I+&(XX)"|" p.d. bir matristir. Yani [I+k(XX)"[' ; k> iken sifir
matrisidir.

iii) b(k,b*) ile b* arasmdaki |b(k,5*)-b* oOklid uvzakhg: ; yani

[+ xexx) )" ~(p-5"]

iki simetrik p.d. matrisin toplaminin ve garpiminn yine p.d. bir matris oldugunun
kullanilmasiyla

, k artarken monoton azalhr.

0k ve0< A%
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= AKX'X)" >0

= T[T+ XX | Ak (XX)" =150

= (142X —[1+(e+a0)xx)' ' >0

= {r+ Xy '+ [r+ e+ Ay T

X{r+kxx)" T -1+ G+ a)xx)y T >0

= [r+ex) [ 1+ @+ a)x %)} > 0

= (B-5%) [+ k&) [ (3-5%)~(3—5%)[r+(e+ ARYxR) [ (3-5%) > 0
seklinde ispat yapilabili.

iv) b(k,5%) ; (3-5%) (3-5*) ifudesini (Y -XB)(¥-XB)=c olacak sekilde

minimize eder.

% Lagrange ¢arpam olmak {izere
o= (6-5+)(-0%)+1| (r-x8) (r-xp)-|

fonksiyonunu ele alalim. q),ﬁ’ nin bir konveks fonksiyonudur. ¢ nun ﬁ ya gbre
tiirevinin alnip 0 a esitlenmesiyle iddia saglanir.

v bkb%) ;5 (-XB)(Y-%XB) n (3-5%) (3-b%)=c olacak sckilde

minimize eder ve bunun saglanmas: ise
o= (v-x5)(r-x3) +k[(ﬁ~b*)'(,é..b*)_c]

nin yazilmastyla (iv) deki gibidir.
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Eger b(k,b*) ; B parametrelerinin tiim sifirdan farkh lineer kombinasyonlar:
i¢cin Gauss-Markov’'un BLUE Tahmin edicisinden daha kiigiik mse ye sahip bir tahmin
edici olusturuyorsa yani eger

E (g'b(k,b*)-.g' ﬂ)’ <E (I:' p-r ,3)2 VL%0 (2.10.7)

ise bk, b*) ; B mmn b* 6n bilgisine dayah iyi bir ridge tahmin edicisi olarak adlandirilir.

(2.10.7) nin gergeklesmesi igin gerek ve yeter kosul, k nin

((0.+0); [(x'x)~1 -(b*—,3)(b*-ﬂ)'a*2] n.n.d. ise

$ ?
K=K(b* X, 8,00 =0 v ; aksi halde]  (2.10.8)

L " min kak[(x'x)“1 —(b*—ﬁ)(b*—ﬁ)'o-z]

Y,

agik aralimda olmasidir.

Eger b* on bilgisi # ya yeterli derecede yakin ise o zaman (2.10.5) den dolay
BLUE ile 6n bilginin her kargilastiriimasma; mse agisindan bakildiginda 6n bilgi; BLUE
ya tercih edilebilir.

Ozel olarak (X'X)™ _b*-p)o*-p )/0_2 nin n.n.d. olmas: ve dolayisiyla her

b(k,b*) , k=0 m(2.10.7) e gdre iyi bir tahmin edici olmas: igin gerek ve yeter kosul.

®*-p) (¢*-p) < o minksk (X'X)™ (2.10.9)

dur.
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K (b*,X, ,B,az) arah$: ; 6n bilgi, X matrisi ve model parametreleri ne olursa
olsun bog degildir. Yani mse ye gore karsilagtirildiginda her zaman BLUE ya tercih
edilebilecek bir 6n bilgi vardir.

Swindel; olugturdugu tahmin edici ile ORR tahmin edicisini yani MSE(B(k)) ve
MSE(p(k,b*)) nm kargilagtirmasini yapmamugtir,

B(k) ve b(k,b*) nin mse matrislerinin kargilagtiriimasi zordur. Ciinkil iki tahmin
edici arasindaki farkin iki nedeni olabilir :

1) OLS nin kiigiiltulddgi nokta yani 0 veya b*

2) Ridge parametresi k tarafindan belirlenen kiigiiltme derecesi
1yi bir 6n bilgi su sekilde tammlanir.

Tamm 2.10.1 : k nin tiim pozitif degerleri i¢in aym k degeri kullanilarak (k)
ve b(k,b*) hesaplandiginda eger MSE(ﬁ(k))— MSE(b(k,b*)) p.s.d. ise , b* 6n bilgisi iyi
olarak adlandurilir.

Haftirlatma 2.10.1 : k>0 kisitlamasi yapilmugtir. Clinkii k=0 olursa o zaman tiim
b* igin B = B(k)=>b(k,b*) olur. Bu isc {i¢ tahmin edicinin aym riske sahip oldugunu
belirtir.

Asagidaki teorem ; b* nin iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu verir.

Teorem (2.10.1) : B= g8'—(8~b*)f~b*) olsun. b* &n bilgisine bagh olan

Ispat : S(k)= (X'X+K)"' olsun. Daha &nceki varsayimlari ve k nm
nonstokhastik oldugunu kabul edelim. B(k) ve b(k,*) nin mse matrisleri
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MSE(B(k)) = o2S(E)X"XS(k)+ k> S(k)BB'S(E) (2.10.10)

MSE(b(k, b*)) = o2 SE)IX"XS(k)+ k2 SEXB-b*NB~b*) S(k) (2.10.11)
seklindedir. A(k) ve b(k,b*) nmn hesaplanmasinda ayn: k degeri kullanihrsa

MSE{B(k))- MSE(p(k, b*))= kS(E)BS(k)k (2.10.12)
olur.

k > 0 iken S() pd. olur. Dolayisiyla MSE(B(k))- MSE(b(k,b*)) nm p.s.d
olmasi igin gerek ve yeter kosul B nin p.s.d olmasidir.

Teorem (2.10.1) e goére sezgisel olarak ; ,é(k) ve b(k,b*) aym k degeri igin
hesaplandifinda bu iki tahmin edicinin varyans—kovaryans matrislerinin aym oldugu
sdylenebilir. Bu sebepten (2.10.12) esitligi sadece iki tahmin edicinin yanhlik vektorleri
arasmdaki fark: yansttir. Dolayisiyla b* nin uygun olarak segilmesiyle b(k,b*) nin riski
A(k) nn riskinden daha kiigiik olur.

Hatirlatma 2.10.2 : Teorem (2.10.1) ; iyi 6n bilgi kiimesinin; B nin p.s.d. olmas:
kogulu tarafindan karakterize edildifini belirtic. b* = B e B (yani S’ p.sd. )
oldugundan bu kiimenin higbir zaman bog olmadig: agiktir.

Hatirlatma 2.10.3 : B(k) ve b(k,b*) tahmin edicileri aym k degeri icin
hesaplandiginda MSE(b(k,b*))——MSE(ﬁ(k)) nm p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter
kosulun B nin p.s.d. olmasi oldugunu belirten bir teoremin ispatlanmasi yeterlidir.

Hatirlatma 2.10.4 : Iyi 6n bilgi tanmy; tim pozitif k degerleri icin
MSE (ﬂ(k))-— MSE(p(k,5*)) mn p.s.d. olmas: kisitlamasini igerir. Ispattan, aym gerek ve
yeter kosulun iyi &n bilginin bir bagka tanim i¢in de gegerli oldugu agiktir. Bu tanm :

“k mmn Ozel deferlerinin segilmesi ile mse matrisleri farkh psd matrisler olur”
seklindedir.
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Tamm 2.10.2 : Bir ridge parametresi eger E(l_. ' ,é(k)-—L_ ' ,B)z veya
E(L_’ blk,b*)~L’ ﬂ)z ni 6zel bir L # 0 igin minimize ediyorsa bu parametre optimaldr.

Hatirlatma 2.10.5 : Bu tanim Lee ve Campbell (1985) in tammina benzerdir.
Ancak Lee ve Campbell (1985) in tammmnda minimize edilen fonksiyon

E(fi(k)—- ,B)' (ﬁ(k)-— ﬂ) dir. Lee ve Campbell ’in optimal ridge parametresi bu

fonksiyonun bir yerel minimumunu verir.

Teorem 2.10.2 : b* mn B psd olacak sekilde oldugunu kabul edelim. O zaman k,
ve k., k nn E(L' fk)-1'Bf ve E(L'b{k,b*)~L'BF yi minimize eden degerleri
olmak tizere E(L_' plk,)-L’ ,3)2 > E(L_'b(k,,b*)—l:' ﬂ)z olur.

Ispat : b* ; B p.s.d. olacak sekilde olsun. O zaman Teorem (2.10.1) den

5L Bko)-1 6 = Bl b(k0.%)-L ]
olur. £, m tammmdan

ElL' by, 5%)-L' B 2 E\L'b(k..6%)-L' B]
elde edilir. Dolayisiyla

Bl ple)-18f > Elwste.b)-1 5
olur.

Hatirlatma 2.10.6 : %, ve k., L nin fonksiyonlanidir ve tek degildirler. Bununla

beraber k, ve k. m tek olmamalari bir problem yaratmaz. Ornegin eger
E(L_' Bk)-L’ ,3)’ k nin birden fazla degeri igin minimize ediliyorsa bu k degerlerinden
herhangi biri k, olarak segilebilir.
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Hatirlatma (2.10.7) : B nin negatif yar1 tamimh (n.s.d.) olmas:
Elrslee)or)-18f > Bleslele)sr)-2 of
olmas: i¢in yeterli kosuldur.
Asafidaki Srnek ; B nin p.s.d. olmasmm ; 8zel bir L igin tahmin edicilerin
hesaplanmasinda aym k degeri kullamldiginda L'b(k,5*) nin mse sinin en fazla

L ﬁ(k) nin mse si kadar olmasi igin gerekli olmadigim gosterir.

d, =9 ve d, =1 olmak tizere X'X = diag(d,,d,) olsun. Ayrica L' =(20,10) ve
B’ =(4,0) olsun. 5*' =(3,1) seklindeki segimini ele alahm. b* mn bu gekildeki segimi B
nin tammsiz bir matris oldugunu belirtir.

Eger k =1 ise (2.10.12) esitlizi
E(L_' pl)-L' ﬁ)2 - E(I:'b(k,b*)—L_' ﬂ)“ = +55

olur. Dolayisiyla sadece 8zel bir L ile calisildifinda b* mn olasi segimlerini; B nin psd
olacak sekildeki segimlerine kistlamak gereksizdir.

Bir Rastgele Degisken Olarak On Bilgi

Uygulamalarda (1.2.1.) modelinde veri analizi ile kargilagildiginda; f iizerindeki
b* 6n bilgisinin belirli olarak ele almmas1 ve # nm b* a bagh tahmin edicilerinin
bulunmasi mantikhidir. Bu yiizden A nin b* 6n bilgisine dayali iyi bir b(k,b*) ridge
tahmin edicisine sahip olmas: igin gerek ve yeter kosulun genel hali en kullamighsidir.
b* m; p boyutlu bir rasgele degiskenin karsilasilan degeri B olarak alinmastyla formiiliin
genellestirilmesi zor degildir.
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b(k,B)= (XX + k) (X'Y +kB) k20 (2.10.13)

Y ye ve B 6n bilgisine dayal, B ni ridge tahmin edicileri ailesi ve L'b(k, B) ;
0<k ise; L #0 rasgele segilmis olmak lizere L’ B mn uygun tahmin edicileri ailesidir.

B nin sonlu bir E(B) beklenen degerine sahip oldugunu kabul edelim. L’b(k, B)
nin beklenen degeri

E{L'b(k, B))= L:[I+k(X'X)‘TI B +kL'(X'X +kl)" E(B) (2.10.14)

ve L'b(k, B) nin yanhlifn

Bias|\L'b(k, B))= k L'(X'X + kI ) '[E(B)- ] (2.10.15)
dir.

Boylece B, # nin bir yansz tahmin edicisi ise L'b(k,B) ; L' mn bir yansiz
tahmin edicisidir.

Bundan baska, B nin Y den bagimsiz oldugunu ve V(B) sonlu varyans-kovaryans
matrisine sahip oldugunu kabul edersek, L'b(k, B) nin varyans — kovaryans matrisi

VL' bk, B))= LXX+ ) [ XX+ AV B)XX+ ) L (2.10.16)
olur. L'b(k, B) nin mse si
MSE\L'b(k, B))= VL' (k. B))+ B*|L' b{k. B))
= VXX +H) " |o?XX + B MSE(B)[X'X + )" L (2.10.17)
olur. I:’ B nin BLUE sinin mse si ise,

MSE\L' )= o? (X'X)" L (2.10.18)
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olur. Eger

MSE(L' bk, B)< MSE{L' ) VL %0 (2.10.19)
ise b(k,B), p nin B 6n bilgisine dayal: iyi bir ridge tahmin edicisi olarak tanimlanir.
(2.10.19) igin gerek ve yeter kosul ; k nm,

(0,4) ; [(XX)™ - 52 MSE(B)| nnd ise

K = K(MSE(B), X,6? )= (o, —2 lJ ; aksi halde| (2.10.20)

min kok[(X'X)" — o2 MSE(B)|

arahginda olmasidir.
2.11. Kiiresel Olmayan Hatah Lineer Modellerde
Ridge Regresyon Tahmin Edicileri

Coklu lineer regresyon modelini ele alalm. Q= Q(O) nm elemanlari; q boyutlu
Oklid uzaymin agik bir alt kiimesinde bulunan q x 1 tipindeki bilinmeyen parametre
vektorii & nimn bir fonksiyonudur.

f nm GLS tahmin edicisi

A =(X'0xX)"' xX'QY (2.11.1)
ve k20 olmak iizere # nin ORR tahmin edicisi

p*(k)= (XX +&, ' X'QY 2.112)

seklinde tanimlanir.

60



2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

Trenkler (1984) f* ve B*(k) nmn mse matrislerini kargilagtirmus ve £*(k) nn
B* dan daha iyi olmas: ig¢in gerek ve yeter kosulun ﬁ'[% 1, +(X'ax)™ Jﬂ < g’

oldugunu gbstermigtir.

Eger @ bilinmiyorsa; € yerine onun tutarli tahmin edicisi 0 nm yazilmasiyla
(2.11.1) ifadesinden “kullamlabilir GLS tahmin edicisi”,

p=(xax)" xay 2.11.3)

seklinde bulunur. Burada Q = Q(é), Q da @ yerine 6 nn yazilmasiyla elde edilmigtir.

Rothenberg (1984), kovaryans parametre tahminler {izerindeki belirli regiilerlik
kosullar1 altinda, ,é nin bir lineer fonksiyonunun asimptotik dagilimmi elde etmistir.

(2.11.2) de @ yerine & ve k yerine

2
k=2 2.11.4)

peh
yazilarak ridge regresyon tahmin edicileri ailesi
2

-1
BT ] X'OY 2.11.5)

ﬁR =| X'OX + »
[ pep

seklinde elde edilir.

Burada a4>0 bir skaler ¢ pxp tipinde bir pd. bir matris ve

5 = (n-p)” (v -xB) Oy - x3) di.
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2.12. Shrunken Ls Tahmin Edicisi

Y = XS + ¢ lineer regresyon modelini ele alahm. g nin OLS tahmin edicisi

Bos =(XX)'X'Y (2.12.1)
dir.

@ ; 0 <a<1 geklinde bir sabit olmak {izere shrunken LS tahmin edicisi

Bos =aBos (2.122)

seklindedir. Yanh olan bu tahmin edicinin ortalamasi

ap (2.12.3)
ve varyans-kovaryans! matrisi

a’o*(X'X) (2.12.4)
seklindedir.

2.13. Bayes Tahmin Edicisi
B,
B E(B)=0 ve V(B)=F (2.13.1)

seklinde bilinen 6n ortalamaya ve bilinen varyansa sahip bir rasgele degisken olsun.

E( %) =0 ve V( %):&1 (2.13.2)
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oldugunu kabul edelim. Varyans
E(p'B-a-LY)=0 (2.13.3.2)
ya gbre minimize edildiinde
V =Var(p’B-a-L'Y)
=Var(p'B)+Var(L'Y)-2Cov(p'B8,L'Y) (2.13.3.b)
= p'Fp+L'(XFX'+a‘21)L -2p'FX'L
elde edilir. (2.13.3.b) deki esitlik
a=(p'-L'X)9 (2.13.49)
oldugunu belirtir.
(XFX'+0°I)L = XFp (2.13.5)
elde etmek i¢in tiirev alalim. Bu durumda
L' = FX'(XFX'+oI) (2.13.6)

olur. XFX'+c?I pozitif tammhdir. Tam ranklhi ve tam rankl olmayan durumlar igin

optimum tahmin edici (2.13.4), (2.13.6) esitliklerinden

p'B, = p'0+ p’FX'(XFX'+0°I) (Y- X6)

(2.13.7)

olarak bulunur. Bu tahmin edici (2.13.1) ve (2.13.2) varsayimlarina gére minimum

varyansh yanstz tahmin edicidir.

@ bilinmediginde ve p’ = L'X oldugunda yani p’f tahmin edilebilir oldugunda

(2.13.3) ifadesi

V=LLo?
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esitligine indirgenir. Bu esitlikteki V yi p’ = L'X ile minimize edelim. Sonugta Gauss-
Markov teoreminden OLS tahmin edicisi elde edilir.

(2.13.3) deki optimizasyon probleminin diizenlenmis bir hali; a sabit ve ¢ bir
vektor olmak lizere

V =Var(p'B—a—c'b) (2.13.9)
ifadesinin
E(p'B-a—-c'b)=0 (2.13.10)

esitlifine gbre minimize edilmesidir. Boylece

V =Var(p')+Var(c'b)-2Cov(p'B, c'b) (2.13.11)

= p'Fp+cUUFUU" +6* (X'X)* k-2p'FUU e

olarak bulunur. E(p’B—a—c’b)=0 esitligi

pO-cUU0=a (2.13.12)
oldugunu gdsterir. (2.13.11) deki esitligin tirevini aldigimizda

lbvFuy + 02 (XX) | = p'FUU? (2.13.13)
esitligi elde edilir. UUFUU'+0*(X'X)" nnd dir. (2.13.12) ve (2.13.13) esitliklerinden

p'f = p'6+ pFUUUFUU + 02 (XX) | (6-7) (2.13.14)
elde edilir.

@ bilinmediginde (2.13.12), p'=c'UU" ve p'f tahmin edilebilir kosulu haline
gelir. Problem ise

V =c'(XX)" co? (2.13.15)

esitlifinin



2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

p'-c'UlU' =0 (2.13.16)
ya gore minimize edilmesi haline gelir.

A , Lagrange c¢arpanlarinm bir vektorii olsun.

T=c'(XX) ¢c—(p'-c'UUN (2.13.17)
olsun. T nin ¢’ye gdre tiirevini alip sonucu sifira egitledigimizde

(XX) c+UUL=0 (2.13.18)
elde ederiz  Elde  ettigimiz bu  ifadeyi X'X ile  carparsak
(X'X)'UU’ =UN'UUU’ =(X'X)’ oldugundan

UUc+X'XA1=0 (2.13.19)
ve

A=~(X'X)'UU'e =«X'X)' p (2.13.20)
olarak buluruz.

c=p esitligini elde etmek i¢in (2.13.20) esitligini (2.13.18) deki yerine yazariz.
Béylece b ¢6ziim olarak elde edilir.

2.14. Preliminary Test (PT ) Tahmin Edicisi

Y=XB+e , 6~N (O,cr’l ) lineer regresyon modelini ele alalm. Regresyonda

birgok aragtirmaci analize H,: RS =r yada ¢ =0 hipotezini H, : RB#r veya ¢ =0

hipotezine kars: test ederek baglar. Bu hipotezi test etmek i¢in
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(Rb—r) [RCXX) ' R (Rb—r)/ ( )
w= . FmT-p

(Y - Xb) (Y—Xl%_

p

esitligi ile verilen F testi i¢in w istatistigi kullanilir.
c j'dF(w)=a seklinde elde edilen kritik defer olmak lizere w > c ise

H  reddedilir. Eger H, kabul edilirse Y = X# + & modelindeki £ i¢in kisith en kiigiik
kareler (RLS) tahmin edicisi kullamilir. Aksi halde OLS tahmin edicisi kullamlir.

Bu prosediirde tahmin kismi; Onemlilifin bir 6n testine baghdir. Bu yolla
preliminary- test (PT) tahmin edicisi elde edilir. PT tahmin edicisi

byr = Il + (- 1(w)p
= b—IW)XX)" RRXX) " R']" (RD-7) 2.14.1)
seklinde tanimlanir. Burada b, kisitlanmis tahmin edici ; I(w) ise
Iw)=1; w<c ise
IWw)=0; w>c ise
seklindeki indikator fonksiyondur.
Eger w> cise Rf =r hipotezi reddedilir ve I(w)=0 ve b,. =b olur.

Eger kisitlamalar stokhastik ise yani »r=RB+V ise o zaman PT tahmin
edicisinin stokhastik hali b,, = I{w)b,, +(1—I(w)}b seklinde yazilabilir. Burada b,,;
“mixed tahmin edici” dir
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A= MSE(p)-MSE(b,;) p.s.d. oldugunda b,, tahmin edicisi OLS tahmin
edicisine tercih edilir.
w merkezi olmayan F dagilimma sahiptir. Bu dagihmin merkezi olmama

(78 % |
parametresi 8 = %Q—T¢ olmak tizere @ s% oldugunda ttim 7 # 0 igin
o]

MSE('b) > MSE(n'b,,)

ise b, , OLS ye tercih edilir.
2.15. Temel Bilegenler (PC ) Tahmin Edicisi

Y =X +¢ lineer regresyon modelini ele alahm. Bu model i¢in OLS tahmin
edicisi B, =(X'X)" X'Y dir.

VV=VV'=1 olmak tzere VX'XV=A=diagli,4y,2nd ) ve
A <4, L...£4; olsun . Bu tamma gbre V nin i-nci stitunu X'X in A, dzdegerine
g6re normallestirilmis 6zvektoriidiir.

Temel Bilegenler (PC) tahmin edicisi Kendal (1965) tarafindan ortaya
konulmugtur. Bu tahmin edici goklu igiligkililik ile ilgili problemler oldugunda yaygin
olarak kullanilmigtir. Johnson,Reimer ve Rothtrock (1972) PC tahmin edicisinin XX in
r tane Ozdegeri ile ilgili bilesenlerin silinmesiyle elde edildigini ve ¥, ; V nin ilk r
stitunundan olugan k x r tipinde matris olmak {izere PC tahmin edicisinin

ﬁm = :éOLs - (X'X)h1 Vo (Vo'(X'X)M1 Vo )/o'ﬁozs (2.15.1)
seklinde oldugunu g6stermiglerdir.
PC tahmin edicisinin ortalamasi

67



2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

IRV RA A RANA: (2.152)
ve varyans-kovaryans matrisi

o2 jxx) - (xx) 7, [ xx) 7, ) v (xx) (2.153)
seklindedir.

2.16. Mixed Tahmin Edicisi

Klasik anlamda , regresyon parametreleri ile ilgili 8nbilginin lineer modellere
dahil edilmesinde 6nemli iki yol vardir. Model parametreleri tahmin edildifinde &nbilgi;
Srneklem gdzlemleri ile aynm1 durumda olan uydurulmus gézlemlerle formiile edilebilir.

Durbin (1953) tarafindan ortaya konulan ve Theil ve Goldberger (1961)
tarafindan gelistirilen bu yaklagmn sonucunda elde edilen tahmin edici mixed tahmin
edicidir.

Y=XB+¢& £ ~ N(0,6°1) @.16.1)

lineer regresyon modelini ele alahim.
0_2
ﬂeB:{ﬂ:ﬂ'R'RﬂSM} >0 (2.16.2)
c

oldugunu kabul edelim.

¢ , mxl tipinde gdzlenemeyen stokhastik hata vektdrli ; r , mx1 tipinde her
zaman sifir olarak gozlenen uydurulmusg stokhastik vekt6r olmak iizere lineer 6nbilginin

r=RB+¢ , p~ A{o, (i‘-ki]z} (2.163)
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seklinde oldugunu kabul edelim. Ayrica rank(R)=m oldugunu kabul edelim. Bu durum
RB nm sifira yakin oldugu 6n diigiincesi stokhastik lineer formda verildifinde ortaya
¢ikar. (2.16.2) ifadesine gore RS # 0 olmasi olasihif1 1 dir.

Bu durumda mixed tahmin edici
b (k)=(X"X+kR'R)" (X'Y + kR'r) (2.16.4)

olur. (2.16.1) ve (2.16.3) e bagh olarak mixed tahmin edici yanhdir. Cilinkii (2.16.3)

2

bagntis1 yanh bir bilgidir ve ger¢ekte ¢ ~ N(— RB; (9;—)1 J s seklindedir.

2.17. Minimax Tahmin Edicisi

Regresyon parametreleri ile ilgili 6n bilginin lineer modellere dahil edilmesinde
kullamilan metodlar vardir. Model parametreleri tahmin edildiginde 6n bilgi ; 6rneklem
gbzlemleri ile aym1 durumda olan uydurulmus goézlemlerle formiile edilebilir. Lineer
modellerde ayrica lineer olmayan Gnbilgi de kullanilabilir. Eger , regresyon katsayilar:
vektorll tim katsayr uzay: iginde bilinen bir elipsoid tarafindan igeriliyorsa veya
izdligiimii bir alt uzayda bilinen bir elipsoidde ise bu 6nbilgi tahminde kullanilabilir,
Kayip matrisinin ranki 1 oldugunda ; karesel riskin maksimumunun &n kisitlamalara
gbre minimize edilmesiyle minimax tahmin edici elde edilir.

Y=Xf+&,€ ~ N(O,a'zl) lineer regresyon modelini ele alalim,

BeB ={ﬂ:ﬂ7e'1zﬁs-‘fci} c>0 (2.17.1)

oldugunu kabul edelim.
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Eger 6n bilgi (2.17.1) ise ; a , mx1 tipinde bir vekidr ; 4 =aa’ kayip matrisi
olmak {izere karesel risk altinda minimax tahmin edici

by(c)= (X'X+cR'R)'X'Y (2.172)

seklindedir.
2.18. Lineer Minimax Tahmin Edicisi

P . m boyutlu parametre vektérii ve & m boyuthu bir vektr olsun. Parametre

uzay1
9:{/3:(,3—9)'6(;3-9)51} (2.18.1)
olsun. G nin pozitif tammh oldugunu kabul edelim.
p'B=p'0+L(Y-X0) (2.18.2)
formundaki lineer tahmin ediciyi ele alalim.
Risk veya mse,
P'Rp= xv'E(A§ ~ﬁXﬁ-ﬂ)p

= E[p'(0~ B)+ L'(Y -X6)] [(V— B) p+(Y'- HX')L] 2.18.3)

=(L'X-pXB-6)B-6) (XL-p)+c°L'L

olarak bulunur. (2.18.1) deki elipsoidde ya da esdeger olarak,

(B-0XB-6) <G =F (2.18.4)

ifadesinde (2.18.3) iin maksimum degeri
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PRo=(LX-pW(X'L-p)+o’L'L (2.18.5)
olur. L ye gore tiirev alalim.

2XFX'L-2p'FX'+ Lo =0 (2.18.6)
bulunur. Boylece XFX' nnd oldugundan (2.18.6) esitligi

L' = pFX[XFX + o[ (2.18.7)
oldugunda minimize edilir. Bu durumda minimax tahmin edici,

p'B=p'6+ pFX(XFX'+0521) (Y -X0) (2.18.8)
olarak bulunur.

G nin tam rankh olmadig1 durumda elipsoid (8 -—0)(ﬂ—0)' < F bolgesi ile yer
degistirdiginde yukaridaki sonuglar gegerli olur.

2.19. Liu Tahmin Edicisi

Y=XB+e , E(e)=0 , Cov(g)=0c1 (1.2.1) lineer regresyon modelini ele
alalm. Coklu i¢ iligkililik ortaya ¢iktiginda OLS tahmin edicisi giivenilir olmaz. Coklu
i¢ iligkililik problemini ¢6zmek igin kullanilan metodlardan ikisi ridge tahmini ve
Bs =cB 0<c<1 seklindeki Stein tahminidir.

Stein ve ridge tahminlerinin avantajlar1 ve dezavantajlar1 vardr. Ridge tahmini
pratikte etkilidir ancak bu tahmin edici k nin karmagik bir fonksiyonudur ve k y1
segerken karmagik esitliklerle karsilasilabilir. Stein tahmininin avantaji , ¢ nin lineer bir
fonksiyon olmasidir. Ancak Stein tahmin edicinin her bir elemanmn kiigiilmesi aynidir.
Dolaysiyla pratikte ¢ok kullamigh degildir.
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Ridge tahmin edicisi A(k) ve Stein tahmin edicisif, nin avantajlarim
birlestiren, 0 < d < 1 olmak tizere  f, =(X'X+I)"(X'Y +dj) seklindeki yanh
tahmin ediciyi ele alahm. ,éd nin genellestirilmis formu /}(k) ninki ile aymdir ve ﬂd

nin ﬁ(k) ye gbre avantaji , d nin lineer bir fonksiyonu olmasidir. (1.2.1) lineer

1

regresyon modelinin 0=%28+¢' ile genisletilip OLS tahmininin kullamlmasiyla A(k)
elde edilir. Eger lineer regresyon modeli df=pf+c’ ile genisletilip OLS tahmini
kullamlirsa 8, elde edilir. B, tahmini, B, = (X'X+1)" (X'X +diag(d,,d,,....d .., ))

ifadesine genisletilebilir. Burada i=123,..,p+1 olmak tizere 0 < d, < 1

parametrelerdir.

d nin segimi : (1.2.1) deki model

Y=p8,I+XB, +¢ (2.19.1)

durumdaY, S, 1tahmin etmekte kullamilabilir. Dolaysiyla sadece g, in tahmininin ele
alinmas gerekir.

L2, 2. 24,20 , XX in dzdegerleri ve ¢,,q,,.......q, ise karsihk
ﬂ'l
gelen 6z vektorler olsun. Q=[q1,q2, ..... ,qu ve A=| | olmak iizere
. A,
(2.19.1) ifadesi
Y=8,I+Za+¢ (2.19.2)

72



2. REGRESYON TAHMIN EDICILERI Sevgi AKGUNES KESTIR

seklinde yeniden yazlabilirr Burada Z= )_(Q ve a=0Q'f, dir. O zaman

7'7 = Q{)—( )—(JQ =A olur. Dolayisiyla &=A"ZY , &k)=(A+)'ZY,

d,

a,=(A+1)(Z'Y +d@) ve 4o =(A+I)"|Z'Y+] = =~ |&|ohr

. d

p

Karsilikhi olarak f, =0a , B,(k)=0a(k) , Bu=06, ve P =080 -

. (i=123,....,p) olduguna dikkat edilmesi

A A, +d
A. k = 7 A. A ) d =—_j__1-f\

gerekir. Dolayisiyla &,(0)=4, , &,(1)= ):1;1 é,ve dg,(0)= _ﬂ,—ﬂiidi , Gou()=a,

1 L

olur. Bu sebepten &,(k) ve @,;(d,) nin grafigi sekil (2.19.1) de oldugu gibi
olusturulabilir.

0,5 &, (k) Ges(d,)
0,45
0,4
0,35

0,3

0,5 1
Sekil 2.19.1.
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Sekil (2.19.1) den ; her 0 <k < 1 igin ; &,(k)= d,,;(d,) olacak sekilde bir 0 <
d,< 1 bulunabilecegi sbylenebilir. Pratikte optimal k , genellikle sifira yakmndir.
Dolayisiyla @, ile &{k) nin aym olabilecegi sonucuna varilabilir.

Asafdaki teorem , mse agisindan incelendifinde ﬁu R ﬁl den daba iyi olacak gekilde
bir d nin her zaman bulunabileceZini gbsterir.

Teorem 2.19.1 : mse Al,,)< mse(ﬁl) olacak sekilde bir 0 < d < 1 her zaman
vardir.

ispat :Sadece mse(d,)<mse(@) oldupunun gosterilmesi yeterlidir.
Covl@,)=c*(A+1) (A+dDA (A +dIXA+ 1) ve E@,)=(A+I)"(A+dl)x dr.

Boéylece,

mse(@, )= rCovla, )+|E(@, )——a||2

(4, +d)’ & _a)
"ai (}' )( )i(ﬂ. 1)2

i=1 i=1

= g(d)

olur. O zaman

g'd)=2c ﬁ (’” +d) +2(d-1)

2
1*1 i i

%
(1, +1)Y
olur. Bu sebepten

gl)=20" 3 —

—_— >0
i=l ]'i (’11‘ +l)

dir. Boylelikle g(d)< g(1) olacak sekilde veya egdeger olarak mse(c, ) < mse(@) olacak
sekilde 0 < d < 1 araiginda bir d vardur.
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Teorem (2.19.1) in ispatindan ; mse(d, ) nin
2

a’ -o
d=" (ﬂi -l—l)2

2o’+ia,
2
= A,(1, +1)

de minimize edildigi goriilebilir.

2
- 3 . a G ~ -
a’ ve o’ yerine bunlarin yansiz tahminleri olan G? e 62 yazilirsa d nin

i

hmini

d,_=1- (2.19.3)

&’
(4, +1)

seklinde elde edilir. Bu ifade minimum mse tahmini olarak adlandirilir, Ayrica bu egitlik
h > 0 olmak tizere

(2.19.4)

ifadesine genisletilebilir.

Bundan sonra ; ridge tahminindeki k nin tahminine benzer gekilde yapilan , d nin
bazi tahminleri fizerinde durulacaktir. j,, , d nin bir lineer fonksiyonu oldugundan bu
durumda hesaplamalar daha kolay olacaktr.

Ik olarak C, kriterini gbz oniine alahm. H, =X(X'X+1)" (XX +dI)X’ ve
SSess i€ B, kullamlarak elde edilen rezidii kareler toplam olmak tizere C,
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C, =Bret 4 oi(tr,)~(n-2)
O'

seklinde tanmlanir. d , C;, minimize edilecek sekilde segilebilir. C; nin , d nin bir
karesel fonksiyonu oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla C; nin minimumu

(2.19.5)

seklinde elde edilebilir.
GCV kriteri , d nin segiminde kullanilan bir bagka yéntemdir. GCV ise

S8 re s

" -1-nr(H,)

seklinde tanimlamir. d , GCV nin minimize edilmesiyle segilebilir. Bazi karmagik

GCV

islemlerden sonra , GCV nin minimumunun d,,_oldugu gosterilebilir.

Mcdonald-Galarneau metodu ile
B~ [ -55(4)

olacak sekilde d segilmesi i¢in kullanilir. ||,é,,, "2 , d nin bir karesel fonksiyonu
oldugundan

iﬂil_ni;i ] AZZ ilr

n i=1 i=1 4 i=1 (l +l)2 1—1

dyp =1- — (2.19.6)
3
i=1 (/1,- -8-1)2
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hesaplanabilir.

Hoerl ve Kennard (1976) nin olusturdugu iteratif metod (2.19.3) , (2.19.5) ve
(2.19.6) ya uygulanabilir.

Ornegin , (2.19.3) igin d nin iteratif tahminleri

&d(do) d, =1-6*

dd(dl) d, =1-8%| =

<20-T™ ise iglem

(dj _dj+1)
d

J

~\-1
T= z—@— olmak f{izere , bu prosediir
p
durdurulur. O zaman ¢ nm tahmin edilmesinde &, (d )kullanﬂablln'
a, icin mse

mselé,)= o f (/1 +d,) Z(ar -1y

i=1 ﬂ. 1)2 =1 (/1 +1)2
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2_ 2
dir. Dolayisiyla i = 1,2,........p igin mse(dg,) » d, =—°ﬁ——(—‘12— de minimize edilir. a2
a )

a’+
A

H

A2

ve o? yerine bunlarin yansiz tahminleri olan &’ —-Z ve &2 yazilirsa i =1,2,.....,p igin

1

A, +1
s

d, nin d, =1-8 seklindeki tahminleri elde edilir.

2.20. Hemen Hemen Yansiz Genellestirilmis Liu Tahmin Edicisi

Y=XB+¢ e~N (O, o’l, ) lineer regresyon modelinin
X'X = A = diaglA,, A, 5s4, ) Ve 4, , X'X in i-nci 6z degeri olacak gekilde kanonik
formda oldugunu varsayalim. g nin OLS tahmin edicisi

B=XX)"'X'Y (2.20.1)
dir. # nm genellestirilmis Liu tahmin edicisi
Bos = (a+1)" (XY + DB) (2.20.2)
=(A+I)" (A+ D)3

seklinde verilebilir. B, ,

Bos = |1-(A+1)'1-D)JB (2.20.3)
seklinde yazilabilir. Bundan faydalanarak

By )= —-(A+1)"(1-D)B (2.20.4)
oldugunu gérmek kolaydir.
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Kadiyala (1984) nin yanhhk diizeltilmis tahmin edici elde etmek i¢in kullandifi
yontem burada uygulamirsa yanhihg: diizeltilmis Liu tahmin edicisi

BE, = Poa +(A+I)'(I-D)p (2.20.5)
olarak elde edilir. (2.20.5) ifadesinde Ohtani (1986) ve Nomura (1988) i izleyerek , S
yerine ,éGd yazilmasiyla hemen hemen yansiz genellestirilmis Liu (AUGL) tahmin

edicisi

B =1+(+1)* (1-D)Be, (2.20.6)
veya

B =(-(+1y*(-D))p (2:20.7)
bigiminde elde edilir (Akdeniz ve Kagranlar (1994)). Burada

B(gy )= -la+1y*-D)lp (2.20.8)
ya da

=(A+1)" (1-D)BBs, ) ve VarlB )=[r+(a+ 1)y (1- D) var(Be,) 2209
dr. Boylece (2.20.4) ve (2.20.8) deki matrisler kdgegen matrisler olduklarindan
B(B2 )< BlBs,) bulunur. Burada yanhik indirgeme garpami (A+1)”(/-D) dir.
Varyans-kovaryans matrisleri incelendifinde (2.20.9) dan goriilebilecegi gibi
[I +(A+I1)'(1 -D)}z garpaniyla B, nin varyansmin arttig1 goriilir. D nin elemanlan
sifira yaklagtiriirsa ve A, >0 olmasi nedeniyle [I +(A+1)'(1 -—D)J nin késegen
elemanlar 2 den kiigiik kalacaktir. Dolayisiyla varyans-kovaryans matrisleri arasinda da
asagdaki esitsizlik verilebilir.

Var(Bs,) < var(By) < 4-varlBs,) (2.20.10)
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3. TAHMIN EDICILERIN KARSILASTIRILMASI
3.1. Mse Kriteri Altinda Regresyon Tahmin Edicelerinin Kargilagtiriimas:

Lineer regresyon modelinde katsayilarin tahmininde bir ¢ok metod kullamlmgtir.
Bunlardan baglicalari OLS, PC, ORR ve SLS tahmin edicileridir.

Secilecek olan tahmin edicinin tipi; performansinin dlgmek igin kullamlacak
kritere baghdur.

Gunst ve Mason (1976), Theobald (1974), Toro-Vizcarronda ve Wallace (1968)
ve digerleri; regresyon katsayilarinin kesin bir tahminini elde etmek amaciyla tahmin
ediciler arasmda Kkargilagtirma yapmak icin bir standart olarak MSE kriterinin
kullamlmasim Snermislerdir. Ancak tahmin edicilerin performansm 6lgmek i¢in bu
kriter her zaman gegerli degildir. Ornegin Guilkey ve Price (1981) ; bu kriterin ; ancak
tahmin ediciler belirli kosullar1 sagladifinda, alternatif RLS tahmin edicilerinin
karsilastinimasinda kullanilabilecegini gostermislerdir.

Y=XB+c,¢6 ~ N(O,O"ZI) (1.2.1) lineer regresyon modelini ele alalim. # nmn
OLS tahmin edicisi ,éow =(X'X)" X"Y dir. éom yansizdir ve varyans kovaryans
matrisi CovlB,y; )= 0% (X'X) seklindedir. ¥V =V¥'=1I ve A, €4, <....< 4, olmak
tizere V'X'XV = A = diag(A,, 2,,...., A, ) olsun.

Tammdan dolay1 ; V nin i-nci stitunu ; X'X in A, 8zdegerine karsihk gelen
normallestirilmis 6zvektoriidiir.

PC tahmin edicisi Kendall (1965) tarafindan sunulmugtur ve ¢oklu i¢ iliskililik
problemi ortaya ¢iktifinda kullamlmistir. Johnson, Reimer ve Rothrock (1972) ; PC
tahmin edicisinin, X'X in r tane en kiigiik 6zdegerine kargilik gelen bilegenlerin
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silinmesiyle olusturuldugunu géstermislerdir. PC tahmin edicisi ; ¥, , V nin ilk r slitunu
ile olusturulan kxr tipinde bir matris olmak tizere

Bre = Bous =KXV, (Ve XR)'70 ) Vo B

seklindedir. Bu Vo' B pc =0 kisitlamasma gore rezidii kareler toplamim minimize eden

RLS tahmin edicisine esdegerdir.
' -1
PC tahmin edicisinin ortalamas: B—(X'X)” V(,(V0 x’x)” Vo) v, B ve

' -1
varyans-kovaryans  matrisi o'z{(X’X)’1 —(X'X)"VO(VO xx)" Vo) v, (X’X)"}
seklindedir.
Hoerl ve Kennard (1970) ; D kxk tipinde negatif olmayan elemanlardan olusan
bir matris olmak fizere ; ORR tahmin edicisini A(k)= (X'X+VDV')"'X'Y seklinde
olusturmuglardir.

D nin en az bir tane pozitif elemam oldugunu kabul edelim. Aksi halde ORR
tahmin edicisi OLS tahmin edicisine esit olur.

ORR tahmin edicisi yanhdir ve ortalamasi (X'X+VDV')'1X'Xﬂ ve varyans
kovaryans matrisi o2(X'X+VDV')"' X'X(X'X +VDV')" seklindedir.

SLS tahmin edicisi Mayer ve Willke (1973) tarafindan 0 <o <1 arahgmda bir
sabit olmak iizere fBg¢ =af, seklinde tanimlamistir. Bu tahmin edici yanhdrr ve

ortalamast a8 ve varyans kovaryans matrisi o> (X'X)™" seklindedir.
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Tahmin Edicilerin Kargilagtiriimalan

Gortildugii gibi regresyon katsayilarmnin tahmin edilmesinde bir ¢ok metod
kullamimaktadir. S§imdi bu tahmin edicilerin performanslarinmn belirlenmesi igin
kuilamlan bir kriter iizerinde durulacak ve bu kriterin hangi durumlarda bu tahmin
edicilerin kargilagtiriimalar igin uygun oldugu belirlenecektir.

B, ve B, regresyon katsayilarmm iki tahmin edicisi olsun. Tahmin edicilerin
performanslarinin  kargilagtirilmasinda siklikla kullamlan teknik ; performanslarin
karesel kayip fonksiyonlar: terimleri cinsinden belirlenmesidir.

Theobald (1974) ; i = 1,2 igin MSE(f, )= E(8, - B)f, - ) olmak tizere her
karesel kayip fonksiyonu i¢in ﬁl nin ﬁz ye tercih edilmesi i¢in gerek ve yeter kosulun

MSE(,@2 )—MSE(ﬁ,) nm bir p.s.d. matris olmas: oldugunu géstermigtir. Buna gore
tahmin edicilerin karsilastiriimasinda agagidaki Kriter olugturulabilir.

Gergek parametre degerlerine gore hesaplama yapildiginda; ,él nmn ,32 ya MSE
Kriteri altinda tercih edilebilmesi igin gerek ve yeter kosul MSE(B, )~ MSE(3, ) in p.s.d
olmasidir.

Bir tahmin edicinin segilmesinde zor bir gereklilik oldugundan bu kosulun
sajlanmasinda problemler ortaya ¢ikabilir. Bu problemlerden biri ; tim g ve o2
degerleri igin eger MSE(B, )~ MSE(8, ) matrisi tammsiz ise o zaman §, ve f, MSE
kriterine gbre kargilastirilamaz. Bu durumda MSE kriterine gore hangi tahmin edicinin
segilmesi gerektigi sdylenemez.

Tkinci problem ; kriter tarafindan tammmlanan karar kurahmn; bilinmedigi kabul
edilen parametrelerin, gercek deferlerindeki tahmin edicilerin ozelliklerine bagh
olmasidir. Dolayisiyla tim f ve o> degerleri igin MSE(B, )- MSE(B,) ps.d.
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olmadik¢a , bu kritere gére ﬁ, nin ,ﬁz ya tercih edilebileceginden emin olunamaz.
Ancak SLS, OLS, ORR ve PC tahmin edicilerinden herhangi ikisi kargilagtinldifinda;
birinin, ancak parametre uzaymnn uygun bir alt kiimesinde digerinden daha iyi oldugu
goriiliir.

ﬁ, ve ﬁz ; SLS ,0LS, PC ve ORR tahmin edicileri simifindan segilen iki tahmin
edicileri smifindan segilen iki tahmin edici olmak tizere ; Q(3,, 3, ) ; tim B ve o igin
MS'E(,@Z)—WE(B,) nm p.s.d. oldugu kiimeyi gostersin. Bu durumda iki sonug ortaya
¢ikar. Eger Q(ﬁl , ,32 ) kiimesi bos kiime degilse o zaman kargilagtirma yapilabilmesi i¢in
Toro-Vizcarrando ve Wallace (1968) in Onerdigi gibi bazi istatistiksel testlerin
uygulanmas: gerekir.

Eger Q(f,, 5, ) kimesi bog ise parametrelerin higbir degeri icin f, , 4, ya
tercih edilemez. Ayrica bu ifade ﬁz nin ayni kritere gére ﬁ, yas tercih edilebilecegi
anlamma gelmez. Ciinkii bu iki tahmin edici parametrelerin higbir deferi igin
kargilagtirilamaz.

$imdi; bazi parametre degerler igin ; MSE(3, )~ MSE{f, ) nm p.s.d. olmast igin
B, ve B, nm saplamasi gereken kogullari inceleyelim. Bu bize tahmin edicilerin
karsilagtirilmasinda ne zaman istatiksel prosediirlerin uygulanmas: gerektii ve ne
zaman tahmin edicilerin MSE kriterine gore karsilagtirilamayacagim belirtir.

B, veya B, nin OLS tahmin edicisi oldugu ve 5, ve f3, nm her ikisinin de SLS
tahmin edicisi oldugu durumda {8, 3, ) kiimesini tamimlayan 6zellikler incelenccektir.

Bu sonuglar tizerinde durmadan 6nce asagidaki lemmalarn inceleyelim.

Lemma 3.1.1 : A sxs tipinde herhangi bir negatif tanimli (n.d.) matris ve z , sx1
tipinde herhangi bir vektor olsun. Eger 5 22 ise 0 zaman A + zz' p.s.d. olamaz.
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Ispat : zz' matrisinin ranki en fazla 1’e esittir. Efer s>2 ise o zaman
w'zz'w=0 olacak gekilde sifirdan farkh bir sx1 tipinde w vektdrii vardr. A nd.
oldugundan w'(A+zz')w=w'Aw<0 olur. Bu da A+zz' nin p.s.d olamayacagim
gosterir.

Lemma 3.1.2 : A sxs tipinde herhangi bir p.d matris ve z , sx1 tipinde herhangi
bir vektor olsun . O zaman A—2zz' niin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul
z'’A7'z <1 olmasidur.

Ispat : A p.d. oldugundan ; P'P = A olacak sekilde sxs tipinde tekil olmayan bir
P matrisi vardir. Bu ise A-zz' niin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosulun
I-(PY"'zz’P™" in p.s.d. olmas: gerektigini belirtir. Bu matris (s-1) kath 1 6zdegerine
sahiptir ve 7—z'P'(P')"z=1-z'A"z 6zdegeri 1 kathdir. Bir matrisin p.s.d olmast
i¢in gerek ve yeter kosul tiim &zdegerlerinin negatif olmayan olmasidir. Dolayisiyla
A - zz' niin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul z’A ™'z <1 olmasidur.

Lemma 3.1.3 : Her SLS tahmin edicisi bir ORR tahmin edicisi olarak yazilabilir.
Ispat : Her bir SLS tahmin edicisi ; @ , 0 <@ <1 arahgmda bir sabit olmak

tizete afi,;s formundadir. D = ((1;“2)1\ tanimlayalim. O zaman ORR tahmin edicisi
a

XX+VDV'Y'X'XB, s =V(A+D) AV B,

- V(A+(——(l*“)JA)— AVBps =afiys

a

olur. Dolayisiyla; SLS tahmin edicisi ORR tahmin edicisinin bir 6zel halidir.
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3.2. OLS ve PC Tahmin Edicilerinin Karsilagtirilmas:

Teorem 3.2.1 : ¥, ; V nin ilk r stitunundan olugturulan kxr tipinde bir matris

" n ' 1oy,
olmak tizere B, = B —(XX)'V, (Vo (xX)™ Vo) V, By seklinde tanimlansn,

i) Eger rank(V, )= 2 ise o zaman Q(ﬁms, ﬁ,,c ) bos kiimedir.
ii ) Bger rank(V,)=1 ise o zaman MSE(f, }- MSE(B,,s ) nin n.n.d. olmas: igin
gerek ve yeter kosul

in)rocnn) (5)

> 2
(e}

olmasidir.

ispat : PC tahmin edicisi ; ¥, f,c=0 kistlamasimu saglayan RLS tahmin

edicisine esdeger oldugundan Guilkey ve Price (1981) in sonuglarinin uygulanmas ile
ispat yapilir.

Teorem 3.2.2: MSE AOLS )— MS'E(BPC) nin ps.d olmast igin gerek ve yeter kogul
' ! ' 4 -1 '
(v 8) (n &x)'7, ) (v 8)

0,2

<1

olmasidur.
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3.3. OLS ve ORR Tahmin Edicilerinin Kargilagtirilmas:

Teorem 3.3.1 : D =diag(d,,d,.,......d,) olmak fizere ORR tahmin edicisi
Bk)= (X"X+VDV') X'Y seklinde tammlansm. O zaman,

i) Eger d, ; iki veya daha fazla i i¢in stfirdan farkh ise 0 zaman £ ve o nin
higbir deseri igin MSE{B(k))- MSE{f,; ) p.s.d. olamaz.

if) Eger d, ; sadece bir i igin sifirdan farkls ise o zaman MSE(B(k))— MSE(f s )
nin psd olmasi igin gerek ve yeter kosul Z=(A+D)'DVB ve
Z'A*Z

0_2

A=A"—(A+D)"AA+D)" olmak iizere >1 olmasdir. Burada A* , A

matrisinin genellestirilmis tersidir.

Ispat : MSE(ﬁ(k))— MSE AOIS ) nin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kogul
{50 w55 -

{a+D)'A(M+ DY A} +{a+ D) DY} {a+ D)y DYE]  (33.1)

nin ps.d. olmasidir. Varsayimdan dolay: iki veya daha fazla i igin d, >0 dir. Genelligi
kaybetmeden i = 1,2 igin d, nin pozitif oldugunu kabul edelim. D, =diag(d,,d,) ve
A, =diag(A,, A,) tammlayahm. ¥, ; V nin ilk iki siitunu ile olugturulan kx2 tipinde bir
matris olur. O zaman (3.3.1) ifadesindeki matris

‘72{(’\0 +D) Ag(Ag + Do) = Ay }+ kAo +Do)_lDoVo'ﬂ}' &Ao +D,)" DoVo'ﬁ}’(3-3-2)
olur. Bu ifadedeki ilk matris n.d. oldugundan ve (A, +D,)"'V, 8 2xl tipinde bir

vektor oldugundan ; (3.3.2) ifadesinde verilen matris Lemma 3.1.1 den dolay: higbir
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zaman p.s.d. olamaz. Bu ise MSE(ﬁ(k))— MSE(,&O,‘S) nin hicbir parametre degeri igin
p.s.d. olamayacagm belirtir.

iti ) d; >0 olsun ve tim i# j i¢in d, =0 oldugunu kabul edelim. (3.3.1)
esitliginden r igin s#j olmak tzere (V{MSE(By )~ MSB(Bys ), =0 oldugu
goriilir. Dolayisiyla MSE(B(k))-— MSE(B om) nin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul
(3.3.1) deki matrisin (j, 7) nci elemammn negatif olmayan olmasidr. Bu kosul ise
Z'A*Z

0_2

>1 kosuluna denktir.

Sonug 3.3.1: ﬁs[s = aﬁow olarak tammlansmn.
i) Egeer k> 0 ise 0 zaman Q(f,;, By ) bos kiimedir.
ii ) Eger k=1 ise MSE(ﬁS,S )—MSE AOLS) nin p.s.d. olmas1 i¢in gerek ve yeter

2 23\
kosul (l—a) (l—az) ﬂX’XﬂZIOImasxdlr.
o

Bu sonucun bir genellestirmesi olan agagidaki teorem Theobald (1974) tarafindan
olusturulmustur.

Teorem 3.3.2: D=diag(d,,d,,.....,d, ) olmak iizere
Bk)= (XX+VDV'Y' XY

Z=(A+D)'DVp

A=A"-(A+D)"A(A+D)"

seklinde tammlansin. O zaman MSE(,@OLS )— MSE’(f}(k)) nin p.s.d. olmasi igin gerek ve
yeter kosul
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Z'A*Z
o2

<1

olmasidir.

Ispat : (3.3.1) esitliginden MS‘E(,&OLS )L-MSE(,&RR) nin p.s.d. olmas i¢in gerek
ve yeter kosul

~o*{A+D)' A(A+ D) A }-{r+ D) DV 8{(a+ D) DV'B} =0?A-ZZ'
nin ps.d. olmasidir.

a) Tim i ler i¢in d, >0 oldufunu kabul edelim. O zaman oA p.d. olur ve
Lemma (3.1.2) nin uygulanmasiyla ispat yapilir.

b ) Baz: i ler i¢in 4, =0 oldugunu kabul edelim. Genellii kaybetmeden tiim
i<jigin d, >0 vetimi>jigin d, =0 oldugunu kabul edelim.

D, =diagld,,d, ......d, )

Ay = diag(l,,lz, ....... ,ﬂ.j)
olsun. ¥, ise ; V nin ilk j slitunundan elde edilen kxj tipindeki matris olsun. O zaman
Z, =(Ao +D,Y' DV, B ve Ay =A7 ~(Ag—Dy) Ay(Ay+D,)” olmak tizere

0 0

oA —77/ =[62Ao -Z,Z, (_)jl

olur. Dolayisiyla MSE(ﬁOIS )— MSE(ﬁ(k)) nin p.s.d. olmas: igin gerek ve yeter kosul
’
0’A,~Z,Z, ntinp.sd. olmasidir. Ayrica 6> A, m p.d. oldugu biliniyor. Bu sebepten

Lemma 3.1.2 den 6°A, *ZOZO' niin p.s.d. olmas igin gerek ve yeter kosul
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Z. A"Z
———2x1
o

olmasidir ki bu durum teoremdekine denktir.
Senu¢ 3.3.2 : Eger ,ésw =a/§'ozs ise MS. AOIS )—MS'E(/%S,S) nin p.s.d. olmasi

-— 2 — 2 !
(1 a) (1 az) ﬂx'xﬂslolmamdlr.
o]

i¢in gerek ve yeter kosul

3.4. ORR Tahmin Edicilerinin Karsilastiriimalan

Teorem 3.4.1: D = diag(d,,d, ....,d,) ve H =diag(h,,h,,.....,h,) olmak tizere

B (k) =(XX+VDV')' XY ve B,(k)=(XX+VHV')'X'Y

olarak tanimlansin. Bu durumda

i) Ttm i ler igin d, >k, ise o zaman MSE(, (k))- MSE(B, (k)) ifadesi baz:

parametre degerleri i¢in p.s.d. olur

ii ) Eger iki veya daha fazla i i¢in d, <h, ise o zaman Q(ﬁl(k),ﬁz(k)) bos
kiimedir.
iii ) i lerden sadece biri igin d, < 4, ise 0 zaman MSE(8, (k))- MSE(B, (k)) p.s.d.

olacak sekilde B ve o degerleri vardir.

Ispat (i) : MSE (,32 (k))- MSE (ﬁl (k)) smatrisinin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter
kogul
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v MsE(B, (k))- MSE(B, (R) =

o*{A+HY'A(A+H)" —(A+ D) A(A+ D) |+
{a+m)y Ev Y+ HY BVE) (3.41)

~{a+D)' Drigf{a+ D) DV 8}
ifadesinin p.s.d. olmasdir.

Eger B =0 ise o zaman (3.4.1) ifadesi

o {A+H) AA+H)" ~(A+D)  A(A+D)"}
ifadesine indirgenir. Bu ifade i=1,2,......k igin (i,7) inci eleman:

0-2 {j’i(”l’i +hi)—] ";L: (/11 +di )~2}

seklinde olan kdsegen matris belirtir. Ttim i ler i¢in d, 2 4, varsaymmindan dolay: bu
matris p.s.d. olmakhidir.

Ispat (i) : Iki veya daha fazla i deeri igin d, <A, oldufunu kabul edelim.
Genelligi kaybetmeden i=1,2 igin d, < h, oldugunu kabul edelim.

A, =diag(i,, 4,)
D, =diag(d,,d,)
H, =diag(h,,h,)

ve V,; V nin ilk iki siitunu ile olugturulan kx2 tipinde matris olsun . (i) nin ispatindan
elde edilen sonugtan ; MSE(/§2 (Ic))-—MSE(ﬁ1 (k))mn p.s.d. olmas: i¢in gerek ve yeter
kogul
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o*{A+HY A(A+HY' ~(A+ D) A+ DY J+{a+ BY BV a+ H) BV B} (3.4.2)
in p.s.d. olmasidir. 2x2 tipindeki matris

‘72{(Ao "’Ho)-le(Ao "'Ho)—1 "(Ao "‘Do)—le(Ao "’Do)—1 }+

+{(Ao +Ho)“HOV(,',:sr}{(Ao +H0)"‘H0Vo'ﬂ} (3.4.3)

seklindedir.
= 1,2 igin d, <h, oldufundan bu ifadedeki ilk matris n.d. dir. Bundan baska
kAo +H0)"IH0V0',B} ise 2x1 tipinde bir vektdrdiir. Dolayisiyla Lemma 3.1.1 den;

(3.4.3) deki matris higbir zaman p.s.d. olamaz. Bu ise Q{3 (k) 4, (%)) kimesinin bos
olmasi gerektiZini gdsterir.

Ispat (iii) : i-lerden sadece bir tanesi i¢in d, < h, olsun. Genelligi kaybetmeden

d, < h, oldugunu kabul edelim. iki durum ele alahm.

2) k=1 oldugum kabul edelim. O zaman MSE(8, (k))- MSE(8,(k)) nin ps.d
olmas: igin gerek ve yeter kosul

ot (t+ ) =2 (4, +d, )+ {4, + )R -3, +a,) a2 }p?
nin negatif olmayan olmasidir. Bu kogulun saglandig1 parametre degerleri vardir.
b) k=2 olsun

A, =diag(,, 2y, dy)
D, =diag(d, ,d,,.... ,d,)
H, = diag(h,, h,.......h,)

ve ¥, kx1 tipinde ve ¥, k x (k-1) tipinde olmak fizere ¥ =[V,¥, ] olsun.
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Eger B ; V, tarafindan gerilen alt uzayda ise o zaman (3.4.1) deki matris

0 Z

Z 0
l: ] formundadir. Bu ifadede

z=0 {4+ ) — 2O +d, ) - {h + 1) 12 = (3, +d, Y 2d2 )V, BB,
ve
Z=0" {(Az +H,) A (A, +H,)" =(A, +D,) AL (A, "'Dz)—l}

dir. Bu matrisin p.s.d. olmast i¢in gerek ve yeter kosul Z nin negatif olmayan ve Z nin
p.s.d. olmasidir. Z matrisi tim o> >0 degerleri igin p.s.d. dir ve eger # sifirdan farkh

ise Z nin negatif olmayan oldufu o® degerleri vardir. Dolayisiyla
MSE (ﬁﬁk )— MSE (B;R ) ; bazi parametre degerleri igin p.s.d. dir.

Sonu¢ 34.1 : ﬁm =aﬁms ve D=diag(d,,d,,....d,) olmak iizere

Bk)=(X"X+VDV")X'Y olarak tammlansmn. O zaman
i) MSE(Bs )~ MSE(A(k)) nin p.s.d. oldugu parametre degerlerinin olmast igin

gerek ve yeter kosul i lerden en ¢ok biri i¢in (Q—:a—))d ; >d; olmasidir.
a

i) MSE(B(k)) ~ MSE{B s ) nin p.s.d. oldupu B ve o degerlerinin olmast igin

gerek ve yeter kosul i lerden en gok biri i¢in d, > (—(!:—q))d ; olmasidur.
a

Teorem 3.4.2 : 0<a, <a, <1 olsun ve i=1,2 igin B'sus =a, By, olarak

tanimlansin. O zaman

i) MSE (ﬁﬁw )— MSE! (ﬂ;zs) nin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul
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(a22 _“"‘12)’l {(1"“1)2 -(-a,) }ﬁX'Xﬂ <1
o’

olmasidir.
if) Eger k> 2 ise Q(B%, Bl ) bos kiimedir

iif) Eger k=1 ise MSE(/};[S )——MSE(ﬁ;,S) nin p.s.d. olmas: igin gerek ve yeter
kosul

(ag "alz)—l {(1""11)2 "(l-az)2 }ﬂX'Xﬁ >1

o

olmasidr.
ispat (i) : MSE(B2 )~ MSE(B; ) matrisi
plo”(XX)" +(-a.) BB} lrio* (XX)" +(-a,) BB =
- o*(a? -0} f %) -{-a) ~G-a,) 88
seklindedir.

o’ (a;" -a] )Z (xX'X)" p.d. oldugundan , ME(ﬁSZIS )—MS'E(ﬁ;IS ) nin p.s.d.
olmas i¢in gerek ve yeter kosul Lemma 3.1.2 den

(@2 -] f1-a) -0-a,) jpxX8 |

o)

olmasidir.

if) Bu sonug¢ Lemma 3.1.3 ve Teorem 3.4.1 in (ii) b6liimiinden elde edilir.
i) (i) de elde edilen sonugtan MSE(AL |- MSE(B2 ) ifadesi

~o*(aa? JxX)" +{i-e,) -(-a, )}
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seklinde bulumur. k=1 oldugtundan bu ifade bir skalerdir. Bu ise MSE{Bl; )~ MSE(BLs)
nin p.s.d. olmas: igin gerek ve yeter kosulun (ii) deki esitsizlifin saglanmasi oldugunu
belirtir.

Teorem 3.4.2 ; ,(k)ve j,(k) nin her ikisi de SLS tahmin edicisi oldugunda,
tim parametre degerleri igin MSE(B, (k))- MSE(B,(F)) nin tammsiz bir matris
olamayacagm belirtir. Bu da; herhangi iki SLS tahmin edicisi karsilagtirildiginda ; baz
B ve o’ degerleri igin, MSE kriterine gbre birinin daima digerinden iyi olmas
gerektigini gosterir. Teorem 3.4.1 ve Sonug 3.3.2 nin her ikisi de SLS tahmin edicisi
olmayan iki RR tahmin edicisinin kargilastirimasinda bunun dogru olmadigm gosterir.

Ozel olarak B,(k) ve B, (k) ; Teorem 3.4.1 deki gibi tammlansin. Eger iki veya
daha fazla i igin d, <k, ve iki veya daha fazla i igin h, <d, ise 0 zaman § ve o nin
tim olast degerleri igin MSE(8, (k))- MSE(3, (k) tanmsiz bir matris olmalidir. Bu
durumda B,(k) ve 5,(k) MSE kriterine gore karsilagtwilamaz. Bu tahmin edicilerin
kargilastrilmalar: i¢in bagka bir kriter kullaniimahdir.

3.5. PC Tahmin Edicilerinin Karsilagtinlmasi

Teorem 3.5.1 : =1,23 igin ¥, , V nin 7, situnlarm icermek ve
rank[V,,v,,V,|=r +r, +r, olmak iizere ¥, , ¥, , V; ; V nin alt matrisleri olsun. Ble

ise; [V",],@ 1o =0 i=1,2 kisitlamasima gore rezidii kareler toplamim minimize eden PC

3
tahmin edicisi olsun. O zaman MSE(,&,Z,C )—MS’E(ﬁ,‘,C) nin p.s.d. olmasim saglayan

parametre degerlerinin bulunmasi i¢in gerek ve yeter kosul 7, <1 olmasidir.
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ispat : Guilkey ve Price (1981) , 7, >1 oldugunda Q3,42 ) nin bos kiime
oldugunu ve r, =0 veya r, =1 ve r,=0 oldugunda Q(ﬁ,’,c,ﬁ,fc) nin bos kiime
olmadigmm gostermislerdir. Buna goére teoremin ispatlanmasi i¢in r, =1 ve r, >0

oldugunda MSE(ﬁﬁC )—MSE(,&,’,C) ps.d. olacak sekilde B ve o degerlerinin
bulundugunun gdsterilmesi yeterlidir.

Genelligi kaybetmeden V matrisinin ; ¥V, , kx(k—(r, +r, +,)) tipinde olmak
tizere ¥V =[V,,V,,V,,V, ] seklinde pargalandips kabul edelim.

2 =(X'X)" R{R(X'X) " R) "ve

AV 0 o] p OO yialys
A=c’l 0 -(.) o+ plrpl-| 0| o
0 0 O IMBIViB| (v, gV B

olmak tzere MSE(BZ, )- MSE{B). )=2AZ olur. Z nin ranks 7, +r, +r, oldugundan
MSE(B2. )-MSE{f}.) nin psd. olmas: igin gerek ve yeter kosul A nm p.s.d.
olmasidir. B ; V, tarafindan gerilen alt uzayda bulunan sifirdan farkh bir vektdr olsun.

Bu, V,' B ve V3' B nin her ikisinin de sifir vektorii oldugunu belirtir. Dolayistyla

o’A 0 0

D (Y

A=| 0 -o?1..) +(V2 ,3) 0
0 0 0

olur. 6*>A;' , tiim parametre degerleri i¢in p.s.d oldugundan ve

95



3. TAHMIN EDICILERININ KARSILASTIRILMASI Sevgi AKGUNES KESTIR

~o*(,..)" +(V2'ﬂ)2 >0

olacak sekilde bir o’ deferi bulunabileceginden ; MSE(BZ )- MSE{BL.) , bam
parametre degerleri i¢in p.s.d. olmaldir.

A

Teorem 3.5.1 ; B ve B2. katsayilarm iki tahmin edicisi ise ve eger bu iki

tahmin edici ayn1 bilesenlerin ¢ikarilmasi (silinmesi ) ile elde edilmemigse o zaman, bu
tahmin ediciler MSE kriterine gére kargilagtirilamazlar.

Bununla beraber diger tiim durumlarda ; MS’E(,&?,C )—- MSE A},C) tammsiz bir
matris olmayacak sekilde, her zaman baz1 parametre degerleri bulunabilir.

3.6. ORR ve PC Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimas:

Teorem 3.6.1 : D=diag(d,,d,,.....d,) olmak iizere ORR tahmin edicisi
BlE)= X'X+VDV')' XY ve B PC tahmin edicisi olsun. O zaman

i) MSE (,9 rC )- MSE(ﬁ(k)) p.s.d. olacak gekilde parametre deZerlerinin bulunmasi
i¢in gerek ve yeter kosul ,é pc Nin, bir bileseninin silinmesiyle elde edilmesidir.

ii) MSE(ﬁ(k))—MS‘E(ﬁPC) p.sd. olacak sekilde parametre degerlerinin

bulunmasi igin gerek ve yeter kosul ﬁ,,c nin, bir tanesi diginda tiim bilegenlerinin
silinmesiyle elde edilmis olmasidur.

Ispat (i ) : Genelligi kaybetmeden B, nin; A,,4,,....,4, lere karsiik gelen
bilesenlerin silinmesiyle elde edildigini kabul edelim.
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Dolayisiyla ¥, k x r tipinde V, ise k x (k-r) tipinde matrisler iken V = [, 7, ]
olursa o zaman PC tahmin edicisi Bp; ¥; Bpc =0 kistlamasim saglayan RLS tahmin
edicisi olur.

A, =diag(A,,2,,.....7.)

A, =diag(A,, 2y Ay )

D, =diag(d,.d,......d.)

D, =diag(d,,d,.......d,)

olsun. O zaman MSE\(f, )-— MSE(,@(k)) nin p.s.d. olmas: igin gerek ve yeter kogul

ot il o1y 5]

_AO+D) A +D) 50 661
0 (A, +D)'A (A, +D,

’

_[ (A, +D,)y" D, ﬁ}[ (A,+D,)" Dy, ﬂJ i ps.d. olmasidi
- ’ _.I 3 whlaNde -
(A, +D,)'D¥, | (A, +D,)" D7,

Simdi iki durumu ele alalim:

a) r 22 oldugunu kabul edelim. O zaman (3.6.1) deki matrisin p.s.d. olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul

’

-0 (8 +0)" (8, + D) +(¥, 81 8) (3.62)
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nin p.s.d. olmasidir. Bu ifadedeki ilk matris n.d. oldugundan ve »>2 ve (Vl'ﬂ) rx1

tipinde oldugundan (3.6.2) deki matris , Lemma 3.1.1 den , p.s.d. olamaz. Bu ; S,
tahmin edicisi iki veya daha fazla bilesenin silinmesiyle elde edilmig ise 0o zaman
MSE(B . )~ MSE($(k)) nin higbir zaman p.s.d. olamayacagim belirtir.

b) r=1 olsun . B , V, tarafindan gerilen alt uzayda bulunan sifirdan farkh
herhangi bir vektdr olsun. O zaman

_ ' 2
(l—df(,l, +d, )2IVl ﬂ) ~o?d,(A, +d,)” (3.6.3)
negatif olmayan ve
o {A7 ~(A, +D,) A, (A, +D, )"} (3.6.4)

p.s.d. ise (3.6.1) deki matris p.s.d. olur.

(3.6.4) deki matris tiim o degerleri i¢in p.s.d. dir. £ sifirdan farkh oldugundan
(3.6.3) deki ifade , negatif olmayan olacak sekilde o> degerleri bulmak miimkiindiir.
Dolayistyla QB(k), B, ) bos kiime degildir.

Ispat (i) : Teoremin (i) kismunm ispatindan ; MSE(B(k)) -MSE(B PC) nin p.s.d.

olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (3.6.1) deki matrisin n.s.d. olmasidir. Yine iki durum

inceleyelim:

a) k—~r>1 olsun . Eger (3.6.1) deki matris n.s.d. ise 0 zaman

—6{A7 ~(A, +D, )" A, (A, +D,) J+ {(A2 +D,)' DV, ,3}{(1\2 +D,)" DZVZ',B} (3.6.5)
p.s.d. olmalidrr. Bu ifadedeki ilk matris nd. oldugundan ve k-r2>2 igin

(A,+D,)'D,V, B ; (k-r)x1 tipinde oldugundan ; (3.6.5) deki matris Lemma 3.1.1
den dolay1 higbir zaman p.s.d. olamaz.
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Dolayistyla ﬁ e > (k-1) den az bilesenin silinmesiyle elde edilmis ise o zaman
Ql By » B(E)) bos kimedir.

b) k-r=1 olsun. B , V, tarafindan gerilen alt uzayda sifirdan farkh herhangi
bir vektor olsun . O zaman  o’(A,+D,)'A(A,+D,)" psd. ise ve
~o? {,1;‘ -4, (4, +d,)” }+ (VZ' ﬂ)z negatif olmayan ise (3.6.1) deki matris n.s.d. dir.
Her iki kosulu da saglayan B ve o? degerlerinin bulunmasi miimkiindir. Dolayisiyla
B, bir bilesen digmdaki tim bilesenlerin silinmesiyle elde edilmis ise o zaman
QB » B(k)) bos kiime degildir.

Teorem 3.6.1 , Gunst ve Mason (1976) tarafindan verilen sonug ile gelisir. Gunst
ve Mason (1976) tim B, ve A(k) igin Q{B,c, (k) ve Q(B(k) By ) bos kimeler
oldugunu sdylemistir. Yukaridaki sonuglara gore B, ve S(k) nin MSE kriterine gore
karsilastirilabilecegi durumlar vardir. Ote yandan 1 < r < k-1 olmak tizere ; S, T tane
bilesenin silinmesiyle elde edilmis ise o zaman. ﬁpc MSE kriterine gore higbir ORR
tahmin edicisi ile kargilastrlamaz.

3.7. OLS ve RLS Tahmin Edicilerinin Karsilagtirilmasi

Y=XB+&, EY)=XB , Var(Y)=0c*1

lineer regresyon modelini ele alalim, A nin minimum varyanshi yansiz tahmin edicisi

(MVUE)
B=(XX)'X'Y G.7.1)
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dir. ,3 nin mse matrisi
MSE()= E[(p ~lg-5) ] =2 (X’X)" (3.7.2)
ve f nin W — agirhkh karesel riski , W pxp tipinde p.d. matris olmak tizere
p.(B)- (8- 5w (3-5)]
= rjmase(B) (3.73)
= o (xX)")
dir. R , mxp tipinde tam satir rankl1 bir matris ve r , mx1 tipinde bir vektor olmak iizere
5(B)=RB-r (3.7.4)
olsun. U =(X'X)"'R' , T=R(X'X)"' R’ olmak iizere
p*=B-Ut5(3) (3.7.5)
seklindeki tahmin ediciyi ele alahm. Eger &(8)=0 iss g*
M, =[Y,XB,5(B)=0,0I] ksttlanmis modeli altmda # mn MVUE sidir. Ayrica *,
Lowner'in MSE(f*)< MSE(,@) kismi siralamasina gore, ,3 dan daha iyidir. Yani

MS‘E(ﬂ)— MSE(B*) bir n.n.d matristir. Sonug olarak bu durumda herhangi bir karesel
agirlikh riske gore B* , § dan daha iyidir. Yani her W igin p,(8%)< p, (8) .
Bununla beraber eger 5(8)=0 ise B* bir yanh tahmin edicidir. Bu tahmin
edicinin risk matrisi
MSE(p*)=02[(X'X)" -UT"U" |+ UT 8 (B)6(8) TU" (3.7.6)

ve agirlikh karesel riski
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p.(8%)=orr(XX)" —UTU'}+ 8(8) T UWUT5(B) G.1.7)

geklindedir. Artik #* m ﬁ fizerindeki gecerliligi dogru degildir. Bu gibi durumlarda,
5(8)=0 kisttlamalan yanhs oldugunda 8* , ,é ya tercih edilebilir. Toro-Vizcarrando
ve Wallace (1968)

! -1
;,(‘3,0-2 )=M (3.7.8)
20
olmak tizere MSE(B *)S MSE(,&) olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
Ap,0%)< % (3.7.9)
oldugunu gdstermiglerdir.

Bu sonug Baksalary ve Pordzik (1985) tarafindan, MSE(8*)< MSE(f) olmas:

icin gerek ve yeter kosulun m=1 ve /’L(ﬁ,az)zé oldugunun gosterilmesiyle

tamamlanmugtir. (3.7.8) deki kriterin en 6nemli 6zelligi A(,B, o’ ) nin

5@’ 6(f) _ n-p (3.7.10)

Y -xxX)'X)Y m

istatistiginin dagiliminin merkezi olmama parametresi olarak almmasiyla uygun bir
hipotezin testi olarak kullamilabilmesidir. Bu da lineer regresyon modeli altinda
H, :5(8)=0 hipotezinin bilinen testini saglar.

F, ¥ dagihminin yani pay1 k, paydasi £ serbestlik dereceli ve merkezi olmama

parametresi %2 olan, merkezi olmayan F dagilimmmin kritik noktalarinin tablosu Wallace
ve Toro-Vizcarrondo (1969) tarafindan verilmigtir,
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(3.7.8) deki kriter MSE(,B *) ile MS’E(,B) nin kargilagtiriimasina dayandiinda
zor olabilir ve bu durumda kriterin, p, (8 ¥) ve p, (ﬁ) nin karsilagtirlmasina dayanan
benzeri kullanilabilir. Wallace (1972), Judge ve Bock (1978) in genellestirilmesiyle

7.(8.0%)= 5(8) T ga'”:m 5(8) 3.7.11)

ve

1 1
K =T UWUT 2 (3.7.12)

olmak tizere p,(B*)< p, (ﬁ) esitsizliinin saglanmas: icin gerek ve yeter kogulun
7(B.0%)< _tr_(21§) (3.7.13)

oldugu bulunur.

7w (ﬂ, 0'2) , lineer regresyon modelinde,bazi hipotezlerin bilinen testini saglayan
bir F istatistifinin daZilimmin merkezi olmama parametresinin bir kat1 iken (3.7.13)
kriteri “iglemsel” olarak adlandrihr.

Genelde (3.7.11) in islemsel olmas: ¢ok zormus gibi gdriinlir. Kaynaklarda bu
problemi ¢bzmek icin iki yaklagim kullamlir, Birinci yaklagimin en dnemli noktasi, W
agirhk matrisinin 6zel bir formda segilmesidir. Ozel olarak Wallace (1976),

7,,(,3,62): ﬂ.(ﬂ,az) ve tr(K)=m oldugunda W=S segilmesini Onermistir. F“

SR

dagihminin kritik noktalar1 Goodnight ve Wallace (1972) tarafindan verilmistir.

Ikinci yaklasim; (3.7.11) deki gerek ve yeter kogulun ve P (,é)s pw(ﬂ *) icin
tamamlayict kismmin , bagka kosullarla yer degistirmesidir. Bu yeni kogullar /I(ﬂ,o-z)
ye bagh olarak sadece yeterli kosullardir. Wallace (1972), Yoncey, Judge ve Bock
(1973), Judge ve Bock (1978); & 2¢&, >.....2 &, >0 K nn dzdegerleri olmak iizere
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r(K)

1

/‘L(ﬂ,crz)s%g—lg oldugunda pw(ﬁ)s p,(8*) oldugumu ve /l(ﬁ,az)s

oldugunda pw(ﬂ*)s P. (3) oldugunu goéstermislerdir. Bu yaklagimin bir sonucu ise

lineer regresyon modelinin parametre uzaymin

rK) ) r(K)
2 <iB,0?)< 2% (3.7.14)

bolgesinde g* ve A nm birbirlerinden daha iyi oldugunun ispat edilememesidir.

Cebirsel agidan bakildifinda (3.7.14) deki belirsizlik bdlgesinin yok olmasi igin
gerek ve yeter kosul (3.7.13) de tanimlanan X nm dzdegerlerinin birbirine esit olmasidir.
Yani herhangi bir ¢ > 0 i¢in

UWU =¢T (yani RS7'WS'R'=cRS™'R') (3.7.15)
olmasidir.

Bu 6zellige bagh olarak ilging bir istatistiksel yorum yapilabilir. Bu yorum ise bu
6zelligin, (3.7.11) deki kriterin islemsel olmasi igin gerek ve yeter kosul oldugudur.

Bu; kaynaklarda ; (3.7.15) kosulunu saglayan W nin segimine gore pw(ﬂ*) ile

P. (ﬁ) nin kargilagtirtimasinda ortaya ¢ikan problemi ¢6zmek igin kullamlan iki
yaklagmmin birlestirilmesi olarak diigiiniilebilir.

Sonuglar
Asagidaki teorem; belirli istenen Ozelliklere sahip agirhkl risk fonksiyonunu

belirleyen tiim p.d. W matrislerinin gesitli karakterizasyonlarmn saglar.
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Verilen bir A matrisi igcin R(A) , A nm kolon uzaym ; N(A) ise A mn sifir
uzaym gostersin. P, ve O, ise A nm R(A) ve N(A) tizerindeki ortogonal
izdiigiimlerini gostersin.

Teorem 3.7.1 : W p x p tipinde p.d. bir matris ve C=S"'R'(RS™'R’)" RS
olsun. & 2§, 2....2 ¢, , CW nin pozitif 6zdegerleri olsun. Bu durumda W agrhkh
karesel riske gbre f* ile ﬁ nin karsilagtiriimasinda ortaya ¢ikan problem igin agagidaki
durumlar denktir.

a) (3.7.14) deki belirsizlik bolgesi kaybolur.

b) (3.7.11) deki kriter iglemseldir.

c) & =&, , yani CW nin sifirdan farkh tiim 6zdegerleri birbirine esittir.

d) r(CW)=mé,

e) r(CW)=mé,

) [r(Cw)P = merl(cw )|

9 W =) g duumds, herhangi bir 0 icin
m

RS7'WS™'R'=CRS™'R’ esitligini saglar.
h) W nin W=c(VIA“V1’ +V.GV, +V,GV, +V2HV2') seklinde bir gdsterimi

vardir. Bu gosterimde ¢ herhangi bir pozitif skalerdir. Ayrica H, (p-m) dereceli herhangi
bir p.d. matris ve G m x (p-m) tipinde A —G'AG p.d. olacak sekilde herhangi bir matris
olmak tizere ; ¥,,V, ve A , C nin C =(, :V, )diag(A, 00V, :V, )' seklinde spektral
ayrisimini olusturur.
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) Wnin W =clp,., +0,.,Z)S@, ., +Q;.,Z) seklinde bir gosterimi vardr.
Bu gosterimde Z , p x p tipinde N(RS™ ) N(Z)={0} ve R(SR')n#(z'Q, ., )= {0}
olacak sekilde herhangi bir matristir.

Ispat: A|A, ve A,A, in sifirdan farkh 6zdegerleri aym olduundan (Marshall

1

1
ve Olkin (1979) ) A, =UT 2 ve A, =T 2U'W igin (3.7.13) deki K nm 6zdegerleri ile
CW in sifirdan farkh 6zdegerleri aynidir. Bu sebeple (3.7.14) ve (3.7.15) den dolay:
(@)= ()« (g) dir.

r(CW)=¢& +&, +.....+&, oldupundan (d) ve (¢) ; CW nin pozitif
dzdegerlerinin aritmetik ortalamasmin, en kigiiklerine veya en biyiiklerine esit
oldugunu gdsterir. Boylece (d) <> (c) <> () oldugu agiktir.

(h) ve (i) deki W gosterimi, Baksalay (1984) deki Teorem 2 ve Teorem 3’in
A=RS?,B=RS"'R' ve bilinmeyen p.d. ¥ =c'W olmak iizere AVA' =B esitligine
uygulanmasiyla elde edilir.

b= g nin ispat1 i¢in R, m, rankl m x p tipinde herhangi bir matris ve r, ,
m, x1 tipinde herhangi bir vektér ve &,(8)=R,B-r, olmak fizere H, :6,(B)=0
lineer hipotezini g6z 6niine alalim.

Uygun F istatistigi (3.7.10) daki formda ; m yerine m, , 5(3 )yerine &,(8) ve T

14 ' -
yerine T, = R,S™'R, yazilmasiyla elde edilir. Bu istatistik ﬂ.l(ﬂ, o? )= % (ﬂ)le 251 (ﬂ)
o
olmak tizere le mpir(p.6%) dagilimma sahiptir.

Sonug olarak (3.7.11) deki kriterin iglemsel olmas: igin gerek ve yeter kosul, her
px1 tipindeki B vektoril igin 7w(ﬁ,0'2)=c}tl(ﬂ,a'2) olacak sekilde ¢ >0, R, ve r, in
bulunmasidir veya egdeger olarak her nx1 tipindeki Y vektoril i¢in
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7u(p0?)=cin(B.o?) (3.1.16)
olmasidir.

H,:6,(B)=0 hipotezinin testinde kullamlan F istatistiginin paymnda ortaya
gikan 22,(8,0) karesel formu z* daghmma sahiptir. O zaman (3.7.16) gosterir ki
2cy,(B,0%) de z* daplimma sahiptir. Fakat 27y, (3,0) ifadesi z'Az seklinde
karesel formda gosterilebilir. Burada T=RS™'R’ ve U =S~ R’ olmak iizere

z=0"5(8)~ N, {c"5(8).T) (3.1.17)
ve

A=c'T'UWUT™ (3.7.18)
diir.

(3.7.17) deki varyans matrisi p.d. oldugundan Carpenter (1950) nin sonucuna
gbre z'Az nin y® dagihmma sahip olmas: igin gerek ve yeter kosul ATA=A
olmasidir. (3.7.18) agisindan bakildiginda ve RST'WST'R’' niin tekil olmayan
olmasmdan dolay: bu esitlik (g) deki egitlige denktir.

Son olarak (3.7.9) ve (3.7.12) den, efer g kosulu saglanmrsa o zaman
7w(ﬂ,0'2)= cl(ﬂ,az ) olur. Sonug olarak A(ﬂ,az) , H, :6(B)=0 hipotezinin testinde
kullamlan (3.7.10) daki istatistifin , merkezi olmama parametresi oldufundan dolay:
(g)= (@) dir.

Sonu¢ : f* ve f§ m W agirhikh karesel riske gore kargilagtiriimas: problemi; W
nun (3.7.14) deki belirsizlik bdlgesi kaybolacak sekildeki se¢imine gore degismez. Bir
baska deyigle RS“WS™R'=cRS™R’ kogulunu saglayan her W igin p, (8*)< p, (8)
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esitsizlifinin i(ﬂ,az)sg ye denk olmasi yoluyla (3.7.11) deki kriterin iglemsel

olmas: bu problemi degistirmez.
3.8. ORR ve OLS Tahmin Edicilerinin Karsilagtiriimas:

Farebrother (1984) iin de aldif1 smifin bir alternatif ifadesi,
Bk)=(XX+kR'R)" XY +k(X'X +kR'R)" R'r (3.8.1)

dir. Buifade F=(X'X+kR'R)"'X' ve f=k(X'X+kR'R)" R'r olmak iizere B(k) nm
FY + f seklindeki homojen olmayan bir lineer tahmin edeci olarak yazilmasim saglar.
(3.8.1) yazim ; lineer regresyon modelinde ,

Bl)=(X"X + kR'R) (X'XB+kR'RB,) k>0 (3.8.2)
formundaki tlim istatistiklerin , mse kriterine gore , lineer tahmin ediciler simfinda kabul
edilebilir oldugunun belirlenmesinde yararhdir.

Rao (1976) daki Teorem 6.6 mn, f nin tahminine bir uyarlamasi olan Baksalary
ve Markiewiez (1985) deki Teorem 2 ye gore ; XF nin tiim dzdegerlerinin [0,1]
arahginda olmasi ve f nin /,~XF nin slitun uzaymnda olmas: i¢in XF matrisinin
simetrik olmasi yeterlidir.

Baksalary, Liski ve Trenkler (1989) daki, Teorem 2 ye gore A(k) nm kabul
edilebilir olmas, lineer regresyon modelinin parametre uzayinda bazi noktalarda bu
tahmin edicinin /3 (OLS) dan daha iyi olmas: gerektigini gsterir.

OLS ve RLS tahmin edicilerinin agirlikli ortalamalarinm sinifi olan (3.8.2) nin
ikinci 6zelligi ;
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X'X+H)'X'Y+h (3.8.3)

formundaki tlim kabul edilebilir genel ridge tahmin edicilerini kapsamasidir. Burada H,
herhangi bir n.n.d matris ve kabul edilebilirlik kosuluna gére h, bazi g ler igin
h=(X'X+H)" Hg olacak gekilde herhangi bir vektérdiir. Daha sonra bazi L igin
1 1
H =L'L ise 0 zaman R =| — |L ve | — |Lg nin yazilmasiyla (3.8.1) den (3.8.2) elde
[~ ()
edilir.

Daha Iyi Olma Kriteri

(v, x8,077 (k) (3.8.4)

lineer regresyon modelini ele alam. Burada D(Y) =&V (k) dir ve
v(K)=1, +(%JXAX' L k>0 (38.5)

dir. Bu ifadede A , pxp tipinde nnd bir matristir. X in tam siitun rankl: olma varsayimi
altmda V(k) ile A arasinda birebir bir bagmt: vardir.

w(k)=V(k)" olsun ve Y nin ¢oklu normal dagihma sahip oldugumu kabul
edelim. (3.8.4) modeli altinda H, : RA = r hipotezinin bilinen testi:

_ [Rﬁ(k)—r]' [R[X'W(k)X]“ R'}‘ [Rﬁ(k)fr] "
F(k)= YO ORI KRN mP (3.8.6)

istatistigine dayali olarak bulunur. Burada £(k) , # nmn BLUE tahmin edicisidir.
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V{k)X in situnlar, X in situnlarmm lineer kombinasyonlan oldugundan ;
Zyskind (1962) den J(k) ile # nin OLS tahmin edicisinin aym oldugu yani
Be)=[X'wE)X]" X'W(k)Y = B oldupu goriliir (Puntanen ve Styan, 1989).

(3.8.6) istatistifi ; payr m ; paydas: n-p serbestlik dereceli ve merkezi olmama

parametresi

a=0c? ) s{RIxwEX] R]' 5 38.7)
olan merkezi olmayan F dagilimindan gelmektedir.

B , p boyutlu uzayda degistikge ; & , m boyutlu uzayr gerdifinden dolay: ;

-1
(3.8.7) ve z(z:):(z&)“a{(%)zm +R(x'x)"R'] & ifadelerinden, her £ igin

Alk)= A olmas1 ig in gerek ve yeter kosul

(%)1,,, +RXX)" R = RIX'W(E)X]" R’ (3.8.8)

olmasidir.
(3.8.5) formundaki V(k) i¢in W (k)=V (k)" ifadesi
W(E)=1, - X(XK)" X+ X(X'X)" [(x*x)‘l +(—2—)A:| XXX’

seklinde yazilabilir ve boylece (3.8.8) esitligi
RAR' =1, 3.8.9)
formunu alir.

(3.8.9) un n.n.d. ¢ozlimiiniin bir genel sunumu miimkiindiir (Baksalary (1984)
Teorem 1 Bu durumdan bagimsiz olmakla birlikte (3.8.9) un o6zel olarak
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A=R'(RR')”R tarafindan saglandig1 gdriilebilir ve bu diislincelerle agagidaki teorem
elde edilir.

Teorem 3.8.1 : 4(k)=(2az)"5'[(%)lm +R(X'X)"R']—l5 seklindeki A(k)

ifadesi ; V(k)=1, +(%)XR'(RR')'2 RX' olmak iizere (3.8.4) modeli altinda;
H, : RB =r hipotezinin bilinen testi i¢in kullarulan (3.8.6) deki F istatistiinin merkezi
olmama parametresidir.

Bu teorem ; k ya bagh varyans matrisine sahip bir lineer modelde; R verildiginde
k degerinin segimi probleminin H, : Rf =r hipotezinin testinin terimleri cinsinden

yazilabilecegini gostererek (3.8.2) formundaki genellestirilmis ridge tahmin edicilerin
iyiliginin Sl¢iilmesine yeni bir bakis getirir.

k— o iken V(k)=1I, ve r=0 olduundan, bu teorem Toro-Vizcarrando ve
Wallace (1968) tarafindan olugturulan kriterin iglemsel bir yorumunu igerir.

Toro — Vizcarrando ve Wallace (1968) in bu sonucu, Judge ve Bock (1978)
tarafindan detayh olarak incelenen preliminary test tahmin edicilerinin olusturulmasinda
¢ok Snemlidir.

m=p , R=1, ve r=0 oldufu 6zel durumda E,(k)=(X'X+kIP)'1X'Y

seklindeki ORR tahmin edicisinin /9 ( yani OLS ) dan daha iyi olmasi i¢in gerek ve

-1
yeter kogul 4, (k)=(25)" ﬂ'[(%)lp +(x'x)“] B olmak {izere 4, (k)s% olmasidr.

Bu teoreme gore ; A,(k) ; {Y, Xp,g2[1n +(%)X’X]} modeli altinda

H, : B =0 hipotezinin bilinen testini saglayan
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o] 5,

YL x&xx) XY p

istatistifinin merkezi olmama parametresidir.
k>0 iken F,(k)—>0 dir. Dolayistyla ORR tahmin edicisi f,(k) , k nm
yeterince kiigiik degerleri igin OLS tahmin edicisi ,é dan daha iyidir (Theobold (1974)).

3.9. RLS ve ORR Tahmin Edicilerinin Karsilagtirnilmasi

Y =XB+¢ , E(g)=0 , E(es’)=0"1I, (3.9.1)

lineer regresyon modelini ele alalim. Parametrelerin RS =r kisitlamasmi sagladif:

kabul edilsin. Bu kisttlamada R ve r mxp ve mx! tipinde belirli sayilardan olugmus
matris olsun ve R nin rank: m olsun. r rastgele olsayd1

2

r=RB+n E(n)=0 E(nn')=(9;},,. (3.9.2)

yazilabilir ve ( (3.9.1) ve (3.9.2) ) birlestirilmis modelindeki f nmin BLUE si olarak
Bl)= (XX +kR'r) (XY +kR'r) (3.9.3)

tahmin edicisi elde edilebilirdi. Ancak r ve 8 belirli oldugundan A(k) nmn bu sekilde
elde edilmesi ve esdeger olarak bayes yontemi ile elde edilmesi gegersiz olur.

Bununla beraber
BE)= (XX +kR'RY" (XX 3+ kR'RB, ) (3.9.4)

ifadesi ; OLS tahmin edicisi
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Bos = (XX)'X'Y (3.9.5)
ve V =(XX)" ve B(0)= 8 ve B()= B, olmak iizere
Bus = B-VR'(RVRY(RB-r) (3.9.6)
seklinde tanimlanan RLS tahmin edicisinin bir agiriikls ortalamasidir. Cinkil ,
Bk)= B~ k(X’X+kR'R)" R(RB~7)
= B—kVR'(I,, + kRVR')" (RB ~7) (9.7

ve

(XX +ER'RWR' = R'(I,, + KRVR’) (3.9.8)

Bundan bagka , Kuks ve Olman (1972) ; A(k) nm ; B mm
’ 2
(RB-r) (RB -r)$~o~;c—~ kisttlamasina g6re minimax lineer tahmin edicisi oldugunu

belirtmislerdi.

Lemma 3.9.1 : A, mxm tipinde simetrik bir p.d. matris ; F nxm tipinde m rankh
bir matris ; b mxl tipinde bir matris ve d bir skaler olsun. O zaman F[dA —bb'[F’
ifadesinin (n-m) tane sifir 5zdegeri ; ( m-1) tane igareti d tarafindan belirlenen 6zdegeri
ve isareti d —b'A™'b tarafindan belirlenen bir tane 6zdegeri vardur.

fspat : mxm tipinde tekil olmayan bir P matrisi igin A= PP’ dir. n x (n-m)
tipindeki (n~-m) rankh bir G matrisi i¢in [PP G] tekil olmayan matristir.

¢=P7'b olsun. O zaman

dl_ —-cc’ 0
" 3.9.9

n-m
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nin (n-m) tane sifir Gzdegeri ; (m-1) tane d ye esit Ozdegeri ve bir tane
d—cc’ =d-b'A™'b ye esit 6zdegeri olur.

Sylvester ¢ in kuralina gére
1. 0 JPF
FldA-bb'JF' = [FP G{do”‘ 0 J[ GI’: ] (3.9.10)

un O8zdegerlerinin igareti ile (3.9.9) un 6zdegerlerinin isareti aymdir. Boylelikle ispat
tamamlanir.

Mse Matrisleri

A(k) nun mse matrisi ; & = RA—r olmak iizere
MSE{B(k))= (XX + kR'R) Mo X'X + k> R'SS RYX'X + kR'R)™ (3.9.11)
seklinde tanimlanir.

Ayrica MSE(B(0))=o*(X'X)™ dir. Oyle ki

2
A= 2‘; I, +c*RVR' - 56" (3.9.12)
olmak lizere
MSE{B(0))- MSE(B(k))= k* (X’X + kR'R)™ R'AR(X'X + kR'R)” (3.9.13)

olur. Daha 6nce elde edilen sonucun kullamlmasiyla , MSE(ﬂ(O))— MSE(ﬁ(k)) nm en
fazla bir tane negatif 5zdegere sahip oldugu gorilir. Ayrica MSE(B(0))- MSE(A(k)) nn
p.s.d olmas: igin gerek ve yeter kosul.

(R,B-—r)’[%lm +RVR']— (Rp-r)<o? (3.9.14)
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olmasidir. Bu ise

k<2 (3.9.15)

55

veya

(RB-r) RVR)' (RB-r)< 5 (3.9.16)
oldugunda saglamr.

/?(eo) nin mse matrisi ; O = RVR' olmak {izere

MSE(B(e))= 02V -~ c*VR'Q™ RV + VR'Q™ 550" RV (3.9.17)
seklinde olur 6yle ki :

B=0Q0" -07650™ —kQ 58"~ k560"

=607 +k%86'-(Q7 + k5" (Q + 11, (3.9.18)

olmak {izere

MSE(B(k))- MSE(B(w))= (XX + KR'R)" RBR(X'X + kR'R)" (3.9.19)

olur.

Daha 6nce elde edilen sonucun kullaniimasiyla MSE(ﬁ'(k))— MSE(ﬁ(oo)) un en

fazla bir tane negatif 6zdegeri oldugu sdylenebilir ve MSE(ﬁ(k))— MSE(,é(oo)) un p.s.d.

olmas i¢in gerek ve yeter kosul

5107 +11, o0 +k765') (07 +h1, 5 <1
olmasidir.

Ayrica,
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(20" +k265")" = (o? +£26°05)0-k* 0550

3921
o2(o? +k°5°05) @520

oldugundan (3.9.20) nin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul
k|5065°07'5 - (56) | +2k0 65 + 675075 <o (3.9.22)

olmasidir. (3.9.21) in k= 0 icin saglanmas: igin gerek ve yeter kosul 5078 <o’
olmasidir ve k > 0 igin saglanmas: igin 5'07'5 £ o> olmas1 yeterli koguldur. Dolayisiyla
(3.9.16) MSE|B(k))- MSE{(w)) un p.s.d. olmas: igin gerekli ; MSE(3(0)) - MSE(3(k))
nin p.s.d. olmas: igin yeterli ve MS’E(B(O))— MSE(B(oo)) p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter
kosuldur. Bu sonu¢ Toro-Vizcarrondo ve Wallace (1968) dan elde edilir.

Sifir Tahmin Edicisi

Ridge parametresi k nin nonstokhastik oldugu kabul edildiginden MSE (matris)
kriteri kullamlmigtir. Ancak pratikte k rastgele olur ve skaler mse kriteri kullanilir.
Yapilan analize gore ridge tipi tahmin edicilerin simulasyon gahgmalarinda RLS tahmin
edicilerinin kullamlmas: faydahdir.

Ornegin R=1, ve r= 0 oldugunda RLS tahmin edicisi, mse matrisi B’ olan
sifir tahmin edicisi olur.

oooooo

Baldwin (1975) in ¢ahgmasindan

feehsl
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ve benzer sekilde (3.9.20) ye boliinmesiyle (Hoerl, Kennard (1977)) , Vinod (1976) m
gahgmasindan MSE(3(0))=0.05 elde edilir.

3.10. AUGRR ve OLS Tahmin Edicilerinin Karsilagtirilmas:

Y=XB+&,e~N (0,0'21,,)

lineer regresyon modelini ele alalm. A = diag(ﬂ., ,/12,....,21,) kosegen elemanlann X’'X

in Ozdegerleri olan bir kdsegen matris ve T , pxp tipinde TX'XT=A ve
T'T =TT’ = 1, kosulunu saglayan, X'X in 6zvektorlerinden olusan bir matris , Z = XT

, y=T'8 , ZZ=T'X'XT = A olmak {izere lineer regresyon modeli
Y=Zy+s,e ~N(0,0°I,) (3.10.1)

seklinde yazilabilir.

Bu modelde y nin OLS tahmin edicisi

g=(Z'2)"'2'Y =AY (3.10.2)

7=(A+K)'Z'Y
=(A+K)'Ag (3.10.3)
=(1-(a+x)"'K)e
seklindedir. ¥ =T'S oldugundan f nn GRR tahmin edicisi
B=T7=(XX+TKT')'X'Y (3.10.4)

olarak bulunur. k =k, =k, =.....=k, oldugunda y nin ORR tahmin edicisi
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p=(A+k,)'27Y (3.10.5)
seklinde yazilabilir.
7 mn AURR tahmin edicisi
7 =(1+(A+K)'Kf
~U-(a+x)y'x) s (3.106)

olarak yazilr.

AURR tahmin edicisi ile GRR ve OLS tahmin edicilerinin karsilagtirilmasmi ele
alalim. Ridge parametresi &, nin non stokhastik oldugunu kabul edelim.

OLS tahmin edicisi g nin i-nci bilegeninin mse si

2
MSE(g,)=E(g, -7,) =% (=12,...p) (3.10.7)

I

olarak yazilir. Buradan OLS tahmin edicisi g nin mse si

’ P 2
MSE(g)=E(g-7) (g~r)=2§— (3.10.8)
i=1 i
ve g nin tahmin edici mse si (PMSE)
PMSE(g)=E(g-7) XX(g-7)=po’ (3.10.9)

seklindedir. Benzer sekilde 7, nin mse si
22 +074,)
MSE(, _brik +o’2) i=12,..., 3.10.10
#.) Gty ( p) ( )

olarak yazilabilir,
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Lemma 3.10.1 : MSE(7,~) s

o1,k +A,)

MSE®,)= (3.10.11)

kf'y.z
A+ )
G k) (4, +k,)

2kt +40? Ak +407 22k, + 0 2)
(1, +&,)'

seklindedir.
AUGRR ve GRR tahmin edicilerinin mse lerinin karsilastirilmalarmi
inceleyelim. Asagidaki teorem Singh ve Chaubey (1987) den elde edilir.

Teorem 3.10.1 :

1
[30'2 -y} +{(3a'2 + Ay} )2 +4c’4,y} }2]
K1, = >0

= 3.10.12
; yoe ( )

olmak tizere
0 <k, <KI, igin MSE(¥,)> MSE(7,) dir.
K1, <k, <o igin MSE(¥,)< MSE(p,) dir.
Ispat : Teorem 3.10.1 , (3.10.10) ve (3.10.11) ifadelerinden elde edilen
(4, +k,) {MSE(F, )~ MSE(, )} = -4k, 2y 2k? —Bo? = 4,2, - 2024, }
esitliginin kullanilmasiyla ispatlanir.

Simdi de AUGRR ve OLS tahmin edicilerinin mse lerinin karsilagtirilmasmi ele
alalim.
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Teorem 3.10.2 :

1
2524, +(26* 22 +25° 2%y )E}
(3.10.13)

k2= (Aiyiz —0'2)

olsun. O zaman 0 < k, < igin eger 4,77 —o* <0 ise MSE(¥,)< MSE(g,) olur.
Eger A,72—0?>0 ise o zaman ; 0<k, <K2, igin MSE(7,)<MSE(g,) ve
K2, <k, <o igin MSE(7,)> MSE(g,) olacak sekilde bir pozitif K2, vardir.
Ispat : Teorem 3.10.2 ; (3.10.7) ve (3.10.11) in kullanilmastyla elde edilen
3, Q, + Y {MSE, ) - MSE(g, } = k> {4,572 0?2 — 4024k, 20242}
esitligi ile ispatlanir. Bundan bagska MSE(7,) nmn k, ye gore tiirevinin alinmastyla

dMSE(,) aak (y 22 —20k, -o?4,)
dk, (4 +&)

(3.10.14)

esitligi elde edilir.

(3.10.14) den ; MSE(¥,) nin minimum oldugu optimal k, degeri

' 2 2

Vi Vi

1
{0'2 +(0'4 +0'2/1,.;/,.2)5} ) 2\ 2
k*= =(-”-— 1+{1+,1,(1"2—)} (3.10.15)
o

bulunur,

(3.10.12) , (3.10.13) ve (3.10.15) den ; egier 1,72 —o* >0 ise 0 zaman
K1, <k*<K2, (3.10.16)

oldugu bulunur.
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AUORR tahmin edicisi ele alindiginda k =k, =k, =......= k, olmak iizere k nin
elde edilmesi i¢in (3.10.15) deki &, * 1n harmonik ortalamas: kullamlabilir. Bu ise

2

B = po _ (3.10.17)

My
3

T

paeey

+

ok

+

R
//~
Q |,
I
(5]

seklindedir.

Hoerl , Kennard ve Baldwin (1975) in bahsettigi sebepten dolay:r harmonik
ortalama regresyon katsayilarma uygulanabilir. (3.10.17) deki k”, ¥ ve o? bilinmeyen
parametrelerine baghdar.

k nin Se¢imi

Ridge parametresinin kullanilmasiyla elde edilen ; Hoerl , Kennard ve Baldwin
(1975) in Onerdigi ve Lawless ve Wang (1976) nmn &nerdii islemsel ridge

parametrelerini ele alalim.
Birincisi (3.10.17) deki ; optimal ridge parametrelerinin degerlerinin harmonik
ortalamasi ; bilinmeyen ¥ ve o? ye bagh oldugundan y ve o yerine OLS tahminleri

yazilir. (3.10.17)’ye uygun iglemsel ridge parametresi, 6° = (v —Z(g ) (Y)— Zg) olmak
n=p

lizere
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ko =— Po - (3.10.18)
2 g
i= 2 =
1+(1+/1,.(3f AZDZ
o
L J
seklindedir.

Bu ridge parametresi HMO ridge parametresi olarak adlandiniur.

fkincisi Hoerl , Kennard ve Baldwin’ in (HKB) ridge parametresi

2
Ky = 25— (3.10.19)
g£g
dir.
Uctinciisii Lawless ve Wang ‘m (L W) ridge parametresi
2
kyy =22 (3.10.20)
f A8
i=1
dir.

3.11. RRR Tahmin Edicisinin Mse Kriterine Gore Performansi

RRR tahmin edicisi yanli bir tahmin edici oldufundan bu tahmin edicinin
performansim incelemek i¢in uygun olan kriter mse dir.

MSE kriterine gére RRR tahmin edicisi ile RLS ile OLS tahmin edicilerini
kargilagtiralim, ilk olarak & =0 kogulunu inceleyelim.
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I. DURUM : (Kisitlamalar Dogru Oldugunda Yani & =0 ise)
RR ile RLS nin Kargilagtiriimas:

RRR tahmin edicisi her zaman yanl bir tahmin edicidir. Fakat bu durumda RLS
tahmin edicisi yansizdir. Tahmin edicilerin performansm 6rneklem varyans: agisindan
inceleyelim.

v(8*)-V(B* (k) =0 (A-WAW') =’ W{kS A+ kAS™ +k*SAS W' (3.11.1)

olur. S p.d. ve A ps.d. oldugundan S'A min tiim karakteristik kokleri negatif
olmayandr, 6yle ki S~ A bir nnd matristir.

S7AS™! p.s.d. oldupundan (3.11.1) den , k20 igin [V(8*)-V(8* (k)] p.s.d.
dir.

Teorem 3.11.1 : RRR tahmin edicisi yanlidir. Ancak RLS tahmin edicisi
kisitlamalar dogru olduunda yansiz olur. Bununla beraber RRR tahmin edicisinin

Orneklem varyansi her zaman RLS tahmin edicisinin 8rneklem varyansindan kiiglik veya
egittir.

RRR tahmin edicisinin RLS tahmin edicisi ile performanslarim mse kriterine
gore karsilagtrahm
P, P'SP=A=diagld,4;,...4,) ve B=P'AP psd olacak sekildeki bir

ortogonal matris olmak lizere WAW'= P(A +K, )'1 ABA(A +kl, )” P’ dir. Genelligi
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kaybetmeden 4, 24, 2....2 4, >0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 5, , B nin

i-nci kdgegen elemam b, >0 olmak lizere

r\WAW 3.11.2
waw)= g(ﬂ . (3.112)
olur. Ayrica a =P'f olmak fizere

SE)’p=a'\A+H /-

ps®)* p=a(r+il,)a g(“k)z
dir. (3.11.2) ifadesini RRR tahmin edicisinin mse sinde yerine yazarsak

2 2
MSE(B* (k)= o> LTINS L (3.11.3)

i=1 (/1, +k)2 i=1 (ﬂ, +k)2

bulunur. Toplam varyans &, (k) , k mn bir siirekli ve monoton azalan fonksiyonudur.
S, (k) nmn k ya gdre tiirevi, £k — 0" ve 4, >0 iken —co a yaklagir. Ayrica yanlihgin
karesi olan &, (k) ise k nm bir stirekli ve monoton artan fonksiyonudur. &, (k) nn tiirevi
k— 0" iken sifira yaklagr.

(3.11.3) deki esitligin her iki tarafinin k ya gore tiirevinin alinmas: ve elde edilen
ifadenin diizenlenmesiyle

dMSE(ﬂ (k) )
=2 k —o?Ab 3.11.4
dk = +k)3 al~o'4b,] G149

bulunur.
2

a
2 2 . . s 2 .
a* = olarak tammlanmak lizere a*,, , =1,2,........, p i¢in a@*; lerin en

biiytigii olsun. Tiim i=1,2.,....., p ler i¢in b, 20 ve A, >0 oldugundan , (3.11.4) den
MSE(B *(k)) nm birinci tiirevinin negatif olmas1 igin yeterli kogulun
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2

0<k<-Z
a*’
oldugu agikc¢a goriilebilir.
2
Teorem 3.11.2 : Kisitlamalar dogru oldugunda , 0 <k < :2 arahifinda, her
a max

zaman, RRR tahmin edicisinin mse si RLS tahmin edicisinin mse sinden kii¢lik olacak
sekilde bir k degeri vardir.

C=P'S"R(RS'R'}'RS'P psd olmak @zere B nin tammndan
B =P'AP = A™! —C yazlabilir. Bdylece c, , C nin i-nci kbsegen elemam olmak tizere

i

1
bii =I_cii <

1
i A‘i
2 2
e} < o
%2 2

maxamax

olur. O zaman oldugu agiktir.

a

Kesin 6n bilginin birlegtirilmesiyle elde edilen en 6nemli sonuglardan biri sudur :
MSE kriterine gore incelendiginde ; RRR tahmin edicisinin RLS tahmin edicisinden
daha iyi olmasim saglayan k degerlerinin arali: ; ORR tahmin edicisinin OLS tahmin
edicisinden daha iyi olmasmi saglayan k degerlerinin aralig: ile karsilastirildigmda daha
dardir.

RRR ve ORR Tahmin Edicilerinin Kargilagtirilmasi

RRR ve ORR tahmin edicileri, # nin yanl tahmin edicileridir. Ve kisitlamalar
dogru oldugunda her ikisinin yanhhg: aymdir ve —kS(k)™ B ya esittir.

RRR VE ORR tahmin edicilerinin varyans-kovaryans matrislerinin fark:

var(B(k))-Var(8* (k)= S()" s R'(RS ' R")RS 'S (k)™
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seklindedir ve bu matris k > 0 i¢in bir p.s.d. matristir. Dolayisiyla 6rneklem varyansi
kriterine gore , RRR tahmin edicisi her zaman ORR tahmin edicisinden daha iyidir.
Tahmin edicilerin yanhiliklar1 ve Orneklem varyanslan ile ilgili sonuglar
birlestirildiginde; kisitlamalarm dogru oldufu durumda RRR tahmin edicisinin her
zaman ORR tahmin edicisinden daha iyi oldugu sdylenebilir.

IL Durum: (Kisitlamalar Dogru Olmadiginda Yani § # 0 ise)

RRR tahmin edicisinin performans:1 § ya baghdwr. Yani kisitlamalarin hangi
oranda saglanmadigina baghdwr. Bir baska deyisle bu tahmin edicinin mse kriterine
gore ustiinliigli, dogru olmadig: kabul edilen kisitlamalara gdre olan yanhihigin
miktarma baghdir.

Bu durum i¢in, RRR tahmin edicisi mse kriterine gére RLS ve ORR tahmin
edicisinden daha iyi olacak gsekildeki § ya bagh olan k nin miimkin olan
degerlerinin se¢imini gerektiren kosullar1 inceleyelim.

RRR Ve RLS Tahmin Edicilerinin Karsilagtirilmasi

Kisttlamalar dogru olmadiginda RRR ve RLS tahmin edicileri yanldir.
WS~ =S8(k)" oldugundan RRR tahmin edicisinin mse si

MSE(8*(®))=o2erWAW ")+ [s)y 5 -as @) ] [s@)y s+ -ks() 8] (3.11.5)

olarak bulunur. Bazi cebirsel islemlerden sonra bu ifade,

MSE(B* () =Y — Fzﬂfb,.,+k2af‘+6;2—2ka,.5;] (3.11.6)

i=1 (li +k)2
olarak yazilabilir.
(3.11.6) daki esitligin k ya gore tiirevi almirsa
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dAMSE(8*(k)) _ ) 2 .
- 22 n +k)3k/1a, +a,8] )~ ( Ab, +8 +a,i,0, )] 3.11.7)

elde edilir. Boylece MSE(S*(k)) nm birinci tirevinin negatif olmas: igin yeterli
kogul bulunabilir.

min(0? 430, +8; +a,4,5; )

At A )

olarak tanimlansm ve k
m?x(ﬂ,a,. +a,.§,)

Teorem 3.11.1: k*=

pozitif olsun. O zaman RRR tahmin edicisi , 0 <k <4* <o igin, mse kriterine gire
RLS tahmin edicisinden daha iyidir.

RRR Ve ORR Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimas

B nin ORR tahmin edicisi A(k) mn mse si

MSE(p(E))=3" e )2[ 0?4, + k%0 G.11.8)

i=1

dir. (3.11.6) ve (3.11.8) den

MSE{f(k))- MSE(8* (k)= i ¥ {zk 50 -7 o4, +o2 228, )] (.11.9)

~ mftx(é', gy +o~2/1f'bﬁ) . ~
bulunur. £ = nnn(Za,é',') olmak f{izere. k>k>0

oldugunda (3.11.9) daki esitliin sad tarafi pozitiftic. Dolayisiyla agafidaki teorem
elde edilir.

max(&fz ~c*A,+0* 2] b,.,.)

Teorem 3.11.2: k =—! : . olmak fizere RRR tahmin
n’}n(zafaf )

edicisinin ORR tahmin edicisinden daha kii¢iik mse ye sahip olmasi igin yeterli kosul
0<k <k <o olmasdr.
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3.12. Modified Ridge Tahmin Edicisi fle Kisitlanmig Ridge Regresyon
Tabmin Edicisinin Mse Kriterine Gore Kargilagtinlmas:

Swindel (1976) o6n bilgiye dayanan diizenlenmis bir ridge tahmin edicisi
ortaya koymustur. Ayica OLS tahmin edicisinin mse matrisinin, ortaya koydugu
tahmin edicinin mse matrisinden daha biiylikk olmas: igin gerekli ve yeterli kosulu
olusturmustur. Bununla beraber Swindel , olugturdufu tahmin edicinin mse
Ozellikleri ile ORR tahmin edicisinin mse dzelliklerini karsilagtirmamigtir. Pliskin
(1987), ORR tahmin edicisi ile modified ridge tahmin edicisinin mse matrislerini
kargilagtrmigtir. Sarkar (1992), ridge regresyon diiglincesini RLS tahmin edicisine
uygulayarak RRR tahmin edicisini olugturmugtur. Ayrica, bu tahmin edicinin;
kisttlamalar dogru oldugunda, mse kriterine gére RLS ve ORR tahmin edicilerinden
daha iyi oldugunu gdstermigtir. Bu tahmin edicinin, kisitlamalar dogru olmadiginda,
diger iki tahmin ediciden daha iyi oldugu kosullar da olugturulmustur.

Y=XB+s & ~N (0,621) (3.12.1)
modelinde OLS tahmin edicisi

B=XX)'xXY (3.12.2)
seklindedir.

RB=r (3.12.3)
lineer kisitlamalar kiimesini ele alahm.

RLS tahmin edicisi § = X’X olmak iizere
p*=p+5 ' R(RS“R') " {r - RB) (.12.4)
seklindedir.
ORR tahmin edicilerinin ailesi W =(I, +kS™)" olmak Gzere Hoerl ve
Kennard (1970, a,b) tarafindan
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BE)=(XX+H, ] XY k20 (3.12.5)
seklinde tanimlanmgtir.

Sarkar (1992) tarafindan tamymlanan RRR tahmin edicisi ; f* , # mn RLS
tahmin edicisi olmak {izere

pr(k)=wp* , k>0 (3.12.6)
seklindedir. Swindel (1976); b* , A nm belirli bir 5n tahmin vektorii olmak {izere

blk,b*)=(X'X+AI, J (XY +£b*%) , k20 (.12.7)

tahmin edicisini tammlamgtir. Uygulamada b* , f iizerindeki 6n bilgiyi veya
hipotezleri yansitacak sekilde se¢ilebilir. Genel olarak ; f Uzerindeki 6n bilgi S,
ortalama, vektbriine ve V, kovaryans matrisine sahip bir p-degigkenli normal
dagilimla tanimlanabiliyorsa , # nin Bayes tahmin edicisi

~

By =X X+ (XY +07V B,)
seklinde bulunur.
B*(k) ve b{k,b*) yanh tahmin edicilerdir. Bir £ tahmin edicisinin yanhhg:

ve varyans! mse matrisi ile

MSE(B)=Var(B)+ Bias(§ )Bias(B) (.12.8)

ve

Bias(B)= E()- 8 (3.12.9)

ve

Var()= E[(ﬁ - E(ﬁ)Xﬁ—E(ﬁ))] (3.12.10)

seklinde bulunur.
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B nmn bir degeri igin ; MSE(B, )~ MSE(F, ) bir n.n.d matris ise f, tahmin
edicisi Bl tahmin edicisine tercih edilir. Ancak tersi dogru degildir (Theobald,1974).

b(k,b*) Ve g*(k) Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimas)

p ¥ m varyans kovaryans matrisi

Var(8%)=o2{s -5 R'(RSR")" R (3.12.11)
seklindedir.  f*(k)=Wg* oldugundan A=S"'-S'R(RS7R)'RS™ ve
W=(1,+kS™)" olmak tizere

Var(B*(k))= o’ WAW' (3.12.12)

dir. f*(k) mn beklenen degeri ve yanhlign 6=r-Rf ve 5*=R/(RS7R)'s
olmak {izere

Elp* &) =wp+ws ' R(RS'R) "5

Bias(B*(k))=wS™'s*-kS(k)™ B (3.12.13)
olarak bulunur.

(3.12.2) ve (3.12.3) iin birlestirilmesiyle S(k)=S+ &l olmak iizere
MSE(B* (k)= o> WAW' + [WS"‘&*—kS(k)" B ] [WS“é‘*—InS’(k)" ﬂI (3.12.14)
bulunur. Eger § =0 ise yani kisttlamalar dogru ise o zaman MSE(S*(k))

MSE(B*(k))= o WAW' + k2S(k)” AB'S (k)™ (3.12.15)
ifadesine indirgenir.

b(k,b*) nn varyans-kovaryans matrisi
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Var(b(k,b*)) = o>S(k)" SS(k)™ (3.12.16)
olarak verilir. Bundan bagka b(k, 5 *) nin yanlthg:

Bias(b(k,b*)) = -kS(k)” (B -b*) (3.12.17)
seklindedir.

(3.12.16) ve (3.12.17) nin birlestirilmesiyle

MSE(@(k,b*))=c?S(k)" SS(k)™ +£*S(k)” (B-b*XB-b ) S(k)* (3.12.18)

bulunur.

p*(k) ve b(k,b*) nm omeklem varyans-kovaryans matrislerine gore
performansi

Var(p(k,b*))~Var(8* (k)= o2 [S(k) " SS(k) " —waw'| (3.12.19)
olarak bulunur.

W =58S(k)" oldugundan (3.12.19) kullamlarak

Var bk, b))~ Var(8* (1) = o*S (&) R (RS R RS (3.12220)
oldugu kolayca goriilebilir.

Pozitif yar1 tanimli matrislerinin  temel Ozellikleri kullanilarak
[var(b(k, b *))-Var(8*(k))] nn bir p.s.d. matris oldugu goriilebilir ve RRR tahmin
edicisinin modified ridge tahmin edicisinden daha kii¢iik orneklem varyans —
kovaryans matrisine sahip oldugu sonucuna varilabilir. Simdi k nin nonstokhastik
oldugu ve lineer kisitlamalarin dogru oldugu varsayim: altinda ; aym k degeri icin
hesaplanan B*(k) ve b(k,b*) tahmin edicilerinin mse matrislerinin
karsilagtiriimasm inceleyelim.

Lemma 3.12.1 : (Gruber, 1990) A , nxn tipinde simetrik bir matris ve a , nx1
tipinde bir vektor ve d pozitif bir skaler olsun . O zaman dA —aa’ mn p.s.d. olmast
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i¢in gerek ve yeter kogul A nin n.n.d. olmasi, a nin A nin kolon uzaymda olmas: ve
A" , A nin Moore-Penrose tersi olmak tlizere a’A*a < d olmasidir.

(3.12.15) ve (3.12.18) kullanilmastyla

MSE(p(k,b*))- MSE(B* (k)= S(k)™ [a‘z (S~ SAS)+k? {(ﬂ ~b*YB-b*) ~ ﬁﬁ'}]s(k)“
=S(k)™ [o-zk'(zes-‘R')“‘R +k? f(ﬂ ~b*)B~-b *)' - /Jﬂ'}]s(k)“ (3.12.21)

oldugu bulunur.

Biylelikle, lineer kisitlamalar dogru oldugunda asagidaki teoremler
olusturulur.

A

Teorem 3.12.1 : D=(B~b* B ~b*) — B’ olsun. Her iki tahmin edici aym
k degeri icin hesaplandifinda , eger D psd. matris ise o zaman
MSE(b(k,5*))- MSE(B* (k)) p.s.d. dir.

Ispat : Eger b(k,b*) ile p*(k) nn hesaplanmasmda aym k degeri
kullamhiyorsa (3.12.21) elde edilir. R'(RS “’R’)~1 R p.s.d. oldugundan; eger D p.s.d.
matris ise o zaman MSE(b(k,b*))~ MSE(B*(k)) p.s.d. dir.

Teorem 3.12.1 den sezgisel olarak ; #*(k) ve b(k,b*) aym k degeri igin
hesaplandigmmda ; #*(k) mn varyans kovaryans matrisinin , b(k,5*) m varyans
kovaryans matrisinden daha kiigiik oldugu s6ylenebilir.

k*S(k)" DS(k)" matrisi; iki tahmin edicinin yanhhk vektorleri arasndaki
fark: yansttir. Dolayisiyla D nin bir p.s.d. matris olmas: yeterlidir.

RRR tahmin edicisinin performansi D nin p.s.d. olmasi kosulu ile Kkarakterize
edilmistir. Bu kiime , D , hicbir zaman bos degildir. Cinkdt 8 =c(f-b*) veya

— 2
b*=£;—1ﬂ alinirsa yani [¢| <1 igin D=—1—~—2£—-ﬁﬂ' p.s.d. dir.
c
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B=c(B-b*) veya b*= -1
c

b(k,b*) nm yanhhigmndan kiigtik olmasm saglar.

B (|d<1) kosulu ; B*(k) nmn yanhhgmn

B =c(B—-b*) veya esdeger olarak b*= f-g-l- B kosulu altmda , (3.12.7) den
agagidaki gibi istatistiksel olarak ilging tahmin ediciler elde edilir.

i) c—>1 iken b(k,b*), B(k)ya yaklagir. ( yani b*=0)

ii) b*=£—g——l-ﬂ da, S yerine yansiz tahmin edici [i nin yazilmasi ile ¢ — o
ile 5= elde edilir. Dolayisiyla (3.12.7) den b(k,5*)= 3 elde edilir. Ote yandan
k — 0 iken b(k,b*) nn S ya yaklagtig: goriliir.

c

_I,B da f yerine RLS tahmin edicisi #* n yazilmasi ve ¢ — o
c

jif) b* =
ile b* = p* elde edilir. Dolayisiyla (3.12.7) den
bk, B9)=(XX+kl, (XY +kB%) , k20 (3.12.22)

elde edilir.
Farebrother (1984) tarafindan tamimlanan tahmin edici siifim géz Oniine

alalim.
Blk)=(X"X+kR'R)(X'Y +kR'RB*) , k=0 (3.12.23)
R=1, 6zel durumunda bu , (3.12.22) ye doniiglr.

iv) 5*=°=1 § daki B nin OLS tahmin edicisi olan / almirsa §*=5"1 3
c c
elde edilr. O zaman (3.12.7) den k - iken b(k,5%)= (1-—1-)/'5 olarak bulunur.
(44

Agikga c>1 icin shrunken tahmin edici elde edilir.(Mayer ve Willke, 1973).
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0,2

BS7p

Teorem 3.122 : FEger R'RB=p ve k’<
MSE(p(k,b*))- MSE(8*(k))= 0 dur.

Ispat: k*(B-b*YB-b *)' nnd. oldugundan; eger
o’ R(RS™ R’} R-k*BB’ 20 ise o zaman MSE(b(k,b*))- MSE(*(k)) p.s.d. dir.
Lemma 3.12.1 den azR'(RS“R’)_lR—k"ﬁﬂ’ZO olmas; igin gerek ve yeter kosul

2
()

IS—I

R*RB=p ve k> < olmasidir. Bu ise ispati tamamlar.

Simdi , k nin nonstokhostik oldufu ve parametrik kisitlamalarin dogru
olmadig1 varsayimu altinda ; aym k degeri igin hesaplanan £*(k) ve bk, b*) tahmin
edicilerinin mse matrislerinin karsilagtiriimalarmi inceleyelim.

Teorem 3.12.3 : Eger R*Rf=F ve (B-6*) S (iB-6%)<o? ise
MSE(p(k, b*))— MSE(p*(k))> 0 dur.

ispat : Kisttlamalar dogru olmadigimda
MSE((k, %)~ MSE(8* () = S()” [O'ZR'(RS ARV R+ K (B-b*)B-b*) ]S(k)‘1
_ws-is—as)? plws s ks ]
—S@k)" [o-zR'(RS"R')_l R4k (B0 B-b%) —(kB—5*WkB-5*) ]S(k)'1
olarak bulunur.

k?(8-b*¥B~b*) nnd. oldupundan Lemma 3.12.1 in kullamimastyla;
efer R*'RB=8 ve (kB-6*)S7' (kB -6*)< 0> ise
MSE(b(k,5*))- MSE(B*(k))> 0 oldugu bulunur. Bsylece ispat tamamlanir.
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3.13. Gauss-Markoff Modelindeki Minimum Yanhhga Sahip En lyi Lineer

Tahmin Ediciler

Y=XfB+e (3.13.1)

genel Gauss-Markov (GGM) lineer modelini ele alahm. Bu modelde E(g)=0 ve
Var(g)= oG dir. X matrisi tam siitun rankli olmayabilir veya G singiiler olabilir.
Bu sebepten bu model (Y,X8,0°G) GGM modeli olarak adlandirilir. Boyle bir
genel modelin uygulanabilirlii Rao (1971) tarafindan ortaya konulmugtur ve LS nin
bir birlegtirilmis teorisi olugturulmustur.

Rao’nun bu modeli , lineer tahmin i¢in kriter olusturmus ve £ nin lineer
parametrik fonksiyonlar: i¢in lineer tahmin edicilerin bir genel formunu vermistir, Bu
kriterlerden bazilart minimum yanli lineer tahmin edicilerin (MB-LE) bulunmas: i¢in
veya yeni minimum varyans, minimum yanh lineer tahmin edici (MV-MB-LE) elde
etmek i¢in olusturulmustur. Rao (1973 b) ayrica karesel hata kayb: altinda bir lineer
tahmin edicinin bayes riskinin minimize edilmesine esdeger olan, bir 6n bilgi altinda
mse nin minimize edilmesini ele almigtir. Burada lineer tahminin minimum mse-
minimum yanlilik, lineer tahmin (MMS-MB-LE) olarak adlandirilan bir bagka kriteri
tizerinde durulacaktir.

Lineer Tahmin I¢in Bir Kriter

p'B lineer fonksiyonunun , LY lineer tahmin edicisi tarafindan tahmin
edildigini kabul edelim. L'Y nin mse si

E\LY - p'B) |= 0”L'GL+(X’L- p) BB (X'L-p) (3.13.2)
seklindedir.

Rao (1973) ; W bilinen bir n.n.d. matris olmak {izere , kriterin
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S =L'GL+(X'L-p) W(X'L—p)
= LG+ XWX')L—2p WXL+ p'Wp (3.13.3)

seklinde minimize edilmesini ele almugtir. Sonugta elde edilen tahmin edici en iyi
lineer tahmin edici (BLE) olarak adlandirilir.

Chipman (1964) , B n.n.d. olmak {izere minimum yanh lineer tahmin ediciyi
(MB-LE) elde etmek i¢in L ye gore minimize edilmesini ele almugtir.
Var(L'Y)=L'GL yi minimize eden bu smftaki L yi kisitlarmstir. BLE ve MB-LE
i¢in ¢6zlimler Rao (1973-b) tarafindan verilmistir.

MB-LE smifinda S nin minimize edilmesi ele almacak ve bu kriter MMS-
MB-LE olarak adlandmrilacaktir.

Bu noktada dikkat edilmesi gerek husus W=B oldugunda MMS-MBLE ve
MV-MB-LE kriterlerinin esdeger oldugudur.

Teorem 3.13.1 : (X'L-p) B(X'L-p) yi minimize eden L nin smifinda
S = L'GL+(X'L~ p) W(X'L - p) nin minimumu
L=E,XWp+E,XBp (.13.4)

seklinde elde edilir. Burada B ve W verilen iki n.n.d. matris ve E, , E,

S o) L )
esitliginden elde edilir ve ()" genellestirilmis inversi gosterir,

ispat: A , Lanrange carpan vektorii olmak iizere, L nin

(G+XWX')L+ XBX'A = XWp (3.13.6)

XBX'L = XBp (3.13.7)

esitliklerini sagladinin gdsterilmesi kolaydir.
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(3.13.6) , (3.13.7) nin gbziilebilecegi ve (3.13.6) , (3.13.7) mn (3.13.4) de
oldugu gibi her ¢dziimlerinin S nin minimumunu verdigi gozlenebilir.

Hatirlatma 3.13.1 : Parcalanmig bir matrisin genellegtirilmis tersinin
gosteriminin kullamlmasiyla E, ve E, nin bir segimi ; N =M +A? ve A =XBX'
olmak tizere

E =N-|r-a(av-ay an-| B, =n-a(an-a) (3.13.8)
seklinde verilir.

p'f nmn, p'HY formundaki MMS-MB-LE olan lineer tahmin edicisi
bulunmak istenebilir. Bu problemin genel bir ¢oziimii asagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.13.2 : H i¢in bir genel ¢dziim

T =rHGH' +tr(HX~ IW(HX~I)
(3.13.9)

ifadesi

VX -1 = t(HX - DB(HX - 1) (3.13.10)
ifadesini minimize eden H matrisleri , simifindaki minimum olacak sekilde

H=WX'E,, +BX'E,, (3.13.11)
seklinde verilir. Burada

E,, =E +C,(I-ME, ~AE,)+C,AE, +(I-EM - E,A)D, + E,AD, (3.13.12)

E,, =E, +C,(~ME, —AE,)+C,(I-AE,)+(I - E,M - E,A)D, + E,AD,(3.13.13)
seklindedir . C,,C,, D,, D,, D,;, D, rastgele olarak se¢ilmistir.

Ispat : A , Lagrange carpanlarinmn matrisi olmak iizere

H(G+XWX')+ AXBX' = WX’ (3.13.14)

ve
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HXBX'=BX' (3.13.15)
esitliklerinin minimize edilmesi probleminin bir genel ¢dziimiiniin bulunmasiyla

teorem ispatlanabilir. H i¢in ¢6ziim

(3.13.16)

[H:A]=[WX':BX'{G+XWX XBX]
XBX' 0

nin ¢6ziilmesiyle elde edilir.

Hatirlatma 3.13.2 : Lincer Bayes tahmin edicisi ; E(88’)=0’W olmak
iizere yukaridaki teoreme benzer ¢6ziime sahiptir.

3.14. Lineer Tahmin Edicilerin Kargilagtirnimas:

ﬁ =CY seklindeki herhangi bir homojen lineer tahmin edicinin

MSE(B)=(CX-1)gB'(CX~1I) +5°CC’
(3.14.1)

seklindeki ikinci dereceden moment matrisini ele alahm. (3.14.1) ifadesi

mSE(F)=B(B)B(8) +Cov(5) (3.14.2)

seklinde yazilabilir. Burada § nin yanhhg:

B(g)=E(B)-=(cx-1)B (3.14.3)
ve varyans-kovaryans matrisi

Covl )= E[(E ~E(g)p —E(E))] =o’CC’ (3.14.4)
seklindedir.

Bu durumda j=1,2 igin ,E , =C;Y seklindeki iki tahmin edici i¢in
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MSE(,E )" MSE(I?jz ) = C""(ﬁl )" Cov(ﬁz )+ B(E‘ ) B(Bl )' ‘B(ﬁz )3(52 )’
=o*2(C1C1' —czcz')+13(,i9‘,ﬁ(ﬁl ) -8(g, B(3,) (3.14.5)

elde edilir. Simdi MSE(f, )- MSE(f, ) nin p.d. oldugu kosullar: inceleyelim. Bu

kogullar C,C, ~C,C, matrisinin pozitif tanimlihgma baghdr.

Yeterli Bir Kosul

cC, -C,C, nimn pd oldupunu  kabul edelim.  Eger
o-z(c,c,' -czc,_')-B([?; B(,) p.d. ise MSE(B, )~ MSE(B, ) p.d. dir.

Farebrother (1976) nin bir sonucu uygulanabilir. A bir p.d. matris olsun c
stfirdan farkh bir vektdr ve @ pozitif bir skaler olsun. O zaman 6A —cc¢’ niin p.d.

olmas: igin gerek ve yeter kosul ¢’A”'c¢ nin @ dan kiiglik olmasidir. Buradan
agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.14.1 : =12 igin §, =C,Y ; C,C, —C,C, p.d. olacak sekilde iki
homojen lineer tahmin edici olsun. Bundan bagka

ﬁ'(czx—l)'(c,c,' —czcz')_1 C,x-1)p<c’ (3.14.6)

esitsizligi saglansm. O zaman MSE(E1 )—MSE(EZ) p.d. dir.

Gunst ve Mason (1976) nin yaklasimmdan faydalamlarak ; Teorem 3.14.1
iterasyon tahmin edicinin OLS, RR ve shrunken tahmin edicisiyle
kargilagtirilmasinda kullamlabilir. Ancak dikkat edilmesi gereken husus Teorem
3.14.1 , PC tahmin edicisine uygulanamaz. Ciink bu durumda C,C, —C,C, p.d.
olmaz.
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X = QQP (3.14.7)

seklindeki tekil deger ayngimim ele alalim. Burada Q , nxn tipinde ortonormal bir

matris; P pxp tipinde ortonormal bir matris ve

Q=|A (3.14.8)
0

nxp tipinde bir matris ve A =diag {/1 ; }:;1 dir.

Tekil deger ayrisimindan faydalanilarak OLS tahmin edicisi , RR tahmin
edicisi, shrunken tahmin edici , iterasyon tahmin edicisi sirasiyla

B =PAQQY

Bk)=P'(A+K)"'Q'QOY

B, =SP'AQ'QY (3.14.9)
Bna = PA,a OlOY

olarak yazilabilir. (3.14.9) ifadesinde

1-Q-aa, )|’
A, =diag{ d

1-4 (ma)|
=diag{-——f—'-”—’f-} (3.14.10)

s

st

j=l
ve
A ma)=(-ai, )™, j=12p (3.14.11)

dir (Trenkler (1978a-b)).
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3.15. OLS ile iterasyon Tahmin Edicisinin Kargilagtiriimas:

C,=P'A"Q'Q ve C, =P|A,, 00 yazlirsa

C.C, -C,C, =P(A-A2, )P (3.15.1)
p-d. matrisi elde edilir. Bundan bagka

A, =diagt-2, (ma)f’ (3.152)

olmak tizere B(3,,, )= P'A,, , PB elde edilir. Sonug olarak

B(ﬁm,a )B(f’m,a ) =P'A, ., PBBP'A, P (3.15.3)

bulunur. Teorem 3.14.1 in uygulanmasiyla agagidaki sonug elde edilir. Eger
BPA, (A - VA, PB<c? (3.15.4)

ise MSE(B)-MSE(3,, ) p.d. dir. Ya da esdeger olarak eer

B 'Pdiag{ ol a)}

_—— P 2 3.15.5
2-A(ma) P (3.15:3)

=

Lim Ajlj(m,a) _

= 3.15.
m-o Z—lj(m,a) 3.15.6)

oldugundan ; tim m>m, igin MS'E(B)—MSE A,M) pd olacak sekilde bir m,
tamsayis1 vardur. (3.15.5) esitsizligi MSE()- MSE(3, ) nmn p.d. olmas: igin de
gereklidir (Trenkler, 1978b). Ancak m, ; bilinmeyen 8 ve o> degerlerine baghdir.
Fakat ; k bilinen bir pozitif sabit olmak iizere ; f ve o’ ile ilgili Af’'<ko?
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seklinde bir 6n bilgiye sahip oldufumuzu kabul edelim. O zaman ; tim m>m igin
MS’E(,&)-— MS. ‘M) p.d. olacak sekilde kesin bir 7 sayist belirlenebilir. 7 sayist
R
kA,

esitsizligini saglayan en kiigilk say1 olarak segilir. Ispat1 (Trenkler (1978-b)) de
yapilmigtir.

A,@+,a)=(-a4, ] < (3.15.7)

3.16. ORR {le iterasyon Tahmin Edicisinin Karsilagtirimas:

C,=P(A+H)'QQ ve C,=P|A,, 0JQ alinmasiyla

C,C, -C,C, =PA(A+RI)> -2, )P (3.16.1)

elde edilir ve

’ , A2 -
C,C, -C,C, =P’diag{ E P (3.16.2)

(4, +£P (-4, (m, )] }”
A, +kf =1
bulunur.
m nin belirli oldugunu diisinelim. Tdm & <&, igin C,C, ~C,C, p.d. olacak
sekilde bir &, sabitinin oldufu agiktir . BSylelikle Teorem 3.14.1 in uygulanmasiyla

, MSE(ﬁk )-—MS A,,,,a ) nn p.d. olmasi igin yeterli kogul yani ; k <k, ve

B(3,, )'(clc,' —czcz')hls(,ém_a)< o (3.16.3)

elde edilir.

Bu yeterli kogulun gegerliligi , # ve o degerlerinin biiylikliigline baghdr.
Dolayistyla m rastgele oldugunda , ,&M nin uygun ridge tahmin edicilerinden MSE
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kriterine gore potansiyel olarak daha iyi oldugu k degerlerinin bulundugu sonucuna
ulagilabilir.

c,C, —C,C, =P’diag{ (3.16.4)

(2, +kP(-2,(ma)f -2 | ,
e

J=

ifadesinden; belirli bir k i¢in tiim m > m* igin her zaman CZCZ' —CICI' p.d. olacak
sekilde bir m* sabitinin bulunabilecegi sonucuna ulagihr.

Yine Teorem 3.14.1 den MSE(8,,, )~ MSE(B, ) nn p.d. olmas: icin yeterli
kogul

m>m* ve B(g, )'(czcz' —CIC,')_IB([‘?,C)< o (3.16.5)

olarak elde edilir.

B ve o? tizerinde kisitlama olmadig: diigiintildtigiinde , bu yeterli kosulun
saglanacagt goz ardi edilemez. Buradan elde edilebilecek sonuca goére ; MSE
kriterine gdre bir tahmin edicinin digerinden daha iyi oldugu gbzlenemez. 8 ve o
nin belirli degerlerine gére bir tahmin edici digerinden daha iyi olabilir ancak 6teki
degerler i¢in kot olabilir. B ve o ile ilgili ek bilgi verilmediginde her iki tahmin
edici es zamanh olarak kullaniimahidir.

3.17. Shrunken Tahmin Edici Ile iterasyon Tahmin Edicinin Kargilagtiriimas

Shrunken ve iterasyon tahmin edicilerine ait olan C, =sP'A™'Q'Q ve
C,=P/|A,,. 00 matrislerini ele alalm.

~(1-4,(m,a)} }p

A

2
' ' s
c,C, -C,C, =P'diag{ P (3.17.1)

J =
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oldugu bulunur.
m belirli oldugunda ve s—>1 iken CICI' —CZCZ’ nlin p.d. olabilecegi
sonucuna ulagilabilir. Bir bagka deyisle eger 0 <s <1 ise 0 zaman tim m>m’ igin

C,C, ~C,C, p.d. olacak sekilde bir m’ sabiti bulunabilir. Sonugta MSE kriterine
gore bir tahmin edicinin digerinden daha iyi oldupu sonucuna ulagilamayacadi
goriliir.

Gerekli Bir Kriter: 3, =A*X'Y seklindeki PC tahmin edicisi ile §
homojen lineer tahmin edicileri kargilagtirihrken ; Cov(ﬁ, )—Cov(ﬁ) nin singiiler
veya regiiler olabilece§i ancak p.d. olamayacaf: gésterilebilir. Dolayisiyla Teorem

3.14.1 uygulanamaz. Ancak bazen H, = %(Cav(ﬁ, )—- Cov(ﬁ)) ifadesi ;

D, 0
H =P} p (3.17.2)
0 D,

yazimi ya p.d. ya da nd. olan D, ve D, kdsegen matrisleri igerecek bigimde
yazilabilir. Bu nedenle asagidaki teorem olusturulabilir.

Teorem 3.17.1 : MSE(f, )~ MSE(3, ) p.d. olacak sekilde £, =C,Y (=1,2)
seklindeki iki homojen lineer tahmin ediciyi ele alahm. Bundan bagska D, ve D,

k&segen matrisler olacak sekilde H = ——~(Cov(ﬂ ) Cov(ﬂ ))

H—P'D‘ 0 P (3.17.3)
"7 lo0 D, o

olarak yazildigm kabul edelim . B(g, )B(5,) matrisi; »,7, , D, (=12 ) ile aym
tipte olmak tizere
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B(3. B(3.) = P'[” v 1: ny 2:]P (3.17.4)

Y2¥y V272
olarak yazilsm. O zaman D, veya D, p.d. ise ; buradan y]'D,‘ v, <o? veya
;/2'D2’1;/2 <o’ olur.
Ispat : D, in p.d. oldugunu kabul edelim.
MSE(ﬁl )’MSE(ﬁz): o’H +B(£1 )3(51 )' "B(Ez P(ﬁz )'
(3.17.5)

p.d. oldugundan o?D, +yly1' niin p.d. olmas: gerekir. Farebrother’in sonucunun

uygulanmastyla 7,'D1‘ 7, <o’ elde edilir. Aym digiince D, i¢in de uygulanir.
3.18. PC ile iterasyon Tahmin Edicinin Karsilastiriimas:

Marquardt (1970) PC tahmin edicisini
B =A*X'Y (3.18.1)

seklinde vermigtir. Burada A matrisi; A,

A, O
A =p"" "|p (3.18.2)
0 0

nin Moore-Penrose tersi olacak sekilde segilmigtir.

(3.18.2) de A, =diag{a,} | ; X'X int bityitk zdegerini icerir.

A, O
XX=PAP= P'[ ! ]P (3.18.3)
0 A,

seklinde pargalandidinda ; A, , X'X in ; PC tahmin edicisi tarafindan silinen p-r
kiiciik dzdegerini igerir.
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X =Q'QP esitliginden
0

B, =P'[A12 O]QY (3.18.4)
0 0

elde edilir.

C, =X,,, ve C, = A]X' nin seklinde tanimlanmasiyla

covlg, . )-covlB, )= aZP'[A’iM -[Ag gﬂp (3.18.5)

in ne p.d. ne de n.d. oldugu sonucuna varilabilir.

Ancak
( N
(1"2';'(””“))2 -1
;= ; J=12,...,r iken
4,
\ >
1-4,(m,
g—i(m—a))—z— ; J=r+L...,p iken (3.18.6)
A;
\ J
olmak {lizere
) Al O » D 0
Am,a —I: 0 O:I_ dlag{dj}j=1 = [0 D, (3.18.7)

oldugundan ; D, ve D, kbsegen matrislerinin n.d. ve p.d. oldugu gdriiliir.
B(3,.. B, ) nin; y=A,,PB olmak tzere

B(/}m,a )B(ﬁm,a ) =P'yyP (3.18.8)

seklinde yazilabilir. Veya esdeger olarak , 7 ;¥ j' » D, (j=12) ile aym tipte ve
7=b', }/z]olmakﬁzere
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seklindedir ve bu matris £ 2 0 i¢in bir p.s.d. matristir. Dolayisiyla 6rneklem varyans:
kriterine gére , RRR tahmin edicisi her zaman ORR tahmin edicisinden daha iyidir.
Tahmin edicilerin yanhliklar1 ve Orneklem varyanslam ile ilgili sonuglar
birlestirildiginde; kistlamalarm dogru oldugu durumda RRR tahmin edicisinin her
zaman ORR tahmin edicisinden daha iyi oldugu sSylenebilir.

IL Durum: (Kisitlamalar Dogru Olmadiginda Yani § # 0 ise)

RRR tahmin edicisinin performans1 § ya baghdir. Yani kisitlamalarin hangi
oranda salanmadigma baghdir. Bir baska deyisle bu tahmin edicinin mse kriterine
gore Ustiinligli, dofru olmadify kabul edilen kisitlamalara gére olan yanhhgm
miktarina baghdr.

Bu durum i¢in, RRR tahmin edicisi mse kriterine gére RLS ve ORR tahmin
edicisinden daha iyi olacak sekildeki & ya bagh olan k nin miimkiin olan
degerlerinin se¢imini gerektiren kogullar: inceleyelim.

RRR Ve RLS Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimas:

Kisitlamalar dogru olmadiginda RRR ve RLS tahmin edicileri yanhdir.
WS =S(k)" oldugundan RRR tahmin edicisinin mse si
MSE(B* ()= o0 AW )+ [s(k) 5 ks k) B [sk)" 5+ -k5(6)" 8] (3.11.5)

olarak bulunur. Baz1 cebirsel islemlerden sonra bu ifade,

MSEE ) =3,

[0'2/12b +ka? +5 ~2ka,s, ] (3.11.6)

il

olarak yazilabilir.
(3.11.6) daki esitligin k ya gbre tiirevi almirsa
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dMSE(,B ) _ Zi

@, +k)3[ A +a5) ( 2Ab, +8; +aﬂ,5 )] @3.11.7)

il

elde edilir. Boylece MSE(B*(k)) mn birinci tiirevinin negatif olmas: igin yeterli
kosul bulunabilir.

it Al J

Teorem 3.11.1: k*=—" olarak tamimlansin ve k
max(ﬁ.,.a,. +a,0; )

min(o2 2, +6; +a,4,5; )

pozitif olsun. O zaman RRR tahmin edicisi, 0 <k <k* <o igin, mse kriterine gdre
RLS tahmin edicisinden daha iyidir.

RRR Ve ORR Tahmin Edicilerinin Kargilagtirilmasi

B nm ORR tahmin edicisi A(k) nm mse si

MSE(ﬁ(k)):Z n ik)z 024, +k2a?] (3.11.8)
dir. (3.11.6) ve (3.11.8) den

MSE(B(k))- MSE(8* (k)= f [2k (67 ~o%a, +o? 220, 5,) 3.119)

bulunur. & =m?x(5; -0, mzﬂ’zb") olmak fizere. k>% >0
. ,(Zalé.:) C. >K >

oldugunda (3.11.9) daki esitligin sag tarafi pozitiftir. Dolaysiyla agagidaki teorem
elde edilir.

max(s;” ~o%4, +o" A b, )

Teorem 3.11.2: % = ; .
min(22,5; )

olmak {izere RRR tahmin

edicisinin ORR tahmin edicisinden daha kiigiik mse ye sahip olmas! i¢in yeterli kogul
0<k <k <o olmasidr.
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3.12. Modified Ridge Tahmin Edicisi fle Kisitlanmiy Ridge Regresyon
Tahmin Edicisinin Mse Kriterine Gore Karsilagtirilmas:

Swindel (1976) on bilgiye dayanan diizenlenmis bir ridge tahmin edicisi
ortaya koymustur. Ayica OLS tahmin edicisinin mse matrisinin, ortaya koydugu
tahmin edicinin mse matrisinden daha biiylik olmas: igin gerekli ve yeterli kosulu
olusturmugtur. Bununla beraber Swindel , olugturdufu tahmin edicinin mse
Ozellikleri ile ORR tahmin edicisinin mse &zelliklerini kargilagtirmamigtir. Pliskin
(1987), ORR tahmin edicisi ile modified ridge tahmin edicisinin mse matrislerini
kargilagtirmigtir. Sarkar (1992), ridge regresyon diigiincesini RLS tahmin edicisine
uygulayarak RRR tahmin edicisini olusturmustur. Ayrica, bu tahmin edicinin;
kisitlamalar dogru oldugunda, mse kriterine gre RLS ve ORR tahmin edicilerinden
daha iyi olduBunu gdstermistir. Bu tahmin edicinin, kisitlamalar dogru olmadiginda,
diger iki tahmin ediciden daha iyi oldugu kosullar da olusturulmustur.

Y=XB+s s ~N (0,0%1) (3.12.1)
modelinde OLS tahmin edicisi

A=XX)'XY (3.12.2)
seklindedir.

RB=r (3.12.3)

lineer kisitlamalar kiimesini ele alalim.
RLS tahmin edicisi § = XX olmak iizere

pr=p+s"R(RSRY (- RA) (3.12.4)
seklindedir.
ORR tahmin edicilerinin ailesi W = (I ,+kS™ )—1 olmak iizere Hoerl ve
Kennard (1970, a,b) tarafindan
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Ble)=(XX+k1,]'X'Y k20 (3.12.5)

seklinde tanimlanmgtir.

Sarkar (1992) tarafindan tammlanan RRR tahmin edicisi ; #* , # mn RLS
tahmin edicisi olmak {izere

prE)=wp* , k20 (3.12.6)
seklindedir. Swindel (1976); b* , # nm belirli bir 6n tahmin vektorii olmak fizere

blk,b*)= (XX +4I, ) (X'Y +kb*) , k20 (3.12.7)
tahmin edicisini tammlamigtir. Uygulamada b* , g {iizerindeki 6n bilgiyi veya
hipotezleri yansitacak gsekilde secilebilir. Genel olarak ; S tizerindeki 6n bilgi 5,
ortalama, vektSriine ve ¥, kovaryans matrisine sahip bir p-degiskenli normal
dagihmla tammlanabiliyorsa, # nin Bayes tahmin edicisi

"

By =X X+ ) (XY +077;8,)
seklinde bulunur.

B*(k) ve b(k,b*) yanh tahmin edicilerdir. Bir B tahmin edicisinin yanhhg
ve varyansl mse matrisi ile

MSE(B)=Var(B)+ Bias(B)Bias(3) (3.12.8)

ve

Bias\#)= E(B)- p (.12.9)

ve

Var(f)= E[(ﬁ ~E(g) -E(ﬁ))] (3.12.10)

seklinde bulunur.
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B mmn bir degeri igin ; MSE(B, )- MSE(B, ) bir n.n.d matris ise f, tahmin
edicisi J, tahmin edicisine tercih edilir. Ancak tersi dogru degildir (Theobald,1974).

b(k,b*) Ve p*(k) Tahmin Edicilerinin Karspilagtiriimas

p* m varyans kovaryans matrisi

Var(B*)= az(S" —s*R'(Rs-‘R')"Rs-') (3.12.11)
seklindedir.  S*(k)=WB* oldupundan A =S~ -S'R{RS'R)'RS™ e
W = (Ip +kS™ )'] olmak iizere

Var(f*(k))= o> WAW' (3.12.12)

dir. B*(k) mn beklenen degeri ve yanhlifn &5=r—RB ve 5*=R(RS7'R')'s
olmak {izere

E[p*(R)=wp+ws ' R(RSR)"5

Bias(B*(k))=ws™'6*-kS(k)" B (3.12.13)
olarak bulunur.

(3.12.2) ve (3.12.3) iin birlestirilmesiyle S(k)=S + kI olmak iizere
MSE(B*(®))= o WAW" +[s-5*-ks(ky' g|rs-s* sty 8] 3.12.19)
bulunur. Eger & =0 ise yani kisttlamalar dogru ise o zaman MSE(S *(k))

MSE(B*(k))=o*WAW'+ k*S(k)" pBS(k)™ (3.12.15)
ifadesine indirgenir.

b(k,b*) nin varyans-kovaryans matrisi
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Var(b(k,b*))=oS(k)" SS(k)™ (3.12.16)
olarak verilir. Bundan baska b(k, 5 *) nin yanhhg:

Bias(b(k,b*))=~kS(k)" (B~b*) (3.12.17)
seklindedir.

(3.12.16) ve (3.12.17) nin birlestirilmesiyle

MSE((k, %)= o2S(k)" SS()™ + k2S(k) " (B-b*XB~-b%) S(k)™ (3.12.18)

bulunur.

B*(k) ve b(k,b*) nn Orncklem varyans-kovaryans matrislerine gore
performansi

Var(b(k, b*)-Var(8* (k)= o [s(k) ™ SS(k) " -wAw| (3.12.19)
olarak bulunur.

W =SS(k)" oldugundan (3.12.19) kullamlarak

Var(b(k,b*))-Var(ﬂ*(k))=azs(k)“[R'(RS"R')"R]s(k)"‘ (3.12.20)
oldugu kolayca goriilebilir.

Pozitif yar1 tamimh matrislerinin temel &zellikleri kullamlarak
[Var(p(k, 5 *))-Var(p* (k)] nm bir p.s.d. matris oldugu goriilebilir ve RRR tahmin
edicisinin modified ridge tahmin edicisinden daha kiglik Srneklem varyans —
kovaryans matrisine sahip oldufu sonucuna varilabilir. $imdi k nm nonstokhastik
oldugu ve lineer kisitlamalarin dogru oldugu varsayim altinda ; aym k degeri igin
hesaplanan B*(k) ve b(k,b*) tahmin edicilerinin mse matrislerinin
karsilagtmrilmasim inceleyelim.

Lemma 3.12.1 : (Gruber, 1990) A , nxn tipinde simetrik bir matris ve a , nx1
tipinde bir vektdr ve d pozitif bir skaler olsun . O zaman dA —ga’' nm p.s.d. olmas:
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i¢in gerek ve yeter kogul A nin n.n.d. olmasi, a nin A nin kolon uzaymda olmasi ve
A", A nin Moore-Penrose tersi olmak iizere a’A*a < d olmasidir.

(3.12.15) ve (3.12.18) kullanilmasiyla

MSE(b(k,b*))- MSE(B*(k)) = S(k)™ [0'2 (S - SAS)+k? {(ﬂ ~b*)B-b%) - ﬁﬂ'}]s(k)“
=S(k)" [GZR'(RS’IR')—I R+k? {(,5 ~b*¥)f-b*) - ﬂﬂ’}]S(k)" (3.12.21)

olduBu bulunur.

Boylelikle, lineer kisitlamalar dogru oldugunda asagidaki teoremler
olusturulur.

Teorem 3.12.1: D= (ﬂ-—b*)(ﬂ-—b*)’ — BB’ olsun. Her iki tahmin edici aym
k degeri icin hesaplandiginda , eger D ps.d. matris ise o zaman
MSE(b(k, b*))- MSE(B*(k)) p.s.d. dir.

ispat : Eger b(k,b*) ile A*(k) nn hesaplanmasmda aym k degeri
kullanhyorsa (3.12.21) elde edilir. R{RS'R’)" R p.s.d. oldugundan; eger D p.s.d.
matris ise 0 zaman MSE(b(k, b*))— MSE(B*(k)) p.s.d. dur.

Teorem 3.12.1 den sezgisel olarak ; B*(k) ve b(k,b*) aym k degeri iin
hesaplandiginda ; £*(k) mn varyans kovaryans matrisinin , b(k,5*) m varyans
kovaryans matrisinden daha kiigiik oldugu sdylenebilir.

k*S(k)" DS(k)™ matrisi; iki tahmin edicinin yanhlik vektorleri arasindaki
farki yansitir. Dolayisiyla D nin bir p.s.d. matris olmas: yeterlidir.

RRR tahmin edicisinin performans1 D nin p.s.d. olmas: kosulu ile karakterize
edilmigtir. Bu kiime , D , hichir zaman bos degildir. Ciinkii 8 =c(f-5b*) veya

1-¢?2

6‘2

b*=—c——:1ﬂ almirsa yani |c| <1 igin D = BB’ p.s.d. dir.
c
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c_lﬂ ( Je|<1 ) kogulu ; B*(k) mn yanlihgmm

B=c(B-b*) veya b*=
C
b(k,b*) nin yanliligindan kiigiik olmasim saglar.

B =c(B—b*) veya esdeger olarak b* = el B kosulu altinda , (3.12.7) den
c
agagidaki gibi istatistiksel olarak ilging tahmin ediciler elde edilir.
i) c—>1 iken b(k,b*) , f(k)ya yaklagr. ( yani b*=0)
i) b*=c—_1ﬂ da, B yerine yansiz tahmin edici ,é nin yazilmasi ile ¢ —
c

ile 5* = elde edilir. Dolayisiyla (3.12.7) den b(k,l;*)z- B elde edilir. Ote yandan
k — 0 iken b(k,b*) nn B ya yaklastif1 goriiliir.

iif) 5 =21 g da f yerine RLS tahmin edicisi 8* m yazlmau ve ¢ —» o
C

ile 5* = B* elde edilir. Dolayisiyla (3.12.7) den
bk, B*)=(X"X+ kI, (XY +kB*) , k=0 (3.12.22)
elde edilir.

Farebrother (1984) tarafindan tamimlanan tahmin edici simifim géz Sniine
alahm.

Bk)=(XX+kR'R) (XY +kR'RB*) , k20 (3.12.23)
R =1, 6zel durumunda bu , (3.12.22) ye doniislir.

;lﬂ daki B nin OLS tahmin edicisi olan / almirsa 13*:“7’1&

c

iv) b* =

elde edilr. O zaman (3.12.7) den k¥ — « iken b(k,ls*)-—-(l—l)ﬁ olarak bulunur.
c

Agikca c>1 igin shrunken tahmin edici elde edilir.(Mayer ve Willke, 1973).
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2 o’

Teorem 3.122 : Eger R'R=B ve ki< 555

MSE(p(k,5*))- MSE(B*(k))= 0 drr.
Ispat: k*(B-b* B -b*) nnd. oldugundan; eger
o R(RS'R')' R—-k*BB’ 20 ise o zaman MSE(b{k,b*))~ MSE(B*(k)) p.s.d. dir.

Lemma 3.12.1 den azR'(RS"’R’)_IR-kZ,Bﬁ’?.O olmasi icin gerek ve yeter kogul

2
R*RB=f ve k* < ﬂg_lﬂ olmasidir. Bu ise ispat: tamamlar.
Simdi , k nin nonstokhostik oldufu ve parametrik kisitlamalarin dogru
olmadiB1 varsaymu altinda ; aym k degeri igin hesaplanan 8*(k) ve b(k,b*) tahmin

edicilerinin mse matrislerinin kargilagtiriimalarini inceleyelim.

Teorem 3.12.3 : Eger R'RB=f ve (kf-56*) S (k-6%)<o” ise
MSE(b(k,b*))— MSE(8*(k))= 0 dur.
Ispat : Kisttlamalar dogru olmadigmnda

MSE(p(k,b*))- MSE(B*(k))= S(k)™ [a-’R'(RS R R+ (B-b*NB ~b¥) ]s(k)'l

s-isx-asey phrs s -ks) ]
- s(k)"[azk'(zes-‘k')“‘x +k2(B=b*NB-b*) —(kB-5*NkB-5*) ]s(k)‘l

olarak bulunur.

k*(8-b*)f-b*) nnd. oldupundan Lemma 3.12.1 in kullamlmasiyla;
eger R*RB=F ve kB -5*)S"(kp-6*%)< 0> ise
MSE(b(k, b*))~ MSE(B* (k)= 0 oldugu bulunur. Boylece ispat tamamlanr.
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3.13. Gauss-Markoff Modelindeki Minimum Yanhhga Sahip En fyi Lineer
Tahmin Ediciler

Y=XfB+e (3.13.1)

genel Gauss-Markov (GGM) lineer modelini ele alabm. Bu modelde E(g)=0 ve
Var(¢)=o>G dir. X matrisi tam siitun rankhi olmayabilir veya G singiiler olabilir.
Bu sebepten bu model (Y, Xﬂ,O'ZG) GGM modeli olarak adlandinihir. Boyle bir
genel modelin uygulanabilirligi Rao (1971) tarafindan ortaya konulmustur ve LS nin
bir birlegtirilmis teorisi olugturulmugtur.

Rao’nun bu modeli , lineer tahmin igin kriter olusturmus ve S nm lineer
parametrik fonksiyonlar1 i¢in lineer tahmin edicilerin bir genel formunu vermigtir. Bu
kriterlerden bazilar1 minimum yanh lineer tahmin edicilerin (MB-LE) bulunmas igin
veya yeni minimum varyans, minimum yanh lineer tahmin edici (MV-MB-LE) elde
etmek i¢in olusturulmustur. Rao (1973 b) ayrica karesel hata kayb: altinda bir lineer
tahmin edicinin bayes riskinin minimize edilmesine esdeger olan, bir 6n bilgi altinda
mse nin minimize edilmesini ele almigtir. Burada lineer tahminin minimum mse-
minimum yanhlik, lineer tahmin (MMS-MB-LE) olarak adlandirilan bir bagka kriteri
tizerinde durulacaktr.

Lineer Tahmin i¢in Bir Kriter

p'f lineer fonksiyonunun , L'Y lineer tahmin edicisi tarafindan tahmin
edildigini kabul edelim. L'Y nin mse si

E(L'Y - p'BY|= 0?L'GL+(X'L- p) AB'(X'L-p) (3.13.2)
seklindedir.

Rao (1973) ; W bilinen bir n.n.d. matris olmak {izere , kriterin
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S = L'GL+(X'L - p) W(X'L-p)
=L(G+XWX')L-2p'WX'L+ p'Wp (3.13.3)

seklinde minimize edilmesini ele almugtir. Sonugta elde edilen tahmin edici en iyi
lineer tahmin edici (BLE) olarak adlandirilir.

Chipman (1964) , B n.n.d. olmak iizere minimum yanh lineer tahmin ediciyi
(MB-LE) elde etmek igin L ye gbre minimize edilmesini ele almustmr.
Var(L'Y)= L'GL yi minimize eden bu smftaki L yi kisitlamistir. BLE ve MB-LE
i¢in ¢dziimler Rao (1973-b) tarafindan verilmigtir.

MB-LE smifinda S nin minimize edilmesi ele alinacak ve bu kriter MMS-
MB-LE olarak adlandirilacaktir.

Bu noktada dikkat edilmesi gerek husus W=B oldugunda MMS-MBLE ve
MV-MB-LE kriterlerinin egdeger oldugudur.

Teorem 3.13.1 : (X'L- p)'B(X'L— p) yi minimize eden L nin smifinda
S = L'GL+(X'L- p) W(X'L- p) nin minimumu
L=E XWp+E,XBp (3.13.9)

scklinde elde edilir. Burada B ve W verilen iki n.n.d. matrisve E, , E,

el Er
esitliginden elde edilir ve (..)” genellestirilmis inversi gosterir.

ispat: 1, Lanrange ¢arpam vektorii olmak iizere, L nin

(G+XWX')L+XBX'A=XWp (3.13.6)

XBX'L =XBp (3.13.7)

egitliklerini sagladiinin gésterilmesi kolaydir.
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(3.13.6) , (3.13.7) mn ¢ozillebilecegi ve (3.13.6) , (3.13.7) nm (3.13.4) de
oldugu gibi her ¢dziimlerinin S nin minimumunu verdigi gdzlenebilir.

Hatirlatma 3.13.1 : Parcalanmig bir matrisin genellestirilmis tersinin
gosteriminin kullamlmasiyla E, ve E, nin bir segimi ; N =M +A’ ve A=XBX'
olmak {izere

E =N-|r-A(AN-AY AN-| B, = N-A(AN-AY (3.13.8)
seklinde verilir.

p'f nm, p'HY formundaki MMS-MB-LE olan lineer tahmin edicisi
bulunmak istenebilir. Bu problemin genel bir ¢oziimii agagidaki teorem ile verilebilir.

Teorem 3.13.2 : H i¢in bir genel ¢6zim

T =wHGH' +tr(HX - IW(HX -I)
(3.13.9)
ifadesi

[EX ~ 1| = tr(HX - )B(HX ~I) (3.13.10)

ifadesini minimize eden H matrisleri , sifindaki minimum olacak gekilde
H=WXE,, +BX'E,, (3.13.11)
seklinde verilir. Burada
E, =E,+C,(I-ME, ~AE,)+C,AE, +(I-E M -E,A)D, + E,AD, (3.13.12)
E,, =E,+C,(-ME, - AE,)+C,(I - AE,)+(I-E,M —E,A)D, + E,AD,(3.13.13)
seklindedir . C,,C,, D,, D,, D,, D, rastgele olarak segilmistir.
Ispat : A , Lagrange garpanlarinm matrisi olmak tizere
H(G+XWX')+ AXBX' =X’ (3.13.14)

ve
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HXBX'=BX' (3.13.15)

esitliklerinin minimize edilmesi probleminin bir genel ¢6ziimiiniin bulunmasiyla
teorem ispatlanabilir. H i¢in ¢6ziim

G+XWX XBX] (3.13.16)

[H:A]=[WX’:BX'{ :
XBX 0

nin ¢dziilmesiyle elde edilir.

Hatirlatma 3.13.2 : Lineer Bayes tahmin edicisi ; E(88')=c’W olmak
tizere yukaridaki teoreme benzer ¢6zlime sahiptir.

3.14. Lineer Tahmin Edicilerin Karyilagtiriimasi

B =CY seklindeki herhangi bir homojen lineer tahmin edicinin

MSE(B)=(cX-1)g8'(CX~1I) +o>CC’
G.14.1)

seklindeki ikinci dereceden moment matrisini ele alalim. (3.14.1) ifadesi
msE(B)=B(g)B(B) +Cov(3) (3.14.2)
seklinde yazilabilir. Burada # nm yanhhg:

B(g)=E(B)-p=(cx-1)p (3.14.3)

ve varyans-kovaryans matrisi

CovlB)= E[(B~E@)XE—E(E))] =02CC’ (3.14.4)
seklindedir.

Bu durumda j=1,2 igin B, =C,Y seklindeki iki tahmin edici igin
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MSE@: )“ MS’E(ﬁz ) = Cov(ﬁ, )"C‘”’(ﬁz )"‘B(«El )B(ﬁl )' ”B(Ez )3(52 )’
=0'2(C1C,' -czcz')+B(ﬁ, B(3.) -8(3, B(3,) (3.14.5)

elde edilir. Simdi MSE(B, )~ MSE(B, ) nin p.d. oldupu kosullani inceleyelim. Bu

kosullar C,C, —C,C, matrisinin pozitif tanmhhgina baghdr.

Yeterli Bir Kosul

CC, -C,C, nin pd. oldugunu  kabul  edelim.  Eger
o*(cc/ -c.c.' )-B(5, Bia, ) pd. ise MSE(B, )~ MSE(B,) pd. di.

Farebrother (1976) min bir sonucu uygulanabilir. A bir p.d. matris olsun ¢
sifirdan farklt bir vektdr ve @ pozitif bir skaler olsun. O zaman A —cc’ niin p.d.

olmas1 igin gerek ve yeter kosul ¢’A”'c nin § dan kiigik olmasidir. Buradan
asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.14.1 : j=12 igin f§, =C,Y ; C,C, —~C,C, p.d. olacak sekilde iki
homojen lineer tahmin edici olsun. Bundan bagka

p(c,x~1) (c,c,' ~-czc,')°l (€, X-1)B <o (3.14.6)

esitsizligi saglansm. O zaman MSE(F, )~ MSE(3, ) p.d. dir.

Gunst ve Mason (1976) nin yaklasimindan faydalamlarak ; Teorem 3.14.1
iterasyon tahmin edicinin OLS, RR ve shrunken tahmin edicisiyle
kargilagtiriimasinda kullanilabilir. Ancak dikkat edilmesi gereken husus Teorem
3.14.1 , PC tahmin edicisine uygulanamaz. Ciinki bu durumda C,C, ~C,C, p.d.
olmaz.
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X = QQP (3.14.7)

seklindeki tekil deger ayrigimini ele alalim, Burada Q , nxn tipinde ortonormal bir
matris; P pxp tipinde ortonormal bir matris ve

1
Q=|A (3.14.8)
0

nxp tipinde bir matris ve A = diag {ﬂ. ; }j; , dir.

Tekil defer ayrnigimindan faydalanilarak OLS tahmin edicisi , RR tahmin
edicisi, shrunken tahmin edici, iterasyon tahmin edicisi sirastyla

B=PAQOY

BE)=P'(A+kI)'QQY

B, =SP'A7Q'QY (3.14.9)
Bn.=PA,. Oy

olarak yazilabilir. (3.14.9) ifadesinde

1-{1-aa, )"
A, . =diag{ /

=diag{————~———1"l" (m’“)} (3.14.10)

NN

J=l

=l
ve
Ame)=ll-a4, )™ , j=12,.,p (3.14.11)

dir (Trenkler (1978a-b)).
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3.15. OLS ile iterasyon Tahmin Edicisinin Kargilagtirilmas

C,=PA'Q'Qve C,=P|A,, 0 yamlrsa

C,C, ~C,C, =PA"-A )P (3.15.1)
p.d. matrisi elde edilir. Bundan baska

A e =diagh-2,(m @)}’ (3.15.2)

olmak tizere B(3,,, )= P'A,,,PB elde edilir. Sonug olarak

B(/}m,a )B(ﬁm,a ) =P'A,,PBBP'A, P (3.15.3)
bulunur. Teorem 3.14.1 in uygulanmastyla agagidaki sonug elde edilir. Eger

BPA, (A -A VA, PB<c” (3.15.4)

ise MSE(8)- MSE(8,,,, ) p.d. dir. Ya da esdeger olarak efier

o {Ajlj(m,a)}p
P Pdiag

IICAE AN U 2 3.15.5
2-4,(m,a) peo ( )

=

Lim A4, ma)

= 3.15.
227 (ma) G.156)

oldugundan ; tim m2>m, i¢in MSE(ﬁ)——MSE Am,a) pd olacak sekilde bir m,

tamsayis1 vardir. (3.15.5) esitsizligi MSE(ﬁ)—~MSE A,,,,a) nmn p.d. olmas: igin de

gereklidir (Trenkler, 1978b). Ancak m, ; bilinmeyen B ve o> degerlerine baghdur.

Fakat ; k bilinen bir pozitif sabit olmak tizere ; f ve o2 ile ilgili A’ < ko>
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seklinde bir 6n bilgiye sahip oldufumuzu kabul edelim. O zaman ; tim m2>m igin
MS'E(,&)—MS A,,,,a) p.d. olacak sekilde kesin bir 77 sayis: belirlenebilir. 7 saysi
1
k2,
esitsizligini saglayan en kigitk say1 olarak segilir. Ispati (Trenkler (1978-b)) de
yapilmigtrr.

A, +La)=(-a1, ) < (3.15.7)

3.16. ORR ile iterasyon Tahmin Edicisinin Kargilagtiriimasi

C,=P'A+K)'QQ ve C, =P|A,, 0|0 alinmasiyla

c.c -c,C, =Pla(a+r)? A2, )P (3.16.1)

elde edilir ve

' ' A2 -
cC, -C,C, =P'diag{ ! P (3.16.2)

(4, +kF (-4, (m )] }”

A,(1, +k)

=t
bulunur.

m nin belirli oldugunu diistinelim. Ttm & < k, igin C,C, ~C,C, p.d. olacak
sekilde bir k, sabitinin oldugu agiktir . Boylelikle Teorem 3.14.1 in uygulanmasiyla

, MSE(,&,, )—— MSE AM ) nm p.d. olmas: igin yeterli kosul yani ; £ <k, ve

8(3,.) (clc,' -C,C, )—IB(B,,,,“ )< (3.163)

elde edilir.

Bu yeterli kogulun gegerliligi , # ve o degerlerinin buyiikliigline baghdir.
Dolayssiyla m rastgele oldugunda , ,9,,, . mn uygun ridge tahmin edicilerinden MSE
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kriterine gére potansiyel olarak daha iyi oldugu k degerlerinin bulundufu sonucuna
ulagilabilir.

P (3.164)

(1, + kP-4, ma)f -2 }”

’ ’
C,C, —C,C, = P'diag
2%v2 I~ { ﬂ.j(ﬂ,j-l-—lg)z

j=l
ifadesinden; belirli bir k igin tim m > m* igin her zaman C,C, ~C,C, p.d. olacak
sekilde bir m* sabitinin bulunabilece§i sonucuna ulagilir.

Yine Teorem 3.14.1 den MSE Am’a )—MSE(ﬁk) nin p.d. olmas: igin yeterli
kosul

m>m* ve Bf, )'(czcz' —clc,')_lB(ﬁ,‘)< o’ (3.16.5)

olarak elde edilir.

B ve o tizerinde kisitlama olmadig: diistintild{igtinde , bu yeterli kosulun
saglanacafi g6z ardi edilemez. Buradan elde edilebilecek sonuca gore ; MSE
kriterine gore bir tahmin edicinin digerinden daha iyi oldugu gbzlenemez. f ve o’
nin belirli degerlerine gére bir tahmin edici digerinden daha iyi olabilir ancak &teki
degerler igin kotii olabilir. B ve o ile ilgili ek bilgi verilmediginde her iki tahmin
edici ey zamanh olarak kullamimahdir.

3.17. Shrunken Tahmin Edici fle iterasyon Tahmin Edicinin Karsilastirilmasi

Shrunken ve iterasyon tahmin edicilerine ait olan C, =sP'A™'Q'Q ve
C,= P'[Am,a OJQ matrislerini ele alahm.

s? —(l—zlj(m,az))2 }p

A

cc, -C,C, = P’diag{ P G.17.1)

J
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oldugu bulunur,

m belirli oldugunda ve s—1 iken C,Cl' -C202' nlin p.d. olabilecegi
sonucuna ulagilabilir. Bir bagka deyisle efer 0 < s <1 ise 0 zaman tim m2m’' igin
C,C, ~C,C, p.d. olacak sekilde bir m’ sabiti bulunabilir. Sonugta MSE kriterine

gdre bir tahmin edicinin digerinden daha iyi oldugu sonucuna ulagilamayacagi
goriiliir.

Gerekli Bir Kriter: S =A’X'Y seklindeki PC tahmin edicisi ile J
homojen lineer tahmin edicileri kargilagtirilirken ; Cov(,&, )—-Cov(ﬁ) nin singiler
veya regiiler olabilecegi ancak p.d. olamayacadi gosterilebilir. Dolayisiyla Teorem

3.14.1 uygulanamaz. Ancak bazen H, = -o%(Cov(ﬂ, )-Cov(B)) ifadesi ;

D, 0
H =p|! P 17.2

yazim ya p.d. ya da nd. olan D, ve D, kosegen matrisleri igerecek bigimde
yazilabilir. Bu nedenle agagidaki teorem olusturulabilir.

Teorem 3.17.1 : MSE(B, )- MSE(B,) p.d. olacak sekilde B, =C,Y (=1,2)
seklindeki iki homojen lineer tahmin ediciyi ele alahm. Bundan baska D, ve D,

kdsegen matrisler olacak sekilde H = ;12— (cov(B, )~ cov(5, ) nin

D 0
H=p| ! P .17.
[0 Dz] (3.17.3)

olarak yazildigm kabul edelim . B(F, B(3,) matrisi; y,7, , D, (i=1,2 ) ile aym
tipte olmak iizere
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B(Bl )B(ﬁ; ) =p'[7’ 17’1: 7’172',} p (3.17.4)

Va¥lv V2l2
olarak yazilsm. O zaman D, veya D, p.d. ise ; buradan 7,'D,’ 'y, <o? veya
7, D'y, <o olur.
Ispat : D, in p.d. oldugunu kabul edelim.
MSE(E )'MSE(BZ)"' o’H "’B(El )3(51 )' “B(ﬁz h(ﬁz )'
(3.17.5) :

p.d. oldugundan o’D, + yly,' niin p.d. olmas: gerekir. Farebrother’m sonucunun

uygulanmastyla 71'D1’ 'y, <o’ elde edilir. Aym diigiince D, igin de uygulanir,
3.18. PC ile iterasyon Tahmin Edicinin Kargilagtirilmas:

Marquardt (1970) PC tahmin edicisini
B =AX'Y (3.18.1)

seklinde vermigtir. Burada A* matrisi; A,

A, 0
A =P P 3.18.
ofh ] .

nin Moore-Penrose tersi olacak gekilde segilmigtir.

(3.18.2)de A, =diagid, f_ ; X'X inr bilytk 5zdeferini igerir.

7
j:

A, O
XX=PAP=P] P 183
1:0 Az] G189

seklinde pargalandifinda ; A, , X'X in ; PC tahmin edicisi tarafindan silinen p-r
kiiciik 6zdegerini icerir.
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X =Q'OP esitliginden

B, =P’[A? O}QY
0 0

elde edilir.

(3.18.4)

C, =X, ve C, = A7 X' nin seklinde tamimlanmasiyla

Cov(/}m,,, )— Cov(ﬁ, )= O'ZP'{AZ,,,,,, —|:A;l 0

I

in ne p.d. ne de n.d. oldugu sonucuna varilabilir.

Ancak

J

(1—/?,1.(m,a))2 -1
A;

J

(1 -4 (m, oz))2

—_— j=r+l,....

A

J

\
olmak tizere

A2 - A;l
ma 0

0 D
0] = diag{dj }le = [ 01

,p iken

0
D,

\

; J=12,...,r iken

(3.18.5)

(3.18.6)

(3.18.7)

oldugundan ; D, ve D, kdsegen matrislerinin n.d. ve p.d. oldugu goriiliir.

B(ﬁm )3(,3,,,,,, )' nin; ¥y =A, ,Pp olmak iizere

B(ﬁm,a )3(lém,a )’ =P'yyP

(3.18.8)

seklinde yazilabilir. Veya esdeger olarak , y ¥ j' » D, (] =1,2) ile aym tipte ve

y=[y, 72]olmakﬁzere
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V2¥1  Va¥a

B(ﬁm,a )3('5’”’“ )' = Pi’:7171: 717’2" :lp (3.18.9)

seklinde yazlabilir. Boylelikle Teorem 3.17.1 in kullanilmasiyla eger B, MSE

kriterine gore J,,, dan daha iyi ise 0 zaman

7, D'y, <o (3.18.10)
sonucuna ulagilabilir.

Ancak bu kogul 7, ve o nin degerlerine bagh olarak, gegerli olabilir veya
olmayabilir. Dolayistyla MSE kriterine gére ﬁ, nin tim ,&,,,,,, dan daha iyi oldugu
sOylenemez.

Eger MSE(B, )- MSE(3,, ) pd. ise

y, Dy, <o (.18.11)
sonucuna ulagilabilir

Bununla beraber bu esitsizlik saglanabilir veya saglanamaz. Dolayisiyla ; 8
ve o iizerinde bir on bilgi olmadan MSE kriterine gore f§,, nm tim f ve
o deperlerine gore 5, den daha iyi oldugu sdylenemez.

fterasyon tahmin edicisinin; ridge, shrunken ve PC tahmin edicileri ile

karsilagtirilmasinda goriiliir ki MSE kriterine g6re higbiri digerine tercih edilemez.
Ote yandan diger yanh tahmin ediciler gibi iterasyon tahmin edicisi de OLS tahmin

edicisinden daha iyidir. Ozellikle P %2 orami igin bir {ist smir bulundugunda

iterasyon tahmin edicisi OLS den daha iyidir. Bu oran ; lineer regresyon modelindeki
yanl: lineer tahmin edicilerin performans: igin anahtar rolii oynar.

Iterasyon tahmin edicisini; ridge tahmin edicisine kars1 ciddi bir rakip yapan
sebepler vardrr.
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i) Iterasyon tahmin edicisini olugturmak icin matris tersinin bulunmas:
gerekmez. X tam stitun rankl olmasa bile ; 0 ile %r(X’X) arasmnda bir @ min segimi
; m artarken ,é,,m nin yakinsak olmasim saglar.

i) X,=aX' ve X,,=0Q7-X_X)X  tammlanmasiyla Xrta =Xn
(Ben-Israel/Greville (1974) ) oldugu gésterilebilir. Bu bagmnt1 ﬁm nin hesaplanmasi
ydnteminin kontrol edilmesinde ve hizlandiriimasinda ¢ok yararhdir.

iii) Iterasyon izinin arastirilmas ; yani f,, mn katsayilarmm ve rezidii
kareler toplam ¢, , = (Y—Xﬁm,a) (Y—X,BM) nin geklinin incelenmesi ; m nin
artan degerleri igin ridge izinin analizine bir alternatiftir.

iv) Ridge tahmininde k nin se¢imi i¢in kullanilan y6ntemler iterasyon tahmin
prosediiriine uygulanabilir.

3.19. Homojen Lineer Tahmin Edicilerin Karsilagtiriimas:

Terasvirta’nin aragtirmalarmm £ nin genel lineer ve lineer olmayan tahmin

edicilerine genellestirilebilecegi {izerinde durulacaktr. Bundan bagka hata
vektoriiniin  sadece skaler kovaryans matrisi durumu incelenmeyecektir. MSE
matrislerine gére baz1 yanh ve yansiz tahmin edicilerin birbiriyle karsilagtiriimalar:
ele alinacaktir.

Terasvirta’nin Sonuglarinmn Genellegtirilmesi

Terasvirta’nin varsayimlarim genellestirerek ; X nxp tipinde bir matris, V nxn
tipinde p.d. bir matris olmak {izere ve X , ¢ ile iligkili olmamak {izere

Y=XfB+¢ , E(g)=0, Covle)=c?V
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lineer modelini ele alalim.
b, ve b, , B nn herhangi iki tahmin edicisi olsun. Amag b; nin homojen
lineer tahmin edici oldugunu kabul etmeden

MSE(p, )= E[(bj ~B)b, - ﬂ)'] (3.19.1)

seklindeki MSE matrisleri farkin1 incelemektir.
Ayrica b, =C,Y+c; formundaki tahmin ediciler veya lineer olmayan
tahmin ediciler ele almacaktir. Kovaryans matrisi

Covlp, )= E[(b ,~Ep, o, -E, ))'] ,i=12 (3.192)
yanhiik

Bias(p, )= Ep, )-8 . j=12 (3.19.3)
seklinde gosterilecektir.

Béylece bilinen bir esitlik

MSE(p, )= Covlp, )+ Bias(p, )Biaslp, ) ,j=1.2 (3.19.4)
elde edilir.

C = Cov(p,)—Cov(b,) (3.19.5)
ve

B,, = Bias(b,)Bias(b,) — Bias(b, )Bias(b,) (3.19.6)

olsun. C nin p.d. olmasi ; C =TT’ olacak sekilde regiiler bir T matrisinin oldufunu
belirtir. Boylece

MSE(®,)- MSE(,)=T(I-T"'B,,T"" )’ (3.19.7)
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nin p.d. olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun ; 7-T'B,, T’ in p.d. olmas: oldugu
sonucuna ulagmriz. Bunun olmasi igin gerek ve yeter kosul T'B,,T'" in tim
Ozdegerlerinin 1 den kiiglik olmasidir.

g =T Bias(h,) ve h=T'Bias(p,) denirse ve Terasvirta’mn Lemmasi
uygulamirsa asagidaki genelleme bulunur.

Teorem 3.19.1 : C = Cov{p, )~ Cov(b,) nmn p.d. oldugunu kabul edelim. O
zaman MSE(p, )- MSE(p, ) nin p.d. olmas: i¢in gerek ve yeter kogul

p, = Biaslb, ) C'Biasp,) , j=12 (3.19.8)
ve

n= Bias(p,) C™Bias(p,) (3.19.9)
olmak iizere

*;‘(Pz —p1)+\[%(pz =p) pip=n" <1 (3.19.10)
olmasdir,

Sonug 3.19.1 : Cov(p,)—Cov(b, ) nin p.d. oldugunu kabul edelim. O zaman
p, <1 ise MSE(p,)~MSE(b,) p.d. dir. Bundan bagka efier b, , B igin yansiz ise
p, <1 kogulu , MSE(b,)- MSE(p,) nin p.d. olmasi igin gerek ve yeter kogul
olacaktir.

X tam siitun rankh olsun. Onemli bir durum olan tahmin edicilerden 6rnegin
b, in b=(X'V"'X)"X'V'Y seklindeki OLS tahmin edicisi olmasm ele alahm. O
zaman agagidaki sonug ortaya ¢ikar.

Sonu¢ 3.19.2 : b, , f mn bir bagka tahmin edicisi olmak iizere
xvx) --;—_ITCov(bz) nin p.d. oldugunu kabul edelim. O zaman asagidaki iki

varsayim esdegerdir.
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i) MSE(b) - MSE(p, ) p.d. dir.
-1
ii) Bias(b,) [(}(’V*‘x)‘I ——lz-c*ov(bz)] Bias(b,)< o (3.19.11)
(o3
Onceki sonuglan ileride uygulamak i¢in ¥ =o,I oldugunu kabul edelim. Ayrica

1
Q=[A2 O] nxp tipinde bir matris , P ve Q ortogonal matrisler olmak iizere

bagimsiz degigskenler matrisi X =Q'QP (tekil deger ayrigimi1) formunda yazilmig
olsun. A k&segen matrisi, X'X in 6zdegerlerinden olusmus ve X'X =P’AP dir.

L , pxp tipinde negatif olmayan elemanlardan olusan bir késegen matris ve C , pxl
tipinde stokhastik olmayan bir vektor olmak {izere

1
B= P’[LZ O]QY +C (3.19.12)

seklindeki lineer tahmin edicilerden olusan ¢, smifim ele alalim. Uygun k ve ¢ nin
secilmesiyle , ¢, nin kaynaklardaki birgok homojen yanh tahmin edicileri , 6rnegin
ridge, shrunken, iterasyon tahmin edicileri icerdigi goriiliir. Ayrica OLS tahmin

edicisi de bu smmifa aittir. ¢, nin
~ 1
B; = P{Li O}QYH} , J=1,2 (3.19.13)

seklinde iki tahmin edicisini ele alalim.
L, — L, nin regiiler oldugunu kabul ederek
1
F=(,-L,)", D, =(LjA)5 -1
y=Pp ,8,=Pc;, j=12

olusturahm.

Bazi cebirsel islemlerden sonra
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P, = —&%—[yFny+27DjF5j +6,F5,| (3.19.14)
Ve

n= ;—_17 [yDlFD2y+ yF(D,5,+D,6,)+ 51'F52] (3.19.15)
olarak bulunur.

Bu formiillerle MSE kriterine gore bir tahmin edicinin digerinden daha iyi
olup olmadigma karar vermek daha kolaydir. Omegin, eger ﬁ, , yansiz ve F p.d. ise

Sonug 3.19.2 den MSE (31 )—MSE (,32) nin p.d. olmas: i¢in gerek ve yeter kosulun

yFD2y +2yD,F5, +6, F§, <o’ (3.19.16)

oldugu sdylenebilir.

3.20. Minimum Risk Tahmin Edicileri

b=(XV'X)'X'V'Y seklindeki genellestirilmis LS tahmin edicisine bir
alternatif olarak ; H = pg*p* +o°’ (X’V”’X)—] ve B* pxl tipinde stokhastik
olmayan bir vekt6r olmak iizere

b*=g* ¥ H'b (3.20.1)

seklindeki minimum kosul hata karesi ortalamasi tahmin edicisini (MCMSE) e¢le
alabiliriz.

=1 -1, . . . A .. .
w, A_ZX,V_,X+;1A ; 4 negatif olmayan bir skaler ; # px1 tipinde bir

vektor ve A™ pxp tipinde bir p.d. matris olmak {izere minimum ortalama risk lineer
tahmin edicisi (MARLE)

b;: = Wp-l lo_2xiV~lXY+llAwlﬁ) (3.20.2)
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seklindedir.
Yazimlar basitlestirmek i¢in agagidaki kisaltmalar1 yapahm .
S=XV'X,e=p*Sp*

A, =W,SS"'W,,¢=p%A,B*

-1 = 1 _ 1 .
H'=Y, [s /(02 FATPIpE S] olsun . MCMSE alternatif olarak

b* = 21 B* B XVY (3.20.3)
o +¢&

seklinde yazilabilir.

b, niin yanlilif: hesaplanirken [ —%_2W_1 o= uw, A" bagmtist kullanilir.
#“

3.21. GLS ile Minimum Risk Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimasi

Swamy -Mehta (1977), MSE matrislerinin farkimn n.n.d olmalar: igin gerekli
kosullar1 ortaya koymuglardir. Cauchy-Schwarz esitsizligi kullanilmadan da Swamy -
Mehta (1977) nin elde ettigi sonuglara benzer sonuglar elde edilir.

Teorem 3.21.1 : MSE(p)— MSE(b*) nin p.d. olmas: i¢in gerek ve yeter kogul

ﬂ’[S-— 222 Sﬂ*ﬂ*'s]ﬂ<a’ (3.21.1)
&

o+

olmasidir.
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GLSb |MCMSE b* MARLE b5,
Yanhlk 0 1 pepe ) ww; 5NE - B)
'S-1 m
(0'2+£'B B s
Kovaryans Matrisi | o25~! ole gt g —I—A“’
2 2 0.2 H
(0' +£)

Tablo 3.21.1 : Ug tahmin edicinin yanhhklar: ve kovaryans matrisleri

Ispat : Tablo 3.21.1 den

-1 - _ & '
[S ‘}{y’ Cov(b*)] =S+—" " SB*B¥S (321.2)

o’ +20%c
nin bir p.d. matris oldugu gorilebilir. Buradan

Bias(s*) [s-‘— %2&,,(,,,,.)] BiaS(b*)=ﬂ'[s*azi?_gsﬂ*ﬂ*'s}ﬁ (3.213)

elde edilir. Bu esitlikten ve Sonu¢ 3.19.2 den faydalamlarak kabul edilen denklik
elde edilir.

Teorem 3.21.1 : x>0 oldugunu kabul edelim. O zaman MSE(p)- MSE(u)
niin p.d. olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(ﬁ—ﬂ)' [;%;MS"J— (B-B)<o’ (3.21.4)

olmasidir.
Ispat : Tablo 3.21.1 den faydalamlarak
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-1 - 4
[s*‘—-a—l—z-Cov(b,,)] =[s-‘ -~—174—A;‘] =W”[A,, --—ITS] w,

-1
1 2 g
-.=-;2-W”A[ ~A+S ‘} AW, (3.21.5)

HO
in p.d. oldugu sonucuna varilabilir.
Yine Tablo 3.21.1 den elde edilen Biaslp, )= W A" (B - B) esitligi ve

Sonug 3.19.2 den yola gikilarak istenen denklik elde edilir.
3.22. Mcmse ile Marle’ nin Karsilagtirilmasi

Belirli kosullar altinda MSE ye gore b* , b, den daha iyidir. Her ne kadar

Swamy-Mehta (1976) boyle bir karsilastirma yapmanm zor oldugunu belirtse de
Sonug 3.19.1 kullamlarak, b* m b, den daha iyi olmas: igin yeterli bir kosul

olusturulabilir.
4 niin belirli oldugunu kabul edelim. O zaman 8klid normu yeterince kiigiik
olan tim A* igin

2

2B N B + u2e? Y NS A g < T2 (3.22.1)
&

elde edilir.
Teorem 3.22.1 : o’BA,f<1 oldugunu kabul edelim. O zaman

MSE(p,, )- MSE(p*) p.d. olacak sekilde bir b* tahmin edicisi vardr.

Ispat : (3.22.1) deki esitsizligi saglayan bir f* vektoriinit segelim. O zaman

2
B =£9-_+EXA: —B* B (3.22.2)

c's

olmak lizere
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2
Covlp, )-Cov(p*)=—2L_B (3.22.3)
0% +£)

elde edilir.

Farebrother (1976) dan , B nin p.d. olmas: igin gerek ve yeter kosul o’¢ <
(0'2 +3)2/0_2€ olmasidir. Ancak f* tizerindeki , Cov(b” )— Cov(p*) m p.d. oldugu
sonucuna ulagabilecegimiz (3.22.1) kisitlamasindan dolay: o*¢ nin

B l}(,z P2 TSN |a*
oldugu goriilebilir.

Bunun tersi

o'e
(0'2 +£)2 ~c'sp
olmak tizere

(3.22.4)

w=

[covp, )-Covlp®)]" = 6*[A, +wA,B* g+ A, ] (3.22.5)
olarak verilebilir.

G = Bias(b*) [Covlp, )- Cov(p*)|* Bias(p*) (3.22.6)
ve ¢ = G—z!;;) m yazilmasiyla ve bazi islemlerin yapilmasiyla

G=0B |pp*(1+wp)SB* B* 2p(1+wp)SB* B* A, +A, +wA ,B*B¥ A, |B
(3.22.7)
elde edilir.

P*— 0 olsun. O zaman ¢ , ¢ ve w nin sonlu limitleri vardir. Sonug olarak
G, 6’ BA 4B yayaklagir ve varsayimdan dolay1 bu 1 den kiigiiktiir.
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Sonug¢ : Teorem 3.19.1 e gore, kovaryans matrisleri bilindiginde, lineer
tahmin ediciler ile diger tahmin ediciler arasinda bir karsilastirma yapilmasi miimkiin
olabilir. Judge ve Bock (1978) tarafindan aragtirilan pre-test tahmin edicisi lineer
degildir ve efer hata vektdriiniin ¢oklu normal dagilima sahip oldugu kabul
ediliyorsa ; bu tahmin edicinin kovaryans matrisi kesin olarak hesaplanabilir. Ancak
LS ve pre-test tahmin edicileri karsilagtirilirken kovaryans matrislerinin farkmin tekil
olmayan oldugu gosterilemez ve boylece Teorem 3.19.1 bu durumda gegerli olmaz.
Bununla beraber Judge ve Bock tarafindan yapilan uygun mse matrislerinin farkina
dayanan bir kargilagtrma yapilmasi miimkiindiir. Lineer olmayan difer tahmin
ediciler, Teorem 3.19.1 in uygulamas: i¢in uygun degildir. Ciinkii onlarin kovaryans
matrisleri ok karmagiktir ve bunlar sadece asimptotik olarak bulunur.

3.23. Heterojen Lineer Tahmin Edicilerin Karsilagtiriimas:

Y=XfB+¢c,¢ew N(O,azl) (1.2.1) lineer regresyon modelini ele alahm. D,
belirli bir pxn tipinde matris ve /&, belirli bir pxl tipinde vektdr ve j=1,2 olmak iizere
B nn b, =D, Y +h, seklindeki iki heterojen tahmin edicisi tammlansin. Hangi
kosullarda bu tahmin edicilerden birinin diferinden daha iyi oldugunu inceleyelim.
b, in b, tzerindeki gligli tstiinliigli (strong superiority) karesel risk fonksiyonunun
kullamlmasiyla tammlansm. Toro-Vizcorrondo ve Wallace (1968) parametre
uzaymda bir tek (ﬂ, 0'2) noktasinda agagidaki tantmi yapmglardir.

Tamm 3.23.1 : b, tahmin edicisinin , (8,62) de b, den giigli Ustiin olmas:
i¢in gerek ve yeter kosul tiim A >0 kayip matrisleri i¢in

E(b, - 5) A, - §)= E(b, - B) Alb, - )
olmasidir. MSE(p, )= E(b, — )b, - B) olmak tizere A,, = MSE(p, ) MSE(b,)

olusturalm. O zaman bu tamm A, >0 a denk olur.
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Ustiinliik igin daha az kisitlayici tammlar ; kosulun tiim n.n.d. matrisleri igin
es zamanh olarak gecerli olmas: gerekliliginin kaldiriimasiyla olusturulur.

Boyle bir tamim asagidaki gibidir.
Tamm 3.23.2 : b, tahmin edicisinin (8,0°) de b, den zayif {istiin (weak
superior) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

E(bl "'ﬂ)'x'x(bx —ﬂ)Z E(bz —-ﬂ),X'X(bz "ﬁ)
olmasidir.

Bu durumda X ve g verildiginde, kayip ile X£ mn tahmini igin kullanilan
tahmin edicinin performanst ve Y nin kogsullu beklenen degeri baglantihidir. Bu tanim
ile yararh sonuglar elde edildiginden kullamlabilir, Wallace (1972) Tamm 3.23.2 yi
ikinci zayif mse kriteri olarak adlandirmigtir.

Her iki tamm da; bir zamanda, parametre uzaymin bir tek noktasindaki
tstiintitk ile ilgilidir.

Ustiinlik Kogullar

Ik olarak gliclii tistlinliigii ele alalim. Genelligi kaybetmeden, MSE matrisi ;
kovaryans ve yanhihk ifadelerine ayrstirlabilir. Dolayisiyla , j=1,2 igin

H,=DX-I ve d,=H,f+h, olmak tizere MSE(p,)=0>D,D, +d,d, dir.
Bundan bagka j=1,2 i¢in, K pxr tipide rank (K) = r olan bir matris ; L rxr tipinde
simetrik bir matris ve f; rxl tipinde vektdr olmak {izere

C=KIK',d,=Kf,, j=12 (3.23.1)

seklinde bir ayrigimin yapildigimi kabul edelim. Bu ayrigim , tahmin edicilerin tekil
kovaryans matrisleriyle karsilagtirilmasinda yararhdir.

0'2L+f1fl, p.s.d. olmak tizere ve N[A], A nmn sifir uzay: olmak tizere eger
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N[f,]=Nlf] veya N[02L+f,fl']c: N[f2 ] ise karsilagtirmalar benzer olur. Ozel
durumlar g6z 6niine ahnarak agagidaki teorem olusturulur.

Teorem 3.23.1 : (1.2.1) modelini ve j=1,2 i¢in b, =D,Y +h, seklindeki iki
heterojen lineer tahmin ediciyi ele alalim. (3.23.1) ayrigmmin olduunu ve

Nf,]# N[f,] ve 0L+ £,f, >0 oldugunu kabul edelim. O zaman b, nin b, den
gliclii Gistiin olmas: igin gerek ve yeter kosul

fz'(rr’ll+f1f,')-lf2 <1 (3.23.2)
olmasidir.

Eger L > 0 kabul edilirse giighi istiinlik f, = £, L f, , j =12 olmak lizere

o2 {fn ~fier+ 1) }51 (3.23.3)
ifadesine egdeger olur. Ote yandan eger L < 0 ise b, nin b, den gligli Ustiin olmas:
icin gerek ve yeter kosul L nin bir skaler olmas: ve

ol +fi-f120 (3.23.49)
esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat : (323.1) oayngmmnm  oldufu  kabul edilirse
A, =0°C+dyd, ~dyd, 20 ifadesi o’L+f,f, —f,f, 20 (3.23.5) ifadesine
esdeger olur.

Bu durumda eger oL + f, f,' > 0 ise (3.23.5) ifadesi (3.23.2) ye egdeger olur

(Farebrother (1975)) . Eger L > 0 ise (3.23.3) den (3.23.2) elde edilir. Efer L <0 ise ;
Guilkey ve Price (1981) deki ; (3.23.5) in, sadece L bir skaler oldufunda yani r=1
oldugunda saglandifim belirten lemma dan bulunur.

L matrisi ; Teorem 3.23.1 uygulandiiinda kilit pozisyonundadir. Eger L
matrisi ne p.d. ne de bir skaler ise geriye kalan tek olasilik, r-1 tane pozitif ve bir tane
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stfir veya negatif 6zdeger oldugudur.
(3.23.3) den , L > 0 oldugunda A, >0 olmas: igin bir yeterli kosulun

o7 f, <1 (Trenkler-1980) oldugu goriiliir. Eger b, yansiz olacak sekilde f, =0
ise, bu kogsul da yeterlidir.

Tanmm 3.232 den zay:f iistiinliik i¢in agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.23.2 : (1.2.1) lineer modelini ve b,, b, tahmin edicilerini ele
alalim. O zaman b, nin b, den zayif iistiin olmas: igin gerek ve yeter kogul

o (dz'xxczz —dl'x'Xdl) <(X'XC)

olmasadir.
Ornekler

71,2 igin , R mxp tipinde belirli bir matris , rank (R)= m , r mxl tipinde
stokhastik bir vektor, k, >0 olmak tzere by(k,)=(X'X+k R'R) (XY +k,R'r)
seklindeki iki mixed tahmin ediciyi ele alahm (Theil ve Goldberger, 1961). Eger
E(r—RB)#0 ise o zaman b,(k,) nin b,(k,) den giighi tisttin olmast igin gerekli
bir kogul k, >k, olmasidr. Bu ayrica b, *{k, )= (X'X+k,RR)"X'Y , j=12
seklindeki iki minimax tahmin edici kargilastmildiginda da dogrudur (Kuks ve
Olman, 1972). Eger k, >k, ise iistiinlik kosulu igin gerek ve yeter kosul Teorem
3.23.1 den elde edilir.

$imdi RLS tahmin edicisini ve j=1,2 igin 7 =R, B seklindeki iki lineer
kistlama kiimesini ele alahm. Uygun RLS tahmin edicileri : ¥, =7 -R;b ,

Vo o\ T1a
b=UXY, U=(X'X)"olmak fzere b =b+UR, (RJ.URJ.) 5, . =12

159



TAHMIN EDICILERIN KARSILASTIRILMASI Sevgi AKGUNES KESTIR

£ ~ "'\,
seklindedir. Covlp )= o-z(U—-URj (RuR) R, U) olur. Teorem 3.23.1 i bu

duruma uygulamaya ¢aligalm.
ry =R, B , her iki kiime icin ortak olan kisitlamalarin bir alt kilmesi olacak
sekilde
R, =[R"] 7 =m .5, =[S’] =[r" o ] (323.6)
R, 73 S3 Fs—R, B

seklindeki blok bslmenin oldugunu kabul edelim. Kisitlamalarin dogru olmadigim
varsayahm. r; , mxl tipinde bir vektor ve R, mxp tipinde bir matris ve j=1,2 olsun.

Eger m, >0 ise m, +m, +m, < p ve eger m; =0 ise m, + m; < p oldugunu kabul
edelim. Bundan bagka rank(R1 RZ'R3 )= m,+m,+m, olsun . m; =0 olmas:
kisitlamalarin j-nci kiimesinin olmadiZm gosterir.

(3.23.6) daki blok bdlmenin kullamimasiyla

’

' ' AN ’
Dy =RUR, -RUR/(RUR,) RUR/ =o"R,Corler R, . j=12

I ?

’ !
ve B=I-R, (R:,UR3 ) R, U olmak tizer

C= 1113(1e2'D;2‘,31e2 _R'DLR, )B’U

elde edilir. Burada b, , r, =R,f kisitlamasma dayali RLS tahmin edicisidir. C
genellikle tammsizdrr, Blok bdlmenin uygulanmasiyla

’ ’ ’ AN
dj=U{BRj D3, +(1-BR, D3\ RU R, (RUR, ) s3}, j=12 (3237

elde edilir.

(3.23.7) ve C nin kargilagtiriimasiyla ; s, =0 olmadik¢a Teorem 3.23.1 in
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uygulanamayacag agiktir. Bu varsayimi yapalim ve R’ = (R,' Rz') tanimlayalim.

K =UBR’ R L= diag{-— D1_113,D;213}

D;l 0
5 =l: gs}sl ve f, =[D2_21‘3]s2

olarak segelim. Teorem 3.23.1 in sifir uzay varsayimlari saglanir. L matrisi tekil
olmayan bir matristir. Fakat tammsizdir, rank(K)=m, +m, ve negatif 5zdegerlerin
sayis1 m, dir.

o’L +f,f,' = diag{»ale’lfs + Dl'llss,sl'Dl'ﬁE‘,o'zDz"z‘_3 } (3.23.8)

yazalim ve m, =1 olarak segelim . (3.23.8) in p.d. olmas: igin gerek ve yeter kosul

’

o7s, D}, s, >1 (3.23.9)

olmasidir. Bu da yansiz tahmin edici b, Un by den giicli istlin olmasi i¢in bir
kosuldur. Eger m, >1 ise o zaman (3.23.9) yine gerekli koguldur. Ancak artik yeterli
degildir.

Eger (3.23.9) saglamyorsa ve m, =1 ise o zaman Teorem (3.23.1)
uygulanabilir ve ((3.23.9) verildiginde) biz nin bﬁl den giglii tstiin olmas: igin
gerek ve yeter kosul

o725, Dilys, <1 (3.23.10)
olmasidir.

(3.23.10) esitsizligi , bia’, nin b, den giicli Ustiin olmasi i¢in bir koguldur.
Eper m, =0 ise K =UBR, , L=D;l, ve f, = D3,s, segilebilir. Teorem 3.23.1 in
uygulanmasiyla (3.23.10) elde edilir. Ciinkii L > 0 ve rank(K)=m, dir.

Sonug¢ 3.23.1 : (1.2.1) lineer modelini g6z 6niine alahm. m, tane », = R, B
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ortak kisitlamaya sahip bﬁ: ve bk2 RLS tahmin edicilerini ele alalm.
rank(R,'Rz'R; ) =m, +m, +m, ve s; =0 oldugunu yani ortak kisitlamalarin dogru

oldugunu kabul edelim.

Eger m, =1ise by nin b; den glighii Gisttin olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
i) Yansiz tahmin edici b, {in by den giiclii {istiin olmasi
ii) by nin by den giiglil Ustiin olmasidur.

Eger m, =0 ise R, = R, dir ve tistinlik kosulu (3.23.10) dur. Eger m, >1
ise Uistiinliik kosulu yoktur.

Bu sonug bize, yanli RLS tahmin edicisinin aym tipteki bir bagka tahmin edici
ile hangi kosullar altinda karsilagtiriidigimi gésterir.

Dogru olmayan lineer kisitlamalardan birinin kaldirilmasi , tahminin
gegerliligini arttrmali ve sonugta elde edilen tahmin edici yansiz olmahdwr. b,

yansiz tahmin edicisi, yeni r, =R, kisitlamalarmm eklenmesiyle diizenlenebilir.

Bu kisitlamalarm dogru olmasi gerekmez. Ancak (3.23.10) igin gerekli bir kosul ;
’ 1

bp, nin b den giiglii istlin olmas: yani Q=o"2sj (RIURJ. ) s, olmak iizere Q, <1

olmasidir. Efer 5, =0 ise, Gauss-Markov teoremine gére b, , b den giiclii iistiin
olur, dyle ki b, nin b iizerindeki giichi Gstiinltgh ; bfe, nin b, Uzerindeki giicli
istlinligii igin yeterli degildir. Bu (3.23.10) un

-1

r r\1 ' ’ [}
0, +o7%s, (szaz) R,UR, D7, R,UR, (RZURZJ s, <1

seklinde yazilmasiyla goriiliir.

Guilkey ve Price (1981, Teorem 3) ayrica iki RLS tahmin edicisinin
karsilagtiriimasini ele almistir. Sonuglan ise s, @ hicbir sekilde kisitlamaz.

Problemin temeli ise teoremlerinin ispatmmn (i) kismundaki,
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MSE (b 5 )- MS’E(bE2 )2 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun yanhs olmasidir.

Simdi de, iki tahmin edicinin, m, =0 olacak sekilde ortak kisitlamalar
igermedigini kabul edelim. O zaman D,,, = R,UR, ve Dy, = R,UR, olur.

Sonug 3.23.2 : (1.2.1) lineer modelini ve b, , b, RLS tahmin edicilerini ele
alalim . R'=(R,, Rz') niin siitunlar1 lineer bagimsiz olsun. Eer m, =1 ise b,
nin b, den giicld Gstlin olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

i) OLS tahmin edicisi b nin b, den giiclii Gstfin olmas:

ii) b, min b den giiclii istlin olmasidir.

Eger m, >1 ise giicli tistiinliik i¢in kogul olugmaz. Guilkey ve Price (1981)
benzer bir sonug elde etmislerdir (Teorem 4) . Bununla birlikte R, ve R, tizerinde

daha kesin ek kisitlamalar getirmiglerdir. Sonu¢ 3.23.2 den bunun gerekli olmadi:
goriliir.

PC tahmin edicisi , RLS tahmin edicisinin bir 6zel halidir (Judge ve ark.,
1985)

Burada X'X iin 6zdegerlerinin pozitif oldugunu varsayalim.

Sonug 3.23.3 : (1.2.1) deki lineer modeli ve b, veb, PC tahmin edicilerini

ele alahm. Birinci tahmin edici i¢in bir temel bilesenin ¢ikarildigm ; benzer sekilde
ikinci tahmin edici i¢in m, temel bilegenin ¢ikarildigim kabul edelim. O zaman b,

nin b, den giiglii Gistiin olmas: igin gerek ve yeter kogul
i) bnin b, den glight tistiin olmas

i) by, nin b den giiclii Gistlin olmasidur.
fistiinlitk kosulu olusmaz. Genel olarak f nin, ¢ikarilan temel bilesenlere ortogonal
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oldugu varsaymm yapilamaz. Yani s, =0 varsayim yapilamaz.
Guilkey ve Price (1981) deki sonuglara dayanan ; Price (1982) deki iki PC
tahmin edici i¢in fistiinliik kogulunda s, {in dogru olmadig: kisitlamas: yoktur.

Yukaridaki ornekler; iki RLS tahmin edicisi kargilagtrildiginda, giichi
iistiinliik sonuglarmin uygulamada ne kadar kisith oldugunu gosterir. Genel durumda,
eger her bir tahmin edici diger tahmin edicinin kisitlamalarindan lineer bagimsiz
birden fazla kisitlamaya sahip ise iistlinliik sonuglari elde edilemez.

Eger iki tahmin ediciden biri digerinden giicli {istlin ise yansiz RLS tahmin
edicisi (ortak kisitlamalar olmadiginda) veya OLS tahmin edicisinin bu iki tahmin
ediciyi aywrdi1 gozlenebilir.

Uygulama agisindan bakildiinda zayif dstiinlik daha kullamgh bir

kavramdur.

bﬁ2 ve bk‘, ele alalm ve m; =0 oldugu kabul edelim. O zaman j=1,2 i¢in ve
r(X'XC)=m, —m, olur. b, nin b, fizerindeki zayif tstiinliiti, Teorem 3.23.2 nin
sonucundan yararlamlarak su sekilde olusturulabilir.

Sonug 3.23.4 : b, ve b, RLS tahmin edicilerini ele alahm. b, tahmin
edicisinin b, den zayif iitlin olmas: igin gerek ve yeter kosul

Q,-0 <m,—-m, (3.23.11)
olmasidir.

Sonug 3.23.4 , ustiinlikk igin , “ b, deki lineer kisstlamalar en az b, deki
kadar olmalidu” seklinde bir gerekli kogul belirtir. Eger m, =0 ise (3.23.11) ;
Wallace (1972) nin b, nin b fizerindeki iistlinliigd i¢in ikinci zayif MSE kosulu

olur.

(12.1) de X=(X, X,) ve ,6=(ﬂl' ﬁz') yazalm ve X, nin p, x1

tipinde ve rank(X ;)= p, olan bir matris oldugunu kabul edelim. Z, ise X, yerine
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yazilan (proxy) vekil degiskenler matrisi olsun. Ayrica b, =(bu’ bn') kargihk
. -1
gelen OLS tahmin edicisi olsun. Bundan baska U, =(xl xl) olmak {fizere

b, =(b“' o') =(Y'’X,U, 0') olsunve b, ise B, in gikarilmis deiskenler (OV)

tahmin edicisi olsun. O zaman F=Z;M,Z2 >0 ve M, =I-—X1U1X1’ olmak {izere

- ’ [J -1
-C= Xl,Xl Xl Zz} _[Ul O:I

_Z2 Xl Z2,ZZ O 0
=|"UXi 2 |pa(_z. X U.1)20 (3.23.12)
2 i1
I

oldugu goriiliir.

Biri gézlenmemis (gozlenemeyen) iki bagimsiz degisken oldugunda ,
degiskenlerde hata olmas: durumunda ; McCallum (1972) ve Wickens (1972) proxy
(vekil) degiskenin kullanilmasim Snermislerdir. Ciinkli boylelikle ; A, skalerinin
tahmininde yanhhk, OV tahmin edicisi ile kiyaslandiginda azalir.

Ancak o zaman ; (3.23.12) , proxy (vekil) degigkenler belirli (sabit) kabul
edildiginde b,nin bilegenlerinin higbirinin varyansmin , b, in karsilik gelen
bilesenlerinin varyansindan asla kiigiikk olamayacagim belirtir.

Varyansin 6neminin {izerinde durulmasi ve yanliligin goz ardi edilmesi
sonucunda X, nin ¢ikarilmasi ve proxy (vekil) degiskenlerin kullanilmamas:
gerekir. Bu ise McCallum ve Wickens’in sonucu ile taban tabana zit bir sonugtur.
Ayrica giiclii veya zayif iistiinliigiin karsilagtirmalar i¢in uygun bir temel olugturdugu
da bir gergektir.

Gigli tistiinliik ele alindiginda ; (3.23.12) ; genel durumda g¢ikarilabilecek tek
giiclii kosulun ; “cikarilmmg alternatif” (omission alternative ) b, in, “vekil alternatif”
(proxy alternative) b, ye olan fistlinliigt i¢in oldugunu belirtir.
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e[ x5y

U,X '(I—Z Fz.' M )x ' :
d, = o ,2 A B, =d, "I:UIXI ZZ:IF‘lzz MX,p,

e

hesaplayahm ve N|d,]# N[d,] olacak sekilde Z, yi ele alahm. d, ve d, nin
(3.23.12) ye gbre karsilagtirilmasiyla agagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.23.5 : (1.2.1) lineer modelini ele alalm. X, nin gikarildif1 b,
tahmin edicisi ile ; X, yerine Z, nin yazldif:t b, tahmin edicisinin
kargilagtinnlmasim ele alalm. Z, nin ; b, v¢ b, nin yanhlik vektorleri lineer
bagimsiz olacak sekilde oldugunu kabul edelim. O zaman bu iki tahmin ediciden hi¢
biri digerinden giicli distlin degildir. Bu ayrica b,; ve b, kargilagtirildiginda da
dogrudur.

Bu sonu¢ farkhi diislincelerle Frost (1979) un elde ettifi sonugclarla
uyumludur.

Zay1f iistiinliik ile ilgilenildifinde tahminin mse si (MSEP) nin tanimi, proxy
(vekil) degiskenlerin kullanmilmasmm uyumlu olacak sekilde diizenlenmelidir.
X =(X, X,) olmak iizere

MSEP(b,)= E(b, - ) X’X(b, - )
tanimlayalim. Teorem 3.23.2 nin kullanilmasiyla agagidaki sonug elde edilir.

Sonng 3.23.6 : Sonug 3.23.5 deki tahmin edicileri ele alalim. O zaman b, in
b, den zayf tistlin olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

o8, X, M\Z,FZ, M,X,B, < p, (3.23.13)

olmasidir.
P, = P, =1 segilmesiyle (3.23.13) ifadesi , Ohtani (1981) tarafindan verilen
tistiinlitk kosuluna indirgenir.
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Simdi RLS tahmin edicilerinin kargilagtirilmalar1 ile ilgili sonug¢ ¢ikarma
problemlerini ele alalim . (3.23.13) iin gegerliliginin test edilmesi , Toro-Vizcarrondo ve
Wallace (1968) in sonuglarmin bir genellestirilmesidir. », = R; # nm saflandimn: kabul

edelim. Bu durumda (3.23.13) altnda §,, =r,—-R,b,  olmak iizere
F, =632§,,D,.,5,, ve 61 =(n—p+m,)" (Y-XbRs )' (Y-XbRS ) {in merkezi olmayan

F(m2 JA—p+ ms,—;—) dagilimma sahip oldugu gosterilebilir.

Yeni lineer kisitlamalar dizisinin ortaya c¢ikma olasilifii ve tahminin
gegerliligini kanttlaylp kantlamadifinin testini ele alalm. O zaman giigli iistiintitk
kullanilamaz. Ciinkli tahminin kanitlanmas: (desteklenmesi ) i¢in , efer kisitlamalarin
sayis1 artiyorsa , Onceki kisitlamalarin tamammin gegerli olmast gerekir. Bununla
beraber zayif iistiinlik durumunda ; Sonu¢ 3.23.4 deki varsayimlara ek varsayimlar
yapilarak ilging sonuglar elde edilebilir. Lineer kisitlamalarm ikinci kiimesinin birincinin
i¢cinde oldugunu yani R,S =r, ifadesinin R,f =r, olduunu belirttifini ve m, <m,
oldugunu kabul edelim. Dolayisiyla G, m, xm, tipinde m, rankh bir matris olmak {izere
R, =GR, ve r, = Gr, olur ve agagidaki teorem olusturulur.

Teorem 3.23.3 : (1.2.1) lineer modelini ele alalim. j=1,2 olmak {izere R, f=r;
lineer kisitlamalar kiimesi olsun. Burada R, , m; x p tipinde matris , m, <m, <p ve
R, =GR, ve r, =Gr, dir.

6*=m-p)'Y(I-XUX')Y ; §=G§, ve §,=r,~R,b olmak izere
a 4 -1
9, =6"2§;.(RjURj ) §, olusturalim. O zaman

Fy =(m,-m)" (Q‘2 -0, (3.23.149)

ifadesi m, ~m, ve n-p serbestlik dereceli ve ©.-2 )2 merkezi olmama parametreli
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merkezi olmayan F dagilimimna sahiptir.

' -1
ispat : F,, inilk paym ele alalim ve j=1,2 isin A, =XUR, (R,UR, | R,UX’
olmak {izere ¢; =¢'A;¢ tammlayalim. O zaman R, =GR, oldufundan ,
AA,=A,A =A olur Gyle ki A,-A, idempotenttir ve

rank(A, —A,)=tr{A, -A,)=m, —m, dir. O zaman o(q, -q,)= 7*(m, —m,) olur
(Rao, 1965).

' 1 ' !
Buradan q=a-2{32 (szzz) 8, -, (R,URIJ §,} ifadesi  m, —m,

serbestlik dereceli ve (%)E(} =(Q2 -01) 5 merkezi olmama parametreli merkezi

olmayan y* dagilimina sahiptir (Rao 1965). (/- XUX')A, =0, j=1,2 dir.

Normallik varsaymm yapildigindan bu &° nin paydan bagmsiz oldugunu
belirtir.

Teorem 3.23.3 den (3.23.11) in test edilebilir bir hipotez oldugu ve gecerli
oldugu varsayimi yapildiginda (3.23.14) iin merkezi olmayan

F| (mz —m,,n—p, (m; —m %) dagihimina sahip oldugu bulunur.

R, =GR, , r,=G;ryy , j=12,...h—1 ve m <m, <.....<m,< p olmak
tizere R, B =r; seklinde bir lineer kisitlamalar dizisi bulunsun. IIk hipotezi H, : Q, <m,
yani b, in b den zayif istiin olduu hipotezini ele alahm. Bu hipotez altinda
F, =m'(, ifadesi merkezi olmayan F (m,,n— D m%) dagilimma sahiptir (Wallace,
1972).

H, kabul edilsin. O zaman H, e bagh olarak H,, :Q, —Q;, <m, —m, hipotezi
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test edilebilir. @ Teorem 3.233 , H o altinda F,, istatistiginin
F(m2 -m,n-p, (m, - ml%) dagilimina sahip oldugunu belirtir.

Genelde H ,,, :Q;,, —Q; <m,, —m, nintesti; H ,,; altinda

F(mjﬂ _mj>n-p’(mj+l _mj%)

dagihmma sahip olan F,, = (m =M )“1 (Q . —Q j) nin kullamlmasiyla yapilr.
Testler ilk reddedilen hipoteze ulasilincaya kadar devam ettirilir.

Lineer hipotezlerin bir dizisinin bu gekilde test edilmesi Anderson (1971, 1962)
nin optimal prosedirinin bir genellestirilmesidir. Kistlamalarm (H,:0, =0)
gecerliligi yerine sadece bu kisitlamalarin kullanilmasmmm PMSE yi indirgeyip
indirgemedigi test edilir. Burada F istatistikleri aym stokhastik & paydasma sahip
olduklarindan asimptotik olarak iligkisizdirler. Bu sebepten test dizisinin kesin boyutu ,
ayr ayri testlerin boyutlar: kullamlarak bulunur.

3.24. Lineer Regresyonda En iyi Homojen Ve Heterojen Tahmin Edicilerin
Kargilastirnimas:

Klasik lineer regresyon modelinde bir tahmin edicinin , homojen tahmin ediciler
smifinda optimal olmas: i¢in MSE sinin minimum olmasi gerektigi bilinir. Bu tahmin
edici ile ilgili problem bilinmeyen parametreler igermesi ve bir tahmin edici olarak
glivenle ele almamamasidir. Bunu gergekten iglemsel yapmak igin bir ¢ok diizenlenmis

versiyon vardi.

Bu gekildeki tahmin edicilerden biri Farebrother (1975) in olugturdugu tahmin
edicidir. Bu tahmin edicinin genis 6rneklem &zellikleri Dwivedi ve Srivastava(1978)
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tarafindan incelenmigtir. Stahlecker ve Trenkler (1985) tahmin amaci ile ; eger
yapilabiliyorsa ; katsay:r vektorii ile ilgili bir &n bilginin Orneklem bilgisi ile
birlestirilmesini ve iglemsel vesiyonu ; LS tahmin edicisi ile sabit &n bilgi vekt6riintin bir
konveks kombinasyonu olan bir heterojen tahmin edicinin olusturulmasim 6nermislerdir.

Tracy ve Srivastava (1994); Stahlecker ve Trenkler (1985) in heterojen tahmin
edicisinin genis 6rneklem 6zelliklerini incelemigler ; bu tahmin ediciyi Farebrother’m
homojen tahmin edicisi ile kargilatirmiglar ve heterojen tahmin edicinin homojen tahmin
ediciden daha iyi oldugu kosullar1 incelemiglerdir.

Ayrica Tracy ve Srivastava (1994) ; uygun versiyonu LS tahmin edicisinin bir
konveks kombinasyonu olan bir bagka heterojen tahmin edici ve bu tahmin edicinin
ortalama vektoriinii olusturmuslar ve genis 6rneklem 6zelliklerini incelemiglerdir.

Tahmin Ediciler Ve Ozellikleri

Y =Xg+¢ (1.2.1) lineer regresyon modelinde # nim BLUE’si OLS tahmin

edicisi A idi. Bununla beraber eger yansizlik dikkate alinmazsa yanh tahmin ediciler de
kullanilabilir. Theil (1958), Toutenburg (1908) ve Rao (1971) in 6nerdigi gibi minimum
MSE kriterinin kullamlmasiyla yeni tahmin ediciler olugturulabilir. Bu gekilde
olusturulan minimum MSE tahmin edicisi , # nm en iyi lineer homojen tahmin
edicisidir ve

pX'Y

g i BBX'(XBEX +0°I,)'Y (3.24.1)

ﬂ*:

seklindedir. B* ile ilgili problem ; B ve o bilinmeyen parametreler icerdiginden bir
tahmin edici olmamasi ve dolayisiyla pratikte yararli olmamasidir. Bunu islemsel
yapmak i¢in Rao (1973); #* a B ve o nin on bilgisinin eklenmesini 6nermistir.
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Farebrother (1975) ise

5% = 1
n-p

(v-x3) (v-x5) (3.242)

olmak fizere B ve o yerine bunlarm OLS tahmin edicileri olan # ve s* nin
yazilmasim Onermistir.

Farebrother’dan faydalanilarak uygun optimal #* tahmin edicisi

B =;ﬁ—%—x§ﬁ (3.24.3)
seklinde bulunur.

o, (...) ; olasiiktaki dereceyi gostermek {izere Dwivedi ve Srivastava (1978) ;
ﬁ  tahmin edicisinin yanhlk vektord icin O, (n"‘) dereceye kadar ; MSE matrisi igin

0,(n?) dereceye kadar

Bias\, )= E(B, - B) =-—2—p

~ PXXB
EB. - BB~ )
2 -1 0'4 5 ' -1
= (X'X) +ﬂX'Xﬂ[ﬂX'X,B BB’ - 2(X'X) ] (3.24.4)

seklinde genis 6rneklem asimpotik yaklagimlar {izerinde ¢ahgmiglardir. Ayrica bunun
OLS tahmin edicisi ile kargilagtriimasim1 yapmuglardir.

Stahlecker ve Trenkler (1985) ; katsay1 vektdrii S ile ilgili 6n bilginin ; # mn
tahmini i¢in MSE kriterine gbre 6rneklem 6n bilgisi ile kullamlmasini 6nermiglerdir.

Ayrica
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Borr = PP+~ p) (3.24.5)
tahmin edicisini ileri stirmilglerdir. Burada

BX'Y

= - 24,
P= 7 gXXp (3.24.6)

ve ¢ nxl tipinde bir kolon vektorii ; f lizerindeki 6n bilgiyi yansitan degerler
vektoriidiir. f iizerindeki 6n bilgi ; # nin eski degerleri veya f hakkindaki bir
tahmindir.

Bopr 5 bir minimum MSE tahmin edicisidir ve f nm en iyi heterojen lineer
tahmin edicisi olarak adlandirilabilir. Yine ; # ve o bilinmediginden B, , optimal
Imasma ragmen pratikte kullanish degildir. Bu sebepten Stahlecker ve Trenkler (1985);
Farebrother (1975) in yaptig1 gibi ; B ve o yerine ; f* da f ve s yazilmasmni

onermiglerdir. Boylelikle S, in islemsel versiyonu

pa BXY___DXXp
s+ BX'XB 7+ pXXB
olmak tizere
Bsr = pB+Q-p) (3.24.7)
seklinde elde edilir.

Simulasyon ¢ahgmasiyla ﬁST nin davramg1 izerinde ¢aligmglardir. Tracy ve
Srivastava (1994) ; Lile'X in var oldugunu ve simetrik bir p.d. matris oldugunu
n
kabul ederek /;’ o tahmin edicisinin 6rneklem &zelliklerini incelemislerdir.

Teorem 3.24.1 : Eger hatalar simetrik dagihma sahip ise , S in 0, (n“)

dereceye kadar olan yanlilik vekidrii ve O, (n 2 ) dereceye kadar olan mse matrisi
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Bias(ﬁsr) = E(ﬁsr —ﬂ) =— ﬂ;;ﬂ (,B’—c)

msE(By, )= E(B - BB - B) (3.24.8)

=a’(X'X)" + ,3;;(,8 [ﬂXIXﬂ kﬂ—c)(ﬂﬂ:)' +2ﬂ(ﬂ—-c)' +2(ﬂ—c)ﬂ'}—2(X'X)"]

olarak bulunur.

B tahmin edicisinin avantaji ; Stahlecker ve Trenkler (1985) in de belirttigi
gibi ; OLS tahmin edicisi ,3 ni bir agirhkh ortalamasi ve 6n bilgi vektorii ¢ nin hem
Orneklem bilgisine hem de 6n bilgiye agirlik kazandirmasidir. p — 1 iken OLS tahmin
edicisi B daha gok 6nem kazanir. p—>0 iken de B , c on bilgi vektdriine kiigiliir.
Ancak bu ¢ok inandirica degildir. Ornegin 5 — 0 iken ,éST tahmin edicisi 6n bilgiye
baghidr. Bu 6n bilgi iki tipte olabilir.

i) B nm baz1 gegmis degerleri

i) Gegmis tecriibelere dayanilarak £ iizerinde yapilan bir tahmin

Her iki durumda da 6n bilgi vektorii ¢ , 6n bilgiye benzeyebilir veya benzemez.

Eger sadece bir tahmin degeri ise tamamen yanlis olabilir. Eger ge¢migte
kargilagilan bir deger ise ; Orneklem bilgisi ile yansitilan £ nmn davrams: ile
uyusmayabilir.

Dolayisiyla ; 6n bilginin 6rneklem bilgisine uygunlugunu test edecek bir
prosediir olusturulmadikga ; p— 0 iken BST nin 6n bilgive kiigiiltiilmesi yamiltici
olabiﬁr. Olas: bir yol ; ¢ nin belirli bir vektor olarak degil de stokhastik bir vektor olarak

alinmasidir. Basit bir se¢im ise g = % = lib,. seklindedir ve burada £ =1, dir.
P =
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Bsy nin e ortalama vektoriine kiigtiltillmesi ; B¢, nin p—> 0 iken belirli bir ¢
vektdriine kiigiiltiilmesinden daha uygundur. Béylece

Brs = pB+(1- p)BE (3.24.9)
tahmin edicisi elde edilir.

Teorem 3.24.2 : st tahmin edicisinin O, (n”’) dereceye kadar olan yanhilik

vektoriive O, (n‘2 ) dereceye kadar olan MSE matrisi, 8 = L8 simak tzere

7
sl )=~} -0
MSEBs )= E(Bys - B)frs — B) (3.24.10)
) 0 o’ 1 = Ay At 2\
=o2(X'X)" + TG [,BX'X,B {(ﬂ— Be)p-pe) +28(8-pt) +2(p- pe)p }

seklindedir.
Tahmin Edicilerin Karsilagtiriimalan

Homojen tahmin edici ﬁF ve heterojen tahmin ediciler ﬁST ve ,é,s yanh tahmin
edicilerdir.

ﬁF nin yanhhgmn isareti , £ nin elemanlarimn isareti ile zittir ve BST ve ,é,s

nin yanhhigimn isareti (8—£) ve (,B— Eﬁ) vektorlerinin sapmalarinm igaretine baghdir.
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BST nin yanhligt , 8n bilgi vektSrii olan ¢ , § ya yakm oldugunda kiigiik olacaktir.
Ayrica ﬁST tahmin edicisi ; ¢ , f ya esit oldufunda asimptotik olarak yansiz olacaktir.
B nin yanhligi ; B nm elemanlar: , ortalama degerleri olan § ye yakm oldugunda
kilgitk olacaktir. Bu tahmin edici f nm tim elemanlan esit oldugunda asimptotik
olarak yansiz olacaktrr.

Bu tahmin edicilerin gegerlilikleri , QO kayip matrisi p.d. ve simetrik bir matris
olmak iizere, agirhkhh MSE kriterine gore karsilagtirilmak istendiginde, bu iig tahmin
edicinin O, (n “2) dereceye kadar agirlikli mse lerinin

wumse(p, )= E(3, - B) (3, - p)

2 ~1 o’ 580 4 -1
= o2 rQ(X'X) +ﬂX'Xﬁ{/)’X'X/3 2ArQ(X'X) } (3.24.11)

wMSE(p, )= ElBy - ) (B~ B) (3.24.12)

WMSE(fys )= Elprs - ﬂ)' ol - 8)
o {(ﬂ~ﬁ£)'Q(ﬁ—ﬁf)+4ﬂ’Q(ﬂ-f7‘v’)

=’ rQ(X'X)™ + XXG FXXp

—24rQ(X'X)™! +_2_£Q(2;2§L€} (3.24.13)

oldugu goriiliir. ﬁST ile ,éF kargilagtirilirken
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WMSE(8,. )-WMSE(f; )= 2%5(6,8 —¢) Qe (3.24.14)

bulunur ve bu ifade (65 ~c) Qc poxitif oldugu sirece pozitiftir.

Dolayisiyla heterojen ﬁST tahmin edicisi ;

68-c)Qc>0 (3.24.15)
oldugu stirece homojen J, tahmin edicisinden daha iyidir.

Bis ve B, karsilastinlmak istendiginde

. . 4 -pglloeg  20'Q(X'X) ¢
WMSE(3,. )~ WMSE(f, )= ,e;'x,{f [(wﬂ gf'f(),%w — Q(Z ) ] (3.24.16)

elde edilir.
ﬁm nin daha iyi veya daha k&tii olma kosullarinin elde edilmesi zordur.
¢ = B¢ alindiginda, iki heterojen tahmin edici arasinda ilging bir karsilagtrma

yapilabilir. Bu, £ nin tiim p elemanlar: i¢in tahminin ayni se¢ilmesi anlamma gelir.
Dolayistyla

20 0'0(XX) "1

Yoy >0 (3.24.17)

WMSE(fs |- WMSE(B; )=

elde edilir. Bu ise S nin bir » tahminin heterojen tahmin edici formatmda
kullanilmasiyla gegerlilikte bir kayip oldugunu belirtir.

3.25. Bir Regresyon Modelinde Stokhastik Olarak Kisitlanmis Lineer Tahmin
Edicilerinin Karsilastiriimasi
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Y =Xf+¢ (1.2.1) lineer regresyon modelini ele alahm.

r,=R;B+v,, CO"(";)=V,~ » j=12 (3.25.1)
formundaki iki stokhastik kisitlama kiimesi altinda £ nin tahmin edicilerini inceleyelim.
Burada r;, m; x1 tipinde bilinen bir vekidr ; R, , m; rankh m; x p tipinde bilinen bir
matris ; v; bilinmeyen rastgele hata vektdrii ve V; ise m, xm, tipinde bilinen bir n.n.d.

matristir. (Ayrica Covle, v, )=0 5=1,2 oldugunu kabul edelim.)

(1.2.1) deki modelden orneklem bilgisi ve (3.25.1) deki stokhastik kisitlama,
genisletilmig bir lineer model olarak yazilabilir. Bu ilk defa Theil ve Goldberger (1961)
tarafindan yapilmistir ve bu genigletilmis modelden elde edilen OLS tahmin edicisini bir
“mixed tahmin edicisi” olarak adlandirmiglardir. Mixed tahmin edicileri teorisi ayrmtili
olarak Toutenburg (1982) tarafindan ortaya konulmustur.

(3.25.1) formundaki kisitlamaya sahip (1.2.1) modelindeki f mn minimum
varyansh lineer tahmin edicisi

B,=B+S"R UM, -R,B), j=1,2 (3.252)

seklinde ifade edilebilir. Burada $=X'X ve B=S8"X'Y (1.2.1) deki model igin OLS
tahmin edicisidir.

Eger E(rj)=R B ise B , tahmin edicisi yansizdir. B ,nin varyans kovaryans
matrisi

covlB,)=o (S"‘ S7R,U;'R ,S“) (3.25.3)
formundadar,

Baksalary (1984) B, ve B, tahmin edicilerini R, =R, 6zel durumunda
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kargilagtirmistir. Srivastava ve Agnihotri (1980) ise B, ve B, tahmin edicilerini varyans
kovaryans matrisine gbre kargilagtirmustir.
Herhangi bir ranka sahip ¥, igin (3.25.2) gegerlidir oysa Theil ve Goldberger’in

orijinal formiilii sadece tam rankli V', igin gecerlidir. Bu sebepten (3.25.2) formiilii,

J
Theil’in formiiliinden daha kullamghdir. Ciinkii ¥V, singiiler olabilir ; kisitlamalar
kismen stokhastik, kismen non stokhastik olabilir. 7, =0 &zel durumunda non
stokhastik olarak kisitlanms LS tahmin edicisi elde edilir.

Sonuglar

A,(..) bir matrisin en biiyiik 6zdegerini ve A* ise A matrisin Moore-Penrose

tersi olsun

Teorem 3.25.1 : /}1 ve ,32 tahmin edicileri igin Cov(,é1 )—-Cov(ﬁz) nm n.n.d.
olmasi igin gerek ve yeter kosul

i) R, =PR,
i) ﬂ,,[(Rz'U;‘RZ) R,U,“IR,}SI

olacak sekilde m, xm, tipinde bir P matrisinin olmasidir.

Ispat : (3.25.3) den

s (RZ'U;‘R,_ _RUR, )s-‘ (3.25.4)
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nnd oldugundan Cov{B, )- Covl(8, ) n.nd. dir.

S tam rankh oldugundan (3.25.4) in salanmasi i¢in gerek ve yeter kogul

R,U;'R,-R, UR, (3.25.5)
ifadesinin n.n.d. olmasidrr.

Tammdan dolayr R j'U ;'R; matrislerinin n.n.d. oldugu agiktr.

Stenplok (1985) in 1. teoreminden (3.25.5) varsaym ; M(R JUTR j) :
Rj'U;‘Rj nin siitun uzay1 olmak tizere

M(R,'U;‘R,) - M(RZ'U;‘R,) (3.25.6)
ve

A,[(Rz'wzz) RI'U{‘R,]SI

odufunda safanr. Ancak M(R/U;'R)=M(R,) dir ve bu ifude
M(Rl' ) c M(RZ') olduggunu belirtir.
Tanmimdan M (Rl' ) cM (Rz') dir ve bu teoremin (i) kismma egdegerdir.

Trenkler (1986) (i) nin ; Cov{3, }-Cov(3,) n.n.d . oldugu varsaymmdan elde
edildigini gostermistir. Teoremden birgok Snemli sonug elde edilir.
Ik olarak A nmn non stokhastik olarak kisitlanmig tahminleri ile stokhastik olarak
kisitlanmig tahmin edicisinin kargilastirilmasin inceleyelim.

Sonug 3.25.1: f, ; r, =R, B kisttlamasma gore B nm RLS tahmin edicisi ve
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B, ise stokhastik olarak kisttlanmis bir tahmin edici olsun . B, ve B, igin
Cov(ﬁl)—Cov(ﬁz) pm n.n.d. olmas: i¢in gerek ve yeter kosul R, =PR, olacak sekilde
bir P matrisinin olmasidir.

Ispat : ¥, =0 oldugunda teoremin (ii) bolimiiniin salandiginmn gosterilmesi

yeterlidir. Bu durumda; teoremden M| (Rl' ) cM (RZ') ve R,_' (R2S 'R, )—l R,S™ ;
M (RZ') {izerine bir projektdr oldugundan
U,=R,S7R, ve R, (R,S7'R,)'R,S7R, =R, (3.25.7)
olur. Yazim kolayh igin A, =R,S™R, alahm . (3.25.7) den
' r +
SR, = (Rz A;‘RZ) R,
olur ve buradan da

S7RUSR, = (R,_'A;‘Rz ) RUTR, (3.25.8)
1 1Y
olur. U 2 (U 2) =U"" olacak sekilde olmak fizere

’11 (S~1R1'U;1R1)= ’11(A1U1_1)
ve
_t 1 ! R
yout)= A{UI 2AU, 2 +U, 267V, ]

1 1 1

l —_—
olduguna dikkat edilmelidir. U,2A,U,? ve U, 2V,U 2 n.nd. olduklarindan
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1 1

A,(UIU;’)=12/1{UFAIU{5)=21(A1Uf ')

olur. Boylelikle ispat tamamlanur.

Sonug 3.25.1 ,stokhastik olarak kisitlanmig tiim ﬁ tahmin edicileri i¢in gegerlidir
ve ¥V, =0 6zel durumunda da gegerlidir.

Sonug (3.25.2) : Nonstokhastik olarak kisttlanmis LS tahmin edicileri 3, ve f,
icin (¥, =V, =0) Cov(ﬁl)—Cov([}z) nin nnd. olmas: igin gerek ve yeter kogul
R, =PR, olacak sekilde bir P matrisini bulunmasidir.

Sonug 3.25.2 , Trenkler (1987) tarafindan farkh bir teknikle ispatlanmugtr. Eger
R, =R, ise

V.-V, (3.25.9)

n.n.d. oldugunda Cov(ﬂ"I )—— Cov(ﬁz) n.n.d. olur.

Ayrica bu sonug Baksalary (1984) tarafindan elementer bir yolla ispatlanmgtir.
(3.25.4) iin saglanmas: igin gerek ve yeter kosul

U;'-U;! (3.25.10)

in n.n.d. olmasidir. Ancak U, —U, n.n.d. oldugunda (3.25.10) saglanir ve bu da (3.25.9)
a egdegerdir.

3.26. Lineer Modellerde Mixed Ve Minimax Tahmin Edicilerinin Karsilagtiriimas:

Regresyon parametreleri ile ilgili 6n bilginin lineer modellere dahil edilmesinde
kullanilan iki temel yol vardir. Model parametreleri tahmin edildiginde ; lineer 6n bilgi,
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Orneklem gozlemleri ile aym1 durumda olan hayali (uydurma) gézlemler olarak formille
edilip modele dahil edilebilir. Bu yaklagim ik olarak Durbin (1953) tarafindan 6nerildi.
Theil ve Goldberger (1961), bu yaklasim lizerinde galigt: ; buglinkii genel formuna
getirdi ve elde edilen tahmin ediciyi mixed tahmin edici olarak adlandirdi.

Lincer olmayan oOn bilgi de lineer modellere dahil edilebilir. Regresyon
katsayillarmm vektoriiniin, katsayr uzaymda bilinen bir elipsoidde bulundugu veya
regresyon katsayilarinin vektoriiniin , alt uzaydaki bilinen bir elipsoiddeki izdiiglimii ile
ilgili bir 6nbilgi olarak kabul ediliyorsa, bu bilgi , tahmin kullamlabilir. Kayip matrisinin
ranki 1 oldupunda 6n kisitlamalar altinda karesel riskin maksimumunun minimize
edilmesiyle minimax tahmin edicisi elde edilir.

Ayni tahmin edici ayrica; katsayr vektSriiniin yukarida bahsedilen elipsoid
lizerinde veya iginde oldugu ile ilgili kisitlamaya gore hata karelerinin toplamim da
minimize eder. Bu varsayum ; ridge regresyonda , katsay1 uzayinda elipsoidin kiireye
doniigmesi durumunda Meeter (1966) tarafindan ortaya konulan sonuca dayamir.

Mixed ve minimax tahmin edicilerinden bazen aym tahminler elde edilir. Ancak
stokhastik 6zelikleri farkhidar.

Y =X+ (1.2.1) lineer modelini ele alahm.

ﬂeB={ﬂ:ﬁ'R’Rﬂsg—i} ,€>0 (3.26.1)
c
olsun. Lineer 6n bilginin

r=RB+¢ , ¢~ N[O, (9;{—2)1] (3.26.2)

seklinde oldugunu kabul edelim. Burada r ve ¢ mxl tipinde stokhastik vektorler, ¢

gézlenemeyen hata vektdrii , r ise her zaman sifir olarak gozlenen uydurma bir
vektordiir. Bundan baska rank(R)=m oldugunu kabul edelim. B&yle bir durum &n bilgi
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“Rp sifira yakin > ifadesi stokhastik lineer formda verildiginde ortaya gikar. Rf =0 m
olasihg (3.26.1) e gore 1 dir. O zaman (1.2.1) ve (3.26.2) ye dayanan mixed tahmin
edicisi

b (k)= (X’X+kR'R)”" (X'Y +kR'r) (3.26.3)

seklindedir. Mixed tahmin edicisi yanhdir. Ciinkii (3.26.2) yanh bir bilgidir ve gercekte

¢ ~N [— R,B,(EI—:—]I) drr.

Eger 6n bilgi (3.26.1) seklinde ise 0 zaman a mx] tipinde bir vektor ve A = aa’
kayip matrisi olmak {izere, karesel risk altinda, A kayip matrisli minimax tahmin edicisi

by *(c)=(XX+cR'R)"' XY (3.26.4)
seklindedir.
R=I oldugunda (3.26.4) deki ifadeden Hoerl ve Kennard’in ridge tahmin edicisi

elde edilir. r nin sifir olarak gbzlendigi kabul edilirse (3.26.3) ve (3.26.4) den aym
tahmin ediciler elde edilir.

Ancak r nin stokhastik yapisindan dolay: elde edilen tahmin edicilerin stokhastik
6zellikleri ayn1 degildir. r ve ¢ stokhastik ve B nonstokhastik oldugundan ; Taylor
(1974) tn yaptig1 gibi (3.26.3) de r=0 yazilarak (3.26.4) in elde edilmesi mantikl
degildir. Bu son islem ancak (3.26.2) de k—> o olursa ve limitte ¢=0 olursa
miimkiindiir . (3.26.2) de £ —> o ve (3.26.1) de ¢ — o« ise iki tahmin edici ayn1 olur ve
limit alinarak elde edilen tahmin edici RLS tahmin edicisi olur.

Mixed ve minimax tahmin edicilerin birbirleriyle kargilastirilmasi i¢in bazi
kurallarm olmas: gereklidir. Kargilagtrmalar karesel kayip fonksiyonlar1 terimleri

cinsinden yapilacaktur.

Tahmin ediciler
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R(bj’ﬂ’A)" E(bj “ﬂ) A(bj - )
karesel risk fonksiyonu kullamlarak karsilastirilacaktir. Her A>0 i¢in b, in b, den

daha iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul R(b,, B, A)< R(b2 , B, A) olmasidir.

Dikkat edilmesi gereken husus rank{A)>1 oldugunda (3.26.4) bir minimax
tahmin edicisi degildir (Kuks ve Olman (1872), Lauter (1975) ve Hoffmann (1979)).

Rp #0 ve r sabit sekilde sifir olarak gozlendiginde , (3.26.2) yanh olacak

sekilde (3.26.1) in saglandif1 kabul edilmistir. Bununla beraber (3.26.1) in saglanmast,
risk kargilagtrmas: i¢in gerekli degildir. Bu varsayim minimax tahmin edicisinin
olusturulmasi igin gereklidir.

Minimax Tahmin Edicinin, Ols Tahmin Edici Ve Mixed Tahmin Edici
Uzerindeki Ustiinligii

Minimax ve mixed tahmin edicilerinin kargilagtirilmalar: i¢in bu tahmin

edicilerin risklerinin bulunmasi gerekmektedir.
s = Rf olmak tizere mixed tahmin edicisinin riski ;
U=XX)"ve 8, =(k"1+RUR')"
olmak tizere
R(b,(k), B, A)= rAlc>U ~oUR'S,RU +UR'S,ss'S,RU|  (3.26.5)
seklindedir.
Minimax tahmin edicisinin riski benzer sekilde

S, =(c'1+RURY)"
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olmak {izere
R(b, *(c) B, A)=trAlo*U —o*UR'S, (2¢7' I + RUR')S,RU + UR'S 55'S ,RU| (3.26.6)
seklinde elde edilir.

(3.26.5) ve (3.26.6) mn karsilagtiriimasindan dnce ; bunlarm OLS tahmin edicisi
B nun riski ile kargilagtiriimalarmm ele alalim,

(3.26.3) deki mixed tahmin edicisinin tim A >0 i¢in OLS tahmin edicisinden
daha kiiciik riske sahip olmast i¢in gerek ve yeter kosul

(—l?]s'skssl (3.26.7)

g

olmasidir. (Yancey ve ark.(1974)) .
Minimax tahmin edicisinin tim A >0 i¢in OLS tahmin edicisinden daha iyi
olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

(J?)s'(zc-‘uRUR')"'ssl (3.26.8)
o

olmasidir (Swamy ve Mehta (1977) ve Farebrother, 1978).

c=2k segilmesiyle (3.26.7) ve (3.26.8) ayn: olur. Eger belirli bir k degeri igin
(3.26.7) saglaniyorsa ; 0 zaman minimax tahmin edicisinin OLS tahmin edicisinden daha
iyi olmasi i¢in yeterli kosul 0 < ¢ < 2k olmasidrr.

Yansiz On Bilgi Oldugunda Karsilagtirma

Daha dnceki tanima g6re minimax tahmin edicisinin mixed tahmin edicisinden
daha iyi olmasi igin gerek ve yeter kosul tim A0 icin
R, (k) B,A)- R(b, *(c), B, A) farkmmn negatif olmamasidir.
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RUR'S, =I-c”'S, oldugundan B=S, S, +c'S? olmak iizere

R(bg (k). B, A)- R(b, *(c).B,A)=
trAUR'l6* (2¢7'S? + S,RUR'S, - S, )~ (S, s5'S, - S,55'S, JRU

=trAUR'[o?B (8, 55'S, - S,55'S, JRU  (3.26.9)
elde edilir.

(3.26.9) daki farkin tiim A >0 igin negatif olmayan olmas: i¢in gerek ve yeter
kosul parantez igindeki matrisin negatif olmayan olmasidir (Theobald (1974)) .

Ik olarak s=0 olan 6zel durumu ele alalim. Bu durumda tiim A >0 igin (3.26.9)
un negatif olmayan olmas: igin gerek ve yeter kogsul B>0 olmasidir. S, ve S,

matrisleri ayn1 6zvektorlere sahiptir. C, , stitunlar1 RUR' niin 8zvektdrleri olan bir
matris ve A, , kosegen elemanlart RUR' niin 6zdegerleri olan kdsegen matris olmak

tizere ; CpA ,C R' = RUR' seklindeki spektral ayristmmin kullaniimastyla
B=Cole T4 AL~k 144, ) +e T4 A, ) k. 62610

elde edilir.

Eger (3.26.10) negatif olmayan ise parantez igindeki matrislerin tiim
dzdegerlerinin negatif olmayan olmas: gerekir. Yani 4, 24, >2....24, >0 , RUR' niin
6zdegerleri olmak iizere

(' +A, ) =k +A, ) 4 +A, )P 20, j=12,,m  (326.11)

olmas1 gerekir. Bu ise ¢ -2¢7k" -k™'A, <0 , j=12,.,m seklinde yazilabilir.

Kargthk gelen esitligin ¢ e gore ¢oziilmesiyle

¢ =k*‘(1i(1+k1j)%)
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elde edilir. ¢ negatif olmayan olmasi gerektifinde koklerden biri daima negatif
olacagmndan

N
cZk(l+(1+klj)i) L j=12,sm

elde edilir.

O zaman B >0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
131
c2 k(l +(+kA, )5) (3.26.12)

olmasidir.

(3.26.12) dentiim X ve R i¢in ¢ 2 g— oldugunda B 2 0 oldugunu gériiriiz..

Genel Durum

Bu noktada genel duruma donelim. Tiim A 20 igin (3.26.9) daki farkin negatif
olmayan olmast i¢in gerek ve yeter kosul

o?B—(S,ss'S, —8,55'S,)20 (3.26.13)
olmasidir.

Lemma 3.26.1 : h ve g mxl tipinde iki vektér olsun. O zaman Ah'—gg’
tanimsizdir ve sifirdan farkh 6zdegerleri

1
=2 (glg-Hh)xla (g~ WhY +g'2h'h—(gn) |
seklindedir.

Lemma (3.26.1) den , ¢ #k igin eBer S ss'S, —S,ss'S, skaler degilse daima
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tanimsizdir. Dolayisiyla (3.26.13) @in saglanmas: igin gerek ve yeter kosul B>0
olmasidir.

Bu kosulun saglandif1 kabul edilerek T tekil olmayan matris olmak iizere
B =TT’ seklinde tanimlanirsa (3.26.13) kosulu

oI -(T7S,s8'S,T' ~T7'8,55'S,T"" )20
seklinde yeniden yazilabilir.

Bu  esitsizliin @~ saglanmas: icin  gerek ve  yeter  kosul
TS, ss'S, T —~T7'S,s5'S,T'" in ozdegerlerinin o2 den biiyik olmasidr.

h=T"S,s ve g=T"'S,s yazilarak lemmanm uygulanmastyla

(;17){2' (s',B™S,s—5'S,B1S,5)+

1
47'(s'S,B7'S,s~s'S.B7'S_s| +s'S B”S,ss'S,B'S,s—(s'S,B'S,s) P <1
BS, ¢ o k k

(3.26.14)
seklinde gerek ve yeter kosul elde edilir.

Daha dnce belirtildigi gibi B >0 oldugu kabul edilmistir. Dolayisiyla (3.26.14)
sadece (3.26.12) nin gegerli oldugu kogulda saglanur.

Bu genel sonugtan 6zel sonuglar elde etmek zordur. Bununla beraber c=k
oldugunda islemler kolaylagir. O zaman tiim A >0 igin X , R ve s den bagimsiz olarak
(3.26.9) ifadesinden

R(pz (k). B, A)-R(p, *(k), B, A) = rAUR(c*k™'S? )RU 2 0

2

yazilabilir. Boylelikle, tim s ler igin ;s:'ze'leﬁz"T tipindeki 6n bilginin Srneklem
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2

bilgisiyle birlestirilmesiyle ; r sifir olarak g6zlenmis ve ¢ ~ N(O, (Ek—)l ] olmak tizere
r=Rp +¢ seklindeki yanh bilgiden elde edilen tahminlerden daha iyi tahminler elde
edilir. Bu durum ayrica (3.26.3) {in yansiz oldugu RS =0 durumunda da gbzlenebilir.

(3.26.14) olduk¢a karmagik bir ifade olmasma ragmen ; tlim s ler igin gegerli

olursa 0 zaman

(2 ! . )[s's,,B"Sks ~5'S,B7S 5 +]s" kB“‘Sks—s'ScB“‘Scs”sl (3.26.15)
e}

ifadesi tiim s ler igin dogru olur. Ciinkii 5’S,B™'S_s5'S,B™'S,s—(s'S,B™'S,s)’ 2 0
dir.

Ancak o zaman k = ¢ durumu diginda ; tlim s ler igin (3.26.15) in gegerli olmas:
i¢in gerek ve yeter kosul tiim s ler igin

s'S,B7'S,s—5'S.B7'S, 5 <0 (3.26.16)

olmasidir. (3.26.10) ve (3.26.11) nin kullamlmasiyla (3.26.16) esitsizligi j = 1,2,...,m i¢in
[(c" w4, ) - A, ) e e +4,)” }' [(k-‘ +4, ) =+, )" ]< 0 (3.26.17)

seklinde yazlabilir. B>0 oldugu kabul edildiginden , j=12,...,m olmak iizere
(3.26.17) nin tim A, ler i¢in saflanmasi icin gerek ve yeter kosul parantezlerin igindeki

ikinci terimin pozitif olmasidir ki bu ¢ > k oldugunu belirtir. Dolayisiyla tiim s ler igin
(3.26.16) ; (3.26.14) {in saglanmas: igin gerekli kosuldur fakat yeterli kosul degildir.
Ancak bu ; tlim s ler igin saglanmayan ; (3.26.14) {in saglanmasi igin gerek ve yeter
kosuldan daha kullanighdir.
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Bir Bagimsiz Degiskenli Lineer Model

(1.2.1) deki modelde bir bagimsiz defisken oldufu kabul edilirse kogullar daha netlik
kazanacaktir. Bu kogsulda &zel olarak s'ScB“Scss'SkB"lS,,s=(s’ScB"S‘,,s)2 olur ve
dolayisiyla, (3.26.14) , (3.26.15) deki forma doniisiir. Buna gére (3.26.15) in saflanmasi
icin gerek ve yeter kosul ¢ > k olmasidir. Bu kosul ayrica tek bagmsiz degiskenli
durumda , tim s ler i¢in , minimax tahmin edicisinin mixed tahmin edicisinden daha iyi
olmas: i¢in gerek ve yeter kosuldur. Bu istiinliik c=k i¢in de olusturulabilir. S6yle ki

L1\l
u=(X'X)" olmak tizere k(l+(1+ku)5) <c<k igin; ¢2 k>0 iken (3.26.15) tim s

ler igin gegerli oldugunda ; (3.26.15) ; b, *(c) nin b, (k) dan daha iyi olmas: igin gerek
ve yeter kosuldur.

c=k oldugunda , tim s ler i¢cin minimax tahmin edicisinin , mixed tahmin
edicisine olan iistiinliiZi agik iken ; genel durumda yani birden fazla bagmmsiz degisken
oldugunda ¢ > k kosulu , minimax tahmin edicisinin mixed tahmin edicisinden daha iyi
olmasi igin gerekli koguldur ancak yeterli kosul degildir.

3.27. Lineer Regresyonda Admissible Ve Minimax - Lineer Tahmin Ediciler
Arasmdaki Iligki

pxn tipindeki reel matrislerin kiimesi M ,, ile , pxp tipindeki reel matrisler ise
M, ile gosterilsin. L € M ,, matrisinin transpozu L' diir. L nin ve L’ niin sttunlan
tarafindan gerilen lineer alt uzay R(L) ile gosterilir. L ve L~ ise L nin tersi ve
genellestirilmis tersidir. L € M, matrisinin izi #(L) ile gosterilir.
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M ={Y,XB,0I} (3.27.1)
lineer regresyon modelindeki f parametresinin lineer tahmininin ele alalm. Bu
modelde # nin BLUE si S = X'X olmak tizere f =S X'Y seklindedir.

S nm homojen olmayan tiim lineer tahmin edicilerinin ailesi olan £ , yani

L={AB+d:AeM,,deM,,} (3.27.2)
ailesini ele alalim .
LeM,, ve deM,, olmak lizere LY +d seklindeki bir lineer tahmin edici,

eger R(L")c R(X) ise AB+d seklinde yazilabilir.

Varyansda belli bir azalma saglamak igin ufak bir yanliia izin vererek ,
parametre uzaymm belli bir bdlgesinde £ nin daha kesin (gegerli) bir tahmin edicisini
elde etmek i¢in baz1 alternatif prosediirler uygulanur.

Yanh tahmindeki problem |, ﬁ igin uygun bir AeM, carpan matrisinin

bulunmasidir. (3.27.2) deki ifade , lineer tahmini bu agidan sikintiya sokar . Judge ve
Yancey (1986) , Toutenburg (1982) ve Trenkler (1981) in bu konu {izerinde ¢aligmalar:

vardir.
Tahmin edicilerin gegerliligi incelenirken mse leri veya MSE matrisleri incelenir.

Verilen bir f=Af+d € £ igin agrrlikli mse (WMSE ) ; Ce M, p.d. olmak

tizere
R(g: B.C)= E[(fé— p)clf- p)] (3.273)

=o’tr(CAS A )+[(T-A)B +d] C[(1-A)B +d]

dir.Varyans matrisi kriterine gore en az ,3 kadar iyi olan lineer tahmin edicilerin ailesi
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£(B) ite gosterilir ve

AB)=1B =Ap+d e £ :VarB)<var(B) (3.27.4)
seklindedir. Burada Var(5)<Var(8) esitsizligi Var(3)-Var(B) mn nnd. oldugum
yani Var(§) nin Lowner'in kismi swalamasma gore Var(8) dan daha iyi oldugunu
gsterir.

Uygun olarak Far(5) nnd. ise Var(§)20 olarak ve eger Var(B) p.d. ise
Var(8)>0 olarak yazlabilir.

Minimax Lineer Tahmin

(3.27.1) M modeli altinda , (3.27.3) riskine gére f nin minimax lineer tahmin
edicileri (MILE) ailesini ele alalim. Admissible tahmin ediciler ve £ arasinda yapisal
bir iligki vardwr. (3.27.3) deki risk fonksiyonu R” de yani p boyutln 8klid uzaynda
smirsizdir. Ancak her belirli ke R ve Te M, igin

B, (T)={B:BTB<k,k>0,T>0} (3:27.5)
kfimesi fizerinde smrhdir. Eger belirli bir k ve T igin #&B,(T) alnirsa o zaman
minimax prensibi risk ile ilgili diiglincelere uygulanabilir.

Tamm 3271 : Bir J tahmin edicisi efer £ de sup,e  R(8 5.C) vi

minimize ediyorsa yani %2? ﬁesg‘l()T)R(ﬂ; ﬂ,C)= ﬂgggﬂ R(ﬁ; B, C) ise 0 zaman £ ,f nmn
Z igin de bir minimax lineer tahmin edicisi (MILE) olarak adlandirilur,

Bir tahmin edicinin bir MILE olmas: i¢in gereken &zellik tiim olasi tahmin
edicilerin smifina baghdr. £ igindeki minimax lineer tahmin edicilerin sifir yanhhga
sahip tahmin edicilere benzer oldugu gosterilebilir ( Toutenburg (1982)).
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Bu sebepten homojen lineer tahmin ediciler smifina kisitlanmasinda ( yani d =0
olmak iizere A,é+deé ) bir kayip olmaz. o, 20, 2....20, >0 ve 1<r< p olmak
tizere verilen bir X = diag(o,, 0, ,.....0, ) € M, matrisi igin

M,E)={U=v'eM, . UU=VV=1,eM,] (3.27.6)
matris kiimesi tamimlansin . Burada U,V e M, ve I, € M, dir. Dolayistyla U ve V nin
siitunlar1 ortogonaldir. U ve V nin kare matrisler olmalar1 gerekmez ve ortogonal
matrislerdir. UZV’ nin rankinin 7 < p oldugu agiktir. Verilen bir Be M ,(X) matrisi
icin (3.27.6) ayngim , B nin tekil deer ayrisim olarak bilinir. Bu sebepten M, (2),
verilen bir X matrisi i¢in aym o,,0,,....0, tekil degerlerine sahip pxp tipindeki
matrislerin  kiimesidir. Efer r < p ise son p-r singiler deger sifirdr.
% =diag(o,,0,,.,0,) nin kdsegen elemanlarnin azalan sirada oldugu kabul
edilmistir.

0,20, 2...20, >0 olmak tizere bir ¥ matrisi ve bir p.d. CeM , matrisi

1

verilsin. Buna gore C2 , C nin simetrik karekokii olmak fizere tahmin edici simfi
1 1
;(z,c)={Aﬁe4:AeMp,CZAc 2 eMP(E)} (3.27.7)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.27.1. de , M (3.27.1) modeli altinda , (3.27.3) risk fonksiyonuna gére
B nm £(Z,C) igindeki minimax tahmin edicilerinin smifi olugturulur. Minimax tahmin
edicilerin kiimesi £(Z, C) ile gosterilir.

Teorem 3.27.1 : 1<r<p olmak tzere X =diag(o,,o,,....0,)>0 ve C ,
(3.27.3) risk fonksiyonundaki agirhk matrisi olmak iizere {(Z,C) iginde (3.27.3) risk
fonksiyonuna gore bir MILE olmas: i¢in gerek ve yeter kosul T, 2T, 2...2T,,

1 1
C2S7'C? nin 6zdegerleri olmak tizere
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CA=A'C (3.27.8)
ve

w(A257C)=Y 67T, (3.27.9)

J=1

olmasidir.

. o . - U [

ispat : §=Apf i¢in (3.27.3) riski A=(I—C 2A'C2J(I——C2AC 2) olmak
lizere

~ IS

R(8; B,C)= o’r(CASA)+ pCACT B (3.27.10)

seklindedir.

Minimax tahminin bilinen teorisine gore (Toutenburg (1982)) 4,(A), A nmn en
bityiik 6zdegeri ve § = X'X olmak iizere
sup R(B;5,C)= otr(CAS7A")+ kA, (R) (3.27.11)

BeB,(C)
dir. MILE , (3.27.11) i minimize eden F=Afe((E,C) tahmin edicilerinin
bulunmasiyla elde edilir.

1

flk olarak 4(X) mm minimize edilmesini ele alalm. CPACT e M, (%)
oldugundan , VEU' (3.27.6) da tammlanan matrislerin kiimesi olmak iizere A ;
A=(I-vEU)(I-Usv’)=(1+VE*V') - (V2U' + USV") seklinde yazilabilir.

Her ortogonal U,V €M ,, i¢in , en bliylk 8zdegerin kistlanmis maksimum
olarak karakterizasyonu ile ( Bellman, 1970)

A (&)z 4 (1+v22v) -2, (rzu’ +UZVY)
esitsizli3i elde edilir. Tiim ortogonal ¥ €M ,, igin A, (I +VE? V') =1+¢? oldupundan ;
U,V eM ,, ortogonal matrisler olmak iizere

min 4, (&)> 1+67 - max(VZU'+USV') =1+ 0% ~26, =(1-0,)’ 3.27.12)
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elde edilir. (3.27.12) deki esitligin , U=V oldugunda her V eM ,, icin elde edilebilecegi
agiktir. Boylelikle (3.27.8) e denk olan

1 1 1 1
C2AC 2 =C 2A'C?
ifadesi elde edilir.
1 1

(3.27.11) deki iz ifadesini ele alahm. izin degisme Szelligi ve C?’AC 2 eM »
1 1
nmn C2AC 2 =UZV’ geklindeki tekil deger ayrigiminmn kullaniimastyla
1 1 1 1
tr(CASA')= tr(UzV'cm-‘czrfo') =n{V22V'czs‘lc2)

elde edili. #{CAST'A’) , U ya bagh degildir. Sonug olarak (3.27.11) i V nin

fonksiyonu olarak minimize etmek yeterlidir. spatm sonucunda
mljnlr(VZzV’C%S'IC%) =§U§Tpﬂ_ )

bulunur (Anderson 1984). Bu ise (3.27.9) kosulunu olusturur.

(3.27.8) ve (3.27.9) kosullar1 k nin degerine bagh degildir. Dolayistyla Z (2, C)
ile gosterilen ¢(Z, C) i¢indeki g € B, (C) minimax lineer tahmin ediciler kiimesi ; her k
> 0 igin aymdir. Buna ragmen S simirh bir kiimeye kisitlanmstir.

Bir BeB,(C), k> 0 kilmesi onerilmeden , ¢(Z,C)igindeki bir MILE den
bahsedilebilir.

Teorem 3.27.2. : Verilen bir kdsegen £>0 igin (3.27.3) riskine gbre f nmn
¢(%,C) deki bir lineer tahmin edicisi AZ , (3.27.8) , (3.27.9) kosullarmu sagliyorsa
MILE dir.

C ,agirhik matrisinin 6zel durumlarmin , istatistiksel uygulamalarda 6nemi vardir.

(3273) de C =1 nm yerine yazlmasiyla mse kriteri yani R(8; 5, 1)= MSE(B) elde
edilir.
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Bu olayda (3.27.8) ve (3.27.9) kosulan ; 1, =1 2..24,>0 , S nin

6zdegerleri olmak iizere
A=A (3.27.8%)
ve
r(As7'A)= Y o247, (327.9%)
J=1
formunu alir,

(327.9°) esitligi , V'S~V = diag(4;', 4;',....,47') oldugunda saglanw. Bu ise A
ve S nin yer degistirebilen simetrik matrisler oldugu anlamina gelir. GRE gibi shrinkge
tahmin edicileri bu tiptedir ( Liski 1979 , Obenchain 1978).

Bir baska ozel durum C=S yazimasiyla elde edilir. R(8;7,S) riski aym
zamanda tahmin edici mse olarak adlandmlir., O zaman (3.27.8) kosulu SA=A'S
formunu alir. Verilen bir ¥ igin , (3.27.9) daki iz bir sabittir. ( ve =tr(22) ifadesine
esittir.) Sonug olarak ¢(Z,S) minmax lineer tahmin ediciler sintfi i¢in karakterizasyon
elde edilmis olur.

Sonu¢ 3.27.1 : 1<r<p olmak tizere belirli bir I =diag(o,,0,,....,0,)>0
verilmis olsun. R(ﬂ; AB, S) riskine gore B nm ((Z,8) deki Af el (=.8) seklindeki
bir lineer tahmin edicisinin bir MILE olmas: igin gerek ve yeter kosul

SA=A'S (3.27.13)
olmasidir.

3.28. Mixed Regresyon Tahmin Edicilerinin Kargilagtiriimasi

Y = X/ + ¢ lineer modelini ele alalm.
7, =R B+¢, . EF & p)=5%, (3.28.1)
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2

ccv(¢j)=(‘—1:—]vj : 00v(3¢,.') =0j=12

J
iki lineer Onbilgi kiimesi olsun. Burada j = 1,2 i¢in 7, ve ¢, , i, x1 tipinde stokhastik
vektorler ; R ; » m;xp tipinde belirli bir matris ve rank(ﬁj)= i ;s V, pd vek;
negatif olmayan bir skalerdir.
Theil ve Goldberger (1961) in , (1.2.1) ve (3.28.1) ¢ dayanan ve §; =0 kabul

edildigi mixed tahmin edicileri

b (k)= (XX +5,8 V'R, )'l (xY+kE 77 ) i=12  (282)
seklindedir.

Bu tahmin edicilerin MSE matrisleri U =(X'X)™ ve §, = (k;‘V;‘ +R,UR j')*l
olmak tizere

msife, &, )= 26, (&, )-5)6, (&, )-5) 6:283)

— o2 (U-U“’ '§ R‘,U) +UR'S§53 S RUj=12

scklindedir. Terasvirta (1986) ; # nm bir b, tahmin edicisinin 5, tahmin edicisinden
daba iyi olmasim agagidaki sekilde tanimlamgtur.

Tiim A >0 kayip matrisleri i¢in

£, - B) Als, - 8) - E5, - 8) Al, - p) 20 (3.28.4)
ise b, tahmin edicisi b, tahmin edicisinden daha iyidir.

Bu ifadeye egdefer olan bir bagka form ise Theobald (1974) tarafindan
A, = MSE(p, )~ MSE{5, )2 0 seklinde verilmistir.

Eger b, , b, den daha iyi ise Freund ve Trenkler (1986) bunu b, nin 5, den daha
kotii olmamas: olarak adlandirmgtir.
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Mixed Tahmin Edicilerinin Karsilagtiriimasi

Freund ve Trenkler (1986) ; mixed tahmin edicilerinin kargilagtiriimas: igin
asagidaki teoremi ispatlamiglardir.

Teorem 3.28.1: §, =0 ve Pise R, =PR, ve

Cov(g, )=PCov(g, )P’ (3.28.5)
olacak gekilde bir m, x#, tipinde matris olsun . Bu durumda asagidaki varsaymmlar
esdegerdir.

i) b,(k,) ; b,(k,) den daha iyidir.

i) P5, =0 ve 5, 5,5, <o? .

Bu teorem ; bir yanli b,(k,) mixed tahmin edicisinin bir yansiz b, (k,) mixed
tahmin edicisinden daha iyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu verir.(3.28.5) deki
varsaymm ele alabm. R, nin son 7, satir1 R, e esit olacak ve P = (0 I) olacak gekilde

' 2
m,2m, ve R, =(T' R, ) oldugunu kabul edelim. Bundan bagka V, =[%—JI%
J

(j =1,2) oldugunu kabul edelim. O zaman (3.28.5) k, = k, oldugunu belirtir.

Bu da (3.28.5) in daha giiclii bir kisitlama oldugunu goésterir. Bu drnekte ise bu ;
on bilgileri farkh kovaryanslara sahip tahmin edicilerin kargilagtiriimalarimi imkansiz
hale getirmektedir.

Benzer sonuglar Terasvirta (1986) mmn ispatladii bir teoremin uygulanmasiyla
elde edilebilir.

l;;. =D,;Y +h; nin MSE matrisi ; j= 1,2 icin d, =H ,f+h;, ve H; =D ,X-1
olmak iizere ; kovaryans ve yanlihgn bir toplam: olarak

MSE(p, )=o’D,D, +d,d,
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seklinde yazilsm. A, =o’C+d,d, ~d,d, olacak sekilde C=DD, -D,D,
olusturulur. Teoremde ; daha iyi olma sonuglar: i¢in gerekli olan

C=KIK',d;=Kf;, j=12 (3.28.6)
ayrisimu kullamlir. Burada K pxr tipinde r rankh bir matris ; L rxr tipinde simetrik bir
matris ; f, , rx1 tipinde bir matris ve j = 1,2 dir. (3.28.6) ayrnismm ; C nin tekil ve

r-1<rank(C)<r < p—1 oldugu kosullar igin gereklidir.

(3.28.6) daki temel diigiince ; A,, nin p.s.d. olmasi igin gerek ve yeter kosul
bulma problemini daha kolay bir probleme doniigtiirmektir.

Benzer bir problem ; A, =o’L+ f, fl' - f, le niin n.n.d. olmasi igin gerek ve
yeter kogul bulma problemidir. Bunun bilinen ¢éziimli oL+ f, fl' >0 olmas: ile
saglanan (3.28.7) dir.

Ciinkii L rxr tipindedir ve son kosul rank(L)>r—1 oldugunu belirtir. Orijinal
problem de bu sekilde ¢oziilmiis olur. Ciinkli A,, nin p.s.d. olmas: i¢in gerek ve yeter
kosul A, nin n.n.d. olmasidir. (3.28.6) kosulu daha kisitlayicidir ; d, , C nin kolon
uzaymda olmaldir. Ancak eger C tekil ve rank(C)< p -1 oldugunda , bdyle bir ayrigim
yoksa o zaman A,, genellikle tammsizdir.

Eger f, , f, e lineer bagimh ise asagidaki teoreme ihtiyag yoktur.

Teorem 3.28.2 : ( Terasvirta (1984 , 1986 ))

(1.2.1) deki modeli j = 1,2 olmak tizere b, =D, Y +h; geklindeki iki lineer tahmin
ediciyi ele alalim. (3.28.6) daki ayrigimm oldugunu kabul edelim. Bundan baska £, ; f,
den bagmsiz ve o’L+f,f, >0 olsun. O zaman 5, nin b, den daha iyi olmast i¢in
gerek ve yeter kosul

(o) fs (.28
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olmasidir.

Eger L >0 ise 0 zaman daha iyi olma koulu ; j = 1,2 igin £, = f, L f, olmak
lizere

az{f,_z ~f2er+ £,) }51 (3.28.8)
ifadesine esdegerdir.

Ote yandan L <0 ise 172 nin 5, den daha iyi olmas: igin gerek ve yeter kogul, L
nin bir skaler ve o°4,, + f;> - £ 20 olmasidir.

Teorem 3.28.2 ; (3.28.2) tipindeki tahmin edicilerin kargilagtirilmas: igin
uygundur.

3.29. Genellestirilmis Liu Tahmin Edicisinin Bilinen Liu Tahmin Edicisine
Ustiinligii

Y =XfB+¢ (1.2.1) lincer modelini ele alalim. Coklu igiligkililik oldugunda bu
problemi ¢6zmek igin kullanilan metodlardan biri Liu tahminidir. Liu tahmin edicisi
(OLE),d, 0<d <1 geklinde bir parametre olmak iizere

Ba=XX+1Y" (XY +dB)=(X'X+1)" (XK +dl)j (3.29.1)
seklindedir,
Genellestirilmis ~ Liu  tahmin  edicisi (GLE) Liu tarafindan

Bos = XX +1)" (XY + DB)= (XX + 1) (X'X + D)3 (3.29.2)
seklinde tammlanmgtir.
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GLE Ve OLE Tahmin Edicilerinin Mse Matrisleri

Ik olarak (1.2.1) modelini

Y=8,1+X8 +¢ (3.29.3)

seklinde yazalim. Burada degiskenler X'X bir korelasyon matrisi formunda olacak
sekilde standartlagtmilmustr. XY her bir agiklayict degiskenin  korelasyon

katsayilarmdan olusan vektor ve f1 1 . . . 1] dir. O zaman Y , B, m tahmin
edilmesinde kullanilabilir.

Dolayisiyla sadece B, in tahmininin ele ahnmas gerekir. 4, 24, 2...24, >0,
XX tn Ozdegerleri ve ¢,,q,....q » ise karsihk gelen Ozvekidrler olsun.
0= lq] q, - . . qu ve A=diag(/‘lq,ﬂ,2,..,,1p) olsun. Bu durumda Z=XQ ve
a =Q'B, olmak iizere (3.29.3)

Y=48,1+Za+¢ (3.29.4)
seklinde yazlabilir, (3.29.4) modelinde & min OLS tahmin edicisi

a=N'2'Y (3.29.5)
seklindedir ve bu yansiz tahmin edicinin varyans-kovaryans matrisi

Var(@)= o> ™! (3.29.6)
seklindedir. Benzer sekilde @ nin Liu ve genellestirilmig Liu tahmin edicileri

G, =A+1)"ZY+da)=(A+I)" (A+dl)& (3.29.7)
ve

Goo =(A+1)" (Z'Y+D&)=(A+1)" (A+ D) (3.29.8)
seklinde yeniden yazilabilir.
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W =(A+1)"(A+ D) olsun . Boylece (3.29.8) den &, =Wé olur. E(@)=a
oldugundan E(d,,)=Wea olur. &g, tahmin edicisinin yanhhg: ve varyans-kovaryans

matrisi
Var(g )= Eld gy ~ EGoi) [ — EG ) =AW’ (3.29.9)
Bias{@,, )= E(gg,)-a =W - (3.29.10)
seklindedir.

&, tahmin edicisinin MSE matrisi
MSE(Go,)= B| Gos Wby ~a) | = VarlGio,y+ [Biastic, ) [Biastéa)]

= WA'W' +(I-DXA+1) " aa’ (A+1)"'(1-D) (3.29.11)
seklindedir. (3.29.1)’den
MSE(@g,)= oA W) + 1|1~ DXA + 1) aa’ (A+1)"(1-D)|

(+d)  &(-d)a’
=g’ ! + : 3.29.12
gz,. (, +1) xf; (a, +1) ¢ )
elde edilir. Liu tahmin edicisi i¢in d, =d, =.....=d, =d dir. Dolayisiyla
\ A, +d) (1-d)a?
MSE(@,)= ¢ ~(——'——~—-—— +) — 3.29.13
@) gli(ﬂ.ﬁl)z g (4, +1)° ( )

olur.

202



3. TAHMIN EDICILERIN KARSILASTIRILMASI Sevgi AKGONES KESTIR

GLE nin OLE den Ustiinligii

Chawla ve Jain (1988) ; MSE kriterini kullanarak GRR nin ORR den daha iyi
olabilecegini gbstermislerdir. Benzer olarak GLE nin OLE den , belirli kogullarda daha
iyi oldugu gosterilebilir.

Lemma 3.29.1 : 0<d< A 2“‘2 *G:) igin o2 (;L’ +d)22 +(1—-d)2 L;,(z bir
o? +A,a; 2.+ (2, +1)

monoton azalan fonksiyondur.

Ispat :

2 2

g,(d@)=0o" ﬁ;:fz)z - (1(;?1;,? (3.29.14)
olsun. d ye gore tiirev alindigmmda

g (@)= 2[02(,1,.2212i++;;,)¢:3 @) (3.29.15)
olur.

0<d< %——Z—é—) oldugunda g,.'(d)< 0 oldugundan lemma ispatlanmis olur.

Asagidaki teoremde GLE tahmin edicisinin , mse ye gére OLE tahmin edicisinden daha
tyi oldugu ispatlamr.

2_ .2
f“_(E‘L_S‘_Z_) ise MSE(G, )< MSE(é,) dir.

Teorem 3.29.1 : Eger d <d, <
o’ +Aa;

/L(a,.2 ~o?),

Ispat : Lemma 3.29.1 den d <d, <=5 — ise
o’ +Aa;

o’ +d,) (-d,)a] o’ +d) (1-d)a]
2 + 2 < 2 + 2
A+ (+) L@+ (4 +1)

(3.29.16)
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dir. i iizerinde 1 den p ye kadar toplam almdiginda (3.29.16) ifadesi ; tiim i igin

d<d1<11'~(——'2—:—2—)ikn

o’ +lal
@ +d) (- d)2 APPS 3 ¢ +d)’ (1-d)’a?
gz(z +1)° 2 gz i} (, +1y

A (ai az)

5 iken
o’ +Aa;

ifadesine indirgem'r. Dolayssiyla tim i igin d<d, <

MSE(é, )< MSE(é, ) elde edilir. Boylece ispat tamamlanmug olur.
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