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OzET

Genellestirilmis Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik ve Lacunary
Istatistiksel Sinirlilik

Mithat KASAP

Doktora Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali
Subat 2022, Sayfa: ix + 39

Bes esas boliimden olugan bu calismanin ilk boliimiinde tez konusuyla ilgili yapilan
caligmalarin kisa bir tarihgesinden bahsedilmis olup ikinci boliimde, ¢aligmamizin icerisinde gecen
bazi temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir. Caligmamizin {i¢lincii bélimiinde, sinirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu, bir § = (k,.) lacunary dizisi, 0 < 8 < 1 kosulunu saglayan bir /3 sayisi, bir
(Xk) fuzzy say1 dizisi ve A fark operatorii verilmek iizere f modiiliisine gore S—dereceden
Af —lacunary istatistiksel yakinsaklik tanmmi verilmis ve bu ozellige sahip olan fuzzy sayi
dizilerinden olugan Sg’ﬁ (Ap) dizi smfi tammlanmigtir.  Ayrica Wef’ﬁ [Ap,p|, Wef’ﬁ(AF,p) ve
Wg f(A r,p) dizi simiflar1 tanmimlanarak bunlarm baz zellikleri incelenmis ve aralarindaki kapsama
bagintilar1 verilmigtir. Dérdiincii boliimde f modiiliisiine gore B—dereceden Af—lacunary
istatistiksel smirlilik tanimi verilmis ve bu oOzellige sahip olan fuzzy say1 dizilerinden olusan
Sg B (Ap,b) dizi smfi tamimlanmigtir.  Bu kiimenin literatiirde daha o6nceden tamimlanmig
kiimelerle aralarinda bazi kapsama bagintilar1 verilmis, ayrica simetriklik, monotonluk gibi bazi
topolojik 6zellikleri incelenmistir. Beginci ve son béliimde ise tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglara

yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy say1 dizisi, Istatistiksel yakinsaklik, Istatistiksel smirhlik, Modiiliis

fonksiyonu, Lacunary dizisi, Fark dizisi.
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ABSTRACT

Generalized Lacunary Statistical Convergence and Lacunary
Statistical Boundedness
Mithat KASAP
Ph.D Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics
February 2022, Page: ix + 39

This study consists of the five main chapters. In the chapter 1 and 2, we give some informations
about the historical development of studies which are related to thesis topic, and some
fundamental definitions and theorems which are necessary in this study. In the third chapter, we
define the concept of Af—lacunary statistical convergence of order § with respect to modulus f
and sequence classes Sg’ﬁ (Ap), Wef’ﬁ [Ar,p], Wg’ﬁ(AF,p) and ng(AF,p) and examine some
properties of them, where f is unbounded modulus, 6 is a lacunary sequence, (Xj) is a sequence of
fuzzy number, A is difference operator and § € (0,1]. In the fourth chapter, we define the concept
of Af—lacunary statistical boundedness of order 8 with respect to modulus f and sequence class
Sg P (Ap,b) and give some inclusion relations between the other sequence classes existing in the
literature. Also, we examine the topological properties like symmetricity, monotony, etc. In the

fifth and last chapter, we give the results obtained from the thesis.

Keywords: Sequence of fuzzy numbers, Statistical convergence, Statistical boundedness, Modulus

function, Lacunary sequence, Difference sequence.
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1. GIiRis

Istatistiksel yakinsaklik kavrami esasen klasik yakinsakligimm bir genellestirilmesi
seklinde olup bu kavrama ilk defa 1951 yilinda Fast [1] ve 1959 yilinda Schoenberg [2] ’in
calismasinda rastlanmaktadir. Istatistiksel yakinsaklik teorisi ve uygulamalar:
matematigin farkli alanlarinda c¢alisan pek cok matematikcinin ilgisini ¢ekmis ve
giniimiizde hala yogun olarak galigilmaktadir. Teori 1988 yilinda Connor [3] tarafindan
toplanabilme teorisiyle de iligkilendirilmis ve bu iki kavram arasinda bazi 6nemli bagintilar
verilmigtir. ~ Daha sonralar1 Cakalli [4] tarafindan topolojik gruplara ve Caserta [5]
tarafindan fonksiyon uzaylarina uygulanmigtir.

Fuzzy kiime kavramimin temeli Zadeh [6] ’in 1960 ’larda yaptigi caligmalara
dayanmaktadir. Klasik kiimelerin gergek diinyadaki matematiksel metotlara tam olarak
yetmemesi bu kavramin ortaya cikmasinda etkili olmustur. Klasik kiimelerde bir elemanin
kiimeye ait olup olmamas gibi sadece iki segenek varken fuzzy kiimelerde bu durum [0,1]
araligina genisletilerek sadece iki degerden olusan sistem sonsuz degerli bir sisteme
doniigmiis ve klasik kiimelerde bazi durumlarda olugabilecek belirsizlik yeni sistemle
formiillestirilmigtir.  Klasik kiimelerde herhangi bir eleman kiimeye ya iiyedir ya da
degildir, fakat fuzzy kiimelerde hassasiyet artirildigindan dolay1r elemanin kiimeye
iyeliginin derecesinden bahsedilmekte olup klasik kiimelere nazaran daha uygun ve
gercekgi bir yaklagim metodudur. Bu sebeple Zadeh [6] 'in 1965 ’de yaptigi galigmadan
itibaren gerek miihendislik alanlarinda gerekse matematigin tiim dallarinda en c¢ok
galigilan konulardan biri olmustur. 1986 yilinda Matloka [7] fuzzy say:r dizilerini ve bu
dizilerin yakimsakligini tanmimlarken 1989 ’de Nanda [8] bu dizilerin simrlihgindan da
bahsetmis ve yakinsaklikla aralarinda baz bagmtilar vermigtir. Nuray ve Savag [9]
istatistiksel yakinsaklik tanimimi fuzzy sayi dizilerine uygulayarak bu alanda c¢alisan
matematikgiler i¢in ¢ok 6nemli bir adim atmigtir. Daha sonra fuzzy say1 dizilerinin
toplanabilme ile iligkisi Kwon [10] tarafindan ¢ahgildi. Fuzzy say1 dizilerine Colak vd. [11],
Altmok vd. [12], Altinok [13], Aytar [14] ve Et vd. [15] gibi bir ¢ok matematikci
tarafindan caligilmigtar.

1981 yilinda Kizmaz [16] reel say1 dizileri i¢in fark dizisini tamimlamig ve baz fark
dizi uzaylarimi tanimlayarak bu uzaylarin BK uzay1 olduklarimi géstermistir. Daha sonra
Kizmaz [16] 'mn tanimladigy fark dizi uzaylar: Et ve Colak [17] tarafindan m—yinci dereceden
genellegtirilerek yeni genellegtirilmis fark dizi uzaylar: elde edilmis ve bunlar i¢in de benzer
ozellikler verilmistir.

Reel dizilerde tanimlanmig olan istatistiksel yakinsaklik kavramini daha hassas bir
yakinsaklik tiiriine doniistiirmek amaciyla derecelendirme fikri ilk olarak Gadjiev ve Orhan
[18] tarafindan ortaya atilmig, zamanla bu fikir a € (0,1] i¢in Colak [19] tarafindan
a—dereceden istatistiksel yakinsaklik ve bir pozitif p sayisi i¢in a—dereceden kuvvetli
p—Cesaro yakinsaklik kavramlarimin verilmesiyle daha kullanigh ve somut bir gekil almig

olup toplanabilme alaninda caligan matematikgiler tarafindan oldukca fazla galigilan bir



konu haline gelmistir. Aym kavram Altinok vd. [20] tarafindan fuzzy dizilerine de
uygulanmig ticgensel fuzzy sayi ornekleri ve grafikleriyle daha aciklayici ve gorsel bir
calisma elde edilmistir.

Lacunary dizilerinin toplanabilme teorisine uygulamalari Freedman vd. [21] 'nin
galismasi ile anlam kazanmig ve Fridy ve Orhan [22] tarafindan istatistiksel yakinsaklik
kavramimin tanimlanmasinda yeni boyut getirmigtir. Bu konu o zamandan beri pek ¢ok
konuyla iligkilendirilmigtir. 2009 yilina gelindiginde Altinok ve Colak [23] tarafindan aym
kavramlar genellegtirilmig fark operatorii kullamlarak daha genel sonuglar ve farkh
bagmtilar elde edilmistir. Sengiil ve Et [24], reel say1 dizileri i¢in lacunary istatistiksel
yakinsaklik kavramimi derecelendirerek bu yakimsaklk tirinde o € (0,1] sayisim
kullanarak giizel sonuglara ulagmigtir. Diger yandan Altinok vd. [25] a—dereceden
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramina A fark operatoriinii uygulayarak elde ettigi

dizi kiimesinin solidlik ve simetriklik gibi farkli 6zelliklerini incelemigtir.

Fuzzy say1 dizilerinde istatistiksel simirlihk kavrami ilk defa Aytar ve Pehlivan [26]
tarafindan verilmigtir. Daha sonra Altinok ve Mursaleen [27], bu tanmmi fark dizileri igin
vermigtir. Son zamanlarda Altmmok ve Yagdiran [28] tarafindan fuzzy say: dizileri igin
istatistiksel sinirhilik kavrami genellegtirilerek A™ —istatistiksel sinirhilik tanimlanmigtir.

Modiiliis fonksiyonuyla ilgili ¢alismalarin temeli Nakano’nun 1953 yilinda yapmig
oldugu "Concave modulars" isimli makalesine dayanmaktadir [29]. O zamandan itibaren
gerek istatistiksel yakinsaklikla gerekse farkli alanlarda bu konuya rastlanmaktadir. Son
zamanlarda Aizpuru [30], smirsiz bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla f—istatistiksel
yakinsakligin tanimimi vererek istatistiksel yakinsaklik konusuna yeni bir bakis acisi
getirmigtir. Sonradan Bhardwaj ve Dhawan [31] bu kavrami bir o € (0,1] reel sayisim
kullanarak derecelendirmis ve tamimlamis oldugu yeni uzaylar arasinda kapsama
bagntilarim vermigtir. Diger yandan Bhardwaj ve Dhawan [31] tarafindan tanimlanmig
olan kavramlar Altmok ve Deniz [32] ’in A™—genellestirilmis fark operatoriinii de
uygulamasiyla genel bir hal durumunu alarak daha zengin sonuclar elde edilmigtir.

Bu tezin amaci fuzzy sayi dizileri i¢in simirsiz bir f modiiliis fonksiyonuna gore
S—dereceden Af—lacunary istatistiksel yakinsaklik ve Af—lacunary istatistiksel smirhlik
kavramlarini tanimlamak, bunlarla ilgili kapsama bagintilar1 vermek ve baz topolojik

ozelliklerini incelemektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin daha sonraki boliimlerinde kullanilacak konulardan olan istatistiksel

yakinsaklik ve fuzzy say1 dizileriyle ilgili temel tanimlar yer almaktadir.

Tanim 2.1. S C N olmak tlizere

1
5(S)=lim —|{k<n:keS}

n—00 N,

limitinin degeri bir S kiimesinin dogal yogunlugunu gosterir. Bu limitte verilen dikey
gizgilerle gosterilmis |[{k < n:k € S}| ifadesiyle S kiimesinin n sayisma esit veya daha

kiigiik olan elemanlarimin sayis1 gosterilmektedir [33].

Ornek 2.2. A = {2,4,6,..,2n,...} seklinde tamml bir A kiimesinin dogal
yogunlugu § (A) = % dir. Ciinki dogal sayilar kiimesi olan N nin eleman sayisinin n
oldugu kabul edilirse bu durumda cift sayilarm (ve tek sayilarn) toplam sayis1 &

olacagindan dogal yogunluk

z 1
lim 2 = -
n—o0o 2

biciminde basit bir limit iglemiyle % olarak bulunabilir.

Tamim 2.3. A kimesi sifir yogunluklu herhangi bir kiime olsun. Eger kompleks
terimli bir x = (z) dizisinin terimleri herhangi bir S 6zelligini A kiimesinin haricinde
k indisleri i¢in sagliyorsa, verilen (x) kompleks terimli dizisi hemen hemen her k igin S
ozelligini saglyor denir ve bu durum h.h.k bi¢iminde yazilir [34].

Istatistiksel yakimsaklik kavraminin temeli dogal yogunluk kavramina dayali olup

tanimi agagidaki sekildedir.

Tanim 2.4. Terimleri kompleks sayilardan olugsan x = (zy) dizisini goz ontine alahm.
Eger her € > 0 )
lim —{k<n:|zy—7]>e} =0

n—oo n
limiti mevcutsa veya ayni sey demek olan h.h.k icin |z — 7| < e esitsizligi saglanacak
bicimde bir 7 sayis1 varsa bu durumda x = (xy) dizisi 7 sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir ve bu yakinsama cesidi kisaca st — lim x; = v seklinde gosterilir. S ile genellikle tiim

istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 gosterilecektir [34].

Teorem 2.5. Eger z = (1) dizisi yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir ve limitler
korunur [35].
Yukaridaki teoremin tersi olan “istatistiksel yakinsak bir dizi yakinsaktir” ifadesine

her zaman dogru diyemeyiz. Gergekten x = (xy) dizisi agagidaki gibi tanimlansin.

VE, k=m?ise (m=1,2,..)
T =
0, k #m? ise



Her € > 0 igin
(k< m: ol 2 e}] < vim

oldugundan gerekli limit iglemi yapildiginda egitsizligin solunda verilen kiimenin dogal
yogunlugunun sifir oldugu goriilecektir. Buradan verilen dizinin sifira istatistiksel yakinsak
yani st — limxy = 0 oldugu anlagihr. Diger taraftan x = (z}) dizisinin yakinsak oldugunu
sOyleyemeyiz. Ciinki dizinin yakinsayabilecegi herhangi bir say1 yoktur. Eger 6yle bir s
sayisi olsaydi s nin € komgulugunun diginda mutlaka diziye ait sonlu tane terim bulunmasi
gerekirdi. Diger taraftan yukarida tanimlanmig olan (zy) dizisi istatistiksel yakinsak
olmasimma ragmen smurh bir dizi degildir. Ayrica 2 = (—1,1,—1,1,—1,1,...) seklinde
tanmimh dizi smirhh bir dizidir, fakat rutin iglemler sonucunda bu dizinin istatistiksel
yakinsak olmadig1 kolayca goriilebilir. Clinki istatistiksel yakinsaklik tanimi geregi bir
dizinin limitinin olabilmesi i¢in ilgili kiimenin dogal yogunlugunun sifir olmasi1 gerekir.
Halbuki burada dizinin terimleri gbz 6niine alindiginda ne 1 ne de —1 sayisinin istatistiksel
limit olamayacagr aciktir. Bu sayilarin disinda bir saymin da istatistiksel limit
olamayacag1 kolayca goriilebilir. Bu 6rnekten yola gikarak ¢, ile S uzaylarinin birbirlerini

kapsamadiklar1 fakat bu iki uzayin arakesitlerinin bog olmadigi séylenebilir.

Teorem 2.6. Istatistiksel yakinsak bir z = () dizisinin limiti sadece bir tanedir
[35].

Teorem 2.7. c bir reel say1 olmak tizere (zj) dizisinin istatistiksel limiti v; ve (yx)
dizisinin istatistiksel limiti 7, olsun. Bu taktirde (cxy) dizisinin istatistiksel limiti ¢y ve
(zx + yg) dizisinin istatistiksel limiti de ~; + 2 dir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi olan S nin

bir vektor uzay oldugu anlagihir [1].

Tanmim 2.8. Kompleks terimli bir # = (z},) dizisi verilsin ve pozitif bir € sayisi
alalim. Eger

.1
nlbnéoﬁl{kén |z — x| > €} =0

limiti mevcutsa yani h.h.k i¢in |z, — x,| < € olacak sekilde € sayisina bagh bir kg € N sayis1

bulunabiliyorsa verilen z dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [34].

Tanim 2.9. Pozitif bir p reel sayisi verilmis olsun. Eger

1 n
m - _~P =
nhm nkg l\xk ol 0

saglanacak sekilde bir v sayisi varsa, o zaman x = (xy) dizisi v sayisia kuvvetli p—Cesaro

toplanabilirdir denir. Bu sekildeki dizilerin uzay1 kisaca wy, ile gosterilir [3].

Teorem 2.10. Bir = = (z;) dizisi ve bir p € RT sayis1 verilsin. Bu takdirde

asagidakiler saglanir:



(i) x dizisi v sayisina kuvvetli p—Cesaro yakinsak ise ayni 7 sayisina istatistiksel
yakinsaktir.

(74) x dizisi v sayisina istatistiksel yakinsak ve smirh ise aym ~y sayisina kuvvetli
p—Cesaro yakimsaktir [3].

Teoremde verilen her iki yakinsaklik tiirtinde de limitlerin korunduguna dikkat

edilmelidir.

Teorem 2.11. Kompleks terimli bir x = () dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir

ancak ve ancak z = (xy) dizisi istatistiksel yakinsaktir [34].

Tanmim 2.12. Pozitif tamsayilarin kiimesi olan Z* kiimesinde bir § = (k,) artan
dizisini gbz O6niine alalim. ky = 0 gsart1 saglanacak gekilde eger r — oo i¢in limit alindiginda
hy = k, — ky,—1 — oo oluyorsa 6 = (k,) dizisine lacunary dizisi denir. Burada tizerinde
caligilacak olan I, = (k,_1,k,| araliklar1 § = (k,) dizisinin se¢imine gore olugmaktadir.

Araliklar iizerinden toplamlar genelde

ke
>, lail =2 lail
i:kT71+1 1€Ir

seklinde gosterilir. Lacunary dizileriyle ilgili islemlerde bazen ¢, terimi de kullamilmaktadair.

Bu iglemlerde ¢; = k1 olmak tizere ¢, = kkrl almir [21].

r—

Tanim 2.13. Herhangi bir 6 = (k,) lacunary dizisi i¢in

limitinin saglanmasi durumunda (zy) dizisi v sayisina kuvvetli lacunary yakisaktir denir
ve bu 6zellige sahip dizilerin uzay1 Ny semboliiyle gosterilecektir. Ozel olarak limitin sifir

olmasi durumunda bu uzay Nj semboliiyle gosterilir [21].

Tanim 2.14. Herhangi bir 6 = (k,) lacunary dizisi verilsin. Her £ > 0 igin
li ! kel : >e}l =0
rggohjl{ €Lty —n| z e} =

limitinin saglanmasi durumunda (zj) dizisi v sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir
denir. Bu yakinsama genellikle Sy — limx = 7 veya zp — 7 (Sp) seklinde bir gosterime
sahiptir [22].

Teorem 2.15. Kompleks terimli bir = (zy) dizisi ve bir § = (k,) lacunary dizisi
verilsin. Bu durumda (zj) dizisi kuvvetli lacunary yakinsak ise lacunary istatistiksel
yakinsaktir. Tersinin saglanmasi i¢in dizinin simirli olmasi gerekir. Her iki durumda da

limitler korunur. Ayrica loo N Ny = £ N Sy esitligi saglanr [22].



Tanim 2.16. x = (z}) reel terimli bir dizi olsun. 6 ({k € N: z > u}) = 0 olacak
sekilde bir u reel sayisi mevcut ise bu diziye tistten istatistiksel sinirlidir denir. Bu tanimin
benzeri olarak alttan istatistiksel sinirhilik su sekilde tanimlanir. Eger 6 ({k € N : z < v}) =
0 saglanacak bigimde bir v reel sayis1 mevcut ise () dizisi alttan istatistiksel sinirhdir denir.

Alttan ve iistten istatistiksel simirli bir diziye istatistiksel simirhdir denir [36].

Tanim 2.17. Kompleks terimli bir z = (x) dizisi verilsin ve A fark operatorii

Azxy = ) — Tra1 seklinde tanmimlanmak {izere

() : Az € U}
(zg) : Ax € ¢}

dizi uzaylan ||z||; = |z1| + ||Az||,, normu ile birer BK uzayidir [16]. m € N ve A™x), =
ALy — A™ Ly olmak fizere o (A™) ve ¢ (A™) uzaylan birer BK uzayidirlar [17].

Asagida fuzzy kumelerle ilgili Zadeh [6] ’in vermis oldugu bazi temel bilgiler yer

almaktadar.

Tanim 2.18. Herhangi bir X kiimesinin bir A alt kiimesinin f4 : X — R
karakteristik fonksiyonu
1, x€ Aise

fA(x):{ 0, ¢ Aise

bi¢ciminde tamimlanir. Bu tamma gore A kiimesi sadece karakteristik fonksiyonun

kullanilmasiyla

A={zx € A: fa(x)=1}

bi¢iminde de gosterilebilir. Sonug olarak karakteristik fonksiyonun kullanilmasiyla herhangi
bir z € X eleman verildiginde bu elemanin A kiimesinin bir eleman1 olup olmadigi kolaylikla

anlagilabilmektedir.

Tamim 2.19. x herhangi bir kiime olarak verilsin. y kiimesindeki bir A kiimesinin bir
fuzzy kiime olabilmesi i¢in, X4 : x — [0, 1] seklinde bir karakteristik fonksiyonun mevcut
olmasi gerekir. Bu fonksiyon, x ler A kiimesinin elemani oldugunda X 4 (z) € (0,1] , ve z ler
A ktimesinin eleman: olmadiginda X 4 (x) = 0 bi¢iminde tanimlanir. Eger bir karakteristik
fonksiyon burada oldugu gibi tanimlanmigsa bu fonksiyona tiyelik fonksiyonu denir.

Bir A fuzzy kiimesi yukaridaki X 4 tiyelik fonksiyonunun tanimindan faydalanilarak
A={zex:Xa(x) € (0,1]}

seklinde tanimlanabilir.

Simdi bir fuzzy saymin taniminda kullanilacak baz1 tanimlari1 vermeye baglayalim.

Tanim 2.20. Eger X () = 1 olacak sekilde bir zy € x sayisi varsa A fuzzy kiimesine

normal fuzzy kiime denir.



Tanim 2.21. A bir fuzzy kiimesi ve a € (0,1] olsun. A fuzzy kiimesinin a—kesim
(veya a—seviye) kiimesi
A={zex: X4s(z) > a}

bi¢iminde tanimlanir. 0—kesim kiimesinde 6zel bir durum olugsacagindan dolay: kiimenin

kapanigt alinir ve ¢l {x € R: X4 (z) > 0} bi¢iminde tammlanir.

Tanmim 2.22. Bir A fuzzy kiimesi verilsin.
supp (A) = {z € x : Xa(z) > 0}

seklinde tamimlanan kiimeye A fuzzy kiimesinin support’u yada destegi denir. Bu kiime

iiyelik derecesi sifir olmayan biitiin noktalardan olugan bir kiimedir.

Tanim 2.23. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her o € (0, 1] igin A“ kiimesi konveks
ise A fuzzy kiimesi konvekstir.

Simdi bu tamima denk olan farkli bir konvekslik tanimini verelim.

Tamim 2.24. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her A € [0, 1] ve her x1, 25 € x igin
XaAzi+ (1 —A)22) >min{Xa (z1),Xa (22)}
esitsizligi saglaniyorsa A kiimesine konveks fuzzy kiime denir.

Tanim 2.25. Eger bir X : R — [0, 1] fonksiyonu agagida verilen dort sart1 saglarsa
bu X fonksiyonuna bir fuzzy say1 denir.

() X normaldir.

(ii) X fuzzy konvekstir.

(iii) X° = {z €R:X (z) >0} kiimesinin kapanmgi olan cl{z € R: X4 (x) > 0}
kiimesi kompakttir.

(iv) X tst-yan stireklidir.

Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesi kisaca L (R) semboliiyle gosterilecektir [37].

Tanim 2.26. L (R) fuzzy sayilar kiimesinde secilen herhangi iki X = [X* X"] ve
Y = [Xa,Ya] fuzzy sayisi icin kismi siralama bagintis1 asagidaki gibi tamimlanir ve bu

bagint: "<" semboliiyle gosterilir:
X <Y &Vacl0]]ign X*<Y%ve X" <Y"

Eger ne X <Y nedeY < X oluyorsa X ve Y fuzzy sayilarina kiyaslanamaz denir ve bu
durum X ~ Y geklinde gosterilir [38].

Tanim 2.27. L (R) kiimesi tizerinde bir A fuzzy kiimesini goz 6niine alalim. Eger

A fuzzy kiimesindeki her X fuzzy sayisi icin X < s siralama bagintisi saglanacak bigimde



bir s fuzzy sayis1 mevcut ise A fuzzy kiimesine Ustten sinirli bir kiime denir. Buradaki s
fuzzy sayis1 A fuzzy kiimesi icin bir st sinirdir. Eger A kiimesinin bir s tist sinir1 yine ayni
kiimenin tim iist simirlarindan kiigiik egit kaliyorsa s fuzzy sayist A 'nin supremumu olarak
adlandirilir. A fuzzy kiimesinin alttan smirliligi ve bu tamim yardimiyla yapilan infimum

tanim1 yukarida verilen iistten sinirlilik ve supremum tanimina benzer sekilde yapilabilir

[8].

Tanim 2.28. L (R) fuzzy sayilar kiimesinde verilen bir X = (X}) fuzzy say1 dizisini
alalm. Eger X = (X}) fuzzy say1 dizisinin tiim terimleri alttan ve {istten en az birer tane
fuzzy say1 tarafindan simirlandirilmig ise X = (Xj) fuzzy say1 dizisine sinirhi dizi denir. Bu

sekilde verilen tiim X = (X}) dizilerinin kiimesi kisaca ¢ (F') ile sembolize edilecektir [8].

Tanim 2.29. X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {AX}, : k € N} bi¢iminde
tammmlanmig bir fuzzy say1 kiimesi simirli bir kiime ise (Xj) fuzzy say1 dizisine A—simirhidir
denir. Bu durumda (A X}) fark dizisinin her terimi i¢in K < AXj < M egitsizligi saglanacak
bi¢imde alttan ve iistten sinirlayan birer K ve M fuzzy sayilari vardir.

Eger (AX}) fark dizisinin sonlu sayida terimi hari¢ € > 0 olmak tizere d (AXy, Xo) <
e esitsizligi saglaniyorsa (X}) fuzzy sayi dizisi, Xy fuzzy sayisina A—yakinsaktir denir.
Burada £, (A, F) ile ttim A—sinirh, ¢ (A, F) ile tiim A—yakinsak ve ¢g (A, F) ile tiim sifira

A—yakinsak fuzzy say1 dizilerinin simflar1 sembolize edilecektir [39)].

loo (A, F) fuzzy dizi simfi yapisi geregi simirhi fark dizilerinden olugsmasina ragmen
smursiz (X}) dizilerini de iginde barindirir. Benzer durum ¢ (A, F) ve ¢ (A, F) fuzzy dizi
simflar1 icin de gecerlidir. Ornegin ¢ (A, F) fuzzy dizi smifi yapis1 geregi yakinsak fark
dizilerinden olugmasina ragmen yakinsak olmayan (X}) dizilerini de igine alir. Bu durumu

agagidaki 6rnek tizerinde daha iyi anlayabiliriz:
Ornek 2.30. Uyelik fonksiyonu

x—k+1, x € [k—1,k] ise
Xp(x)=¢ —z+k+1, =xz€lkk+1] ise
0, x¢k—1,k+1] ise

bigiminde verilen fuzzy say1 dizisini g6z 6niine alalim. Verilen bu dizinin A—yakinsak ve
A—smirh oldugunu kolaylikla soyleyebiliriz. Yani burada (Xj) dizisinin fark iglemlerinden
olusan (AX}) dizisi yakinsak ve simrhidir. Halbuki (X}) dizisinin kendisi yakinsak degildir.
Diger taraftan bu dizi sinirh da degildir. Gergekten, o € (0, 1] i¢in a—kesim kiimesi iglemleri
sonucunda

(Xl =k —14+a,k+1—q]

elde edilir, bundan faydalanarak fark iglemleri yapildiginda ise

[AXE]" = [-3+2a,1 — 2q]



elde edilir. Bu takdirde [X(]* = [-2 (1 — a),2 (1 — «)] olmak tizere (AXy) fuzzy say1 dizisi
Xo fuzzy sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizinin simirhlik tanimi g6z 6ntine alindiginda

alttan ve iistten siirli olmasi sebebiyle sinirh olacag: da agikca goriiliir.

Ayrica co (A, F) C ¢(A,F) C {x (A, F) olup bu kapsama kesindir. Bu kapsamanin

kesinligiyle ilgili olarak asagidaki 6rnegi verebiliriz:

Ornek 2.31. Uyelik fonksiyonu

T —2, x € [2,3] ise
—x + 4, x € [3,4] ise k tek ise
Xy (z) = 0, diger durumlarda
x — b, x € [5,6] ise
—z+7, x € [6,7] ise k ¢ift ise
0, diger durumlarda

bi¢iminde verilen (X}) fuzzy say1 dizisini ele alalm. Bu dizinin fark dizisi olan (AX})
fuzzy dizisinin smirh olmasi nedeniyle (X}) dizisinin kendisi A—simirhdir. Halbuki (AX})
fuzzy dizisi yakinsak olmadig: icin (Xj) dizisi A—yakinsak olamaz. $imdi bu durumlarla
ilgili islemlerimizi yapmak i¢in ilk olarak a € (0,1] i¢in (X}) fuzzy say1 dizisinin a—kesim

kiimesini bulalim. Gerekli iglemler sonucunda kesim kiimesi

o 2+ a,4—a], Fktekise
[(Xi]™ = s
b+a,7—a, kiftise

olarak bulunur. (Xj) dizisinin a—kesim kiimesinden faydalanilarak (AXy) fuzzy fark

dizisinin av—kesim kiimesi de

[—(5—2a),— (1+2a)], ktekise
14 2a,5—2q], k cift ise

[AX]Y = {

bi¢iminde bulunur. Simirhlik ile ilgili iglemler sonucunda hem alt sinir hem de iist sinir
bulunabileceginden dolayr (AXy) dizisi siirh olur. Diger yandan yakinsaklik tanimini
saglamamasi sebebiyle (AX}) dizisinin yakinsak oldugunu sdyleyemeyiz. Bunun sonucu

olarak ¢ (A, F) C l (A, F) kapsamasinin dogrulugu gosterilmig olur.

L (R) fuzzy sayilar kiimesinde metrik ile ilgili yapilacak iglemlerde birkag metrik gegidi
vardir. Bunlardan en sik kullamilam asagidaki gibi tanimlanan dpg Hausdorff metrigidir:
Buna gore

dy (X°,Y?) = max (|X* - Y°|,

Y‘”—?O‘D



olmak tizere

d:L(R)xL(R)—R
8()(7}/) = Ssup dy (Xavya)
0<a<l
seklinde tammlamir. L (R) uzay1 verilen d metrigine gore tamdir [40]. Bu metrik, R

iizerindeki mutlak deger metrigine indirgenir.

Tanim 2.32. Bir X = (Xj) fuzzy say1 dizisi, dogal sayilar kiimesini fuzzy say1
kiimesine doniigtiiren bir fonksiyondur. Buna gore bir X = (X}) fuzzy say1 dizisinin her bir

terimi aslinda birer fuzzy sayidan bagka bir sey degildir [7].

Tanim 2.33. L (R) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X fuzzy sayisim gz 6niine
alalim ve ¢ > 0 sayis1 verilsin. Xy m e—komsulugu d (X, Xo) < e esitsizligi saglanacak
bigimdeki X sayilarmdan olusan bir kiimedir. Buna gore K (X, e) kiimesi ile herhangi bir

X fuzzy sayisinin e—komgulugundan bahsedilecektir [7].

Tanim 2.34. L (R) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X = (X}) fuzzy say1 dizisini
g6z oniine alalim. Her € > 0 sayis1 ve k > ko dogal sayilar icin d (X, Xo) < € esitsizligi
saglanacak bigimde bir kg sayis1 bulunabiliyorsa bu takdirde (Xj) fuzzy dizisine yakinsak
bir dizi denir ve bu dizinin yakinsadig1 say1 yani limiti X fuzzy sayisidir [7].

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F') ile gosterilecektir.

Asagida yakinsak bir dizi 6rnegi verilmistir:

Ornek 2.35. X = (X) fuzzy say1 dizisi

k 22k 2k—2 .
mﬂ: —+ ) T € & 3 1Se

_ k 4k+2 4k+2] -
Xk (z) = —mfv+ﬁ, T € 3>T++2 ise
0, diger durumlarda

bi¢iminde tanimlanmig bir dizi olarak verilsin. X = (X}) dizisinin limitinin gerekli aritmetik

islemlerden sonra asagidaki gibi ticgensel bir fuzzy say1 oldugu kolayca gorilebilir:

r—2, z€[2,3
Xo(x) =4 —z+4, z€(3,4]
0, d.d

Tanim 2.36. Her ¢ > 0 sayisi igin k, kg > N saglandiginda d (X, X;,,) < € egitsizligi
saglanacak bigimde bir ky € N sayis1 bulunabiliyorsa X = (X}) fuzzy say1 dizisine bir fuzzy
Cauchy dizisi denir.

Yakinsak her fuzzy say1 dizisi tipki reel say1 dizilerinde oldugu gibi bir fuzzy Cauchy
dizisidir [7].
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Tanim 2.37. L (R) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X = (X}) fuzzy say1 dizisi

verilsin. Eger her € > 0 sayis1 i¢in

1
lim *|{k Sn:d(Xk,Xo) 26}’ =0

n—00 N,

limiti saglanacak sekilde bir Xy fuzzy sayis1 varsa X = (Xj) fuzzy dizisi X fuzzy sayisia
istatistiksel yakinsaktir denir ve bu yakinsama kisaca S (F) — lim X = Xy veya X —
Xo (S (F')) bigiminde yazilir [9].

Tanmim 2.38. Asagidaki sartlar1 saglayan bir f : [0,00) — [0,00) fonksiyonuna

modiiliis fonksiyonu denir:

(i) f(z) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter gsart x = 0 olmasidir,
(it) f(x+y) < f(x)+ f(y) esitsizligi her x,y > 0 igin saglanir,
(éi7) f artan bir fonksiyondur,

(v) f fonksiyonu z = 0 noktasinda sagdan siireklidir [29].

Tanmim 2.39. Bir f modiiliis fonksiyonu, bir X = (X}) fuzzy say1 dizisi, bir A = (\g)
carpim dizisi ve pozitif reel sayilarin bir (py) dizisi verilsin. Bu takdirde £, (A, A%, p) dizi

siifi agagidaki gibi tanimlanir:

(A AT p) = {X = (Xk) : Sl;p (f (d(A™ (M Xg),0))™ < oo}
e (A, AR, p) dizi simifinda 6zel olarak her k € N icin Ay, = 1, pp = 1 ve m = 1 alinirsa f

modiiliisiine gére Af —smirli dizilerin simfi elde edilir [41].

Tanim 2.40. Dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesini géz Oniine alalim. Bu

kiimenin S—yogunlugu dg (A) semboliiyle gosterilir ve

ds(A) = lim — [{k <n:ke A} (2.1)

n—o0 nﬁ

seklinde verilen limit yardimiyla hesaplanir. Burada g sayisi (0, 1] araligimin herhangi bir
elemanidir. (2.1]) ifadesinde [ sayisimin 6zel olarak 1 olmasi halinde S—yogunluk, dogal
yogunlukla denk olur [19].

Tanim 2.41. [ yukaridaki gibi bir reel say1 ve f fonksiyonu da sinirsiz bir modiiliis

olmak tizere N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin fz—yogunlugu

a5 (A) = lim f(}lﬁ)f(r{k <n:keA}) (2.2)

bigiminde tanimlanr [31].
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Uyar1 2.42. Eger (2.2)) ifadesinde § = 1 ve f(x) = 2 alimirsa bu durumda bir
kiimenin fg—yogunlugu dogal yogunluga indirgenir. Sadece 8 = 1 alinirsa f—yogunluga ve

yine sadece f (z) = x alinmas1 durumunda da S—yogunluga indirgenmis olur [31].
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3. 3—DERECEDEN A/—LACUNARY ISTATiSTIKSEL

YAKINSAKLIK

Bu boliimde simirsiz bir f modiiliis fonksiyonu, bir § = (k,) lacunary dizisi, 0 < 5 <1
kogulunu saglayan bir § sayisi ve bir (X}j) fuzzy say1 dizisi verilmek tizere f modiiliistine
gore f—dereceden Af —lacunary istatistiksel yakimsaklik tanimi verilmis ve bu 6zellige sahip
olan fuzzy say1 dizilerinden olugan Sg B (Ap) dizi siifi tammlanmigtir. Ayrica Wef B [Ar,p],
Wef B (Ap,p) ve W£ s(Ap,p) dizi simflar tanmmlanarak bunlarin bazi 6zellikleri incelenmis

ve aralarindaki kapsama bagintilar: verilmistir.

Tanim 3.1. Smursiz bir f modiiliis fonksiyonu, bir § = (k) lacunary dizisi, bir (Xj)

fuzzy say1 dizisi ve 0 < 8 < 1 kogulunu saglayan bir S sayis1 verilsin. Bu durumda

Yim o (€ 1 d (85 Xo) 2 <)) =

limiti saglamyorsa (X},) dizisine f—dereceden Af—lacunary istatistiksel yakimsaktir denir.
Burada I, = (kr_1,k,] olup f (h,)? ile f(h,) nin B—dereceden kuvveti gosterilmektedir.
Yani (f(hl)ﬁ,f(hQ)ﬂ s f (hr)ﬁ , ) dir. Tim f—dereceden Af—lacunary istatistiksel
yakinsak fuzzy say: dizilerin smifi Sg » (AF) ile gosterilecektir. Bu durumda Sg’ﬁ (Ap) —
lim X, = Xg veya X3, — X (Sg’ﬁ (AF)> yazilir.

Tanmim 3.2. Bir (X}) fuzzy say1 dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, sinirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu, pozitif reel sayilarin bir (py) dizisi ve 0 < 5 < 1 kogulunu saglayan bir

B sayist verilsin. Eger

lim — hﬁ > If (d(AXy, Xo))P* =0
T kel

limiti saglaniyorsa (Xj) fuzzy sayr dizisi Xy fuzzy sayisma kuvvetli Wef B AR, p]
toplanabilirdir denir ve bu sekildeki (X}) dizilerinin simifi Wef 8 [Ap,p] ile gosterilecektir.
Bu yakinsama tiirii i¢in Wef B [Ap,p] —lim X}, = X ifadesi kullanilir.

Tanim 3.3. Bir (X}) fuzzy say: dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, sinirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu, pozitif reel sayilarin bir (py) dizisi ve 0 < 5 < 1 kogulunu saglayan bir

0 sayis1 verilsin. Eger

% 52 d(AXy, Xo))I™* =0
kel,

limiti saglaniyorsa (Xj) fuzzy sayr dizisi Xy fuzzy sayisima kuvvetli ng B (Ap,p)
toplanabilirdir denir ve bu gekildeki (Xj) dizilerinin sinifi ng # (A, p) ile gosterilecektir.
Bu yakinsama tiirt icgin Wef B (Ap,p) — lim X}, = Xy ifadesi kullanihr. Her k£ € N igin
pr. = p durumunda ng B (Ap,p) yerine ng B [Ap, p] yazilir.



Tanim 3.4. Bir (X}) fuzzy say1 dizisi, bir 8 = (k,) lacunary dizisi, sinirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu, pozitif reel sayilarin bir (py) dizisi ve 0 < 5 < 1 kogulunu saglayan bir

B sayist verilsin. Eger

5 > (d(AXg, Xo))PF =0

G f kel,

limiti saglamiyorsa (Xj) fuzzy say1 dizisi Xy fuzzy sayisma kuvvetli W£ f(A FyD)—
toplanabilirdir denir ve bu sekildeki (X}j) dizilerinin simifi WQB’ s(Ap,p) ile gosterilecektir.
Bu yakinsama tiirii igin ng(AF,p) —lim Xy = Xy yazhir. Her £k € N igin pp = p
durumunda Wg +(AF,p) yerine Wg 7 [Ap, p] yazilir.

Asagidaki 6nerme ve teoremlerde p = (pg) hem sinirh bir dizidir hem de 0 < h =

infy pr < pr < sup, pr = H < oo sartin saglar.

Onerme 3.5. f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 olsun. Bu takdirde herbir
Jull = & igin f (Jlull) < 2 (1) 5~ [jul] yazlabilir [42].

Teorem 3.6. Bir (Xj) fuzzy say1 dizisi, bir 6 = (k,) lacunary dizisi, simirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu ve 0 < 8 < 1 kosulunu saglayan bir 8 sayis1 verilsin. Buna ilaveten
p > 1 olsun. Eger lim,_,o, inf @ > ( ise bu takdirde Wef’ﬁ(AF,p) = W(ff(Ap,p) dir.

Ispat. p > 1 reel say1 ve X € WJ’B(AF,p) olsun. Eger lim, s inf # >0iseu >0

i¢gin f (u) > cu sarti saglayan bir ¢ > 0 sayist mevcuttur.

1
d(AX, XO))P > —— > [e.d (AX}, Xo)]P
S ’Bkezzz ks X0))] TP %ﬂ[ (AX}, Xo)]

= d(AX}, Xo)]P
f(hr)ﬁkezjr[( k O)]

yazilabilir. Buradan Wef’B(AF,p) C Wf’f(AF,p) bulunur. Simdi X € Wéﬁjf(Ap,p) olsun.
Bu takdirde r — oo iken

f(;)ﬁ > [d(AXy, Xo)P — 0
r) kel

olur. 0 < 6 < 1 olsun. Onerme 3.5’den

Y [d(AXE, Xo)
kel,
d(AX,X0)>6

f) 2f(1)6-1
d(AXk,XO) 5

1 p
> )Wf p U (@(AXe o)

AXy, X0)]
f(ﬂ% IS
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yazabiliriz. Boylece X € Wef B (Ap,p) olup
Wi (Ap,p) = Wy /(AT p) (3.1)

esitligi saglanir. Boylece ispat tamamlanir.
limy, o0 inf @ = 0 olmas1 durumunda 1) esitligi saglanmayabilir. Bunun igin

agsagidaki 6rnegi verebiliriz:

r—+vh+1, z€[Vh —1,Vh]
—z++Vh +1, z€ [Vhe,Vhy +1] k =k, ise
0, dd
0, d.d

X (z) =

fuzzy say1 dizisini gozoniine alalim. (Xj) fuzzy say1 dizisinin a—seviye kiimesi

X, = la++vVhy —1,—a+Vh,+ 1], k=k ise
S [0,0], d.d

ve (X}) fuzzy say: dizisinin (AX}) fark dizisi

r—+h-+1, z€[Vh,—1,Vh,

—z+vVh +1, € [Vhr,Vhe +1] k= ky ise
0 d.d

AX), = z+vVh+1, z€[—Vh —1,—Vh,]
—x—vVh 1, x€ [V, —Vh +1] k+1=k, ise
0 d.d
0 d.d

seklinde elde edilir. (AX}) fark dizisinin a—seviye kiimesi ise

[a+vVh —1,—a+Vh+1], k=k ise
[AX]Y = [a—m—l,—a—m+l}, k+1=k, ise
[0,0], d.d

seklinde bulunur.
f(x):x,ng(_),ﬁ:(%) , P = (%) igin

5

() e
d(AXy,0))]P = 3 = . 0 (r—o0
Py g O = e Tt

elde edilir. Boylece X} € Wef B (Ap,p) dir. Fakat
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N———
N
ot

_ (Ve +1)
(V)

— 00 (r — 00)

AXy,0 ,
f(rﬂg% ’ (V)

olacagindan Xy, ¢ Weﬁ f(A F,p) dir.

Teorem 3.7. Bir (Xj) fuzzy say1 dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, simirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu ve 0 < 8 < 1 kogulunu saglayan bir § sayisi verilsin. Buna ilaveten her
8
k € Nigin p;, = 1 olsun. Eger lim,_,s fg:fg) > 0 ise bu takdirde Wef’ﬁ [Ap,p] C Sg"g (Ap,p)
dir.

. s
Ispat. X € Wef’B [Ap, p] ve limy o0 foB) > 0 olsun. ¢ > 0 igin

5 S F(d(AXk Xo)) = 5 f (Z d(AXk,Xw)

hr et W\
> hlﬂf Y. d(AXy, Xo)
T kel,
d(AXy,X0)>e
> hlﬁ ({k € I, : d (AXy, Xo) > e} &)
cfmkef L d(AXy, Xo) > })f ()
¢ f({k e, : d(AXy, Xo) > e}])
- oy f(h)? £ @)

yazilabilir. Bu nedenle X € Wef B [Ap,p] olmas1 X € Sg’ﬁ (Ap,p) olmasim gerektirir.

Burada limitler korunur yani her iki durumda limit X ’dir.

Teorem 3.8. Bir (Xj) fuzzy say1 dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, simirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu verilsin, ayrica 81 ve B2 sayilari da 0 < 81 < Py < 1 sartim saglayan
iki reel say1 olsun. Bu takdirde VV(,f’B1 (Ap,p) C Sg"BQ (Ap) dir.

Ispat. X ¢ Wef » '(Ap,p) olsun, € > 0 verilsin. Ayrica > ; ve Y, sembolleri sirasiyla
ke I,d(AXk, Xo) > e ve k € I,d(AXg, Xo) < e sartlarim saglayan k ’lar iizerinden
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alman toplamlar gostersin. Her bir r i¢in f (h,)™ < f (h,)** oldugundan

; (hl o 3 7@ (A, X
T kel,

S X)) + S (AKX, X))
f(hT) 1 2
> LIS LA (A X X))+ S (A X, X))
f(hT) 1 2
1 Pk 1 Pk
> SO 2 - (hr)&f[;[e] ]
1 .
= f(hr)ﬁ2 [f <21:n11n ([5]h’[5]H)>
> o (k€ 1 (X0 ) > <)) i ()
2 1 € 1 (A% Xo) 2 ) (min (1" 1417))

yazilabilir. Boylece X € Sg’[b (Ap) dir.

Teorem 3.9. Bir (X}) fuzzy say: dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, simrsiz bir f
modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 kogulunu saglayan bir § sayisi verilsin. Bu durumda eger
s
liminf, ¢ > 1 ve limy_o0 fs;’b) > 0 ise S¥8 (Ap) C Sg’ﬁ (Ap) dir.

ispat. ilk olarak farz edelim ki lim inf, ¢, > 1 olsun. Bu durumda yeterince biiyiik =

ler i¢in g, > 1 + A sartini saglayan bir A > 0 sayis1 mevcuttur. Buradan

(i) = ()

L IS A

kr) —\14A

esitsizliginin mevcut oldugunu soyleyebiliriz. Eger S¥8 (Ap) — lim X}, = Xj ise her € > 0

ve yeterince biytk r ’ler icin

o (k< by (8%, X) 2 &) f(;r)ﬁﬂr{kefr:d(Mk,Xo)ZE}D
jﬁE; (1)5f(’{k€frfd(AXk,Xo)25}\)
CF0)° KB F (k€ L s d(AXe Xo) > £})
nof (k) kY f (hy)°
>f(hr)ﬁ kP < A )Bf(|{kelrzd(AXk,Xo)25}|)
Wof (k)? N1+ f (h)’

yazilabilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.10. Bir (Xj) fuzzy say: dizisi ile bir § = (k,) lacunary dizisi verilsin. f

modiiliis fonksiyonu sinirsiz olsun ve > 0, y > 0 i¢in

[f (@) = F ()l = f(z—yl)

sartim saglasin. Ayrica 0 < 8 < 1 kogulunu saglayan bir § sayisi verilsin. Eger X €
SH(AR) N SIP (AR) ise S (Ar) —lim X;, = S)7 (AF) — lim X, dir.

ispat. Ispat: olmayana ergi yontemi ile yapacagimiz icin S7 (Ap) — lim X, = X
ve Sg B (Ap) — lim X} = X oldugunu kabul edelim ve bu limitler birbirinden farkli olsun.
0<e< d(X()iéXé) diyelim. Boylece € > 0 i¢in

i 1k < 12 d(AXy, Xo) > e})

ve

i AR < I d(AXY, Xp) > e}])

=0
e f ()

yazilabilir. Diger taraftan

f({k <n:d(Xo, X)) > 2}|)
f(n)
f({k <n:d(AXy, Xo) > €}l)
- f(n)
N f(H{k <n:d(AXy, Xp) > e})
f(n)

olur. n sonsuza giderken limit iglemi alinirsa

. f(n)
L=0+ lim oy <1

ve boylece

i FUE S d(AXX0) 2 2))

olur. Simdi

f(ln)f ([{k < n:d(AXy, X)) > e})

dizisinin
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alt dizisini gozoniine alalim. Bu takdirde

F({k < b+ d (AX, Xg) > €}])

f(,im F({k € UM L, d (AXy, X5) > 2}) (3.2)
1

P Ik e L AXk,XO)>5}|>

r=1

T (k)
LSS (ke L d(AXe XD) > <))

<m7’=1

S () (; 1 (k€ 1 d (0, Xp) > )
r:l

<

~

km

ve

m

ST F(r)? = f(h)’ + f (h2)” + oo+ f (h)” (3.3)

r=1

= f (k= ko)’ + f (ko — k0)P + oo+ f (ki — Brn1)”

= f (ks = Kol)® + £ (b2 — ka])® + ... + £ ([ — Kom—1])”

= |f (k1) = f (ko)l” + |f (k2) = f (k0)l” + e 4 |f (k) — f (k1))
< |f (k1) = f (ko) + |f (k) — f (k)[4 . + | (km) = f (km—1)]

= [ (k1) = f (ko) + f (k2) = (k1) + ... + [ (k) — f (km—-1)

= [ (km)

bulunur. ve . ) kullanilirsa
1

f (k)
< 2 f (R DR

ZZZ” L f () f (Be)

ve boylece

J({k < kp s d (AXy, Xg) > €}])

7/ ({k € I : d (AX}, Xp) > e})

f(/{:m)f ({k < km : d (AXy, Xp) > e}|) =0

elde edilir, fakat bu sonug

o (8 < 05 d(AX, XG) > }))
o= 7 )

olmas ile geligir. O halde Xy = X|) dur.

Simdi Teorem 3.10 un bir sonucunu verelim.
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Sonug 3.11. 0 = (k) ve 0 = (s,) iki lacunary dizisi, f sinrsiz bir modiiliis
fonksiyonu, (Xj) bir fuzzy sayr dizisi, ve 0 < f < 1 olsun. Eger Xj € Sg’ﬁ (Ap) N
(S37 (AF) N SFP (AF)) ise bu takdirde S} (Ap) — lim Xi = S (Ap) — lim Xj, dr.

Teorem 3.12. Bir (Xj) fuzzy say1 dizisi, bir § = (k,) lacunary dizisi, sinirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu ve § € (0, 1] verilsin. Eger lim p; > 0 sart1 saglaniyorsa Wg B (Ap,p)—
lim X;, = X limiti tektir.

Ispat. limp, = s > 0 olsun. Farz edelim ki Wef’ﬂ (Ap,p) —lim X, = X ve
Wef’ﬁ (Ap,p) — lim X, = X{/ olsun. Bu takdirde

f( TP k; d(AXy, X))PE =0
S

ve

7” elr

yazabiliriz. f 'nin tanimi geregince

0 Tﬂ%} 4 (X, X"

<2 (Z[f(d(AXk,Xé))]p“rZ[f(d(AXk,Xé'))]p’“)

)’ \ & rel,

elde edilir. Burada supy pr = H ve D = max (1, 2H_1) dir. Boylece

f(ﬂg A, XD =0

bulunur. limy p;, = s oldugundan d (X{, X§) = 0 olup Xj = X olacagindan limit tektir.

Teorem 3.13. [ simirsiz bir modiiliis fonksiyonu, X = (X}) bir fuzzy say1 dizi,
0 = (k) ve 8 = (s,) dizileri her r € N i¢in I, C J, sartim saglayan iki lacunary dizisi ve (1
ile By de 0 < By < B2 < 1 olacak gekilde iki reel say1 olsun. Eger

f(he)?
L) >0

(3.4)

lim inf
I8

ise I/Vef,’ﬁ2 (Ap,p) C Wef’ﬁ1 (Ap,p) dir.
Burada I, = (ky—1,kr] , by = kr — kp—1 y Jp = (Sp—1, 8] , b = 8p — 871 dir.
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ispat. X e WJ’BQ (Ap,p) olsun. Bu takdirde

1

S d(AX}, Xo))]P*
P o X X)

=5 d(AXk, Xo))]P* d(AXy, Xo))|P*
o AN XD + s S (82 X))
B f(ll)ﬁ2 > [f(d(AXy, X))
r) " kely
fh)* 1 Pk
= ) Fay X )

yazilabilir. Buradan X € ng P (Ap,p) elde edilir.

Sonug 3.14. f smursiz bir modiiliis fonksiyonu, X = (X}) bir fuzzy say: dizi, 0 = (k)

ve 0" = (s,.) dizileri her r € N igin [, C J, sartim saglayan iki lacunary dizisi ve 1 ile 82 de
0 < 1 < B2 <1 olacak sekilde iki reel say1 olsun. Eger (3.4]) saglanirsa bu takdirde

(1) Eger p1 = B2 = [ ise Wejj’ﬁ (Ap,p) C Wef’ﬁ (Ap,p) dir.
(i1) Eger By =1 ise ng (Ap,p) C I/Vef’ﬁl (Ap,p) dir.
(iii) Bger B1 = fo = 1 ise W), (Ap,p) € W] (Ap,p) dir.
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4. S—DERECEDEN A/—LACUNARY ISTATiSTiKSEL

SINIRLILIK

Bu boliimde simirsiz bir f modiiliis fonksiyonu, bir § = (k,) lacunary dizisi, 0 < 5 <1
kogulunu saglayan bir § sayisi ve bir (Xy) fuzzy say1 dizisi verilmek iizere f modiiliisiine gore
f—dereceden Af—lacunary istatistiksel smirhlik tanimi verilmis ve bu 6zellige sahip olan
fuzzy say1 dizilerinden olugan Sg P (Ap,b) dizi sinifi tammmlanmigtir. Bu kiimenin literatiirde
daha 6nceden tamimlanmig kiimelerle aralarinda bazi kapsama bagintilari verilmis, ayrica

simetriklik, monotonluk gibi baz1 topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 4.1. 0 = (k,) bir lacunary dizisi, X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi, f sinirsiz bir
modiiliis fonksiyonu ve 8 € (0, 1] olsun. Her bir r icin k. € I, olacak gekilde lim X =1L

olmak tizere her € > 0 igin
d (AXk, AXk,.) < e hhk (B)
yani

. 1
Jim ([tk et d(axy,aX,) > }|) =0
I hr
olacak gekilde X in bir X,/ alt dizisi varsa X = (X}) dizisine f modiiliis fonksiyonuna gére

f—dereceden Af—lacunary istatistiksel Cauchy dizisi denir.

Tanim 4.2. 0 = (k) bir lacunary dizisi, X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi, f sinrsiz bir

modiiliis fonksiyonu, 8 € (0, 1] bir reel say1 olsun. Eger

i 1
Tll)rglo qu{k el : AX; > Xo} @] {k el : AXy ~ Xo}‘) =0
I hr
olacak gekilde bir X fuzzy sayisi mevcutsa X = (X}) dizisine f modiiliisiine gore tistten

f—dereceden Af—lacunary istatistiksel smirlidir denir.

Benzer sekilde eger

Tlggof(lhé)f(m €1, : AXy < Xo}U{k € I : AX), = Xo}|) = 0
olacak sekilde bir Xy fuzzy sayisi mevcutsa X = (Xj) dizisine f modiiliisiine gore alttan
S—dereceden Af—lacunary istatistiksel smirhidir denir.

Burada I, = (ky_1, ky] ve h® = (hf) — (hf,h@, o b, ) dir.

Biitiin fuzzy sayilarmm kiimesi olan L (R) kismi sirali bir kiime oldugundan dolay:
bu kiimedeki kiyaslanamayan elamanlarin da géz éntinde bulundurulmas: gerekir. Bundan

dolay1 yukaridaki tanimi verirken {k € I, : AXy > Xo} ve {k € I, : AX} < X} kiimelerinin



yvanma {k € I, : AX} » Xy} kiimesini de ekledik.

Eger X = (X}j) fuzzy say1 dizisi f moduliisiine gore hem distten [S—dereceden
AT —lacunary istatistiksel smirli hemde alttan S—dereceden Af—lacunary istatistiksel
sirh olursa (X}) dizisine f modiiliisiine gore B—dereceden Af—lacunary istatistiksel
sinirhdir diyecegiz.

Tiim f modiiliisiine gore B—dereceden Af—lacunary istatistiksel smrh dizilerin
kiimesi Sg # (Ap,b) ile gosterilecektir.

0 = (2") ve f(x) = x 6zel durumlarinda Sg’ﬂ (Ap,b) yerine S8 (Ap,b) yazlacaktir.
=1, f(x)=zvel=(2") 6zel durumlarinda Sg’ﬁ (Ap,b) yerine S (Ap,b) yazilir. =1,
f (z) = = 6zel durumlarinda ise Sg B (Ap,b) yerine Sy (Ap,b) yazlacaktir.

Asgagida S—dereceden Af—lacunary istatistiksel sinirhik ile ilgili bir 6rnek verilmistir:

Ornek 4.3. Agagidaki gekilde tammmh bir X = (X}) fuzzy say1 dizisini alalhm

3z —3k+1, x € k—%,k
—3r+3k+1, =xze€ k,k‘—i—% k=ntise (n=1,2,...)
Xy (2) = 0, diger durumlarda
3x — 2, T € {%, 1}
—3x +4, T € {1, %} = Xy diger durumlarda
0, diger durumlarda

sirsiz f modiliis fonksiyonu f (z) = x seklinde olsun. Buna gore (X}) dizisinin a—seviye

kiimesi

(X3 = { [k + (aagl) k- (aT_l)]> k =n* ise

[TQ? 705+4]7 k 7é Tl4 ise

seklinde bulunur. $imdi (X}) dizisinin (AX}y) fark dizisi

3(w—2k)+5’ rc [k - 1}

M7 xe[k—l,k—%} k= n? ise
0 d.d

AXp=q PR ge g k2] b k+1=n'ise
0 d.d
%, T € [—%,O}
_3§+2, z e o, %} d.d
0 d.d

yukaridaki gibi elde edilir. (AX}) dizisinin a—seviye kiimesi
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[k+<2a—3)_5>,k—(20‘;1)], k=n? ise
AXEY =4 [k + (%) ,—k — (20‘3—72)], k+1=n?ise

20—2 —2a+2
[ 3 3 ]7

diger durumlarda
seklinde olup buradan § > % igin

070 ({k € I : AXy > Xo} U{k € I : AX}, ¢ Xo})
= 68 ({16,81,256, ...} U {0})
=0

ve

6P ({k el : AXy < XoyU{k € I, : AX) = Xo})
=617 ({0})
=0

olarak bulunur. Sonug olarak X = (X}) dizisi f (z) = x modiilisiine gore f—dereceden
Af —lacunary istatistiksel sirhdir fakat A—smirh bir dizi degildir (Bkz. Sekil 4.1).

AX AXy (d.d.) AXM szsﬁ AX (k=n*
DX (k1=n") Ay AXso Das v Ak (dd k( )

WML

Sekil 4.1. (AX}) fuzzy fark dizisinin terimleri

—k

wl"‘
w |
Wi
w|
u)|>-

Literatiirde mevcut bulunan rutin iglemlerin ve standart tekniklerin kullanilmasiyla

kolayca ispat1 yapilabilecek olan asagidaki énermeleri ispatsiz verecegiz.

Onerme 4.4. f smirsiz modiiliisiine gore her A—yakinsak fuzzy sayr dizisi

Af —lacunary istatistiksel simirhdir. Fakat tersi dogru degildir.

Onerme 4.5. X = (X}) bir fuzzy say1 dizisi, f smrsiz bir modiiliis fonksiyonu
ve 0 < B < 1 verilsin. Bu takdirde f modiiliisiine gore her B—dereceden Af—lacunary
yakinsak bir fuzzy say1 dizisi, f modiiliisiine gore S—dereceden Af—lacunary istatistiksel

Cauchy dizisidir.
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Onerme 4.6. 0 < 3 < 1 reel say1, f smirsiz bir modiiliis fonksiyonu olsun. Bu
takdirde f modiiliisiine gore bir X = (X}) fuzzy say1 dizisi S—dereceden Af—lacunary
istatistiksel Cauchy dizisi ise bu takdirde f modiiliisiine gore S—dereceden Af—lacunary

istatistiksel smirhdir.

Onerme 4.7. Bir £ C N kiimesi verilsin. # = (k,) bir lacunary dizisi ve a0 < j3
olacak sekilde a, 8 € (0, 1] reel sayilar: verilsin. Bu takdirde 55 8 (E) < 5(5’0‘ (E) dir.

Teorem 4.8. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < 5 < 1 verilsin. Bu takdirde f
modiiliisiine gore her Af—smirh fuzzy say1 dizisi, f modiiliisiine gore S—dereceden
AT —lacunary istatistiksel simirhdir. Fakat tersi dogru degildir.

ispat. Ispatin ilk kismi, her smirsiz f modiiliisii i¢in bog kiimenin f#—lacunary
yogunlugu sifir oldugundan dolay: kolayca yapilabilir. Kapsamanin kesinligini géstermek
i¢in modiiliis fonksiyonu f (z) = 2P (0 < p < 1) ve § = (2") olarak alalim. X = (X}) fuzzy

say1 dizisini asagidaki gibi tamimlayalim.

- (52), wzelk-34
(), welkkts) | k=miien=102,.
Xy (z) = 0, diger durumlarda
3 z € [0,3]
—3+2 z € [3,6] k # n3 ise
0, diger durumlarda

(Xk) dizisinin a—seviye kiimesini

(X4 = [k+3a—3,k—3a+ 3], k =n3 ise
’ [Bav, —3a + 6], k # n? ise

seklinde bulabiliriz. Buradan (X}) dizisinin (AXy) fark dizisini agagidaki gibi

hesaplayabiliriz:
k9 e[k —9,k— 3]
—zthtd e [k -3,k + 3] k=mn? ise
0 d.d
wthtd e[~k — 4,k +2)
AXp=q =2k pe|-k+2,-k+8 p k+1=n’ise
0 d.d
241, z€[-6,0]
Z+1, z€(0,0] d.d.
0 d.d
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(AX}) fark dizisinin a—seviye kiimesi

[k +6a —9,k — 6a + 3], k =n3 ise
[AXE]* =1 [~k+6a—4,—k—6a+38], k+1=n3ise
(6 — 6, —6 -+ 6], d.d.

seklinde bulunur. Boylece g > % igin

PP ({k el : AXy > XoyU{k € I, : AXy, = Xo})
=618 ({8,27,64,..} U{0})
=V/n

ve

PPk el : AXy > Xo}U{k € I : AXy = Xo})
f(nP)

— 0, (n — o0)

(¥/n)"
(]

<

elde edilir. Buna gore X = (X},) dizisi f modiiliisiine gore iistten 3—dereceden Af —lacunary

istatistiksel sinirlidir. Benzer sekilde

P {kel : AXy < XoyU{k €I, : AX) = Xo})
=679 ({7,26,63,...} U{0})
=/n

ve

P ({kel : AXy < Xo}U{k € I : AXy = Xo})
f(0P)

yazilabileceginden (X}) dizisi f modiiliisiine gore alttan S—dereceden Af—lacunary
istatistiksel simirhidir. Boylece verilen dizi f modiiliisiine gore S—dereceden Af—lacunary
istatistiksel sinirli olup A—sinirh degildir (Bkz. Sekil 4.2).
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AXl AXk (d d.) AXH AXGL‘L DXk (k n3)
AXk (k+1 n AXE& szﬁ AX]
-55 30 -18 -11 -8 -6 - 4 6 11 18 30 55

Sekil 4.2. (AX}y) fuzzy fark dizisinin terimleri

Sonug 4.9. Eger bir fuzzy say1 dizisi siirsiz bir f modiiliisiine gore A —smirli ise
bu takdirde X = (Xj) dizisi f modiiliisiine gére Af —lacunary istatistiksel sinirhidir. Tersi
dogru degildir.

Teorem 4.10. f bir simirsiz modiiliis fonksiyonu ve 0 < 8 < 1 verilsin. f sinirsiz
modiiliisiine gore her —dereceden Af—lacunary istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizisi ayni
sirsiz f modiiliisiine gore S—dereceden Af—lacunary istatistiksel simrhdir. Fakat tersi
dogru degildir.

Ispat. X = (X}) fuzzy say: dizisi f modiiliisiine gore S—dereceden Af—lacunary
istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Onerme 4.5 geregince bu dizi f modiiliisiine gore
f—dereceden Af—lacunary istatistiksel Cauchy dizisidir. Ayrica Onerme 4.6’dan dolay1 bu
dizinin f modiiliisiine gére S—dereceden Af—lacunary istatistiksel smirhi bir dizi oldugu
anlagilir.

Kapsamanin kesinligini gostermek i¢in § = (2") lacunary dizisini ve f (x) = = modiiliis

fonksiyonunu géz 6ntine alalim. X = (Xj) fuzzy say1 dizisini

T, 0<z<1
—x + 2, 1<z<2 = V{1, k tek ise
Xy (z) = 0, diger durumlarda
T — 2, 2<x<3
—z + 4, 3<z<4 = ly, k cift ise
0, diger durumlarda

seklinde tanmimlayalim. (Xj) a—seviye kiimesi

o a,—a+ 2|, k tek ise
[Xk] :{ | |

[+ 2, —a+4], Fkcift ise
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seklinde bulunur. (X}) dizisinin (AX}y) fark dizisi

542, »ecl[-4,-2
=z, r € [-2,0] k tek ise
Ax 0, d.d
g, x € 10,2]
42, (2,4 k cift ise
0, d.d

seklinde elde edilir. (AX}) fark dizisinin a—seviye kiimesi ise

N 200 — 4, —2a], Fk tek ise
[AXR]" = s
20, —2a+ 4], k ¢ift ise

bulunur. a—seviye kiimelerinden f () =z, 8 =1, 0 = (2") 6zel durumlar i¢in X = (X})
dizisinin f modiiliis fonksiyonuna gore f— dereceden A’ —lacunary istatistiksel smirh oldugu
f modiiliisiine gore —dereceden Af —lacunary istatistiksel yakinsak olmadig: anlagilir (Bkz.
Sekil 4.3).

X (k tek) A (K cift)
AXe (k tek) g‘

WA T ‘/ X, K gift)
<

Sekil 4.3. (Xj) ve (AX}y) fuzzy dizilerinin terimleri

Sonug 4.11. Eger bir X = (Xj) fuzzy say1 dizisi sinirsiz bir f modiiliisiine gére
Af —lacunary istatistiksel yakimsak ise aym f modiliisii icin Af—lacunary istatistiksel

sinirhdir. Fakat tersi dogru degildir.

Teorem 4.12.

(i) S§° (Ap,b) simetrik degildir.

(44) Sg » (AF,b) normaldir ve boylece monotondur.
(vi) Sg’ﬁ (Ap,b) bir dizi cebiridir.
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ispat. (i) X = (X}) fuzzy say: dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

r—k—2, xz€lk+2,k+3
—r+k+4, zelk+3k+4 k=n?ise
0, diger durumlarda
0, k+#n?ise

X (z) =

f (z) = x smursiz modilis fonksiyonunu goéz 6niine alahm. (X}) fuzzy say1 dizisinin

a—seviye kiimesi

o [k+a+2k—a+4], k=n3ise
[(Xk]™ =
[0, 0], k # n? ise

ve (X}) dizisinin (AX}) fark dizisi

r—k—2, zelk+2k+3]
—r+k+4, z€[k+3k+4] k=n3
0 d.d
DXy = r+k+5 xe[-k—5—k—4
—z—-k-3, z€[-k—4,—k—3 k+1=n3
0 d.d
0 d.d.

seklinde elde edilir. (AX}) fark dizisinin a—seviye kiimesini ise

[k +a+2k—a+4], k=n3 ise
[AXE)* =3 [“k4+a—-5,~k—a—3], k+1=n?ise
[0,0], d. d.

seklinde hesaplayabiliriz. X = (X}) dizisi 5 > % ve 0 = (2") lacunary dizisi i¢in S’g P (Ap, b)
dizi smmifina aittir.

Y = (Y}) dizisi (X}) dizisinin terimlerinin yeniden diizenlenmis hali, yani
(Vi) = (X1, X2, Xg, X3, Xo7, X4, Xe4, X5, X125, X6, X216, X7, ...)

seklinde ve bunun fark dizisi
(AY}) = (X1 — Xo, Xo — Xs, Xs — X3, X3 — Xo7, Xov — X4, ...).

seklinde yazilabilir.

Buna gore 5 =1 ve § = (2") 6zel durumlarinda herhangi bir Xy fuzzy sayis: i¢in
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0P ({k eI - AYy > Xo} U{k € I : AYy o Xo}) #0

dir. Boylece (Vi) ¢ Sg’ﬁ (Ap,b) olacagindan Sg’ﬁ (Ap,b) dizi simfinin simetrik olmadig
anlagilir.

(71) (Xi) € Sg”B (Ap,b) olsun. Vk € N icin
d (AY},0) < d (AXy,0)

olacak sekilde bir (Y}) dizisini alalim.
(X}) dizisi Sg B (Ap,b) dizi simfinin elemam oldugundan dolay1

3Pk el : AXy > XolU{k € I, : AX), » Xo}) =0
sartini saglayan bir Xy fuzzy sayisi bulunabilir. Diger taraftan

{k‘EIT:AYk>X0}U{k€Ir:AYkOOX0}
C{kGITZAXk>X0}U{]€€Ir:AXko°X0}

yazilabileceginden dolay1 (Yy) € Sg’ﬁ (Ap,b) oldugu anlagilir.  Boylece S’g’ﬁ (Ap,b)
normaldir ve dolayisiyla monotondur (Bkz. Sekil 4.4).

AXi (k=n?
X (k+1=n3)  AXes AXz6 DXy “( )

MAMAAAL

-29 -12 » k+4

AXk(dd)

Sekil 4.4. (AX}) fuzzy fark dizisinin terimleri

(7i1) (Xk), (Yx) € Sg’ﬂ (Ap,b) olsun. Tamim geregi
Pk el : AX > X} U{k € I : AX}, = Xo}) =0

ve
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Sk el : AY, > X} U{k € I, : AY;, = Xo}) =0
benzer sekilde

3Pk el : AXp < Xo}U{k € I, : AX), » Xo}) =0
ve

P ({k eI : AY), < X} U{k € I, : AY} = Xg}) =0
olacak sekilde X ve Yy fuzzy sayilari mevcuttur. Buna gore

{kEIr:A(Xk(X)Yk)>X0®YE)}U{]€€IT:A(Xk@)yk)ooX()@Yo}
C{kEIr:AXk>XQ}U{k€Ir:AXkOOX0}
U{k € I : AY, > Yo U{k € I, : AY), = Yy}

ve benzer sekilde

{kel, : AXx®Yy) < Xo@YotU{kel,: A(Xp®Yy) » Xo® Yo}
Clkel : AXy < Xo}U{k eI, : AXy » Xo}
Wkel : AY, <Yy} U{k € I, : AYy = Yy}

kapsamalarindan Xj ® Yy, € Sg P (Ap,b) bulunur. Boylece Sg B (Ap,b) bir dizi cebiridir.

Teorem 4.13. f simirsiz bir modiiliis fonksiyon olsun. Eger 0 < g < v < 1 ise
SIP (AR, b) C S (Ap,b) dur.
Ispat. Onerme 4.7 ’den kolaylikla elde edilir.

Teorem 4.13 "iin bir sonucu olarak agagidaki verilebilir.

Sonug 4.14. f simirsiz modiiliis fonksiyonu igin eger bir fuzzy say1 dizisi S—dereceden

Af —lacunary istatistiksel siirli ise ayn1 f modiiliisii icin A —lacunary istatistiksel smirhdir.

Teorem 4.15. f siursiz bir modiiliis fonksiyonu, 0 < 8 < 1 ve 6 = (k,) bir lacunary
B
dizi olsun. Eger lim inf, ¢, > 1 ve lim; o f(t%) > 0ise STP (Ap,b) C Sg”B (Ap,b) dir.
Ispat. Kabul edelim ki lim inf, ¢. > 1 olsun. Bu durumda

() = (%)

saglanacak gekilde yeterince biiyiik r ler i¢in ¢, > 14 § sartim1 saglayan bir § > 0 sayis
mevecuttur. X € S5 (Ap,b) seklinde fuzzy say1 dizisini goz éniine alalim. Bu takdirde
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herhangi bir X fuzzy sayis1 ve yeterince biiytik r’ ler igin

F (k< ke s AXp > Xo} U {k < k0 AX = Xo}])

FU{k <Ky AXy, > XoY U{k < ky : AX), = Xo})

ﬁf(fltr)f(l{kgk:T:AXk>Xo}U{kS’fr:AX“°X°}|)

D7 KRRk < ke AXg > Xo} U{k < ket AX » Xo}l)
o f (k) kY f ()’
- F(h) kP ( ) )ﬂ F{k < ke AXp > X0l U{k < Kyt AXy 2 Xo})
noof (k) \1+0 f ()’
yazilabilir. Boylece X € Sg B (Ap,b) olup ispat tamamlanir.

Teorem 4.16. f sinirsiz bir modiiliis fonksiyonu , 0 < § < 1, X = (X}) bir fuzzy say1
dizisi ve 6 = (k;) bir lacunary dizi olsun. Eger lim sup, ¢, < oo ise Sg’ﬂ (Ap,b) C ST (AF,b)
dir.

Ispat. Agikardir.

Uyar1 4.17. Siirsiz bir f modilisiine gére A—sinirh bir fuzzy say1 dizisinin her

alt dizisi A—smirh olmasina ragmen bu kural S—dereceden Af —lacunary istatistiksel sinirh

fuzzy say1 dizisinin alt dizisi igin gecerli degildir. Bunun i¢in agsagidaki 6érnegi verebiliriz.

Ornek 4.18. 0 = (k,) dizisi lim inf, ¢, > 1 sartin1 saglayan bir lacunary dizisi olsun.

f () = z smirsiz modiiliis fonksiyonunu goz 6niine alalim. (X}) fuzzy say1 dizisi agagidaki
gibi tanimlansin.

x—k+3,
—x+k—1,
Xy (z) = 0

k—3<x<k-2

k—2<z<k-1 k=nise
diger durumlarda

0, k+#n?ise

(Xk) fuzzy say1 dizisinin a—seviye kiimesi

k= n? ise

o k+a—3k—a-—1],
X =1 | R
k # n* ise

[07 0]7

32



ve (X}) dizisinin (AX}) fark dizisini

r—k+3, xz€lk—3k—2]
—z+k—-1, z€lk—2,k—1] k =n* ise
0 d.d
AXy = x+k, x € [—k,—k+1]
—x—k+2, ze[-k+1,—-k+2] k+1=nise
0 d.d
0 d.d.

seklinde hesaplayabiliriz. (AXy) fark dizisinin a—seviye kiimesi

k+a—-3k—a—1], k=n*ise
AXE*=1 [~k+a,—k—a+2], k+1=nise
[0, 0], d. d.

seklinde bulunur. Burada lim inf, ¢, > 1 olduguda géz 6niine alinirsa (X3) € S¥% (Ap,b) C
S’g’ﬁ (Ap,b) oldugu yani (X) dizisinin 8 > 1 degerleri ve f(z) = x modiiliis fonksiyonu
icin f—dereceden Af—lacunary istatistiksel siirh oldugu anlagilir.

Diger taraftan (Xj) nin bir (Yy) fuzzy alt dizisini

a:—k:2—|—3, k2 -3<z<k®-—2ise
Vi(x)=¢ —z+k*—1, kK> -2<2<k®—1ise
0, d.d.

seklinde tanimlayalim. (Y}) fuzzy say1 dizisinin a—seviye kiimesi
[Vi]® = [k* +a— 3,k —a — 1]
ve (Y}) dizisinin (AY}) fark dizisini
%4_]4;_1_%, 2k —-3<x<-2k—1ise
AY) = |
5 —k+35, 2k—-1<2<-2k+1ise
seklinde hesaplayabiliriz. (AY}) fark dizisinin a—seviye kiimesi ise
[AY}]® = [~2k + 20 — 3, —2k — 2a + 1]

seklindedir. Burada (Y}) alt dizisinin ayn1 f modiiliis fonksiyonuna gére Af—lacunary

istatistiksel sinirli olmadig kolayca goriilir (Bkz. Sekil 4.5).
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DXk (k+1=n4) AXso

AXis o A AX1s AXa AX, (k=n*)
N N TN NN J P

-k -k+2 -80 -78 -15 13 -2

0 13 15 78 80 k-3 k-1

A% (d.d.)

Sekil 4.5. (AX}) fuzzy fark dizisinin terimleri

Teorem 4.19. Sinirsiz bir f modiiliis fonksiyonu, 0 < 5 < 1 kogulunu saglayan bir 8
sayisi, bir (Xj) fuzzy say1 dizisi ve bir § = (k,) lacunary dizisi verilsin. Buna gore

B
rllg)lo inf ff((hl;)) >0

(4.1)
ise bu durumda S7 (Ap,b) € S/ (Ap,b) dir

Ispat. Herhangi bir X fuzzy sayisi i¢in

{k <k AXp > XoU{k <k, : AXp = Xo}
D{kel : AX, > XotU{k el : AX) » Xo}

yazilabilir. Boylece

Hkel, : AXy > XotU{k e, : AXy » Xo}
f( > F)?
olup 7 sonsuza giderken limit iglemi yapilir ve (4.1) kullamilirsa X € S/ (Ap,b) ve
dolayisiyla X, € S8 (A, b) elde edilir

Teorem 4.20. Bir (X}) fuzzy say1 dizisi, simrsiz bir f modiiliis fonksiyonu, her r
icin 1,

e N icin I, C J, sartim saglayan 0 = (k,) ve §' = (s,) lacunary dizileri ve 0 < # < v < 1
olacak sekilde 8 ve  sayilarimi goz ontine alalim. Bu durumda
(i) Eger lim, oo inf £ > 0 ise S7(Ap,b) € S5 (Ap.D),

(1) Bger lim, o0 4325 = 1ise 77 (Ap,b) € 57 (Ap,b) dir
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ispat. (i) Kabul edelim ki her € N i¢in I, C J, olsun ve

f (h)?
f (kr)

lim inf >0 (4.2)
r—00

bagintisi saglansin. Herhangi bir X fuzzy sayisi i¢in

{k<J.: AXp > Xo} U{k < J, : AX) = Xo}
O{kel : AX, > XotU{k eI, : AX) » Xo}

ve buradan da f fonksiyonu icin

f(ll)v’{kGJr:AXk>X0}U{k€Jr:AXkooXOH
f(h)’ 1

> kel : AXy > XotU{k el : AX, » Xg 4.3
il bu{ } (4.3)
yazilabilir. Burada I, = (k,, k], Jr = (Sp—1, S¢], by = kyp — kyp—1 ve I, = s, — s, dir.
Yukarida verilen (4.3)) esitsizliginde r sonsuza giderken limit iglemi yapilirsa ve (4.2))
esitsizligi kullamlirsa S5 (Ar, b) C S (Ap,b) elde edilir.
(74) Kabul edelim ki (X%) € Sg’B(AF, b) olsun ve her r € N igin I,, C J, olacak sekilde

i )

A ) (44

saglansin. f siirsiz modiiliisii ve bir X fuzzy sayisi i¢in

f(ll)'y’{kGJr:AXk>X0}U{kEJT:AXkooXO}’
:f(ll) {sr—1 <k <kr_1:AXp > XotU{sp-1 <k <kp_1:AX) » Xo}|
+f(1) {kr <k <sp: AXp > Xo} U{ky <k < sy AXy = Xo}|
—I—f(ll)ﬂ{k‘r1<k§kr:AXk>Xo}U{kr1<l<:§kr:AXkooX0}|
f(k"r—l) - f(s'r—l) f(s'r—l) — f(k'r)
- f ) TRy
(1) Hk el : AX, > XotU{k eI, : AX}y »~ Xo}
(r}(l)( )+f(1) {k el : AXy > Xo}U{k € I : AXy = Xo}|
f (L) 1 . ' B
<<f(hr) 1)+J‘W‘{kEIT’AXk>X0}U{k€IT,AXk X0}

yazilabilir. 1| "den dolay1 lim, . ((}ZL:)) = 1 oldugundan ilk terim X € Sg’ﬂ (Ap,b)

oldugundan r — 00 iken  son egitsizligin  sag tarafi sifira  gideceginden
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Sfj)c’B(AF, b) C Sg” (Ap,b) elde edilir.
Teorem 4.20 ’'nin bir sonucu olarak agagidakiler verilebilir.

Sonug 4.21. f simirsiz bir modiiliis fonksiyonu, X = (Xj) bir fuzzy say1 dizisi olsun.
Her r € N i¢in I, C J, sartim saglayan 6 = (k,) ve 0 = (sr) iki lacunary dizisi verilsin.
Eger saglanirsa

(i) Her bir 8 € (0,1] i¢in S3°(Ar,b) € SJ° (Ap,b)

(ii) Her bir 8 € (0,1] igin SJ(Ap,b) C S57 (Ap, b)

(iii) S3(Ap,b) C SJ (Ap,b) dir.
Eger saglanirsa

(i) Her bir 8 € (0,1] icin S)° (A, b) € 557 (Ar,b)

(#4) Her bir g € (0,1] igin Sg’ﬁ(AF,b) C S, (Ap,b)

(iii) SJ(Ap,b) C Sh (Ap,b) dir.
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5. SONUCLAR

Fuzzy say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel simirlilik kavramlar
sirasiyla Nuray ve Savag [9] ile Aytar ve Pehlivan [26] tarafindan tamimlanmigtir. Daha
sonra Altinok ve Mursaleen [27] istatistiksel simirhliga A fark operatoriinii uygulamigtir.
Son zamanlarda istatistiksel smirlibk kavrami Altmmok ve Yagdiran [28] tarafindan
genellegtirilerek A™—istatistiksel simirlilik tanimi verilmis ve A™—smirhilik ile aralarinda
bagntilar elde edilmistir. Bhardwaj [31] reel say1 dizileri igin f—yogunluk kavramim
kullanarak «—dereceden f—istatistiksel yakinsaklik ve a—dereceden kuvvetli Cesaro
toplanabilme kavramlarm vermistir. Altinok vd. [43] bir § = (k,) lacunary dizisini
kullanarak fuzzy sayr dizileri igin (G—dereceden lacunary istatistiksel simirliligi
tamimlamigtir. Tez galismamizin iiglincii béliimiinde fuzzy sayir dizileri ig¢in siirsiz bir f
modiiliis fonksiyonu ve A fark operatorii yardimiyla S—dereceden Af—lacunary
istatistiksel yakinsaklik ve S—dereceden kuvvetli Af—lacunary toplanabilme kavramlar:
verilerek bunlarla ilgili bazi dizi siniflar1 tamimlanmis ve bu dizi simiflar1 arasindaki bazi
kapsama bagimntilar1 verilmigtir. ~ Tezin doérdiincii bolimiinde smirsiz bir f modiiliis
fonksiyonu ve A fark operatori kullamlarak Altinok vd. [43] 'nin ve Bhardwaj [31] 'in elde
ettigi sonuclar genellegtirilerek bazi yeni dizi simiflar1 tanimlanmig ve daha zengin sonuclar
elde edilmigtir. Bu bolimde pek c¢ok aciklayici oOrnekler ve grafikleri yardimiyla
Af —istatistiksel smirhlik ve Af—lacunary istatistiksel simrhihk kavramlariyla ilgili bazi
onemli kapsama bagmtilar1 elde edilmigtir. Ayrica, tanimlanmig olan dizi siiflarinin

simetriklik, normallik ve monotonluk gibi énemli 6zellikleri de incelenmistir.
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