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Bu tez c¢alismasinda, genislemeyen doniisiimlerin yeni bir sinifi olan
genellesmis  genislemeyen  doniistimler incelenmektedir. Lineer olmayan
doniistimlerin bu yeni smifi genislemeyen doniisiimleri ve Suzuki-tip genellesmis
genislemeyen doniisiimlerin smifin1 igermektedir. Bu tez ¢alismasinda kaynaklar
kisminda verilen makaleler detayli olarak incelenerek a-genislemeyen doniisiimlerle
diger baz1 lineer olmayan doniistimler arasindaki iligkilerin ¢calismasi yapilmaktadir.
Bu donisiimlerin Noor iterasyon siireci kullanilarak sabit noktaya yaklasimi
incelenmektedir. Ayrica genellesmis a-genislemeyen doniisiimlerin yeni iterasyon
stireci kullanilarak sabit noktalara yaklasimlari galisilarak bu sabit nokta yaklasimlar
ile ilgili 6rnekler verilmektedir.
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This thesis examines and focuses on generalized non-expansive mappings,
which are a new type of a class of non-expansive mappings. This new class of
nonlinear mappings includes non-expansive mappings, a class of Suzuki-type
generalized non-expansive mappings. In this thesis, the articles provided in the
references section, are examined in details and the relations between a-non-expansive
mappings and some other nonlinear mappings are studied. The fixed point approach
of these mappings is studied by using Noor iteration process. In addition, the
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anew iteration process and examples of these fixed point approximations are provided.
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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, topoloji ve analizin uygun bir birlesimi oldugundan lineer
olmayan denklemlerin ¢aligmasinda ¢ok Onemli ve gii¢lii bir ara¢ olarak ortaya
cikmigtir. Bir doniisiimiin degismez noktalarin1 bulma, doniisiimiin sabit noktalarini
bulma problemi ile ayn1 anlamdadir. Tabii ki bu, doniisiim 6zelliklerine ve tanimli
oldugu uzaya bagl olarak cok genis bir uygulama alanina sahip olur. Bu teori
matematigin bir ¢alisma alani olmasmin yaninda mithendislik, tip, kimya, ekonomi
gibi farkli alanlarda uygulamalar1 oldugundan kullanigh bir ara¢ olmustur. Sabit nokta
teorisinde ele alinan bazi doniisiimlerin sabit noktasinin varligini ve degerini bulmak
kolay olmadigindan bunlar1 hesaplamak i¢in iteratif algoritma ve iterasyon siiregleri
kullanilmaktadir. Cok iyi bilinen Banach daralma teoreminde, sabit noktalarin
yaklasimi igin Picard iterasyon siireci [1] kullanildi. Ancak, Picard iterasyon siirecinin
[1] genislemeyen doniigiimler igin gerekli olmadigi goriildiikten sonra son altmis bes
yilda, cok sayida arastirmaci bu alana yonelmis ve iterasyon siireclerini gelistirmis,
yalnizca genislemeyen doniisiimler i¢in degil, ayn1 zamanda diger baz1 daha genis
genislemeyen doniisiim siniflar i¢in de sabit noktay1 tahmin etmek i¢in aragtirmalar
yapmusglardir. Diger bir iterasyon siireci 1953 yilinda Mann [2] tarafindan sunulmustur.
Fakat bu iterasyon siireci pseudo-daralma doniigimlerinin  sabit noktaya
yakinsamalarinda basarisiz oldugundan 1974 yilinda Ishikawa [3] tarafindan yeni
iterasyon siireci sunulmustur. Son yirmi yil igerisinde ¢ok sayida arastirmaci
tarafindan iterasyon semalarinin basitligi ve hizlilig1 baglaminda iterasyon siirecleri
incelenmis ve gelistirilmistir. Diger bilinen iterasyon siirecleri, Noor [4] li¢ adim
iterasyon siireci, Agarwal ve ark. [5] iterasyon siireci, Sahu [6] Normal S-Iterasyon
stireci, Kadioglu ve Yildirim [7] Picard Normal S-Iterasyon (PNS) siireci, Giirsoy ve
Karakaya [8] Picard S-iterasyon siireci, Abbas ve Nazir [9] iterasyon siireci, Thakur
ve ark. [10] iterasyon siireci sayilabilir. Son yillarda ise, 2018 yilinda Ullah ve Arshad
[11], M iterasyon siirecini, yine 2018 yilinda Hussain ve ark. [12], K iterasyon
stirecini, 2020 yilinda Ali ve ark. [13], JF iterasyon siirecini, 2021 yilinda Hussain ve

ark. [14], D iterasyon siirecini gelistirmislerdir.
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Diger yandan, son zamanlarda matematikte sabit nokta teorisi alaninda
genislemeyen dontistimlerin genellestirilmesi ¢alismalart yogunlukla yapilmaktadir.
Ozellikle 2008 yilinda Suzuki [15] tarafindan genellesmis genislemeyen déniisiimlerin
sunulmasindan sonra gerek genellestirme ve gerekse daha hizli iterasyon siirecleri
sunularak bu doniisiimlerin sabit noktaya yakinsamalar ile ilgili caligmalar artmigtir.
Yine yakin zamanda Aoyama ve Kohsaka [16], genislemeyen doniisimlerin
“a-genislemeyen doniistimler” olarak adlandirilan yeni bir sinifin1 sunmuslardir. Pant
ve Shukla [17], a-genislemeyen doniisiimler ile Suzuki-genellesmis genislemeyen
doniistimleri birlestirerek genellesmis a-genislemeyen doniisiimler olarak adlandirilan

doniistimlerin yeni sinifin1 sunmuslardir.

Bu tezde, a-genislemeyen doniisimler ile diger bazi lineer olmayan
dontisimler arasindaki iligkilerin ¢alismasini yapacagiz ve bu doniigiimlerin Noor [4]
iterasyon siireci ile sabit noktaya yaklagimi inceleyecegiz. Buna ilave olarak, Bulgular
ve Tartigma boliimiiniin tigiincii kisminda, genellesmis a-genislemeyen doniisiimler
icin yeni iterasyon siireci kullanilarak sabit noktalarina yaklasimlari incelenerek bu

sabit nokta yaklagimlart ile ilgili 6rnekleri verecegiz.
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2. ONCEKIi CALISMALAR

Genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarmin varligmin calisgilmasi 1965
yilindan beri Browder [18], G6éhde [19] ve Kirk’iin [20] bagimsiz ¢alismalarindan
baslamistir. ilk olarak Browder [18], bir Hilbert uzaymin smirl kapali ve konveks bir
altkiimesi tizerinde genislemeyen doniistimlerin bir sabit noktasini elde etmistir. Kirk
[20] ise benzer sonuglar1 genellestirmek igin yansimali Banach uzaylarinda normal

yapt 6zelligini kullanmistir.

Son zamanlarda, birgok matematikgi geniglemeyen doniisiimlerin genellesmesi
ve genislemesi lizerine ¢ok sayida c¢alisma ortaya koymuslardir. Genellikle,
dontigiimlerin tanimlar1 iginde, tiim noktalarin saglanmasi i¢in belli sartlar onerilir. Bu
yiizden dogal olarak, teoremin sonucunu etkilemeksizin onemli Olgiide rahatlik
saglandig1 goriilmek istenir. Bu problemi ¢6zmek i¢in Tomara Suzuki 6nemli bir
girisimde bulunmustur. 2008’de Suzuki [15], genislemeyen doniisiimlerin ilging bir
genellemesini sunmus ve bazi yakinsaklik ve varlik sonuglarini elde etmistir. 2008°de
Suzuki [15], Suzuki-genellemis genislemeyen donisiimler (veya C sarti) olarak
adlandirilan, tek-degerli doniistimler sinifin1 tamitmistir. Agikga goriilmektedir Ki, her
genislemeyen dontisiim (C) sartin1 saglamaktadir; ancak bunun tersi dogru degildir,
yani (C) sarti, genislemeyen doniisiim 6zelliginden daha zayif, quasi-genislemeyen
ozelliginden daha gii¢liidiir. Yakin zamanda Aoyama ve Kohsaka [16], genislemeyen
donligimlerin yeni bir smifint  sunmusglardir. Aoyama ve Kohsaka [16],
a-genislemeyen doniisiimler i¢in sabit nokta teoremi elde etmislerdir. Bu sinif,
genislemeyen dontisimler smifin1 kapsamaktadir. Burada, 0 —genislemeyen

doniistimler tam olarak genislemeyen doniistimler oldugu goriilmektedir.

Genislemeyen doniisiimler siireklidirler. Ancak, Suzuki’nin [15] sundugu
Suzuki-genellesmis genislemeyen doniisiimler ve Aoyama ve Kohsaka’nin [16]
sundugu o-genislemeyen doniisiimlerin siirekli olmalar1 gerekmez. Bu yiizden, bu
doniistimler uygulamada ve teorikte 6nemlidir. Buradan, dogal olarak bir soru ortaya
cikmaktir. Suzuki-tip genellesmis genislemeyen doniisiimleri ve a-genislemeyen

dontistimlerin her ikisini kapsayan dontisiimler sinifi var midir? Kismi olarak bu
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sorunun cevabi olumludur. Pant ve Shukla’nin [17] bu soruya kismi olarak olumlu
cevap verdikleri gozlemlenmektedir. Pant ve Shukla [17], a-genislemeyen doniisiimler
ile  Suzuki-genellesmis genislemeyen doniistimleri birlestirerek  genellesmis
a-genislemeyen doniisiimler olarak adlandirilan dontisiimlerin - yeni  siifim
sunmuslardir. Pandey ve ark. [21], Banach uzaylarinda genislemeyen doniisiimlerinin
genel bir smifinin sabit nokta sonuglarmi incelemisler. Onemli belli basli iterasyon
yontemlerini, farkli parametre tercihlerini karsilastirmak icin bazi agiklayici niimerik
ornekler sunmuslar ve bulduklar1 sonuglarin lineer olmayan denklemlere uygulamasini

da vermislerdir.

Diger taraftan, 1922 yilinda S.Banach, Picard iterasyon siirecini Picard [1] ile
yaklasilabilen daralma doniigsiimlerinin sabit noktalarini bulmak i¢in Banach daralma
prensibi olarak bilinen metrik sabit nokta teorisinde temel sonucu verdi. Ancak, bir
sabit noktaya yakinsayan genislemeyen doniigiimler i¢in Picard iterasyon siirecinin
gerekli olmadig1 kolayca goriilebilir. Bu yiizden son altmis bes yilda, ¢ok sayida
arastirmact bu alana yonelmis ve iterasyon siireglerini gelistirmis olup yalnizca
genislemeyen doniistimler icin degil, aym1 zamanda genellesmis genislemeyen
doniisiim siniflart i¢in de sabit noktayr tahmin etmek i¢in arastirmalar yapmislardir.
1953 yilinda Mann [2], Mann lterasyon siirecini, 1974’de Ishikawa [3], Ishikawa
iterasyonunu tanitmigtir. 2000 yilinda Noor [4] {i¢ adim iterasyon siirecini tanitti. 2007
yilinda Agarwal ve ark. [5], yakinsaklik orani Picard iterasyonuna benzer diger sabit

nokta iterasyon iglemlerinden daha hizli yeni bir iterasyon siirecini tanitmistir.

2011°’de, Sahu [6] Normal S-lterasyon siirecini sunmustur. 2014 yilinda
Kadioglu ve Yildirim [7], Picard Normal S-lterasyon (PNS) siirecini tanitmislardir.
2014 yilinda, Abbas ve Nazir [9], yeni bir iterasyon siirecini tanitmis olup, Picard,
Mann ve Agarwal ve ark. iterasyon siireglerinden daha hizli oldugunu ispatlamiglardr.
2016 yilinda Thakur ve ark. [10], Suzuki-genellesmis genislemeyen doniisiimler igin
sabit noktaya yakinsayan yeni iterasyon siireci sunmuglardir . Daha sonra 2018 yilinda
Ullah ve Arshad [11], mevcut iterasyon siiregleri ile karsilastirildiginda daha iyi
yakinsaklik oranlar1 sunan ve M iterasyonu olarak bilinen, ti¢ asamali yeni bir

iterasyon siirecini dnermislerdir. Hussain ve ark. [12], K iterasyon siirecini daralma
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doniistimleri igin ispatlayip, buradaki Picard, Mann, Ishikawa, Noor, Picard-S,
Normal-S, Picard normal S-iterasyon siireglerinden daha hizli yakinsadigini
gostermislerdir. Ek olarak, Hussain ve ark. [12], K iterasyon islemi yardimiyla,
daralma doniisiimlerinin sabit noktasi i¢in veri bagimliligi sonucunu kanitlayip ve
diizgiin konveks Banach uzaylarinda, Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimler
icin bazi1 zayif ve giiclii yakinsama teoremlerini de ayrica ispatlamislardir. 2020 yilinda

Ali ve arkadaglar1 [13] JF iterasyon siirecinin, Hardy ve Rogers'in

(llGu — Gv|| < allu — v|| + (llu—Gul[+|[v — Gv|) + c(llu — Gv|| + ||lv — Gul[))

sartin1 saglayan genellesmis genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasina bazi bilinen
iterasyon siireglerinden daha hizli yakinsadigini da sayisal olarak ortaya koymuslardir.
Ayrica, diizgiin konveks Banach uzaylarinda, genellesmis genislemeyen doniisiimler
i¢in JF iterasyon siirecini kullanarak bazi yakinsaklik sonug¢larini kanitlamiglardir. Bir
uygulama olarak, gecikmeli diferansiyel denkleminin ¢6ziimiine yaklasmak icin yeni
tanimlanmais iterasyon siirecini kullanmislardir. Yine, ana sonuglar1 desteklemek igin,
bazi agiklayici sayisal ornekler de sunmuslardir. 2021 yilinda Hussain ve ark. [14],
Suzuki genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢cin D iterasyon siirecini tanitmis ve

veri bagimlilig1 sonucunu gostermislerdir.
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3. TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlara, teoremlere ve

kavramlara yer verilmistir.

3.1. Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tamim 3.1.1.(Metrik ve Metrik Uzay): X bos olmayan bir kiime olsun.
d: X X X — R fonksiyonuna, her x,y,z € X igin

M1ld(x,y) =0

M2d(x,y) =0 x=y

M3 d(x,y) =d(y,x)

M4 d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (iggen esitsizligi)

kosullarini sagliyorsa bu fonksiyona X fiizerinde bir metrik ad1 verilir. (X, d) ikilisine

de bir metrik uzay denir [22].

Tamim 3.1.2 (Cauchy Dizisi ve Tamhik): (X, d) bir metrik uzay ve bu uzay iginde
bir dizi {u,} olsun. Her & >0 i¢in ny < n,m oldugunda
d(u, uy,) < &€
olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa {u,,} dizisine bir Cauchy dizisi denir [23].
Metrik uzay i¢inde yakinsak her dizi Cauchy dizisidir. X “de her Cauchy dizisi

yakinsak ise X’ in tam oldugu soylenir.

Tamim 3.1.3 (Yakinsak Dizi ve Limit): (X, d) metrik uzayi i¢inde {u,,} bir dizi olsun.

lim d(u,,u) = 0 olacak sekilde bir u € X bulunabiliyorsa {u,,} dizisi u noktasina
n—00

yakinsaktir denir [24]. Ayrica u noktasina {u,} dizisinin limiti denir. limu,, = u ya

n—->oo

da u,, = u seklinde gosterilir.
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(X, d) bir metrik uzay ve K c X olsun. Bir u, € X i¢in uy‘in her bir u,‘dan

farkli en az bir v € K noktasi igeriyorsa u, noktasina K ‘nin bir y1gilma noktasi denir.
K ’nin y181lma noktalarinin kiimesi K’ ile gosterilir [23].

(X, d) bir metrik uzay ve K c X olsun. K U K’ kiimesine K’nin kapanis1 denir

ve K ile gosterilir [22].
K = K ise K’ya kapal1 kiime denir [22].
Tanim 3.1.4. (Kompakt Kiime): (X,d) bir metrik uzay olsun. BirK c X

kiimesindeki her {u,,} dizisi K’nin bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahipse K’ya

bir kompakt kiime denir [25].

Tamm 3.1.5. (Lineer Uzay): V+# @ bir kiime ve F bir cisim olsun. +:VxV-V ve .
:FXV-V islemi tanimlansin. Eger + ve . islemleri asagidaki 6zellikleri sartlari
saglarsa (V,F,+, .) dortliisiine lineer uzay (vektor uzayi) denir [22].

1. Heru,v,w € V igin (ut+v)+w = u+(v+w )’ dir.

2.Her u, v € V igin utv=v+u’ dir.

3. Heru € V i¢in utf=60+u=u olacak sekilde 6 € V vardir.
4. Heru €V i¢in u+v = v+u = 6 olacak sekilde VEV vardir.
5.Her @ € F ve her u,ve V i¢in a.(u+v)=a.u+a.v’dir.

6.Her a, 8 € F ve her ueVigin (a + f).u=a.u +f.u’dur.
7. Her a,f € F ve her ueV igin (af) u=a(p u)’dir.

8.Her u€eV igin 1.u=u olacak sekilde 1€F vardir.

Tamm 3.1.6. (Normlu uzay ) : X, F cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.

|-]l: X = R fonksiyonunun u‘daki degerini ||u|| ile gosterelim. Bu fonksiyon,
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Yu,v € X i¢in

N1 [lul]l =0 ve |lu| =0 = u=206
N2. [[aull = |a|llull, (xeF)

N3. flu + vl < [lull + lv]]

sartlar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna X’ de (X {izerinde) bir norm ve (X, ||.])
ikilisine de normlu uzay denir [23,24].

X normlu bir lineer uzay olmak tlizere, d: X X X - R d(u,v) =llu—v |l
seklinde tanimlanan d doniistimii X uzay1 iizerinde bir metriktir. Bu metrige norm

metrigi denir. Bu nedenle her normlu uzay bir metrik uzaydir.
Simdi asagidaki ifadeleri verelim:

i) (X, || - [I) normlu lineer uzaynin alt kiimesi A olsun. Eger

R, = sup{|lu —v||:u € A,v € A}

R,’ya A kiimesinin gap1 denir. [23].

ii) (X, ||. [) normlu lineer uzay i¢inde yakinsak her dizi sinirlidir ve limiti tektir
[23].

iii) A sinirlidir ancak ve ancak her u € A i¢in [|lu|| < k olacak sekilde bir k > 0
vardir [24].

Tanmim 3.1.7. (Tam Normlu Uzay (Banach Uzay)): Bir (X, . |]) normlu uzaydaki
her Cauchy dizisi X i¢inde bir limite yakinsiyorsa, bu (X, ||.||) normlu uzayina tam

normlu uzay veya Banach uzay1 denir [23,24,25].

X’ 1in reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore X Banach uzay: reel veya

kompleks Banach uzay1 olarak adlandirilir.
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Tamim 3.1.8 (i¢ Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzayi): X, F cismi iizerinde bir
lineer uzay olsun. Her u, v, w € X ve her a€ F igin ( ): X X X — F fonksiyonu
[1.(u+v,w) = (uw) + (v,w)
I,. (au,v) = a(u,v)
I5. (u,v) = (v,u)
I,.(uu)=0ve(uu)=0=u=20
sartlarin1 sagliyorsa, i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.
Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig1 lineer uzaya i¢ carpim uzay1
denir ve (X, ()) bi¢ciminde gosterilir [23]. Her i¢ garpim uzay1 ayn1 zamanda bir normlu

uzaydir.

Tanim 3.1.9. (Hilbert Uzay1): X bir i¢ carpim uzay1 Ve ||. || i¢ ¢arpim normu olsun.

dlu,v) =|lu—v|| ={u—v,u—7o)

olarak tanimlanirsa (X, d) bir metrik uzay olur. I¢ carpim normuyla tanimlanan bu d
metrigine gore X i¢ ¢arpim uzayi tam ise, X e Hilbert uzay1 denir. Hilbert uzaylari,

0zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir [23,24].
Tamm 3.1.10. (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 i¢in
Jull < 1,[|v]| £ 1ve||lu—v|| = € sartin1 saglayan her u, v € X i¢in
1
E||u +v||<1-6(¢)

olacak sekilde §(&) = 0 sayisi varsa, X e diizgiin (uniformly) konveks uzay adi
verilir [24].

Tamim 3.1.11. (Konveks kiime): K, X lineer uzaymin bir alt kiimesi olsun. Her u, v
€ K ve 1€[0,1]i¢in (1 —A)u+ Av € K ise, K’ya konveks kiime denir. Her vektor

uzayi1 konvekstir. Her alt uzay konvekstir [24,26].

Teorem 3.1.12. X Banach uzaymin diizgiin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her ¢ € (0,2] igin 6,,(¢) > 0 olmasidir [26].
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Ornek 3.1.13. Her X Hilbert uzay1 diizgiin konvekstir. Gergekten her u, v € X igin

paralelkenar kuralindan

lw+vI1* = 2(lull® + 1vII*) — llu —v||*’dir.

u# v Ve By ={u€X|ul <1} olmak lizere u,v € By Ve ||[u — v|| = & oldugunu

kabul edelim. Boylece

lu—v||* < 4— &2

olur. Sayet 6(¢) =1 — /1 —% secilirse

1
§||u—v|| <1-4(¢)

elde edilir. O halde, X bir diizgiin konveks uzaydir [24, 26].

Tamm 3.1.14. (Lineer doniisiim): X ve Y ayni bir F cismi iizerinde iki lineer uzay

olsun. G: X — Y doniistimii her u, v € X ve her a € F igin

Glu+v)=6w) +G6ww)
Gla-u)=a-G(u)

ya da buna denk olarak her u,v € X ve a,f € F i¢in
Gla-u+p-v)=a-Gu)+p-6Ww)
sartin1 sagliyorsa G doniisiimiine lineer doniisiim denir [26].

Eger G dontistimii yukaridaki sartlardan herhangi birini ger¢eklemezse G dontisiimiine

lineer olmayan doniisiim denir.

10
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Tamm 3.1.15. (Normlu Duali): X bir normlu lineer uzay olsun. X’ de tanimli tiim

stirekli ve reel degerli lineer fonksiyonellerin kiimesini B (X, R) ile gosterelim. Yani

B(X,R)= {G: X — Rlineer ve siirekli } olsun.
Her u € X ve G4, G, € B(X, R) i¢in

{Gl + Gy) (W) = Gy (u) + Gy (u)
(aG)(w) = aGi(u)

olarak tanimlanirsa, bu durumda B (X, R) bir lineer uzaydir. Bu B(X, R) uzaymna X " in
normlu duali denir ve X* ile gosterilir [26]. Ayrica R tam oldugu i¢in X tam olmasa

bile X* daima Banach uzayidir.

Tamim 3.1.16. (Kuvvetli Yakinsakhk): X normlu uzay ve {u,}, X de bir dizi

olsun. Eger lim ||lu,, — u||=0 olacak sekilde u € X varsa bu {u,} dizisi u’ ya
n—-oo

yakinsaktir (veya norma gore yakinsaktir ) denir. Bu durum lim u, = u yada
n-—-oo
k . eqe
kisaca u,, — u ile gosterilir [25].

Tamm 3.1.17. (Zayif Yakinsakhk): X normlu uzay ve {u,}, X ‘de bir dizi olsun.
Eger her g € X™ i¢in,

lim g(up) = g(u)

olacak sekilde u € X varsa bu {u,} dizisi u’ya zayif yakinsaktir denir ve bu durum

Uy 5 yada wu, — u seklinde gosterilir [25].

Teorem 3.1.18 (Kuvvetli ve Zayif Yakinsakhk): X normlu uzay ve {u,}, X 'de bir
dizi olsun. Bu durumda
i) {u,} dizisi kuvvetli yakinsaksa ayn1 zamanda zayif yakinsaktir. Fakat zayif
yakinsak olan bir dizi kuvvetli yakinsak olmak zorunda degildir.
i) Sonlu boyutlu normlu uzayda zayif yakinsaklik ile kuvvetli yakinsaklik
denktir [25].

11
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Tanmim 3.1.19. (Siireklilik) : (X, |[.]11), (Y, Il [l2), normlu lineer uzaylar, u, € X ve X
uzayindan Y uzayinin igine bir g fonksiyonu tanimlansin. Eger her ¢ >0 sayisina

karsilik

llu —upll; <6 = llg(w) — glup)ll, <¢

ya da buna denk olarak

g(B (U-OJ 5)) c B(g(uOﬂ 8))

olacak sekilde bir 6 >0 sayisi1 varsa g fonksiyonuna u, noktasinda siireklidir denir.
Bir (X,||.]]) normlu lineer uzayinin her noktasinda siirekli olan g fonksiyonuna X

tizerinde siirekli fonksiyon denir [25].

Tamim 3.1.20. (Smirh doniisiim): (X, ||. ||) ve (Y, |.|]) iki normlu uzay ve G: X = Y

bir doniisiim olsun. Her u € X igin

GO < M - lull

olacak sekilde bir M > 0 sabiti varsa, G doniisiimiine sinirli doniisiim denir [24].

3.2. Sabit Nokta Kavrami ve Banach Sabit Nokta Teoremi

Tamm 3.2.1. (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve G:X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger G (u) = u olacak sekilde bir u € X varsa bu u noktasina G’nin

sabit noktasi denir. G ’nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F (G) biciminde gosterilir [23].

Ornek 3.2.2. A bostan farkli bir kiime I:A — A 6zdes doniisiimiinde A kiimesinin biitiin

elemanlari i¢in sabit noktadir.

12
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Ornek 3.2.3. X=(0,1] ve 0 < a < 1 olmak iizere G:X - X , G(u):Z doniisiimii igin

sabit noktas1 yoktur.

Ornek 3.2.4. X = R olmak iizere G:X — X, G(u)=u® — 2u® — u + 4 déniisiimiiniin
sabit noktalarinin kiimesi F (G)={V2,—V2 ,2}"dir.

Ornek 3.2.5. G: (0,1]- (0,1]  G(u)=cosu doniisiimiiniin sabit noktas1 yoktur.

Ornek 3.2.6. X = R olmak iizere, G;,G,: X » X doniisiimleri G (u)=u? — 2 ve
G,(u)=u? — 2u + 2 tanimlansin. Bu doniisiimlerin  sabit noktalarmin kiimesi

F(Gy)N F(Gy)={2} dir.

Ornek 3.2.7. X = Z olmak iizere G(u) = 1 — 2u déniisiimiiniin sabit noktasi yoktur.

u = 7 sabit nokta olabilirdi fakat - & Z oldugundan sabit nokta degildir.

Ornek 3.2.8. G(u) = " ; doniisiimiiniin sabit noktasi 2 dir,
1—u 2 <u<- 2

Ornek 3.2.9. G(u)=Inu doniisiimiiniin higbir sabit noktas: yoktur.

Ornek 3.2.10. G(u)=3 — 2% déniisiimiiniin sabit noktas1 1°dir.

Tamim 3.2.11. (Lipschitzan Déniisiim): (X, d) bir metrik uzay ve G:X — X bir

dontisiim olsun. Eger

a) Yu,v € Xigin d(Gu, Gv) < kd(u, v)olacak sekilde bir k>0 sabit sayis1 varsa
G’ ye Lipschitzian doniisiimii denir. Bu esitsizligi saglayan en kiiciik k sayisina

da Lipschitzian sabiti denir [27].
b) Eger Vu,veX d(Gu,Gv) < kd(u,v) olacak sekilde en az bir k € (0,1)

sayis1 bulunabiliyorsa G’ ye daraltan doniisiim veya biiziilme doniisiimii

(contraction mapping) denir [27].

13
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Ornek 3.2.12. X = [0,1] olmak iizere Gu = 2u? seklinde tanimlanan G doniisiimii
olsun.

IGu — Gv|| = ||2u? — 2v?|| = 2|lu + v|||lu — v||
< 22||lu—-v| =4|lu—1v|

k =4 > 0 oldugundan G doniisiimii Lipschitzian sartini saglar.

Ornek 3.2.13. G: R? - R?, (a,b) € R? olmak iizere,

b a+b\ . . . ... -
G(a,b) = (@,%) déniisiimii verilsin. u = (uy ,uy), v = (v;,v;) € R*igin

d(u,v) = luy — vq| + |u, — v,| metrigini diigtinelim.
u=(u,u), v=(,,v,) €R%icin

d(Gu,Gv) = |§u1 +§u2 —gvl —§v2| +

Uq
=Dz 122
14 14 14 14

6 1
= 7|(u1 — 1) + (U, — v,)| +ﬁ|(u1 —vy) + (U, — v,)|

13
= a|(u1 —vy) + (up — v,)|

13
SE(Wl —vy| + |up — v,|)

olur ki, bu da G’nin bir g —daralma (contraction) oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.14.G: R> > R?, (a,b) € R? olmak iizere

G(a,b) = (za;Zb,%) déniisiimii verilsin. u = (uy ,uy), v = (v;,v;) € R*igin

p(u,v) = max|u; — v;|
=12
seklinde tanimlanan metrigini diisiinelim.

p (G (ulfuZ)'G(vl,UZ))
= max {21 = u) +(v1 = )| 1 1w — 1) +(v1 = v,)1}
:% |(uy — ux)+(wy — vyl

2 2
< - —_ = —
_3|u1 u2|+3|v1 121

14
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< gmax{luy — up| vy — v}

d ((ul» Uz), (Ul,vz))

Wi W W

oldugundan G, p metrigine gore bir daralma (contraction) degildir.

Lipschitz kosulunu saglayan her doniistim diizgiin siirekli oldugundan daraltan
dontigiimler de diizgiin siireklidir. Dolayisiyla G siirekli degilse, bir daraltan doniisiim
de olamaz. Buna karsin G daralma doniisimii olmasa bile, herhangi bir n i¢in G™

daralma bir dontisiimii olabilir.
Ornek 3.2.15. G:[0,2] — [0,2] doniisiimii

1, 0<uc<1i
G(u)_{u—l, 1<u<?

seklinde tanimlansin. G (1), u=1 noktasinda stirekli olmadigindan daralma dontisiimii
olamaz.
Fakat, G2:{1,2} - {1} ve G?(u) = 1 olup daralma doniisiimii olur. Ayni

zamanda u =1, G’nin tek sabit noktasidir.

C) VuveX igin d(Gu,Gv) < kd(u,v) ise G’ye kesin daralma doniisiim

(contractive mapping) denir [27].

Teorem 3.2.16. X # @ olmak iizere X = (X,d) tam metrik uzayinda, G: X - X
doniisiimii X tizerinde bir daralma doniisiimii olsun. Bu durumda G ’nin tam olarak bir

tek sabit noktas1 vardir [23].

Ispat: Herhangi bir u, € X alinsin ve {u,,} iterasyon dizisi asagidaki gibi tanimlansin.

U, Uy = GUy, Uy = Guy = G%uy, Uz = Guy, = G3uy, ..., Uy, = Gu,_; = G™u,

Acikga goriilmektedir ki, bu G’nin tekrarlanan uygulamasi altinda uy’in goriintiiler

dizisidir. Bu sekilde, {u, } nin Cauchy dizisi oldugu gosterilir.

15
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d(uq,up) = d(Gug, Guy) < k.d(ug, uy) = k.d(ug, Guo)
d(uy, uz) = d(Guy, Guy) < k.d(uq,uy) = k2. d(ug, Gug)
d(usz, uy) = d(Guy, Gug) < k.d(uy, uz) = k3. d(ug, Guy)

d(un' un+1) = d(Gun—lf Gun) <k. d(un—l'un) = k" d(“o» GuO)

Herhangi bir m pozitif tam sayisi igin,

d(unr um) = d(un'un+1) + d(un+1'un+2) + d(um—l'um)
S kTL. d(uo, Guo) + kTL+1. d(uo, Guo) + e + km_l. d(uo, Guo)
= (kTL + le+1 + b + km_l)d(uo, Guo)
= kl:lli .d(uO,GuO)

le
< E d(uo, GuO)

Sag tarafta, 0<k<1 ve d(u,, u,) sabittir; boylece n’yi yeterince biiyiik alirsak (ve
m> n), sag tarafi istedigimiz kadar kiigiiltebiliriz / azaltabiliriz. Bu da, {u,} nin
Cauchy oldugunu ispatlar. X tam oldugundan, {u,,} yakinsamaktadir, diger bir deyisle,

u, — w’dur. Burada limit u’nun G doniisiimiimiin sabit bir noktast oldugu gosterilir.

d(u, Gu) < d(u,uy,) + d(u,, Gu)
<d(uu,) +d(Gu,_,,Gu)
<d(u,u,) +k.d(u,_;,u)
U, = u oldugundan, ikinci satirdaki toplami onceden verilen herhangi bir £>0
degerinden kii¢iik yapabiliriz. Sonug olarak, d(u,Gu) = 0 elde edilir. Metrik uzay
tanimi kullanildiginda, u = Gu sonucuna ulagilir.

u, G’nin tek sabit noktasidir; ¢iinkii, Gu = u ve Gv = v’den, daralma doniisimii

tanimindan,

d(u,v) = d(Gu,Gv) < k.d(u,v)

elde ederiz. Burada, o <1 oldugundan, d(u,v)= 0’dir. Béylece, u = v’dir.

16
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3.3. Genislemeyen ve Genellesmis Genislemeyen Doniisiimler

Tamim 3.3.1. (Genislemeyen doniisiim): X diizgiin konveks Banach uzay1 ve K da
X’nin bos kiimeden farkli kapali konveks bir alt kiimesi olsun. G: K — K doniisiimii,

her u,ve K icin,

|l Gu—Gvi<llu—vll

sartin1 saglarsa G genislemeyen doniistimdiir [27].

. 2
Ornek 3.3.2. G:[0,1] = R olmak iizere Gu = 1 — u3 doniisiimii verilsin.

Vu,v€[01] icin ||Gu— Gv| < |lu—v| ifadesinde u =273 ve v = 373 olarak

alirsak || Gu — Gv||=% > % =||lu — v|| olur. Dolayisiyla G genislemeyen doniisiim

degildir.

Ornek 3.3.3. RZiizerindeu = (u;,uy) € R? igin |l u lI= Ju?+u? ile tanimh
oklidyen normunun oldugunu diistinelim.
B = {u: 1l u lI< 1}, R? deki birim yuvari gostermek iizere, G:B - B,

G(uy,uy) = (—%,uz) ile tanimh G doniistimii

16u=Gv =1 (- 1) = (-2 w) 1= || (52w = )|

= (O - w2

2
S\/(111_171)2‘|'(uz—17z)2 <llu—vl

olup genislemeyen (nonexpansive) doniisim olur. u = (0,0) € R?, G’nin sabit
noktasidir.
Ornek 3.34. B, ={u={u,}, u, >0} kiimesi iizerinde | u ll= sup;|u;]

tanimlansin. K = {u € By: |l u I< 1} olsun.

G:K - K dontsimii Gu = (2,U; , Uy, ceeev,Up s een oo ) seklinde tanimlanan
doniisiim
lGu—Gu il =11 (2,Uy, Uy, eeen,Up s eee e )—(2,v1,05, e, Uy ) |l
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=” (0,u1 — VU, Uy — Uy, .l Uy _Un,.....) "
=sup;lu; — vl =llu—vl

oldugundan, G genislemeyen doniisiimdiir. Ayrica, G’nin sabit noktasi yoktur. Ciinkdi;

u=y,Uy, .., Uy,..) E By olmak iizere Gu = u esitliginden

(2,Uy Uy, ey Uy y e e )=y, Uy e Uy, )
yazilir ve buradan

2=U; =Uy = =Uy

olup (2,2,2,...) By ‘in elemani olmadigindan G ‘nin sabit noktas1 yoktur.

Tamm 3.3.5. (Quasi-Genislemeyen Doniisiim): X bir normlu uzay, K € X bostan
farkli bir alt kiime olsun ve G: K — K bir doniisiim olsun. Eger p € F(G) # @ ve her

u € Kigin

lGu —pll < flu - pl|

ise, G’ ye quasi-genislemeyen doniisiim denir [27].

Ornek 3.3.6. X=R olmak iizere G:X — X doniisiimii

0, (—,2]
G = 1
(u) —§, u>?2

tanimlansin. X iizerinde alisilmis mutlak deger normunun oldugunu diisiinelim.
G dontisiimii stirekli degildir, dolayistyla genislemeyen doniisiim degildir. Bu
doniistimiin sabit noktas1 u=0"dir. Her u € X i¢in ||G(u) — 0]| < [lu — 0]| olup,

G doniisiimii quasi-genislemeyen doniisiim olur.

Ornek 3.3.7. G:[0,2] - [0,2] olmak iizere

18
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seklinde tanimlanan doniisiim siirekli olmadigindan genislemeyen doniisiim degildir.

u = 0 noktas1 bu doniisiim i¢in sabit noktadir. Her u € [0,2] i¢in

1G(w) = 0] < [lu— 0

olup G doniisiimii quasi-genislemeyen doniisimdiir.

Buradan da goriildiigii gibi; quasi-genislemeyen doniisiimler genislemeyen
dontisiimlerden daha geneldir. Genislemeyen doniisiimlerin en az bir sabit noktasi

varsa quasi-genislemeyen doniisiim olur.

Tamm 3.3.8. (Suzuki (C) Sart1): K, Banach uzay1 X’in bos kiimeden farkli bir alt

kiimesi olsun. Eger her u, ve K icin

1
> lu—Gulislu—vi=lGu—-Gvi<llu—vl

ise G: K —» K doniistimii, (C) sartin1 saglar denir [15].
Onerme 3.3.9. Her genislemeyen déniisiim (C) sartim saglar [15].
Ornek 3.3.10. G:[0,3] - [0,3] doniisiimii

0, u+3

6”2{1, u=3

ile tanimlansin. G doniisiimii (C) sartin1 saglar, fakat genislemeyen doniisiim
degildir. Eger u<wvve (u, v) € ([0,3]x[0,3])\ ((2 , 3)x{3}) alinirsa
Il Gu—Gv lI<Il u—v |l olur.

Eger u € (2,3) ve v = 3 alinirsa
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§||u—0u||=§>1>||u—v|| ve %Ilv—Gv||=1>|lu—v||

olup (C) sartim1 saglar. Fakat G siirekli olmadigindan, G genislemeyen degildir [15].

Onerme 3.3.11. Sabit noktaya sahip G doniisiimii (C) sartin1 saglarsa , G doniistimii

quasi-genislemeyen doniisiimdiir [15].
Ornek 3.3.12. G:[0,3] - [0,3] déniisiimii

0, u+3

G”:{z, u=3

ile tanimlansin. F(G) # @’dir. G quasi-genislemeyen doniisiim olup (C) sartini
saglamaz. F(G) = {0} # @ olup G quasi-genislemeyen doniisiimdiir. Fakat

SN3-G3l=;<1=3-2lve 163-G2l=2>1=3-2]

N |-

oldugundan (C) sartin1 saglamaz.
Ornek 3.3.13. G:[-1,1] — [—1,1] doniisiimiinii

4u 1
Gu = ?smﬂ, u+x0

0 , u=20

olarak tanimlayalim. Bu durumda, G siirekli ve quasi-geniglemeyen doniisiimdyir.
Fakat, R’de alisilmis norm altinda genislemeyen doniistim degildir. Agikca

goriilmektedir ki, G stireklidir ve tek sabit noktas1 O‘dir. u # 0 ve Gu=u ise, 0
zaman u € [—1,0)U(0,1] aldigimizda u = %usini veya Sini = % olup bu da
imkansizdir. |Gu — 0| = |4?u| |sini| < |4?u| oldugundan her u € [-1,1] i¢in

|Gu — 0] < |u — 0| gergeklediginden G quasi-genislemeyen dontisiimdiir. Ancak

G genislemeyen donilistim degildir. u = % Ve v = i alinirsa,

|Gu—Gv|=£ Iu—vlzive |Gu — Gv| > |u — v|
157 3T
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olup G’nin genislemeyen doniisiim sartin1 saglamadigr goriiliir.

1 1, . o1 1 2
= — = — - — = — < — = —
Ayrica u —Vvev= — degerleri i¢in, 2Iu Gu| o lu — v| -
5 16 2 5 e
saglanir. Ancak |Gu — Gv| = = T |u — v| oldugundan G doniisimi (C)

sartin1 da saglamaz.
Suzuki [15] ¢alismasinda, (C) sartin1 saglayan doniistimlerin genislemeyen
doniisiimlerden daha zayif quasi-genislemeyen doniisiimlerden daha gii¢lii oldugunu

gostermistir.
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4. MATERYAL ve YONTEM
4.1. Iterasyon Siirecleri

Bir doniisiimiin sabit noktalart bulunurken gesitli iterasyon siiregleri kullanilir.

Bunlardan bazilar1 asagidaki gibidir;

Tamim 4.1.1. (Picard iterasyonu) : Picard iterasyonu bazen ardisik yaklagikliklarin
dizisi (sequence of succesive approximations) olarak da adlandirilir. X bir diizgiin
konveks Banach uzayi, K da X'in bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun.

G: K — K bir doniisiim olsun. Keyfi u, € K, n > 1 pozitif tamsay1 i¢in

Un+1 = GUy (4.1)

{u,} dizisini olusturalim. (4.1) ile tiretilen diziye Picard iterasyon siireci denir. 1955
yilinda Krasnoselskij, G sabit noktaya sahip olsa bile G genislemeyen doniisiimii i¢in

Picard iterasyonunun G'nin sabit noktasina yakinsamadigini gosterdi [1].

Ornek 4.1.2. X = [0,1] olmak iizere G :[0,1] — [0,1], Gu=1—u doniisimii
genislemeyen bir doniisim ve F (G):{%} 'dir. Herhangi bir uy = a # % noktasi igin

(4.1) ile verilen Picard iterasyonu,
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U= GuO =]l—-a
Uy, = Gu1 = GZ(uO) =Qa
U3 = Guy, = G*(uy) =G3(uy) =1—«a

Uy = GUp_g = Gz(un—z) == Gn(uo)

eklindedir. Buise (a, 1 —a, a, 1 — a, -+ ) dizisini olusturur. Bu dizi a #% i¢in yakinsak

olmadigindan, Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamaz.

Tamm 4.1.3. Mann iterasyonu: 1953 yilinda Mann [2] tarafindan olusturulmustur.
Banach daralma teoremini saglamayan doniisiimlerin sabit noktalarinin bulunmasinda
kullanilmistir. X bir normlu uzay ve K, X’in bostan farkli konveks bir altkiimesi olsun.

G: K — K bir doniisiim ve uy € K olmak tizere Mann iterasyonu asagidaki gibi olur;

Uptr = (1 — apuy + anGuy,
(4.2)

seklinde tanimlanir. Burada {a,}, [0,1] araliginda bir dizidir [2].

Tamm 4.1.4. Ishikawa iterasyonu: Bu iterasyon 1974 yilinda S. Ishikawa [3]
tarafindan kurulmustur. Bu iterasyon ilk olarak bir Hilbert uzayinin konveks ve
kompakt bir altkiimesi iizerinde tanimli Lipschitzian ve pseudo contractive

doniigiimiin sabit bir noktaya kuvvetli yakinsadigini géstermek i¢in kullanild: [3].

X Banachuzayi, K, X’ in konveks bir alt kiimesi ve G: K — K doniisiim olsun.

Ishikawa iterasyonu
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u = uy
Upt1 = (1 — ap)u, + anGoy, (4.3
v, = (1 — by)u, + b,Gu,

bi¢iminde tanimlanir. Burada u, € K keyfi elemam ve {a,}, {b,} € [0,1] dur.

Ishikawa iterasyonda b,,= 0 alinirsa, Mann iterasyonuna indirgenmis olur.
Buna ragmen Mann [2] ile Ishikawa [3] iterasyonlar1 i¢in yakinsama sonuglari arasinda

bir bag yoktur.

Tamim 4.1.5. Noor iterasyonu: Noor iterasyon metodu, 2000 yilinda Noor [4]
tarafindan kurulmustur. Bu iterasyon, ¢oziimler yineleyen degisik teknikler kullanarak
Hilbert uzaylardaki c¢esitli esitsizliklerin yaklasik ¢oziimlerini ¢alismak i¢in 3-adim
(Noor) iterasyonunu analiz etmis ve tanitmistir. 2000 yilinda Noor [4], uy € K keyfi

elemani ve [0,1] araliginda olan {a,}, {b,} ve {c,} dizileri igin

u = ug,
Unyr = (1 — apduy + a,Goy,
v, = (1 — by)u, + b,Gwy,
wy, = (1 —c)u, + c,Guy,

(4.4)

iterasyonunu tanimladi [4].

Tamim 4.1.6. Agarwal ve ark. Iterasyonu: 2007 yilinda Agarwal ve ark. [5] uy € K
keyfi elemani ve [0,1] araligindaki {a,}, {b,} dizileri igin

u = uo ,
Uptr = (1 — an)Guy + anGuy, (4.5)
v, = (1 - by)u, + b,Gu,
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iterasyon semasini ¢alistilar [5].

Agarwal ve ark. [5] bu semanin Picard’in semasi (4.1) ile aymi oranda
yakinsadigr donilisiimler i¢in Mann iterasyonundan daha hizli yakinsadigini

gosterdiler.

Tamim 4.1.7. Abbas Nazir iterasyonu: 2014 yilinda Abbas ve Nazir [9] u, € K,

[0,1] araligindaki {a,}, {b,} ve {c,} dizileri igin

U = Uy,
Upsr = (1 — ay) Gy + a,Gwy,
v, = (1 = b,)Gu, + b,Gwy,
w, = (1 — ¢ )u, + cp,Guy,

(4.6)

iterasyon siireclerini sundular ve bu iterasyon siirecinin Agarwal ve ark. [5]° nin

sundugu iterasyon semasina gore daha hizli yakinsadigini gosterdiler.

Tammm 4.1.8. Thakur ve ark. Iterasyonu: Thakur ve ark. [10], u, € K,[0,1]

araligindaki {a, } ve {b,} dizileri i¢in

u = ug,
Unsy = Gy,
v, = G((1— a)uy + apwy),
w, = (1 — by)u, + b,Gu,

(4.7)

iterasyonunu olusturdular ve bu iterasyonu kullanarak genellesmis genislemeyen

doniistimler i¢in yakinsaklik sonuglarini ispatladilar.
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Tamm 4.1.9. M iterasyonu: 2018 yilinda Ullah ve Arshad [11] asagida yer alan ve
mevcut iterasyon siiregleri ile karsilastirildiginda daha iyi yakinsaklik oranlari sunan,
M iterasyonu olarak bilinen, ii¢ asamali yeni bir iterasyon siireci Onerdiler. Bu
iterasyonu kullanarak genellesmis genislemeyen doniistimler i¢in yakinsaklik

sonuglarini ispatladilar.

uy € K ve {a,,} € [0,1] olmak iizere,

u = Uy,
Uns1 = Gy,
o (4.8)

w, = (1 —a)u, + a,Gu,

seklinde tanimladilar.

Tamm 4.1.10. K Tterasyonu: Hussain ve ark. [12], K iterasyon islemi yardimiyla,
daralma doniisiimlerinin sabit noktasi i¢in veri bagimliligi sonucu ispatlamiglardir.
Son olarak, diizgiin konveks Banach uzaylarinda, hem daralma hem de genislemeyen
doniistimlerin genellestirilmesini ifade eden, Suzuki genellesmis genislemeyen

dontistimler i¢in baz1 zayif ve gii¢lii yakinsama teoremlerini ispatlamiglardir.

Uy € K, [0,1] araligindaki {a,}, {b,,} dizileri i¢in

u = u,
Unyr = GUp,
v, = G((1 — a,)Gu, + a,Gwy),
w, = (1 - by)u, + b,Gu,

(4.9)

iterasyonunu tanimladilar.
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Tamm 4.1.11. JF iterasyonu: Ali ve ark. [13] diizgiin konveks Banach uzaylarinda,
genellesmis genislemeyen doniisiimler i¢in JF iterasyon siireci kullanarak bazi
yakinsaklik sonuglarmi ispatlamislardir. Uygulama olarak, gecikmeli diferansiyel
denkleminin ¢6ziimiine yaklagsmak i¢in yeni tanimlanmis JF iterasyon siirecini

kullanmis ve asagidaki gibi tanimlamislardir:

uy € K, [0,1] araligindaki {a,}, {b,} dizileri i¢in

u = ug,
Upt+1 = G((l — ap)v, + anGvn); (4.10)
v, = Gwy, '

w, = G((1 — by)v, + b,Gv,

Tammm 4.1.12. D Iterasyonu: Hussain ve ark. [14] iterasyonunu u, € K ,[0,1]

araligindaki {a, }, {b,} dizileri igin

u = uo
Un+1 = Gy
v, = G((l —a,)Gu, + anGWn) (4.11)

wy, = G((1 = bpuy, + b,Guy,)

tanimladilar. D iterasyon siireci i¢in Suzuki’nin genellesmis genislemeyen
doniistimlerde kullandig1 zayif ve kuvvetli yakinsak teoremlerini kanitlamislardir.

Ayrica (4.11)' deki hata birikiminin sinirli oldugu da kanitlanmastir.

4.2. Baz1 Onemli Tanmimlar ve Notasyonlar

Tamim 4.2.1. (Opial sart1): X bir Banach uzayi olsun. u € X ve bu u elemanina

zay1f yakinsayan herhangi bir {u,} dizisi ile her u # v i¢in

27



4, MATERYAL ve YONTEM Oznur KORKUT

lim inf||u,, — u|| < liminf||u,, — v||
n—->0o n—>00

ise 0 zaman X Opial sartin1 saglar denir [28].

Tamm 4.2.2. (Demi-closed (yar1 kapal)): X bir Banach uzayi, K kiimesi de X’in
bostan farkli kapali bir alt kiimesi olsun. G: K — K doniisiimii tanimlansin. K i¢inde
{u,} smurh dizisi, {u,}, u* € K zayif yakinsak ve Gu,,, 0’a kuvvetli yakinsak sartlar
Gu* = 0 olmasini gergeklerse G doniisiimiine 0’ da yar1 kapali (demi-closed) doniisiim
denir [26].

Tanim 4.2.3. (Semi-compact (yar1 kompakt)): X Banach uzay1 K, Xin kapal1 bir alt
kiimesi olsun. G:K — K dontsimi tanimlansin. K iginde {u,} smirh dizisi ile

lim [|u, — Guy,|| = 0 verilsin. u,, - u* € K (kuvvetli yakinsak) olacak sekilde {u,}
n—oo

‘in bir alt dizisi {uni} mevcutsa 0 zaman G dontisiimiine yar1 kompakt (Semi-compact)

denir [29].

Tamm 4.2.4. (I Sart1): X diizgiin konveks Banach uzay1 ve K, X’ in bostan farkli
konveks alt kiimesi ayrica G: K = K bir doniisiim ve F(G) # @ olsun. Her k > 0 i¢in
g(k) >0, g(0) =0 olacak olacak sekilde azalmayan bir g:[0,o0) — [0, c0)

fonksiyonu var ve her u € K igin ||lu —Gul| = g (d(u,F(G))) ise, G ye (1) sartm
saglar denir [30]. Burada d(w,F(G)) = Ei?(fc)d(u, v)dir. (1) sarti, K’nin
v

kompakthigindan daha zay1ftir.

Lemma 4.2.5. X bir diizgiin konveks Banach uzayi ve biitiin pozitif tamsayilar i¢in

0<p<t,<q<1olsun. Ayrica {u,}ve{v,} X‘debazi r =0 i¢in
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limsup||u,|| <7, limsup]||lv,|| <r
n—-o0o n—-0o

ve

lim [[tyu, + (1 —t)wll =7
n—->oo

sartlarin1 saglayan iki dizi olsun. Bu durumda

lim ||u,, — v,|| = 0 olur [31].
n—-oo

Tanim 4.2.6. (Asimptotik Yaricap ve Asimptotik Merkez): K, X Banach uzayinin

bir alt kiimesi ve {u,}, X’ de sinurl1 bir dizi olsun. u € X olmak iizere,

ra(u: {un}) = 7{1_{?0 ”un - u”

kural ile verilen 7, (u,{u,}) fonksiyonunun infumumuna {u,} dizisinin K'ya goére
asimptotik ¢ap1 denir ve 71,(K,{u,}) ile gosterilir. Yani asimptotik yarigap
Ta(K, {un}) = inf{r, (u, {u,}): w € K}dir [33].

z € K olmak tizere

1oz, {un}) = inf{r,(uw, {u,}):u € K} = 7, (K, {u,})
oluyorsa z € K noktasina {u,} dizisinin K'ya asimptotik merkez denir [32]. {u,}

dizisinin K’ya goére asimptotik merkezlerinin sinifi Z, (K, {u,}) ile gosterilir. Yani

asimptotik merkez

Za(K' {un}) = {Z € K:T‘a(Z, {un})} = ra(K' {un})’dir-

29



4, MATERYAL ve YONTEM Oznur KORKUT

Z,(K,{u,}) bos kiime olabildigi gibi tek ya da ¢ok elemanli da olabilir.
Edelstein [32] da K, X diizglin konveks Banach uzayimnin bos olmayan kapali konveks
bir alt kiimesi ve X” deki her sinirh {u,,} dizisi i¢in Z,, (K, {u,,}) kiimesinin tek elemana

sahip oldugunu asagidaki teoremle gosterdi.

Teorem 4.2.7. K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks
bir alt kiimesi olsun. X’deki her sinirli {u,,} dizisi K'ya gore bir tek asimptotik merkeze

sahiptir. Yani

Zg(K, {un}) ={z}

ve u # z olmak tlizere

lim sup ||u, — z|| < lim sup ||u,, — u|| 'dir [32].
n—->oo n—-oo

Sonug 4.2.8.
1. Eger K zayif kompakt ise Z, (K, {u,,}) bos olmayan bir kiimedir.
2. Eger K kapali ise Z, (K, {u,}) de kapalidur.

3. Eger K konveks ise Z, (K, {u,}) de konvekstir [26].

Teorem 4.2.9. K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan kapali konveks bir
alt kiimesi ve {u,}, K’da Z, (K, {u,,}) = {z} olacak sekilde sinirl bir dizi olsun. Eger

{v}, K de lim 7, (v, {u,}) = (K, {u,}) sartin1 saglayan bir dizi ise lim v, = z
n—->oo

m—oo

dir [26].
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Lemma 4.2.10. K,X Banach uzayinin bos olmayan alt kiimesi olsun. G: K = K

genellesmis a-genislemeyen doniisiim olsun. Her u, v € K igin

34+«
lu — Gl + [[u— vl

- <
lu= Gl < T—

esitsizligi vardir [17].

Lemma4.2.11. G, X Banach uzayinin K alt kiimesi {izerinde bir doniisiim olsun. (C)

sartin1 sagladigini varsayalim. O zaman her (u,v) € K igin
lu—Guvis3liGu—ull+lu—-vl

saglanir [15].

Lemma 4.2.12. G, X Banach uzaymin K alt kiimesi iizerinde bir doniisiim olsun. (C)

sartin1 sagladigini varsayalim. O zaman asagidaki durumlar s6z konusudur [15]:
DIl Gu — G*u lI<ll u — Gu |,
i) >l u—Gu ll<llu—v llyada 2 Il Gu— G2u I<Il Gu —v |,
i)l Gu—Gv ISlu—vllyadal G*u—Gv lI<Il Gu—v .

Lemma 4.2.13. X diizgiin konveks Banach uzay1 ancak ve ancak

YV u,v € B.(r > 0icin B, = {u € X:||u|| < r}tanimlansin.) ve her A € [0,1] igin

2w+ (1 = Doll* < Alull® + @ = Dllvli? — 21 = Dgllu - vI)

olacak sekilde siirekli, kesin artan ve konveks bir g:[0, ) — [0, «), g(0) = 0
fonksiyonu vardir [33].
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5. BULGULAR ve TARTISMA

5.1. a-Genislemeyen Doniisiimlerle Diger Lineer Olmayan Déniisiimler
Arasindaki Iliskiler

Bu boliimiin ilk kisminda, a-genislemeyen doniisiimlerle diger lineer olmayan
doniistimler arasindaki iligkiler incelenmektedir. Bu konuda doniisiimlerle ilgili olarak
farkli isimlendirmelere de rastlanmaktadir. Doniisiimlerle ilgili bu isimlendirmeler su

sekilde tanimlanabilir.

Tamim 5.1.1. (X, ||. ||) Banach uzayi olsun. G: K € X — X, her u, v € K igin asagidaki
doniisiimleri tanimlayabiliriz.

A-firmly genislemeyen doniisiim [34] :

A€[0,1] i¢in [|Gu—Gv|| < |(1—AD)(u—v)+ A(Gu — Gv)||
Non —spreading doniisiim [35] :
21 Gu—Gv Pl v —Gu 1>+l u — Gv |I?
Hybrid doniisiim [36]:
31 Gu—Gu ISl u—Gv I+l v—Gu lIP+Hlu—wv |2

TJ-1 doniisiimii [37]:

21 Gu—Gv I*P<llu—v 1>+l Gu—v |I?
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TJ-2 doniisiimii [37]:

31 Gu—GuIPS 21l Gu—v I+l Gv —u |I?

Tamm.5.1.2. a <1 olsun. G: K —» X doniisiimii, her u,v € Kigin

lGu—Gr I’ allGu—vI’+allGv—ull?>+(1-2a) lu—v |?

ifadesini sagliyorsa a-genislemeyen dontisiimdiir [16].

Simdi a-genislemeyen donilislimiinii  yukarida verilen tanimlara gore
karakterize edelim.

e 0 —genislemeyen doniisiim ayn1 zamanda genislemeyen dontistimdiir.

o % —genislemeyen doniisiim ayni zamanda nonspreading doniisim ve TJ-2
doniisiimdiir.

o % —genislemeyen doniisiim ayn1 zamanda hybrid doniistimdiir.

o i —genislemeyen doniisiim ayn1 zamanda TJ-1 doniistimdiir.

e @, a-genislemeyen olsun. a <0 < G birim doniisiim olmasidir.

e 0<ac< 2 araligindaki her sabit doniisiim a-genislemeyen dontsiimdiir.
X'in kapal1 birim yuvari By olmak lizere, G:Byx - By a > %oldugunda her

a degeri icin Gy = 0y degilse a-genislemeyen doniisiimdiir.

Onerme 5.1.3. G: K — X olmak iizere her TJ1 doniisiimii i—genislemeyen
dontisimdiir [38].
Ispat: Her u, v € K igin

21l Gu—Gv IP<llu—v 1>+l Gu—v |I? (5.1)

ve
21 Gu—Gv I*’<lu—v I?+Il Gv —u |I? (5.2)

oldugundan (5.1) ve (5.2) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak,
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401 Gu—GrIP<2llu—v 2+l Gu—v 1>+l Gv —u |I?
elde edilir ve buradan

2 1 2 1 2 1 2
IGu=GrIP< 2l Gu=v P+l Gv—ulP+ (1 -2 lu=vl

sonucuna vartlir.
Onerme 5.1.4. Her TJ-2 déniisiimii % —genislemeyen doniisiimdiir [38].

Ispat: TJ-2 doniisiimii tanimindan

311 Gu—Gv I?°< 21l Gu—v 1>+l Gv —u |I? (5.3)
31 Gu—Gv I?2< 21l Gv—u I+l Gu — v |I? (5.4)

yazalim. Daha sonra (5.3) ve (5.4) esitsizliklerini taraf tarafa toplayalim.

6llGu—GuvIIP<3lGu—vI?+3IlGv—ul?
Buradan

1 1
I Gu — Gv IIZSEII Gu—VlI2+EII Gv —u |I?

% —genislemeyen doniisiim elde edilir.

Ornek 5.1.5. Herhangi iki o-genislemeyen doniisiimiin toplami o-genislemeyen

doniistimdiir. Bunun i¢in i —genislemeyen ve genislemeyen doniigiimlerini ele alalim.

4 Gu—GvIIPSIGu—-v >+l Gv—ull?>+2lu—v|? (5.5)
Il Gu—GvlI*P<lu—vl? (5.6)

(5.5) ve (5.6) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak, %—genislemeyen elde edilir. Bu

yontemle « € (0,1) olmak {izere %—genislemeyen doniisiim, %—genislemeyen

doniigim,...vb. bulunabilir.
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Ornek 5.1.6. Herhangi iki a-genislemeyen doniisiimiin farki a-genislemeyen

doniistimdiir.

P genislemeyen dontisiim ile " —genislemeyen doniisiimii sirastyla yazalim.

6l Gu—Gv I’<lIl Gu—v 1>+l Gv—ul>+4llu—vl? (5.7)
Al Gu—Gr ISl Gu—v I+l Gv—ul?+2lu—v|? (5.8)

Bu doéntistimlerin farkini aldigimizda % —genislemeyen doniisiimiinii verir.

Ornek 5.1.7. G:[0,3] - [0,3] olmak iizere,

> 3
=, u =
.
Gu = u ;
> u +
dontigiimiinii tanimlayalim.
5
{u =3, Gu=-—
v=2, 2
Gv=1

degerlerini kullanarak G’nin %—genislemeyen ve %—genislemeyen doniistim

olmadig1 gortiliir; fakat G % —genislemeyen doniistimdiir [38].

Ornek 5.1.8. G:[-2,1] = [—2,1] doniisiimiinii,

u
M, wer2n
G =4 "_4 )
2 T
olarak tanimlayallm. u = —2 i¢cin Gu=1ve v =11iin Gv = _71 alimirsa
2 2
216u—Gvl? =2|1+3 =2 ve IGu—vl*+|u—Gv|*=|-2+3| =Zolur.

% < % oldugundan G doniisiimii non-spreading doniisiim degildir.

Onerme 5.1.9. G: K - K bir doniisim ve u € K olsun. G?(u) = u olursa 0 zaman
[38]:
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i) u, G i¢in sabit noktadir
ya da

i) (0,1) araliginda olan her a degeri i¢in G a-genislemeyen doniisiim degildir.

Ornek 5.1.10. X = {(0,0), (2,0), (0,4), (4,0), (4,5), (5,4)} kiimesi iizerinde
I (ug, uy) = luq| + |uy| metrigini tamimlayalim. (X, |l.11) Banach uzayr olmak
uzere G:X - X
_ ((0,0) ,(2,0),(0,4), (4,0))
"\(0,0), (0,0), (0,0),(2,0)
dontisimii olsun. G 2((O,O)) = (0,0) olup gercekten de (0,0) bu doniisiim i¢in sabit

noktadir.

Onerme 5.1.11.  |lu — Gu|| = ||Gu — G?u|| = ||G?*u — u|| sartin1 saglayan
G:K —» K dontsumii ve u € K olsun. O zaman,
i) u, G igin sabit noktadir,
ya da
ii) (0,1) araliginda olan her a degeri i¢in G a-geniglemeyen doniisiim degildir
[38].

Simdi a-genislemeyen doniisiimlerin baz1 6zelliklerini verelim:

a) a<ligin Ny(K)={G:K - X/ G o — genislemeyen}’dir.
G € Ny, (K)N N, (K) ve ay < azolsun. Va € [ag, a,] igin G € Ny (K) “dir.

b) Birim déniisiim, Nge[o,1) Ne ([0,1]) kiimesinin elemanidir [38].

Ornek5.1.12. G:[0,1] X [0,1] = R?, G (uy,u;) = (uy, 0)doniisiimiinii tanimlayalim.
Bu doniisiim Ngefo,1) Ne[0,1] kiimesinin elemanidir. aq = % <a, =§ aldigimizda
G € No,(K) N Ng, (K) “dir. Simdi a = % € E,ﬂ icin, G € N,(K) oldugunu
gosterelim.

3= genislemeyen donlisimiinii

36



S. BULGULAR ve TARTISMA Oznur KORKUT

16w — Gvl1? < S 1Gu = vl1? + 2 1Gv — ul|? + (1 — 2) [lu — v]|>*dir.

||(111 —v3,0)|? ) )
< 3 |(uy — vy, —v)I* + 3 l(vy — ug, —u)ll* + 3 l(uy — vy, upy — v)|I? (5.9)

seklinde yazariz. g —genislemeyen dontlisiimii ise

16w — GvlI? < ZN1Gu — vl + 211Gy — ull? + (1 — 23) [lu — v]|>"dir.
|I(1211 — vy, 0|1 , )
< NGy = v, w2 + S 101 —wy, —u)II? = 1wy = v, u, — )12 (5.10)

seklinde yazariz. Buradan (5.1.9) ve (5.1.10) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

1
“(ul — Uy, 0)”2 < = |l(uy — vy, _172)”2 + E (v —uy, —uz)”2

N| =

elde edilir ve buradan
1 1
|Gu — Gv||? < > |Gu — v||? + > IGv — ul|?

% —genislemeyen donilistim oldugu sonucuna ulasilir.

5.2. a-Genislemeyen Doniisiimlerin Zayif ve Kuvvetli Yakinsaklik Teoremleri

Lemma 5.2.1. K, X Banach uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. F(G) # @
olacak sekilde G: K — X bazi a < 1 i¢in a-genislemeyen doniisiim olsun. O zaman G

quasi-genislemeyen doniisiimdiir. Ayrica F(G) kapalidir [39].

Lemma 5.2.2. K,X Banach uzayinin bostan farkli alt kiimesi olsun. G: K = X
doniigiimii baz1 a < 1 i¢in a-genislemeyen doniisiim olsun. O zaman Yu, v € K i¢in

asagidaki ifadeler dogrudur [39].

(1) 0<a<1licn
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lu — Gvl|?

< 2w — Gull? + = (allu — vl + I6u — GvlDllu — Gull + llu — v||?* dir.

(i) @ < 0igin
lu — Gvl|?

2 .
< |lu — Gu||*> + E((—a)IIGu —v|| + [|Gu — Gv|D|lu — Gul| + ||lu — v||?*’dir.

Onerme 5.2.3. (Yar1 kapahlik ilkesi): K, Opial sartin1 saglayan X Banach uzaymin
alt kiimesi olsun. G: K — K doniistimii baz1 a < 1 i¢in a-genislemeyen doniisiim

olsun. Eger {u,}, p ‘ye zayif yakinsarsa ve lim|Gu, —u,|| =0, o zaman
n—-oo

Gp = p’dir. Diger bir ifade ile I — G, I'nin X {izerinde birim doniisiim oldugu sifir

noktasinda yar1 kapalidir [39].

Yakin zamanda Aoyama ve Kohsaka [16] asagidaki sabit nokta teoremini

ispatladilar.

Lemma 5.2.4. K, X Banach uzayinin bostan farkli kapali ve konveks alt kiimesi olsun.
G:K - K donlisimii @ < 1igin o-genislemeyen doniisim olsun. Bu durumda

asagidaki sartlar denktir.

(i) u € Kicin {G"u},-, simrhdir.
(i)  F(G) + @ [16].

Lemma5.2.5. K, X diizglin konveks Banach uzayinin bostan farkli kapali ve konveks
alt kiimesi, G: K —» K doniisiimii ¢ < 1 i¢in a-genislemeyen doniisiim olarak alalim.
{a,},{b,}, {c,} €[0,1] ve u; € K olmak iizere Noor iterasyonu (4.4) ile tanimlanan

{u,} bir dizi ve p € F(G) olsun. O zaman asagidaki sartlar denktir.

(1) max{llup+1 — pll, lvn = plI} < llup —pll n=12,..
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(2) lim ||u,, — pl| vardir.
n—-0o

(3)&1_{210 d(uy, F(G)) vardir. Burada d(u, F(G)), u’dan F(G)'e olan uzakligi

gostermektedir.

Ispat: (4.4)’den

”Wn - p” = ”(1 - Cn)un + cnGuy, — p”
=[(1- Cn)(un - p) + Cn(Gun - p)”
< (1 - Cn)”un - p” + Cn”un - p”
= lu, — pll (5.11)

elde edilir. (4.4) ve (5.11)’den

lv, —pll = I(1 — bp)uy, + byGwy, —pl|
=1 - bn)(un - p) + bn(GWn - p)”
< (1 - by)llup —pll + bullGwy, — pl|
< (1 - bn)”un i p” + bn”Wn - p”
< (1= bp)llun — pll + bullun, —pli
= [lun, —pll (5.12)

bulunur. (4.4), (5.11) ve (5.12)’den

”un+1 - p” = ”(1 - an)un + a,Gv, — p”
= |(1 = ap) (un — p) + an(Gvy, — P)|
< (1 - an)”un - p” + an”Gvn - p”
< (1 - an)”un - p” + an”vn - p”
< (1 - an)”un - p” + an”un - p”
= lu, —pll (5.13)
elde edilir. Buradan da, [|u,,+1 — pll < llu, — pl| olup {llu,, — p||} monoton artmayan

ve sinirlidir. Dolayisiyla lim ||u, — p|| vardir. Yine ayni sekilde, {d(u,, F(G))} nin
n—-oo

siirlt artmayan reel dizi oldugu sonucuna ulagilir.

Teorem 5.2.6. K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bostan farkli kapali ve konveks
alt kiimesi ve G:K — K donlisimi a <1 igin a-genislemeyen doniisiim
olsun. {a,},{b,}, {c,} €10,1] ve u; € K olmak iizere Noor iterasyonu (4.4) ile

tanimlanan {u,,} bir dizi olsun. O zaman asagidaki sartlar gecerlidir.
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1. Eger {u,} siirl ve liminf||Gu,, — u,|| = 0 ise F(G) # @’ dur.
n—-o0o

2. F(G) # 0, {u,} sinirli oldugunda asagidaki durumlar gegerlidir.

1.Durum: O<a<1 ise

(@) limsup a,,(1 — a,) > 0 oldugunda, liminf||Gu, —u,|| =0,
n—-o0o

n—-oo

(b) ligr_l)ioglfan(l —a,) > 0 oldugunda, TllggollGun —u,|| = 0olur.

2.Durum: a < 0 ise

(@)
liminfa,(1 —a,) >0,
n—-oo
liminfb, <1
n—-oo
veya

limsup a,,(1 — a,) > 0,

n—-oo

limsup b, <1

n-co
oldugunda lirgr_lglfllGun — uy|l = 0 olur.
(b) ligr_l)ioglf a,(1—a,) >0 ve limsupb, <1 oldugunda,
n-co
,llil{}o”Gun —u,|l =0 olur.
Ispat: {u,}'nin smirli ve linrr_l)i(EfIIGun —u,|l =0 oldugunu kabul edelim.
lim ||Gunk — Uy, ||:0 olacak sekilde {Gu,,} nin {Gunk} bir sinirh alt dizisi vardir.

k—o0

A(K, {unk}) = {p} oldugunu varsayalim. M sayis1 olarak

My = sup{||un, ||, [|Gun, ||, DI NIGPll: k € N} < 00

alalim. Eger 0 < a < 1 i¢in Lemma 5.2.2 (i)’den
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2
||ulnk Gp|| ,
+a
< L i = Gt I+ 2 (@l — o1l + Gt — Gl — Gt
e, I 2
1+ 4M4(1+
= _a ” Uny, Gunk” + 1( ‘1) ”G Uy, — unk” + ”unk p”

elde edilir. Buradan

ligisupllunk - Gpllz
—00
_ 2 (1+a) ;.
< i—ZhQLSc}jpllunk — Guy, ||” + %hi’fﬁp”%k ~
2
+limsup||unk - P”
k—oo

:limsup”unk - p||2
k—oco

elde edilir. Eger a« < 0 ise Lemma 5.2.2 (ii) kullanirsak

2
[y, = G|
2 2
= ”unk o Gunk” + m((_a)”Gunk - p” + ”Gunk ~ Gp”) ”unk - Gunk”
2
'1|'||unk P” M, )
+a 2 +a 2
= 1 — ”unk unk” + iT ”Gu’nk - unk” + ”unk - p”

bulunur. Tekrar buradan,

limsup[u, — G|l
—00
_ 2 (1+a) .
< s, — G |+ 55 imsup i, |
2
+limsup||unk - P”
k—oo

=limsup||unk — p”2
k—oo

elde edilir. Boylece tiim durumlarda

r(Gp, {un,}) = ligsupllunk — Gp||

< hmsup”unk p||

)
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sonucunu buluruz. Bu demektir ki, Gp € A(K,{un,}). X’in diizgiin konveks olma
ozelliginden Gp = p elde edilir. Tam tersine, F(G) # @ ve p € F(G) olsun. Lemma

5.2.5’den lim ||u, — p|| vardir ve dolayisiyla {u,,} sinirlidir. Lemma 5.2.1 ve Lemma
n—->o0o

4.2.13 dikkate alindiginda, g(0) = 0 sartin1 saglayan stirekli kuvvetli artan konveks

bir g: [0, c0) — [0, ) fonksiyonu elde ederiz ve buradan
lwy, — pllz = (1 = cp)up + cpGuy, — p”2

< (1 - Cn)”un - p”2 + Cn”Gun - p”Z-Cn(]. - Cn)g(”Gun - un”

< llun = plI?

bulunur. Ayrica,
v, = plI* = I = by)uy + byGwy — plI?
< (1 = byl — plI2 + ballGwy — pII2 = bu(1 = by) g(llGwy — 1, ]I
< byllwn = plI*+(1 = b llup = plI?> = by (1 — bp) g(IGwy — unll)
< byllun — plI*+(1 = b llup — plI* — by (1 = ) g(IGW, — unll)
< llun = plI> = by (1 = b)) g(lIGwy — uy )

olur. Boylece,

”un+1 - pllz = ”(1 - an)un + a,Gv, — p”2
< (1 - an)”un - p”2 + an”GUn - p”2 - an(l - an)g(”GUn - un”)
< an”vn - p”2+(1 - an)”un - p”2 - an(l - an)g(”GUn - un”)
< an(”un - p”2 - bn(l - bn)g(”GWn - un“))+ (1 - an)”un - p”2
_an(l - an)g(”Gvn - un”)
< ”un - p”2 - arll)rl(1 - bn)g(”GWn - un”)+ (1 - an)”un - pllz
_an(l - an)g(”Gvn - un”)

elde edilir. Buradan da

an(l - an)g(”GUn - un“) < ”un - p”2 - ”un+1 - p”2 (514)
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anbn(1 - bn)g(”GWn - un”) < ”un - p”2 - ”un+1 - p”2

sonuglar1 bulunur. Buradan asagidaki durumlar inceleyelim.

(5.15)

i) 0 <liminfa, <limsupa, <1 isetimn = n, i¢in 0 < § < a, olacak sekilde

n-—coo n—co

6 € (0,1) ve bir n, pozitif tamsayisi vardir. O zaman

6(1=8)gUlGv, —unll) < llun = plI* = llunss — plI?

yazilir. Bdylece, m > n; i¢in

m 1 m
D 9016, —unl) < 55 > (htn = I = ltnas = I?)

n=ny n=nyp

1 2
=50-9%) [uny =2l

yazilabilir. m — oo igin Y3, g(||Gv,, — uy||) < oo olur ve boylece

lim g(|IGv, — u,|) = 0 elde edilir.
n—-oo

Burada g(0) =0 sartim saglayan siirekli kuvvetli artan konveks bir

g:[0,0) = [0, ) fonksiyonu i¢in

liminf||Gv,, — u,|| =0
n—-oo

bulunur.

i) 0 <liminfb, <limsupb, <1 ve liminf a,, > 0 oldugunda,
n—-oo

n—oo n—-oo

(5.15)’de benzer yontem kullanilarak,

Tlll_)rgo(”GWn - un”) =0
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oldugu bulunur. Diger taraftan (4.4)’den

Gup — vy = Gu, — ((1 = bpuy, + bpGwy,) = (Guy — up) + by (Gwy, — uy,) (5.18)
Uy — Uy = Uy — (b, Gwy, + (1 — by)uy,) = b (Gw,, — uy) (5.19)

elde edilir. (5.18) ve (5.19) baktigimizda @ < 0 durumu i¢in yapilan ¢ikarimlarin
(5.16) ve (5.17) izlediklerini goriiyoruz.

Asagidaki islemlerde 0 < a <1 durumunu incelenmektedir. ilk olarak

liminfa,(1 —a,) >0 oldugunu varsayiyoruz. Lemma 521 ve (5.16)
n—oo

kullandigimizda M = sup{||Gu, ||, ||Gv, ||: n € N} < o oldugunu buluruz. G

a-genislemeyen doniisiim oldugundan, (5.18) ve (5.19) ’den yola ¢ikarak asagidaki

sonuglari elde ediyoruz.

”Gun = un”2 ~ (”Gun i Gvn” + ”Gvn - un”)2
< ”Gun - Gvnllz + ”Gvn - unllz + 2”Gun - Gvn””Gvn - un”

< a”Gun - vnllz + a”Gvn - unllz + (1 - za)”un - Un”2+”GUn
_un” + 2”Gun - Gvn””Gvn - un”

< a(llGuy — upll? + b 1Gwy, — upll? + 2D, |Gy, — up |1 Gwy,
—uu )+ allGvy, — unll? + (1 — 22)b, | Gwy, — uy|?
HIGv — unll? + 2[Guy, — Gy |1Gvy — |l

= al||Gu,, — u,y||* + |Gw,, — u,||? (czbn2 +(1- Za)bnz)) + (a

+1) ”Gvn - un” + Zabn”Gun - un””GWn - un”+2M”GUn - un”

(1—a)by? 1+a
”Gun - un”2 < Tan ”GWn - unllz + E ”Gvn - unllz

2aby
1-a

2M
+ ”Gun_un””GWn_un” +E”Gvn_un”

1+a 2ab
”Gun - unllz < anHGWn - unllz + m”GUn - un”2 + 1— Z ”Gun - un”

44



S. BULGULAR ve TARTISMA Oznur KORKUT

M
X ”GWn - un” +m”GUn _un”

bulunur. Buradan da n — oo i¢in
1+a
”Gun - unllz < ”GWn - unllz + E ”Gvn - unllz

2aby, 2M
+ - ”Gun - un””GWn - un” + E”Gvn - un” -0 (520)

1-a

elde edilir.

Son olarak, limsup a,(1—a,) >0 oldugunu varsayiyoruz. (5.17)’den

n—-oo

{u,} ve {v,} nin sirasiyla {unk} ve {vnk} olmak {tizere iki alt dizisini buluruz.

Oyleyse Ilirg”Gvnk — Up, || = 0°dir. M yerine

M = sup{||Gun, ||, |Gvp, |l:n € N} < oo

alirsak ve (5.20) deki {uy,, } ve {vy, } alt dizilerini kullanirsak lim |Gun, — uy,[| = 0

sonucuna ulasilir. Bu da liminf||Gu,, — u,|| = 0 oldugunu verir.
n—oo

Teorem 5.2.7. K, Opial sartin1 saglayan X diizgiin konveks Banach uzayinin bos
olmayan, kapali ve konveks bir altkiimesi olsun. @ < 1 igin F(G) bos olmayan sabit
noktalar kiimesi olmak tizere G: K — K doniisiimii a-genislemeyen bir doniistimii
alalim. {a,,}, {b,.}, {c,,} € [0,1] olmak iizere ve u; € K icin {u, } Noor iterasyonu (4.4)

ile tammlanan bir dizi olsun. Eger a < 0 ise liminfa,(1 —a,) > 0 ve ek olarak
n—->oo
lim b, <1 oldugunu kabul edelim. O zaman {u,}, G’nin sabit noktasma zayif

n—>oo

yakinsar.

Ispat: Teorem 5.2.6°dan {u,,} smirlidir ve  lim ||Gu,, — u,|| = 0°dir. X bir diizgiin
n—->oo

konveks Banach uzayi oldugundan X yansimalidir. O zaman, {u,,} dizisinin

m, € K’ya zayif yakinsak olacak sekilde bir {unj} alt dizisi vardir. Onerme 5.2.3

geregi, my € F(G) dir. {u,} dizisinin m;’e zayif yakinsak oldugunu iddia ediyoruz.
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Bunu gostermek i¢in {u, } dizisinin m, € K’ ya zayif yakinsak olacak sekilde bir {unk}

alt dizisinin varligimi ve m; # m, oldugunu varsayalim. Yine Onerme 5.2.3 geregi

m, € F(G)dir. Lemma 5.2.5’den, tim p € F(G) i¢in lim ||u,, — p|| vardir. O
n—->0oo

halde, Opial sartindan

lim ||u,, — m;|| = lim ”un. — m1| < lim ”un. —m2|| = lim ||u,, — m,]|
n—-oo joo J jooo J n—-oo
= Jim it = | < tim ot — | = Jim I, g

bulunur. Bu ise bir ¢eliskidir. Boylece m; = m, olur. Dolayisiyla {u,}, G'nin sabit

noktasina zayif yakinsar. Ispat burada tamamlanur.

Teorem 5.2.8. K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bostan farkli kompakt ve
konveks alt kiimesi olsun. G: K = K doniisimii @ < 1 i¢in a-genislemeyen donlisiimii

alalim. {a,,}, {b,}, {c,} € [0,1] olsun. 0 < a < 1 oldugunda limsup a,(1 —a,) >0

n—-oo

oldugunu kabul edelim. a < 0 oldugunda ise

liminfa,(1 —a,) >0,
n—-oo

liminfb, < 1

n—-oo

veya

limsup a,,(1 — a,) > 0,

n—-oo

limsup b, <1

n—oo

oldugunu kabul edelim. (4.4 )’de Noor iterasyonu ile tanimlanan u; € K olmak tizere

{u,} birdizi olsun. O zaman {u,}, G’nin sabit noktasina kuvvetli yakinsar.

Ispat: K simirli oldugundan, Lemma 5.2.4°ii izlersek F(G) # @ dir. Teorem 5.2.6yi

kullanarak {u,} dizisi siirhdir ve liminf]|Gu, — u,|| = 0. K’nin kompakt olma
n—->oo

ozelliginden, {u,}’ nin baz1 p € K ‘ya kuvvetli yakinsayan {unk} alt dizisi vardir ve

,li_r,l;)”Gunk — unk” = 0’°dr.
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M; = sup{”unk”, ||Gunk||, lIpll, IGpll: k € N} <o (0<ax<l1

alip Lemma 5.2.2(i) kullanirsak,

1+a
1-a

2
+ 15 (alhwn, = ol + 1Gun, = 6o 1), = Gty | + [ty — ]

1+a
1-a

lam = GpII” < T lum, = Guamy I

4M3(1+a)
1-a

<

2 2
”unk - Gunk” + ”unk - Gunk” + ”unk - P”

elde edilir. Buradan her iki tarafin limsup alinirsa

. 2 1+a . 2
limsup||u,, — Gp||” < T limsup lun, — Guy, ||
k—oo (04 P
AM;(1+ @) . )
+ i —a llin_)soljp”unk - Gunk” + hglj::p”unk - p”

bulunur. Eger ¢ < 0 ise Lemma 5.2.2 (ii) kullanarak,

”unk - Gp”2 = ”unk - Gunkllz

+ 722 (@G, =PIl + Gty = 6o 1ty = G|

2
+lun, —pll
A4M;(1 — )

2 2
< ”unk - Gunk” + 1—a “unk - Gunk” + ”unk - P”

elde edilir. Buradan her iki tarafin limsup alinirsa,

limsup”unk — G)o”2 < limsup”unk — Gunk”2 + 4M3limsup||unk - Gunk”
k—oo k—oo k—oo
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+ lig{nsup”unk — p||2

yazilir. Buradan Ilim”unk — Gp||=0’d1r. Boylece Teorem 5.2.6° dan Gp = p olur.

Lemma 5.2.5°den lim ||lu,, — pl| vardir ve {u,} dizisi limiti p’ye kuvvetli yakinsar.
n—->0o

Teorem 5.2.9 K, diizgiin konveks X Banach uzayinin bostan farkli kapali ve konveks
alt kiimesi olsun. @ < 1, F(G) # 0 ve {b,,},{a,} € [0,1] olmak iizere G: K - K
a-genislemeyen doniisiim olsun.

0 < a <1 oldugunda, limsupa,(1—a,) > 0 oldugunu kabul edelim. « < 0

n—oo
ise
liminfa,(1—a,) >0,
n—oo
liminfb, <1
n—-oo
veya

limsup a,,(1 — a,) > 0,

n—-oo

limsup b, <1

n—-oo

oldugunu kabul edelim. u; € K igin, {u,,} Noor iterasyonu (4.4) ile tanimlanan bir dizi
olsun. iizere G:K — K a-genislemeyen doniisiimii () sartin1 sagliyorsa, 0 zaman
{u,}, G' nin sabit noktas1 p ‘ye kuvvetli yakinsar.

Ispat: Teorem 5.2.6°den liminf]|Gu,, — u,,|| = 0 oldugu biliniyor. Bu nedenle
n—->oo

lim ||Gunk — unk” =0

k—oo

olacak bigimde {u,}' nin {unk} alt dizisi vardir. G, (l) sartim1 sagladigindan {unk}

dizisi ile ilgili olarak Ilim d(up, , F(G)) = 0 oldugu bulunur. O halde tim k € N igin

1
d(UnPic) < 3% (5.21)
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olacak sekilde {u,} dizisinin bir alt dizisi {unk} ve {px} € F(G) dizisini elde ederiz.

O zaman, (5.13)’den

e, = ill < i, = pll<zz, VK €N

elde ederiz. Bu da

1Ds1 = Dicll < ||Pras = e, || + [lnyy — el
1

1
= 2 (k+1) + ok
1
< S’ vk =1,2,3 ...

olur. Sonug olarak, {p;}, F(G) i¢inde bir Cauchy dizisidir. F(G), X i¢inde kapali
olma ozelligine bagli olarak (bkz. Lemma 5.2.1), baz1 p € F(G) igin Ilim Pk =D

oldugu goriliir. (5.21)’den zlim Uy, = p'dirve Lemma5.2.5’den de lim |lu,, — pl| var
-0 n-oo

oldugunu goriiriiz. Buradan lim [|u,, — p||=0 sonucuna ulasilir.
n—-oo

5.3. Genellesmis a-Genislemeyen Doniisiimlerin Sabit Noktaya Yaklasinm

Pant ve Shukla [17], asagida tanmimi verilen ve (C) sartim1 saglayan
doniistimleri igeren genellesmis a- genislemeyen dontisiimler sinifini tanitmiglardir.
Tanmm 5.3.1. K, Banach uzayr X’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun,

her u,v € K igin bir ae[0, 1) varsa,

“lu—-Gul<llu—vl

2
SlGu—GrifalGv—ull+alGu—vI+(1—-2a)lu—vll

olup G: K — K doniisiimii genellesmis a-genislemeyen doniisiim olur [17].
Simdi genellesmis a-genislemeyen doniisimlerin bazi temel 6zelliklerini

verelim.

Onerme 5.3.2. (C) sartin1 saglayan her doniisiim genellesmis o-genislemeyen

dontistimdiir. Fakat bunun tersi dogru degildir. & = 0 oldugu zaman genellesmis
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a-genislemeyen doniisiim, (C ) sartin1 saglayan bir doniisiime doniisiir [17].

Ornek 5.3.3. K = [0,4] alisilm1s norma sahip R’nin bir alt kiimesi olsun.

G: K — K doniistiimiini,

olarak tanimlayalim.

u € (2,8/3] vev = 4 alindiginda

%IIu—GuIISIIu—vllve lGu—-Gvi=2>llu—vl

oldugundan G, (C) sartin1 saglamaz. Tekrar u € (2,3] ve v =4 alindiginda

1
Ellv—Gv ISlu—vll ve lGu—GvII>llu—vl

olup yine G, (C) sartin1 saglamaz. Fakat a > % i¢in a-geniglemeyen doniisiim ve

a=> é icin genellesmis o—genislemeyen doniisiim olur [17].

Ornek 5.3.4. G: [0, 2] = [0,2] déniisimii

olarak tanimlayalim.

u € (1,1.33] ve v = 2 i¢in
%IIu—GuII <llu=v|ve ||[Gu—Gv||=1>2—-u=|lu—"|

oldugundan G doniisiimii (C) sartin1 saglamaz. Bununla birlikte a > % i¢cin

genellesmis a-genislemeyen doniisiim olur.

Ornek 5.3.5.R?*°de X = {(0,0),(4,0),(0,8),(8,0),(8,9),(9,8)} olsun. .l normu

uzerinde
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I (ug,uy) = |luq| + |u,|  tammlansm, (X,I.) Banach uzay1 ve G:X—->X

dontistimi

_ (0,0),(4,0),(0,8),(8,0),(8,9),(9,8)
' ((0,0), (0,0), (0,0), (4,0, (8,0), (0,8))

. 3 ..
verilsin. a > o i,

lGu—GviSallGu—viI+alGv—ull+(1—-2a) lu—vll

(u,v) # ((8,9), (9,8)) oldugu durumlarda G, a-genislemeyen doniisiimdiir.
Simdi u = (8,9) ve v = (9,8) aldigimizda ise

| Gu — Gv |1°= 256 > 154a + 4
=8la +8la+ (1 - 2a)4
=allGu—vIP+allGv—ul?>+(1-2a) lu—v|?

elde edilir. Bu da G’nin a-genislemeyen doniisiim olmadigini gosterir. « < 1 igin
u = (8,0) ve v = (9,8) alalim.

Mu—Gul=2<9=lu—vl
olur. Fakat;

lGu—GvI=12>9=llu—v |l

oldugundan G, Suzuki tipi genellesmis genislemeyen doniisiimii de degildir.
Ornek 5.3.6. G: [0,8] — [0,8] déniisiimii

{0, u+8

Gu = 4, u=3~8

olarak tanimlayalim.

u € (4,5.33] ve v =8i¢in

%IIu—GuIIS lu—v||vel||Gu—-Gv||=4>8—-u=|u-—"v
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oldugundan G doniisiimii (C) sartin1 saglamaz. Bununla birlikte a > é igin

genellesmis a-genislemeyen doniisiim olur.

Onerme 5.3.7. K, X Banach uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun. G: K — K
donlisimii v € K sabit noktasi olan genellesmis a-genislemeyen doniisiim olsun. O

zaman G quasi-genislemeyen doniisiimdiir [17].

ispat: v € F(G) ve u € K aldigmizda Il u— Gv =0 <l u — v I'dir.

lGu—GviSalGu—vi+alGv—ul+(1-2a)lu—7vl
lGu—viSalGu—vi+allv—ul+@A-2a)llu—"vl

buradan

A-allGu—viI<A-a)llu—-vl

elde edilir. (1 — @) > 0 oldugundan || Gu — Gv |I<Il u — v || sonucuna varilir.

Asagida verilen yeni iterasyon yardimiyla genellesmis a-genislemeyen

doniistimlerin sabit noktaya yaklasimlar: incelenmektedir.
Uy € K,[0,1] araligindaki {a,}, {b,} ve {c,} dizileri i¢in

U = Uy,
Uppq = G((l — a,)Gw, + anGvn),
v, = G((1 = by)Guy, + b,Gwy,),
k Wy = G((l - Cn)un + ¢ Guy)

(5.22)

iterasyonunu tanimlayalim. Bu iterasyona gore genellesmis a-genislemeyen

doniistimlerin sabit noktaya zayif ve kuvvetli yakinsakliklar1 incelenecektir.

Lemma 5.3.8. K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan, kapali konveks

bir altkiimesi ve F(G) # @ olmak iizere G:K — K genellesmis a-genislemeyen
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dontisiim olsun. {u,} dizisi (5.22) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O

zaman tim p € F(G) i¢in lim ||u, — p|| mevcuttur.
n—-o0o

Ispat:

”Wn - p” = ”G((l - Cn)un + CnGun) - p”
< ||((1 — U, + anun) — p||
=[(1- Cn)(un - p) + Cn(Gun - p)”
< (1 - Cn)”un - p” + Cn”un - p”
= Il = pl (5.23)

”vn - p” = ”G((l - bn)Gun + bnGWn) - p”
< I(1 = b)) Guy, + by, Gwy, — pl|
= ”(1 - bn)(Gun r p) + bn(GWn - p)”
< (1 r bn)”Gun - p” + bn”GWn - p”
< (1 = bn)”un - p” + bn”Wn - p”
< (1 - b)llun — pll + byllu, — pli
= [lun —pll (5.24)

”un+1 - p” = ”G((l r an)GWn + anGUn) _ p”

<1 -ay)6w, + a,Gv, —pl|

= [|(1 = ap)(Gwy, — p) + a(Gv, — P)

< (1 - an)”GWn - p” + an”GUn - p”

< (1 - an)”Wn - p” + an”vn - p”

< (1 - an)”un - p” + an”un - p”

= |lun, — pll (5.25)
elde edilir ve buradan ||u,4+; — pll < llu, — pll olup {|lw,, — pll} monoton artmayan

ve smirhidir. Dolayisiyla lim ||u,, — p|| vardr.
n—-o0o

Teorem 5.3.9. K, X diizgiin konveks Banach uzaymin bos olmayan, kapali konveks
bir altkiimesi ve G:K — K genellesmis a-genislemeyen doniisiim olsun. {u,} dizisi
(5.22) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi olsun. O zaman

F(G) # @’dir ancak ve ancak {u,} smirhidir ve gl_r)glo lu, — Guy|l = 0 olur.

Ispat: {u,} smirli bir dizi ve lim ||Gu,, — u,|| = 0 oldugunu varsayalim. X diizgiin
n—>oo

konveks bir Banach uzay1 oldugundan A(K, {u,}) = @' dir. p € A(K, {u,}) olsun.

Asimptotik yari¢ap tanimindan,
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r(G(p), {up} = limsup|lu, — G(p)ll

n—-oo

elde edilir. Lemma 4.2.10’dan,

r(G(p), {up} = limsup|lu, — G(p)ll

n—-oo

. 3
< timsup ((229) 16ty — el + ity = p1l)

n—-oo

= lim supllu, —pll = r(p, {un})

yazariz. {u, } asimptotik merkezin tekliginden G (p) = p elde edilir. Yani

F(G) # ¢’dur.
Simdi F(G) #® vep € F(G) olsun. Lemma 5.3.8 geregi, lim ||u, — pl|
n—-oo

vardir. Kabul edelim ki

lim[lu, —pll =7 (5.26)
n—-oo

olsun. (5.23), (5.24) ve (5.25) kullanirsak,

limsup|lwy, — pl| < limsuplju, —pll <7,

n—-oo n—->oo

ve

limsup||v, — pl| < limsup||lu, —pll <r

n—-oo n—-oo

elde edilir. Onerme 5.3.7, Lemma 5.3.8 ve (5.26)’den

n—oo

lim sup||Gu,, — p|| <limsup|lu,, —pl| <,
n—-oo
n—->oo

lim sup||Gw,, — p|| <limsup||lw,, — p|| <,
n—0o

lim sup||Gv,, — p|| <limsup||lv, —p|| <,
n-oo

n-—oo
ve

”un+1 - p” = ”G((l - an)GWn + anGvn) - p”
< ”(1 - an)GWn + anGUn - p”
= 11 — a,)(Gwy, — p) + an(Gvy, — P)I
< (1 - an)”GWn - p” + an”Gvn - p”
< (1 - an)”Wn - p” + an”vn - p”

54



S. BULGULAR ve TARTISMA Oznur KORKUT

< (1 -a)lluy, —pll + ayllu, —pll
= |lu, —pll,

lups1 = pll < 11(1 = an)(Gwy = p) + an (G, = Pl < |luy, =Pl
r < lim|(1 = an)(Gwn —p) + an(Gv, —plll < 7,

oldugundan lim ||(1 — a,)(Gw,, — p) + a,,(Gv, — p)|| = r bulunur,.
n—-oo

Lemma 4.2.5 geregi, lim [|Gw,, — Gv,|| = 0 elde edilir.
n—oo

lunssr — Gwyll = ”G((l — ap)Gwy + anGu, — GWn)”
= ”(1 - an)GWn + anGv, — GWn”
= |lanGwyp, — a, Gyl
< an”GWn F Gvn”-

Buradan lim ||u,.; — Gw,|| = 0 elde edilir.
n—->00

lunser = pll < llupgr — Gwyll + ||Gwy, — pl|
< ”un+1 - GWn” + ”Wn - p”

oldugundan

r < liminfl|lw,, — p||
n—-oo
lim [lw, —pll =7
n—-oo

elde edilir.

”Wn - p” = ”G((l - Cn)un + CnGun) - p”
< ||((1 — U, + anun) — p||
= [|(1 = ) (up — p) + cn(Gu, — )i
< (1 - Cn)”un - p” + Cn”un - p”
=llun —pll
r< 111_1;210”(1 — ) (U —p) + cn(Guy, — DI <7

oldugundan lim ||(1 — ¢,)(u, — p) + cn(Gu, — )| =71 bulunur. Lemma
n—>0oo

4.2.5°den, lim [|Gu, — u, || = 0 elde edilir.
n—-o0o

Teorem 5.3.10. K, X diizgiin konveks Banach uzayinin bos olmayan, kompakt

konveks bir altkiimesi ve F(G) # @ olmak iizere G:K — K genellesmis
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a-genislemeyen doniisiim olsun. {u,}, (5.22) iterasyon siireci ile tanimlanan bir dizi
olsun. O zaman, {u, } G’nin bir sabit noktasina yakinsar.

Ispat: Teorem 5.3.9°den lim||Gu,, —u,|| = 0 oldugu biliniyor. K, kompakt
n—-o0o

oldugundan, {u,}’in {unk} alt dizisi vardir ve {unk} p € K olacak bigimde, p’ye

yakinsar. Lemma 4.2.10’u kullanirsak, her k > 0 igin

(3+a

) (Gt = ]| + i,

elde ederiz. Bu durumda, {unk}, Gp’ye yakinsar. Teorem 5.3.9’dan Gp = p olur. G,

quasi-genislemeyen bir donisiim oldugundan, tim n € N igin [[uyeq — pll <

llu, — pl| elde ederiz. Dolayisiyla {u,}, p’ye yakinsamaktadir.

Teorem 5.3.11. Teorem 5.3.10 sartlar1 saglanmis olsun. Ayn1 zamanda, G, (I) sartini
sagliyorsa, o zaman (5.22)’te tanimlanan {u,}, G’nin sabit noktasina Kuvvetli
yakinsar.

Ispat: Lemma 5.3.8’den lim ||u, — p|| mevcuttur. Boylece tim p € F(G) igin
n—oo

lim d(u,, p) elde ediyoruz. Yine, Teorem 5.3.10’den, lim |lu, — Gu,]|| = 0°dir. (I)

n—oo n—oo

sartindan yola ¢ikarak

lim g (d(un F(6)) < lim lluy = Gy

sonucuna varilir. Yani, lim g (d(un, F(G))) =0 g:[0,0) - [0, ), tiim
n—>0co
r € (0,00) igin g(0) = 0ve g(r) > 0 sartlarin1 saglayan azalmayan bir fonksiyon
oldugundan, lim d(un,, F(G)) =0 sonucuna variriz. Bdylece tim j € N icin
n—->oo
[utn, = p;|| < 5; olacak sekilde {w,} dizisinin bir alt dizisi {u,} ve {p;} = F(G)

dizisini elde ederiz. O zaman, (5.25)’den

1

[t =il = ln, =il < 57

bulunur. Boylece
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i e

-0, j-ooo.

||pf+1 - pj” = ||pf+1 ~Unjyy
S+ <

— 2Jj+1

2Jj-1
Boylece {p;} dizisi F(G) i¢inde bir Cauchy dizisi oldugu gériilir ve dizi bir p
noktasina yakinsar. F(G) kapali oldugundan p € F(G) olur ve {unj}, p ye kuvvetli
yakinsar. r{i_{gollun — pl| mevcut oldugundan {u,} —» p € F(G) elde edilir. Boylece

ispat tamamlanir.
Son olarak, Opial sartin1 saglayan diizgiin konveks bir Banach uzayinda
genellesmis a-genislemeyen donisiim igin  (5.22) iterasyon siirecinin zayif

yakinsamasini ispatlayacagiz.

Teorem 5.3.12. X, Opial sartin1 saglayan reel diizgiin konveks bir Banach uzayi ve K,
X’in bos olmayan, kapali konveks bir altkiimesi ve F(G) # @ olmak lizere G: K = K
genellesmis a-genislemeyen donistim olsun. {u,} dizisi (5.22) iterasyon siireci ile
tanimlanan ve Teorem 5.3.10’nin tiim sartlarin1 saglayan bir dizi olsun. O zaman, {u,,}
G’nin bir sabit noktasina zay1f yakinsar.

Ispat: Teorem 5.3.10°den {u,,} smirhdir ve rlli_r)r(}OIIGun — U]l = 0°dir. X diizgiin
konveks Banach uzay1 oldugundan X yansimalidir. O halde m; € K’ya zayif yakinsak
olacak sekilde {u,}min {u, } alt dizisi bulunabilir. Onerme 5.3.7 geregi m, € F(G)
elde edilir. Bu {u,} dizisinin m;’e zayif yakinsadigini iddia ediyoruz. Bunu
gostermek i¢in {u,} m, € K’ya zayif yakinsak olacak sekilde bir {unk} alt dizisinin
varligimi ve m; # m, oldugunu varsayalim. Yine Onerme 5.3.7 geregi m, € F(G)

elde edilir. Lemma 5.3.8°den, tim p € F(G) i¢in lim ||u,, — p|| mevcuttur. Opial
n—-oo

sartindan
lim ||lu, — my|| = lim ”un - mll < lim ”un. —m2|| = lim ||u,, — m,||
n-o joo J jooo J n-oo
= Jim [, = o] < 1m [, — ]| = Jim )
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elde edilir ki bu bir geliskidir. Boylece m,; = m, bulunur. Dolayisiyla {u,}, G'nin

sabit noktasina zayif yakinsar. Ispat burada tamamlanir.

Ornek

5.3.13.

uy =4,a,=b, =

¢, =075 G6Gu=+v2u+3

contraction

doniistimiinti alalim. M iterasyonu [11], K iterasyonu [12], D iterasyonu [14], JF

iterasyonu [13] ve bu calismada verilen yeni iterasyon semasinin doniisiim sabit

noktasina (u* = 3) yakinsaklik davraniglart incelenmistir (Cizelge 5.1).

Cizelge 5.1. iterasyon semas: yakimsaklik davranisi -1

JF iterasyonu Yeni Iterasyon M iterasyonu D iterasyonu K iterasyonu
0 4,000000000000000 4,000000000000000 4,000000000000000 4,000000000000000 4,000000000000000
1 3,008693915461030 3,007610137898890 3,052314661098260 3,013040940695370 3,021672987313060
2 3,000080451743680 3,000061624571290 3,002896573464040 3,000180964031370 3,000500919608460
3 3,000000744919480 3,000000499271070 3,000160890546550 3,000002513358440 3,000011594949010
4 3,000000006897400 3,000000004045020 3,000008938270490 3,000000034907750 3,000000268401380
5 3,000000000063860 3,000000000032770 3,000000496570300 3,000000000484830 3,000000006212990
6 3,000000000000590 3,000000000000270 3,000000027587240 3,000000000006730 3,000000000143820
7 3,000000000000010 3,000000000000000 3,000000001532620 3,000000000000090 3,000000000003330
8 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000085150 3,000000000000000 3,000000000000080
9 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000004730 3,000000000000000 3,000000000000000
10 | 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000260 3,000000000000000 3,000000000000000
11 | 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000010 3,000000000000000 3,000000000000000
12 | 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000000 3,000000000000000
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iterasyon degerleri

3,990000000000000
3,960000000000000
3,930000000000000
3,900000000000000
3,870000000000000
3,840000000000000
3,810000000000000
3,780000000000000
3,750000000000000
3,720000000000000
3,690000000000000
3,660000000000000
3,630000000000000
3,600000000000000
3,570000000000000
3,540000000000000
3,510000000000000
3,480000000000000
3,450000000000000
3,420000000000000
3,390000000000000
3,360000000000000
3,330000000000000
3,300000000000000
3,270000000000000
3,240000000000000
3,210000000000000
3,180000000000000
3,150000000000000
3,120000000000000
3,090000000000000
3,060000000000000
3,030000000000000
3,000000000000000

—@— JF iterasyon

!

iterasyon Yaklasimi

—@—Yeni iterasyon

Sekil 5.1 iterasyon Yaklagimi -1

—@— M iterasyon
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D iterasyon —@=—Kiterasyon
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Ornek 5.3.14. X=[-1,1],G:X - X

 3u

o uEl-10) =4
1
Gu)={-u ue [0,1]\{1} - B
1
L O, u=Z

dontigiimii verilsin. G doniigiim,
a) (C) sartin1 saglamaz

b) genellesmis a-genislemeyen doniistimdiir.

1 S
au= ; vev =-aldigimizda

“llu—Gull =3 |5 = 0| =1 <2 = llu— vl fakat [|Gu — Gvll =2 >3 = [lu - v]|
2 2 |4 8~ 4 27 4
oldugundan (C) sartin1 saglamaz.

b) a = %igin asagidaki sartlar1 inceleyelim.

i)u, v € Aigin

allGu - vll +allGy — ull + (1 - 2a) lu — vl|=5 |2 - v| +3

1|3u 1
S
214 2 4

1|3u 3v
2—|——v+u——|
214 4

=Z|u—v| 2 2u—v| = l|Gu— Gl

olur.

u€eA,veBiginu<0vev = 0igin
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3u+ 3|ul
3u R
1Gu — Gul| = T+v‘ =14 ol
— -y, =2
4 4

iki durum s6z konusudur:

1.Durum

113 1
allGu — vl + al|Gv — ul| + (1 — 2a)|ju — v||=5|7” _ v| +2]-v —ul

Zl(v—3—u)+l(v+u)
2 4) 2

=v+uz‘°jT“+v=||c;u—c;v||

2. Durum
113u
aIIGu—vII+a||Gv—u||+(1—2a)||u—v||=§‘T—‘ S,y
1
3o-2) r v
=2 _ 2 _y=|6u- Gy
8 4

iii)u e A vziigin

16w~ vll + ally —ull + (1~ 2a)llu = vl = 5 |5~ 5| +310~ ul
ajlcgu —v ajNnw-—u a)lilu—v —2 7 4 ) u
1/1 3u 1
2:G-3) -3
=2 -2 > 2= ||Gu - G
8 8

elde edilir.

IV) u,v € B i¢in u < v alalim
1 1
allGu —v|| + al|Gv —ul| + (1 = 2a0)||lu —v|| = El—u — | +§|—v —ul

2%(u+v)+%(v+u)
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=v+u=v—u=|Gu— G

elde edilir.

V)u € B,v =%igin

allGu — vll + allGv — ull + (1 = 2a)|lu — ]| = %‘—u —%’ +%|0 —ul
ATy
=u+%2u= |Gu — Gv||

elde edilir.

Cizelge 5.2°de calismada verilen yeni iterasyon ile doniisiimiin sabit
noktasma (u* = 0) yakinsaklik davraniglari incelendi. uy, = 0.05, a, = b,

= ¢, = 0,75 olarak alind1.
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Cizelge 5.2. Iterasyon siireci yakinsaklik davranisi - 2

M- iterasyon D- iterasyon K- iterasyon JF- iterasyon Yeni iterasyon
0 0,050000000000000 0,050000000000000 0,050000000000000 0,050000000000000 0,050000000000000
1 -0,014062500000000 | -0,012963867187500 | -0,014941406250000 | -0,008569335937500 | -0,009928894042969
2 -0,006427001953125 | -0,003866846859455 | -0,005416989326477 | -0,002386589348316 | -0,002516728296177
3 -0,002937340736389 | -0,001153398474253 | -0,001963923132280 | -0,000664673290794 | -0,000637928181061
4 -0,001342456508428 | -0,000344034322734 | -0,000712018030136 | -0,000185113783319 | -0,000161698966396
5 -0,000613544576117 | -0,000102618147900 | -0,000258141302430 | -0,000051554821367 | -0,000040986676102
6 -0,000280409044554 | -0,000030608818896 | -0,000093588826686 | -0,000014358193964 | -0,000010389105480
7 -0,000128155696144 | -0,000009129962033 | -0,000033930519441 | -0,000003998806095 | -0,000002633380477
8 -0,000058571158003 | -0,000002723274198 | -0,000012301470061 | -0,000001113681165 | -0,000000667496615
9 -0,000026768849556 | -0,000000812294983 | -0,000004459883555 | -0,000000310164011 | -0,000000169193831
10 -0,000012234200774 | -0,000000242290380 | -0,000001616925556 | -0,000000086381737 | -0,000000042886438
11 -0,000005591412072 | -0,000000072270086 | -0,000000586214466 | -0,000000024057609 | -0,000000010870648
12 -0,000002555450049 | -0,000000021556635 | -0,000000212531368 | -0,000000006700126 | -0,000000002755440
13 -0,000001167920530 | -0,000000006429887 | -0,000000077052998 | -0,000000001866008 | -0,000000000698436
14 -0,000000533776180 | -0,000000001917899 | -0,000000027935474 | -0,000000000519690 | -0,000000000177036
15 -0,000000243952395 | -0,000000000572069 | -0,000000010127973 | -0,000000000144735 | -0,000000000044874
16 -0,000000111493868 | -0,000000000170636 | -0,000000003671885 | -0,000000000040309 | -0,000000000011375
17 -0,000000050956182 | -0,000000000050897 | -0,000000001331238 | -0,000000000011226 | -0,000000000002883
18 -0,000000023288567 | -0,000000000015182 | -0,000000000482639 | -0,000000000003127 | -0,000000000000731
19 -0,000000010643603 | -0,000000000004528 | -0,000000000174980 | -0,000000000000871 | -0,000000000000185
20 -0,000000004864459 | -0,000000000001351 | -0,000000000063439 | -0,000000000000243 | -0,000000000000047
21 -0,000000002223210 | -0,000000000000403 | -0,000000000023000 | -0,000000000000068 | -0,000000000000012
22 -0,000000001016076 | -0,000000000000120 | -0,000000000008339 | -0,000000000000019 | -0,000000000000003
23 -0,000000000464379 | -0,000000000000036 | -0,000000000003023 | -0,000000000000005 | -0,000000000000001
24 -0,000000000212236 | -0,000000000000011 | -0,000000000001096 | -0,000000000000001 | 0,000000000000000
25 -0,000000000096998 | -0,000000000000003 | -0,000000000000397 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
26 -0,000000000044331 | -0,000000000000001 | -0,000000000000144 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
27 -0,000000000020261 | 0,000000000000000 | -0,000000000000052 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
28 -0,000000000009260 | 0,000000000000000 | -0,000000000000019 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
29 -0,000000000004232 | 0,000000000000000 | -0,000000000000007 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
30 -0,000000000001934 | 0,000000000000000 | -0,000000000000002 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
31 -0,000000000000884 | 0,000000000000000 | -0,000000000000001 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
32 -0,000000000000404 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000 | 0,000000000000000
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iterasyon degerleri

0,050000000000000

0,043000000000000

0,036000000000000

0,029000000000000

0,022000000000000

0,015000000000000

0,008000000000000

0,001000000000000

-0,006000000000000

-0,013000000000000

-0,020000000000000

—@— M itr.

iterasyon yaklasimi

—@—D itr.

Sekil 5.2 iterasyon yaklagimi - 2

20 25

iterasyon numaralari

—0—Kitr
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SONUC ve ONERILER

Literatiirde matematik arastirmacilar1 tarafindan sikc¢a tizerinde calisilan
konulardan birisi olarak sabit noktalarin varligi ve hesaplanabilirligi, popiilerligini
stirdirmektedir. Buradan, doniisiimlerin sabit noktalarinin varliginin ispati ve
deger(ler)inin belirlenebilmesi 6nemli bir gereksinim alan1 olarak durmaktadir.
Bununla birlikte, ‘sabit noktalarin bulunmasi’ probleminin ¢oziimiine yonelik
iterasyon siireglerine bagvurulmakta ve yeni/farkli iterasyon siiregleri gelistirilmeye
calisilmaktadir. Daha hizli yakinsayan iterasyon siireclerinin gelistirilmesi, sabit nokta

arastirmalarina da gelisme ve bilgi birikimi saglayacak bir arastirma konusudur.

Bu tez caligmasi kapsaminda, literatiirde yer alan iterasyon siiregleri
incelenmis, o—genislemeyen dontisimlerin Noor iterasyonu araciligiyla zayif ve
kuvvetli yakinsakliklar1 ispatlanmistir. Daha sonraki asamada, bu tez kapsaminda
gelistirilen ‘yeni iterasyon metodu’ kullanilarak M iterasyonu, D iterasyonu, K
iterasyonu ve JF iterasyonlarinin genellesmis a—genislemeyen doniisiimlerde sabit
noktalara yakinsama hizlar1 karsilagtirilmistir. Bulgulara bakildiginda, ‘yeni iterasyon
metodunun’ genellesmis a—genislemeyen doniisiimlerin sabit noktasina, karsilastirilan

diger iterasyon siireclerinden, daha hizli yakinsadigini ifade edebiliriz.

Ileriki arastirmalarda, gelistirilen ‘yeni iterasyon metodunun’ diger
dontistimlerde de sabit noktaya yakinsamalari arastirilabilir. Bu yeni iterasyonun farkli
ornekler lizerinde sinanmasi da siireglerin gelistirilmesine ve alana katki sunacak bir

caba olarak diisiiniilebilir.

65



KAYNAKLAR Oznur KORKUT

KAYNAKLAR

[1] E. Picard, “Memorie sur la therie des equations aux derivees partielles et la
methode des approximations successives”.J.Math. Pures Appl. vol. 6, pp. 145-
210, 1890.

[2] W. R. Mann, “Mean value methods in iteration”, Proc. Amer. Math. Soc., vol. 4,
pp. 506-510, 1953.

[3] S. Ishikawa, “Fixed points and iteration of a nonexpansive mapping in a Banach
space”, Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 59, no. 1, pp. 65-
71, 1976.

[4] M. A. Noor, “New approximation schemes for general variational
inequalities”, Journal of Mathematical Analysis and applications, vol. 251, no. 1,
pp. 217-229, 2000.

[5] R. P. Agarwal, D. O’Regan, D. R. Sahu, “Iterative construction of fixed points
ofnearly asymptotically nonexpansive mappings”, J. Nonlinear Convex Analysis,
vol. 8, no. 1, pp. 61-79, 2007.

[6] D. R. Sahu, “Applications of the S-iteration process to constrained minimization
problems and split feasibility problems”, Fixed point theory, vol. 12, no. 1, pp.
187-204, 2011.

[7] N. Kadioglu, 1. Yildirim, “Approximating fixed points of nonexpansive mappings
by a faster iteration process”, arXiv preprint arXiv:1402.6530, 2014 .

[8] F. Giirsoy, F., V. Karakaya, “A Picard-S hybrid type iteration method for solving
a differential equation with retarded argument”, arXiv preprint arXiv:1403.2546,
2014.

[9] M. Abbas, T. Nazir, “A new faster iteration process applied to constrained
minimization and feasibility problems ”, Mat. Vesnik vol. 66, no. 2, pp. 223-234,
2014.

[10] B.S. Thakur, D. Thakur, M. Postolache,” A new iteration scheme for numerical
reckoning fixed points of Suzuki’s generalized nonexpansive mappings”, Applied
Mathematics and Computation, vol. 275, pp. 147-155, (2016).

[11] K. Ullah and M. Arshad, “Numerical reckoning fixed points for Suzuki’s

generalized nonexpansive mappings via new iteration process”, Filomat vol. 32,
no. 1, pp. 187-196, 2018.

66



KAYNAKLAR Oznur KORKUT

[12] N. Hussain, K. Ullah, M. Arshad, “Fixed point approximation of Suzuki
generalized nonexpansive mappings via new faster iteration process”, arXiv
preprint arXiv:1802.09888, 2018.

[13] F. Ali, J. Ali, J. J. Nieto, “Some observations on generalized non-expansive
mappings with an application”, Computational & Applied Mathematics, vol. 39,
no. 2, 2020.

[14] A. Hussain, D. Ali, E. Karapinar, “Stability data dependency and errors estimation
for a general iteration method ”, Alexandria Engineering Journal, vol. 60, no. 1,
pp.703-710, 2021.

[15] T. Suzuki, “Fixed point theorems and convergence theorems for some generalized
nonexpansive mappings”, Journal of Mathematical Applications, vol. 340, no. 2,
pp.1088-1095, 2008.

[16] K. Aoyama, F. Kohsaka, “Fixed point theorem for a-nonexpansive mappings in
Banach spaces”, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications, vol. 74,
no. 13, pp. 4387-4391, 2011.

[17] R. Pant, R. Shukla, “Approximating fixed points of generalized a-nonexpansive
mappings in Banach spaces”, Numerical Function Analysis and Optimization, vol.
38, no. 2, pp. 248-266, 2017.

[18] F. E. Browder, “Fixed-point theorems for noncompact mappings in Hilbert
space”, Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States of
America, vol. 53, no. 6, pp. 1272 — 1276, 1965.

[19] D. Gohde, “Zum Prinzip def Kontraktiven Abbilding”, Mathematische
Nachrichten, vol. 30, pp. 251-258, 1965.

[20] W. A. Kirk, “A fixed point theorem for mappings which do not increase
distances”, The American Mathematical Monthly, vol. 72, no .9, pp. 1004-1006,
1965.

[21] R. Pandey, R. Pant, V. Rakocevi¢, R. Shukla, “Approximating fixed points of a
general class of nonexpansive mappings in Banach spaces with
applications”, Results in Mathematics, vol. 74, no. 1, pp. 1-24, 20109.

[22] A. N. Kolmogorov, S. N. Fomin, Introductory real analysis, New York: Dover
Publicaitons, 1975.

[23] E. Kreyszig, Introductory Functionel Analysis with Applications, USA. John
Wiley &Sons, 1989.

[24] Y. Soykan, Fonksiyonel Analiz, Nobel Yayin Dagitim, Ankara, 2008.

67



KAYNAKLAR Oznur KORKUT

[25] I. J. Maddox, Elements of functional analysis, Cambridge University Press,
Second Edition, 1989.

[26] R.P. Agarwal, D. O’Regan, D.R. Sahu, Fixed point theory for Lipschitzian-type
mappings with applicitions, series, Topological Fixed Point Theory and its App.,
Springer, New York, 2009.

[27] V. Berinde, Iterative approximation of fixed points, Berlin: Springer, 2007.

[28] Z. Opial, “Weak convergence of the sequence of successive approximations for
nonexpansive mappings”, Bull. Amer. Math. Soc. vol. 73, pp. 591-597, 1967.

[29] S. S. Chang, Y. J. Cho, Z. Haiyun, “Demi-closed principle and weak convergence
problems for asymptotically nonexpansive mappings”, Journal of the Korean
Mathematical Society, vol. 38, no. 6, pp. 1245-1260, 2001.

[30] H. F. Senter, W. Dotson, “Approximating fixed points of nonexpansive
mappings”, Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 44, no. 2, pp.
375-380, 1974.

[31] J. Schu, “Weak and strong convergence to fixed points of asymptotically
nonexpansive mappings”, Bulletin of the Australian Mathematical Society, vol.
43, no. 1, pp. 153-159, 1991.

[32] M. Edelstein, “Fixed point theorems in uniformly convex Banach spaces”,
Proceedings of the American Mathematical Society, vol. 44, no. 2, pp. 369-374,
1974.

[33] H. K. Xu, “Inequalities in Banach spaces with applications”, Nonlinear Anal.,
vol. 16, pp. 1127-1138, 1991.

[34] Y. M. Hong, Y. Y. Huang, “On A-firmly nonexpansive mappings in nonconvex
sets”, Bull. Inst. Math. Acad. Sinica, vol. 21, pp. 35-42, 1993.

[35] F. Kohsaka, W. Takahashi, “Fixed point theorems for a class of nonlinear
mappings related to maximal monotone operators in Banach spaces”, Archiv der
Mathematik, vol. 91, no. 2, pp. 166-177, 2008.

[36] W. Takahashi, “Fixed point theorems for new nonlinear mappings in a Hilbert
space”, J. Nonlinear Convex Anal. vol. 11, pp. 79-88, 2010.

[37] W. Takahashi, J.C. Yao,“Fixed point theorems and ergodic theorems for
nonlinear mappings in Hilbert spaces’’, Taiwanese Journal of Mathematics, vol.
15, no. 2, pp. 457-472, 2011.

[38] D. Ariza-Ruiz, C. H. Linares, E. Llorens-Fuster ve E. Moreno-Galvez, “On o
nonexpansive mappings in Banach spaces”, Carpathian Journal of Mathematics,
vol. 32, no. 1, pp. 13-28, 2016.

68


https://projecteuclid.org/journals/taiwanese-journal-of-mathematics/volume-15/issue-2/Fixed-Point-Theorems-and-Ergodic-Theorems-for-Nonlinear-Mappings-in/10.11650/twjm/1500406216.short
https://projecteuclid.org/journals/taiwanese-journal-of-mathematics/volume-15/issue-2/Fixed-Point-Theorems-and-Ergodic-Theorems-for-Nonlinear-Mappings-in/10.11650/twjm/1500406216.short

KAYNAKLAR Oznur KORKUT

[39] E. Naraghirad, N. C. Wong, J. C. Yao, “Approximating fixed points of a-
nonexpansive mappings in uniformly convex Banach spaces and CAT (0)
spaces”. Fixed Point Theory and Applications, vol. 2013, no. 1, pp. 1-20, 2013.

69



