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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

Freud Polinomlarina Dayali Matris Metodu ile Diferansiyel Denklemlerin
Coziimleri Uzerine

Gizem HAYTA

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Ali KONURALP

Bu calismada, birinci ve ikinci mertebeden dogrusal diferansiyel
denklemlerden baslamak {izere birinci ve ikinci mertebeden Pantograf diferansiyel
denklemlere kadar onemli bir diferansiyel denklem siifinin tam veya yaklasik
cozlimlerini bulmak i¢in Onerdigimiz Freud Polinomlarina dayali matris siralama
yontemi verilmigtir. Analitik ¢6ziim i¢in yaklasim fonksiyonu, tabani Freud
polinomlar1 ve katsayilar1 da bilinmeyen degerler olarak alinmis kestirilmis bir seri
olup, diferansiyel denklemdeki her bir terimin matris formunda yazilmasiyla elde
edilen matris denkleminde kolokasyon noktalarinin yerine yazilmasiyla cebirsel
denklem sistemine ulagilir. Denklem ile verilen sartlarin hesaba katilmasiyla birlikte
elde edilen sistem ¢oziilerek, yaklasim fonksiyonunu olusturan serinin terimlerindeki
Freud polinomlarmin katsayilar1 bulunur. Onerilen ¢dziim yéntemi ayrintili bir sekilde
verildikten sonra, bu teorinin yukarida bahsedilen denklemleri etkili ve verimli bir
sekilde ¢ozmek i¢in uygunlugunu gostermek icin ¢esitli drnekler verilmistir. Tez
diizeninde, ilk olarak bu tez boyunca dikkate alacagimiz diferansiyel denklem tipleri
ve genel kullanim alanlarindan ve bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilan bazi ¢6ziim
tekniklerinden bahsedilmistir. Daha sonra gelen ikinci boliimde ise, Freud
Polinomlarin1 ortaya c¢ikaran Macar matematik¢i Gaze Freud’dan, yaptigi
caligmalardan ve Freud polinomlarinin genel yapisindan soz edilmistir. Ugiincii
boliimde, birinci ve ikinci mertebeden degisken katsayili dogrusal genellestirilmis
pantograf diferansiyel denklemlerden, bu denklemler i¢in ilk defa 6nerdigimiz Freud
Matris siralama yonteminden ve ¢oziim yoOnteminden bahsedilmistir. Son olarak
verilen ¢esitli 6rnekler bu metot ile ¢6ziilmiis ve elde edilen sonuglar tablo ve grafik
yardimiyla da detayl bir sekilde aktarilmastir.

Anahtar Kelimeler: Freud Polinomlari, Gecikmeli Diferansiyel Denklemler,
Siralama Metodu, Pantograf Denklemler

2021, 21 sayfa
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

On Solutions of Differantial Equations with The Matrix Method Based On
Freud Polynomials

Gizem HAYTA

Manisa Celal Bayar University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Ali KONURALP

In this study, a matrix collocation method based on Freud Polynomials, which
we propose to find the exact or approximate solutions of an important class of
differential equations, starting from first and second order linear differential equations,
to first and second order Pantograph differential equations, is given. The
approximation function for the analytical solution is an estimated series with the base
as Freud polynomials and the coefficients as unknown values. The algebraic equation
system is reached by substituting the colocation points in the matrix equation obtained
by writing each term in the differential equation in matrix form. By solving the system
obtained by taking into account the conditions given by the equation, the coefficients
of the Freud polynomials in the terms of the series forming the approximation function
are found. After the proposed solution method is given in detail, various examples are
given to show that this theory is suitable for solving the above-mentioned equations
effectively and efficiently. In the layout of the thesis, first, the types of differential
equations that we will consider throughout this thesis and their general usage areas and
some solution techniques used for the solution of these equations are mentioned. In
the second part, Hungarian mathematician Gaze Freud, who revealed Freud
Polynomials, his studies and the general structure of Freud polynomials are given. In
the third chapter, linear generalized pantograph differential equations with first and
second order variable coefficients, the Freud matrix collocation method, which we
proposed, for the first time, for these equations, are mentioned. Finally, various
examples given were solved with this method and the results obtained were explained
in detail with the help of tables and graphics.

Keywords: Freud Polynomials, Delay Differential Equations, Collocation

Method, Pantograph Equation

2021, 27 pages
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1. GIRiS

Diferansiyel denklemler ortaya ¢iktiklar1 ve kullanildiklar1 alanlar itibariyle
onemli bir matematiksel gosterge olarak ifade edilmektedirler. Bu denklemlerin
modelledigi problemlerin ¢oziimleri ile gergege yakin bilgiler elde edilmekte ve
boylece ilgili problemler enine boyuna analiz edilmektedir. Ancak bazi durumlarda
problemin dogasindan ortaya ¢ikan kisitlamalar ve kabuller altinda modellenen
problemler, icerisinde karmasik yapilar igermektedir. Bu tarz problemlerde gercek
hayat problemini anlamak ve analiz etmek icin ihtiya¢ olan analitik ¢6ziimii bulma
yollarindan hareket etmek bizi cogu zaman ¢oziime gotiirememektedir. Bu sebeplerle
bu tarz problemlerin ¢dziimlerine ulasmak i¢in sayisal metotlara ihtiya¢ duyulmaktadir
ve literatiirde biiyiik capta yer alan sayisal yontemler dikkate alinmaktadir. Bazi sayisal
yontemler ilgili alinan problemlerin ¢ézlimlerini elde etmek i¢in ortaya atilmakta,
bazilar1 da mevcut metotlarin gelistirilmesiyle daha verimli halde ve etkili olarak
caligabilen ¢oziimler elde edebilmek i¢in dnerilmektedir.

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimlerini bulmaya olan ilgi, son yillarda
gercek hayat uygulamalarini analiz etmek igin bir¢cok alanda artis gOstermistir.
Bunlarin arasinda 6zellikle pantograf denklemleri modelledigi problemler geregince
astrofizik, dogrusal olmayan dinamik sistemler, cebirsel yapilar iizerine olasilik
teorisi, elektrodinamik, kuantum mekanigi, hiicre biiylimesi ve say1 teorisi gibi bir¢ok
uygulama alaninda kullanilir [1-12]. Ayrica pantograf denklemler, fonksiyonel
diferansiyel denklemlerin alt sinifini olugturur ve gecikmeli diferansiyel denklemlerin
Ozel bir halidir. Matematiksel modeli olusturulmus bazi problemlerde bu tezin de
icerisinde konu olarak ele aldigimiz ikinci dereceden dogrusal genellestirilmis
pantograf denklemlerini literatiirde gdrmekteyiz. Bu tarz denklem yapisi, Adomian
ayrigtima yontemi [2-4], Taylor matris yontemi [3], Bernoulli islemsel matris yontemi
[5], Genocchi islemsel matris yontemi [6] gibi daha pek cok ¢oziim teknikleri
kullanilarak ¢oziime ulagtirilir.

Bu tez ¢alismamizda Freud polinomlarina ve bunlarin matris temsillerine
dayanan bir siralama ydntemi Oneriyoruz ki bu yontem ile, lineer degisken katsayili
homojen olmayan diferansiyel denklemler smifindan lineer degisken katsayili
pantograf denklemler sinifina kadar olan genis bir diferansiyel denklem simnifi igin
sayisal ¢ozlimler elde edilebilmektedir. Burada sayisal ¢ozlimlere ulasmak i¢in birinci

ve ikinci dereceden lineer genellestirilmis pantograf denklemleri ele alacagiz.
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2. GENEL BILGILER
2.1.Freud Polinomlari ve Ozellikleri

Bu boliimde matris siralama yonteminde ¢oziim Onerisi i¢in taban olarak
kullanilacak olan Freud Polinomlarindan bahsedilecektir.

Freud Polinomlar1 Macar matematik¢i Geza Freud tarafindan ortaya atilmustir.
4 Ocak 1922 yilinda Budapeste'de dogan Geza Freud, 1950°de Budapeste Teknoloji
ve Ekonomi Universitesi makine miihendisligi alaninda derece almistir. Daha sonra
Eotvos Lorand Universitesi Fen Fakiiltesi Enstitiisiinde dgretim gorevlisi olarak gorev
almigtir. Kisa siire sonra Fizik Enstitiisii Diferansiyel Denklemler boliim baskani
tarafindan arastirma gorevlisi olarak atanmistir. 1959 da matematiksel analizin teori
ve pratik uygulamasindaki basarilarindan dolay1 Kossuth 6diiliinii almistir. 1976’dan
itibaren Ohio Eyalet Universitesinde misafir profesér olarak gorev almis olup esas
olarak klasik matematiksel analiz alanina ait olan enterpolasyon teorisi ve ortogonal
polinom teorisi ile ilgilenmistir. Ayn1 zamanda kismi diferansiyel denklemler alaninda
da cesitli sonuclar elde etmis ve yaklagim teorisi alaninda 130 kadar makalesi
yaymlanmistir [13].

Sonsuz aralikta genel {istel tipten agirlik fonksiyonlarina sahip ortogonal
polinomlar iizerine yapilan ¢calismalar 1960’larda Freud ile baglamistir [14,15]. Bunun
yaninda Levin ve Lubinsky [16] ve Mhaskar [17] gibi ¢esitli makalelerde ¢aligmalar
giderek artmistir. Ozellikle Freud agirlik fonksiyonuna 2006 yilinda Gelb ve Tanner
[18] Freud polinomlarinin Gegenbauer polinomlarina kiyasla artan dogruluk degerine
sahip yaklasimlar verdigini gosteren sayisal 6rnekler ortaya koymuslardir. Yine bu
caligmada ozellikle pozitif taniml ve yiiksek degerlerde sifira yakinsayan bir agirlik
fonksiyonuna sahip olan Freud polinomlarinin reel eksen iizerinde sonsuz aralikta
tanimlt ve asimptotik yapida olmasi, siireksizlik noktalarina kadar basarili

yakinsamalar verdigini gostermektedir.

Bu ¢aligmada gbz oniine alinan Freud polinomlari, biitiin reel eksen iizerinde

tanimli, agirlik fonksiyonu yukaridaki ¢alismada da ifade edildigi gibi pozitif taniml
ve sifira yakinsayan Ozelliklerini saglayan w(¢) :exp(—t4) olan ve {Frn (t)}:;o ile

gosterdigimiz monik ortogonal polinomlar dizisinin elemanlar1 olup, bu polinomlarin



sagladig ii¢ terimli rekiirans bagintisi, Frfl(t):O, Fr, (t):l baslangi¢ sartlariyla

birlikte
Fr

n+l

(t)=tFr, (t)-B.Fr_ (1) , 0<n (2.1.1)
denklemi ile ifade edilir. Burada £, katsayisi igin, lineer olmayan

45, (ﬁn71+,8n+,8n+1)=n, 1<n (2.1.2)

rekiirans bagintist kullanilmakta olup, £, =0 ve
T2 4 3
[ £ exp(—t*)dt r(j
S 4
ﬂl = 0 = 1
ew(-)a ;)

—00

baslangic kosullar1 altinda tanimlamasi yapilir [14]. Buna gore hesaplamalari
yaptigimizda, bu tez boyunca kullanacagimiz Gama fonksiyonu cinsinden ilk bes

Freud Polinomu

Fr,(t) =1,
Fr(t)=t,

2z2r(1jr(3) r(lj —12r(3) 513
Fr ()=t - 4 4) 4 4 (2.1.3)
1
4

olarak ve ilk bes S, katsayisi
b5y =0

3
F(J (2.1.4)

e



el L)
() -3
oo e o)

olarak elde edilmektedir. Ayrica 0 <n<4 igin reel eksende tammli Fr,(¢) Freud

By=-—

polinom fonksiyonlarinin temsil ettigi egrilerin grafikleri lejant tablosu ile Sekil 1.1°de
verilmigtir.
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Sekil 1.1. ilk bes Freud polinomunun grafigi

Freud’un caligmalarinin, Freud agirlik fonksiyonlarinin ve Freud denklemlerinin
ortogonal polinomlar teorisi lizerine etkileri pek cok farkli makalelerde ele
alinmistir[19].0zellikle 2018 yilinda Clarkson ve Jordaan calismalarinda
genellestirilmis Freud polinomlarinin 6zelliklerinden bahsetmistir. Bu tezde gecen
Freud polinomlar1 bu ¢alismada ele alinan ii¢ terimli rekiirans baglantisini saglayan

monik ortogonal polinomlardir. 2021 yilinda son olarak yapilan ¢alismada yine ayni



yazarlar [20] agirlik fonksiyonunun degistirilmesi ile farkli bir polinom ailesine gecis

yapmuslardir.

2.2. Genellestirilmis Pantograf Diferansiyel Denklemler

Fizik, kimya, biyoloji, miihendislik ve ekonomi gibi pek ¢ok alandaki gergek hayat
durumlart bir adi diferansiyel denklem ile birlikte verilmis baslangi¢ deger problemi
veya Cauchy problemi olarak modellenebilmektedir. Bu problemlerin genel formu, ¢

bagimsiz zaman degiskeni, y(f) zamana bagl fiziksel veya sembolik bir niceligi

gostermek lizere

YO =fy@) , <t 2.2.1)

y(t) =¥,
seklinde genel olarak alinabilir. Burada birinci mertebeden diferansiyel denklem
yapist ele alinmis olup, bu model daha yiiksek mertebeden diferansiyel denklemlere
de kolayca benzer mantikla genisletilebilmektedir. Cogu uygulamalarda, bir¢cok
olgunun gelecekteki davramisinin adi diferansiyel denklemin ¢o6ziimleri ile
tanimlandig1 varsayilir. Buradaki varsayimda genel kabul goren yaklasim gelecekteki
davranigin tek olarak  simdiki zaman tarafindan belirlendigi ve gegmisten bagimsiz
oldugudur. Diferansiyel fark denklemlerinde veya daha genel olarak fonksiyonel
diferansiyel denklemlerde ge¢mis, etkisini gelecek ilizerinde 6nemli bir sekilde uygular
[21].
Bu sebeple bircok model, adi diferansiyel denklemlerden ziyade fonksiyonel

diferansiyel denklemlerle daha iyi temsil edilir. Matematiksel model olusturulurken,

yukaridaki genel formdaki diferansiyel denklemin sag tarafindaki fonksiyon bazen y

‘nin ge¢mis degerlerine de bagli olabilir ki bu tarz denklemlere Retarded Fonksiyonel

Diferansiyel denklem denir ve genel formda

Y'(@®)=f(t,y(t+0)) , t,<t, 0e[-r,0]

(2.2.2)
Wty +0) = D(0)
problemi olarak alinabilmektedir. Ayrica 6zellikle
y'(t) = f(f,y(f—Tl),y(t—Tz),...,y(f—fn)) > t() <t (223)

y(O)=¢@), 11,
seklinde denklem yapisi ile karsilagilan durumlar ortaya g¢ikmaktadir ve bu tarz

denklemlere de negatif olmayan 7, gecikme terimlerine sahip gecikmeli diferansiyel

denklemler denilmektedir. Bunun yaninda denklemin sag tarafinda fiziksel niceligin



tiirevinin gecikmeli degerine sahip bir fonksiyonunda yer aldig1 denklem tipinden de
bahsedilebilir ki bu denklem birinci mertebeden genel formda

YO =1y, y(t-1),y'(t-1) , t,<t

() =90, 1<1,
denklemi ile verilebilir. Bu denkleme de Neutral(ndtral) tipli gecikmeli diferansiyel

(2.2.4)

denklem denir. Eger yukaridaki genel formda gecikmeli olmayan tiirevli terim yok ise,
yani

Y(E=7)= Ly (O, ) =D)) , fy <t

y(O) =90, t<1,

seklinde bir denklem yapis1 var ise, buna da Advanced tipli fonksiyonel denklem

(2.2.5)

denilmektedir.

Elbette yukaridaki denklem formlar1 belirli bir sinifin daha kiigiik alt siniflarini
temsil etmektedirler. Bu tanimlarla birlikte orantili gecikmelere sahip fonksiyonel
denklemlerden de bahsedebiliriz. Diger bir degisle, burada ele alinacak denklem
tipinde bilinmeyen fonksiyonun argiimentlerinin gecikme terimine baglh
fonksiyonlarin oldugu durum goézlenmektedir. Aslinda, argiimentleri 6l¢eklendirme
katsayilar1 ile verilmis fonksiyonel denklemler ile modellenmis denklem yapisini
Pantograf denklem olarak adlandiracak ve 1971 yilinda [22] ortaya atilmis olan ilk
halini @ ile b sabitler ve p pozitif bir sabit olmak tizere

y'(@)=ay(pt)+by(t), 0<¢ (2.2.6)

»(0)=1

seklinde gosterecegiz. Bu denklem elektrikli bir tramvay igin {istiindeki akim
toplama sisteminin dinamiklerini analiz etme problemi olarak modellenmistir. Elbette
izerinde yapilan ¢aligmalar sonucu literatiirde yer alan genel pantograf denklem halini
de gormekteyiz. Boylece genel pantograf diferansiyel denklem veya orantili
gecikmeye sahip diferansiyel denklem, 0 < p,q <1 igin

YO =1y, y(p1),y(qr), 0=t

y(0) =y,
ile verilebilir [23].

(2.2.7)

Boylece, bu calisma boyunca sayisal olarak ¢oziilmeye calisilacak denklem
yapilarindan bahsetmis olduk. Daha genel olarak ifade etmek istersek, géz Oniine

alacagimiz denklem yapisi; degisken katsay1li, tercihen birinci veya ikinci mertebeden,

6



lineer, gecikmeli diferansiyel denklem veya genel pantograf diferansiyel denklem

haline getirilebilen

m. 2

DY Py (aj+b)=g(t) , a<t<b (2.2.8)

j=0 =0

denklemi seklindendir.

Literatiirde yaygin olarak sayisal ¢oziim metotlarinin tartigildigi makaleler gorebilmek

miimkiindiir. Bunlardan bazilarin1 s6yle siralayabiliriz [24-38].



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1. Materyal

Bu tezde kullanilan metot esas olarak, Freud polinomlarinin tabani olusturdugu
kestirilmis “Freud serisi” olarak adlandirdigimiz bir ¢6ziim fonksiyonuna, bu
fonksiyonun ¢oziimiinii aradigimiz denklemin matris formunda yazilmasina ve
denklemin gecerli oldugu tanim bolgesi iizerinde alinan siralama noktalarinin bu
matris denklemini saglatilmast ile elde edilen sistemden bilinmeyen seri katsayilarinin
bulunmasi iizerine dayalidir. Onerdigimiz bu metot, daha énce farkli polinomlar igin
de gelistirilmis [3,8,29,31,35,38] standart bir diferansiyel denklem ¢6zme metodu
olarak ele alinabilecektir. Bu metodun literatiirde yer alan benzer yapidaki
caligmalardan farkli olmasini saglayan yani; ele alinan baz ortagonal polinomunun bu
alanda 6nemli bir yere sahip olmasidir. Bununla birlikte polinomun asimtotik yapisi
ve yakinsama avantajlar ile Freud polinomlar1 olarak ele alinmasi ve uygulandigi
denklemlerin ¢oziime ulagsmasini kolaylastiran orijinal algoritmasi olmustur.
Onerdigimiz bu metodun kisaca prosediirii sdyle olacaktir: 1) Ozel ¢dziimiinii
aradigimiz diferansiyel denklemi barindiran baglangi¢, sinir sartlarina veya daha
karisik sartlara sahip bir problemin bir matris denklemine doniistiirecegiz, 2) Onerilen
¢coziimii ve gerekli tlirevlerini matris formalarin1 da hesaba katarak kestirilmis Freud
serisi cinsinden matris formunda denkleme yerlestirecegiz. 3) Matris halinde yazilmig
bu denkleme siralama noktalarinin yerlestirilmesi ile lineer denklem sistemi elde edilir
ki problemin sartlarinin etkisinin bu denkleme empoze edilmesiyle ¢éziim bulunur. 4)
Bulunan bu katsayilar1 ¢éziim fonksiyonunda yerine yazdigimizda goz oniine alinan
diferansiyel denklemin bir yaklasik ¢dziimiinii elde etmis olacagiz. Istenen hassaslikta
yaklagik ¢oziimlerin bulunmasi gayesiyle, bazi iyilestirme araglar1 kullanilacak olup,
hatanin minimize edilmesi saglanacaktir. Ustelik bazi durumlarda, eger istenirse,
literatiirde sik¢a kullanilan rezidiiel hata fonksiyonu ile etkin bir hata tahmini
gerceklestirmis olacagiz.

Bu boliimde, kullanacagimiz denklem formunu ve bu yapida olan denklemler

icin Onerecegimiz ¢Oziim yontemini agiklayacagiz.



3.2. Birinci ve Ikinci Mertebeden Degisken Katsayih Dogrusal
Genellestirilmis Pantograf Diferansiyel Denklemler

mve k pozitif tam sayilar ve0< j <m ve 0<i<k olacak sekilde problemin
tanim araliginda P, () katsay1 fonksiyonu, g(#) homojen olmayan fonksiyon, a,ve

b, reel sabitler olmak tlizere

m k
MNPy (ai+b)=gt) , a<i<b

J=0 i=0
seklinde tanimlanan denklem, k. metrebeden lineer genellestirilmis pantograf
diferansiyel denklem veya lineer gecikmeye sahip gecikmeli diferansiyel denklem
olarak adlandirilabilir. £=2 i¢in bu denklem ikinci mertebenden bir denklem
olmaktadir. Eger k=1 alinirsa, yukaridaki denklem birinci mertebeden denkleme
indirgenmektedir. Bu sebeple asagidaki kisimlarda verilecek teori ayni zamanda
birinci mertebeden lineer genellestirilmis pantograf denklemler i¢in de gecerli

olmaktadir.

3.2.1 Degisken katsayih Lineer Genellestirilmis Pantograf Diferansiyel

Denklemleri icin Freud Matris-Siralama Yontemi

Bu bolumde

2

izl’,j(t)y(”(ayt+b,,)=g(t) , a<t<bh 3.1)

Jj=0 i=0

m.mertebeden lineer degisken katsayili pantograf diferansiyel denklemleri i¢in

m—

(ay.y(k)(a)+by.y(k)(b)):yi ,1=0,1,....m—1 3.2)

0

b
I}

karisik kosullar1 altinda;
N
YO = yy(t)=2 a,Fr,(0) (3.3)
n=0
sonlu bir yaklasik ¢oziimiin oldugunu kabul edelim.
Burada Fr, (¢) Freud polinomu olmak iizere, Freud polinomunun matris formu
F')=8"X"()=F@t)=X1)S (3.4)

seklinde tanmimlanir. F(¢) ve X (¢) matrisleri
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F(t)=[Fry,(t) Fr(t) Fry(t) ... Fry()]
X@0=[1 ¢t £.. "]

olmak iizere S matrisi Freud polinomlar1 ile Taylor polinomlar1 arsindaki doniisiim

matrisidir. Yukarida verilen matris formlarina gore ¢oziim ve birinci mertebeden tiirevi

vy (1)=F(t)A (3.5)
Vi (t)=F'(1)4 (3.6)
matris formuna doniistiirebiliriz. 4 matrisi

A=[a0 a, a,... aN]T
sekline ifade edilir. Buna gore yukarida verilen (3.4) denklemini (3.5) ve (3.6) da

yerine yazarak ¢6ziim matrisi ve onun birinci tiirevi
yy(1)=X(1)84 (3.7)
Yy (t)zX’(t)SA (3.8)

matris formlar seklinde elde edilir.

Burada X (t) cinsinden yiiksek mertebeden tiirevleri bulmak i¢in ve X' (Z) ve X (t)

arasinda bir baginti elde etmek i¢in
X'(1)=X(t)B (3.9)

iteratif formili kullanilir. Burada B matrisi

010 ..00 O
02 ..00

00 .. 00
0 00 0 0
0 00 0 0 0

seklinde tanimlanir.
Daha sonra (3.9) denklemi (3.8) de yerine yazilirsa
y;\,(t):X(t)BSA (3.10)

10



elde edilir.

(3.5) denkleminde «, ;7 + b,, doniisimii uygulandiginda;
vy(a,t+b,)=F(a,t+b;)A (3.11)
ifadesi bulunur.

X (¢t) ifadesinde s yerine (a!./.t+bﬁ) konursa X (al. jt+b, j) ‘nin matris formunu elde

etmek i¢in

X(at+b;)=X(0OB(a,.b,) (3.12)

oldugunu varsayalim. Burada g (%’bg;) matris formu;

(0 1 N ]
[OJaijobijO (Ojaijobijl [0 jaijobl.jN

1 N
Blayn)=| (lja""lb""o (1 ]a""lb"w_l (3.13)
ij2"ij :

seklinde tanimlanir.

(3.12) nin birinci mertebeden tiirevi

X'(a,t+b,)=X(t)B(a,.b

ij2>vij

)B (3.14)
ve buradan
vi(a,t+b,)=X(t)B(a,.b,)BS A (3.15)

elde edilir.

Buna gore kosul (3.2) “ye karsilik gelen kosul matrisi

a,,y(a)+ B, y(b)+ 131,23/(“) + ﬂ1,2y’(b) =N

, , (3.16)
az,ly(a) + :Bz,ly(b) +Q,,y (@) + ﬂz,zy (b) = V2

denklemi ile bulunur.
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3.2.1.1 Coziim Yontemi
Bu boliimde (3.1) temel matris denklemini elde etmek i¢in (3.1)'de (3.12)

denkemini daha sonra (3.15) denklemini yerine yazarak

m 2
Y. P, (t)X()B(a,,.b,)B'SA=g(1) (3.17)

=0 i=0

matris denklemi elde edilir.

Bu agamada genellikle sirlama noktalar:

b—a
2

_ -b
ti=a+(bNaji, i=0,1...,N yada ¢ = +aTcos(7ri/N)

(3.18)

olarak tanimlanir. Bizim ¢alismamizda birinci formiilii kullanarak es aralikli siralama

noktalarinm alacagiz.

Siralama noktalar1 (3.17) denkleminde yerine yazilir ise;

Zip,, (1)X(t)B(a,,.b,)B'SA=g(1,), 0<i<N (3.19)

m
=0 i=0

ifadesi bulunur. Ya da daha kisa olarak temel matris denklemi

'SP (1) X(0)B(a,,.b,)B'S |4=G (3.20)

Pi(5) 0 0 X(to)| 1 1 "
0 0 0 :
0 0 P, (1) X(1y)] [1 ¢ 1"
g(t)
G= g(:tl)
g(ty)
seklinde ifade edilir.
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yukaridaki (3.20) denklemi
WA=G veya [W;G] (3.21)

olarak elde edilebilir. Burada
m 2

W= P)X()B(a;.b,)B'S

seklinde tanimlanmustir.

Diger taraftan (3.2) kosullar1 i¢in matris formu (3.16) ile elde edilir. Yani denklem;
UA=y yada [U;y] (3.22)

tanimlanabilir. Burada

U=(aX(a)+BX(0))S=[u, u, u; ... uy]

olarak ifade edilir.
Daha sonra (3.1) denklemi (3.2) kosullar1 altinda (3.21) matrisinin herhangi m.satirinin

yerine (3.22) satir matrisleri yerlestirilerek;

WA=G (3.23)
yani
Wi Wi Win 0 8 (to)
Wi W)y Won 5 g(tl)
~ Win-in W=tz -+ Wy > g(tm)
[7:G|= (3.24)
u, O 7 4
| Wovant Wvenz oo Wavapy > 8 (tN )_(N+1)><(N+1)

arttirllmis matrisi kurulur.

Burada eger rankW = rank[l/f/;@] =N+1, ise

A=(W)' G (3.25)

yazilabilir.
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Sonug olarak burada (3.24) sisteminden Freud katsayilar1 belirlenir. Ayni zamanda
(3.1) denklemi (3.2) kosullar1 altinda yazilabiliyorsa tek bir ¢éziime sahiptir.
3.3. Rezidiiel Fonksiyonuna Dayali Hata Analizi

Burada iizerinde c¢alistigimiz Lineer degisken katsayili Pantograf diferansiyel
denklemleri;

2

YN Py (gt +b)=gt)  ,a<t<b

m
j=0 i=0

seklinde tanimlanir. Buna gore (3.3) kesilmis Freud serisi formunda elde edilen
Yy (t) ¢oziimii verilen fonksiyonun denklemi yaklasik olarak saglanmaktadir. Yani

buna gore;
t=t € [a,b], r=0,12,...,N i¢cin

B (t’)zi. By (6) ) (a1 +b,)-g(1) =0

veya
R, (t,)<107" (k. eZ")

Eger maksimum 107 =107 (k € Z+) onceden belirlenirse o halde N kesme sinir1

noktalarin her birinden R, (¢,) farki énceden belirlenen 10~ daha kiigiik oluncaya

kadar arttirilir.

Bu duruma ek olarak N yeteri kadar biiyiik alindiginda R, (t) — 0ise bu durumda
hata azalir. Diger taraftan R, (¢, ) olarak tanimlanan rezidiiel(kalan) fonksiyon ile
[a, b] araliginda |RN (t)| fonksiyonun ortalama degeri ile ¢6ziimiin dogrulugu kontrol

edilebilir ve buradan hata tahmini yapilabilir.
Ayrica ortalama hatann tist sinir1 R, degerini agagidaki gibi hesaplayabiliriz;
b

[ Ry (£)

a

b

< [|Ry (¢t

a

Ve
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= ([ Ry (t)d| = (b=a)|Ry (c)|
= (b-a)|R, (c)|< j|R (¢)r
b
'HRN(t)|dt B
:>|RN(C)|S P =R,
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu kisimda yontemin dogrulugunu gostermek amaciyla bazi Ornekler
¢oziilmiistiir. Daha sonra ¢éziimiin dogrulugunu bulmak i¢in Rezidiiel Hata analizi

yapilmis bunlar tablo ve grafiklerle gdsterilmistir.

Ornek 4.1.1 Tam ¢dziim y(f)=¢ olan y’(%j-f- y(t)=1+¢ Pantograf denklemini
0<t<1 araliginda, y(0)=0 kosulu altinda N =3 i¢in Freud Siralama yontemi ile

cozelim.

3
Burada ¢6ziimii y,(r) =Y a,Fr,(¢) seklinde bulmak i¢in N =3 alindiginda siralama

n=0

1 2
noktalart; £, =0,¢ = 3 t, = 3 t; =1 seklinde elde edilir.
1
gt)y=1+t,P,()=1,B,(t)=1,a, =1,a, :E’boo =0,b,=0

. Bu degerler
{Poo(to)X(to),B(aooaboo)BOS +h, (tl)X(to):B(alosblo)BlS} =G

temel matris denkleminde yerine yazildiginda;

1 0 0 0 1000 1 00 0
_|1 025 00625 0015625 [0 1 0 0| 10100
1 075 0.5625 04218750 ™ o o 1 0| " o 0 1 0]
11 1 1 000 1 000 1
1 1 000 1 0 0 0
G| 473 ,,8(1,0):0 1 00 , ,8(1/2,0):01/2 0 0} ,
5/3 001 0 0 0 1/4 0
2 00 0 1 0 0 0 1/8
0100 1 0 —0.40168 6
L1000 20 0 1 0 —0.284397
B'= , S=
000 3 00 1 0
00 00 0 0 0 1

matrisleri belirlenir. Olusan denklem sisteminin arttirilmis matris formu;
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1. 1. —-0.4016796597635174 —0.28439738603734865
1. 1.3333333333333333 0.04276478468092704 —0.2588261443460945
[7;G]=
1. 1.6666666666666665 (0.7094314513475937 0.1556339862340485
1. 2. 1.5983203402364827 1.1812052279253027

seklinde e_lde edilir. Baglangi¢ kosulu matris formunda
[U;)/] = [1 0 -0.40168 0 ; O]

olup, bu matrisi [W;G] matrisinin herhangi bir satirmi silip yerine yazarak elde
ettigimiz arttiritlmig matris ; [I/f/,(ﬂ ’dir. Bu matrisin ranki ile katsayilar matrisinin

ranki birbirine esit olup denklem sisteminin (q,,q,,a,,a;) seklinde bir tek ¢oziimii

N Wl WA —

L

vardir.
Tablo 4.1. Ornek 4.1.1’in N=3 i¢in niimerik ¢oziimleri
ti Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata Rezidiiel Hata Ry (t;)
0 0 0 0
02 |02 0.20000000000000007 | 5.551115123125783 x 10~17 6.661338147750939 x 1016
04 |04 0.4000000000000002 | 1.665334536937734 x 10-16 6.661338147750939 x 1016
06 |06 0.6000000000000004 | 3.330669073875469 x 10-16 8.881784197001252 x 1016
08 |08 0.8000000000000004 | 3.330669073875469 x 10-16 1.110223024625156 x 1015
1 1 1.0000000000000002 | 2.220446049250313 x 10-16 8.881784197001252 x 1016
Abs. Error
" L T
1.x10-15 [ ! Wy
w ]
I v 1 )
8x10° 7 F i 1 r'
r I'J
6.x 10716 | oy

4x10

2.x10

18 [

16 |

Sekil 4.1. N=3 i¢in yaklasik ¢6zlimiin mutlak hatas1

Ornek 4.1.2 Tam ¢bziimii y(t) =t olan y'(t)-3y(t—3)=1-1"+3t Pantograf
denklemini 0 <f<1araliginda, y(O) =0 kosulu altinda N =3 i¢in Freud Siralama

yontemi ile ¢ozelim.

3
Burada ¢dziimii y,(¢) =Y a,Fr,(¢) seklinde bulmak icin N =3 alindiginda siralama

n=0

noktalar ¢, =0,# =0.25,z, =0.75 ve t; =1 seklinde elde edilir.
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g()=1-1>+3t,P,(t)=-3,P, (1) =1,a,, =1,a,, =1,b,, =—3,b, =0,b,, =1
Bu degerler
{Poo(to)X(to),B(aooaboo)BOS +h, (tl)X(to),B(alo:blo)BlS} =G

temel matris denkleminde yerine yazildiginda;

1 0 0 0 3 0 0 0 1 000
_|1 025 00625 0015625 , |0 -3 0 0 10100
11 075 05625 042187507 o o -3 o "™ (0o 0 1 0

11 1 1 0 0 0 -3 000 1
1 1 -3 9 -27 0100
1.6875 0 1 -6 27 100 2 0
= »  B1,-3)= , B = ,
2.6875 0 0 1 -9 0000
3 0 0 0 1 0000
10 -+ 6
2
3
§=/0 1 0 g
0 1 0
_0 0 _

matrisleri belirlenir. Olusan denklem sisteminin arttirilmis matris formu;

0 1 0 —-0.284397 ; 1
[W; G] _ -0.25 1.6875 -1.29021  4.9068 ; 1.6875
-0.75 2.6875 -1.99562 9.46615 ; 2.6875

-1 3 —-1.53832  10.1468 3

seklinde elde edilir. Baglangi¢ kosulu matris formunda
[U;}/]:[l 0 -0.40168 0 ; O]
olup, bu matrisi [W;G] matrisinin herhangi bir satirmi silip yerine yazarak elde

ettigimiz arttiritlmis matris ; [W,GJ ’dir. Bu matrisin ranki ile katsayilar matrisinin

ranki birbirine esit olup denklem sisteminin (a,,q,,a,,a,) seklinde bir tek ¢oziimii
vardir.
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Ornek 4.1.3 Tam ¢dziim y(¢)=e¢' olan

Y'(A+0)=3y(1+1)+2e" =0

(4.1.3)

Pantograf denkleminin boliim 4.1°de verdigimiz ¢éziim ydntemine gére N =6 i¢in

¢Ozimii

Y, (t) =1+0.998301656238x +0.507038751965¢” +0.152993612175¢

+0.0551800371964¢* +0.00071812248¢ +0.003487375122¢°

olarak bulunmustur. Bu yaklasim fonksiyonunun farkli 1 noktalarindaki degerleri ve
bu noktalarda yapilan mutlak hata ve rezidiiel hata degerleri Tablo 4.2°de

gosterilmistir.

Tablo 4.2. Ornek 4.1.3’iin N =6 i¢in niimerik ¢dziimleri

ti Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata Rezidiiel Hata Ry (t;)
0 1 1.0000000000000044 4.4408920985 x 10715 1.59872115546 x 1014
0.2 1.2214027581601 1.221254571274436 0.00014818688573381 3.271896336087 x 1077

04 | 1.4918246976412

1.4916727008040598

0.00015199683721056

8.184420625667 x 107

0.6 1.8221188003905

1.8219314456791091

0.00018735471139996

9.727415619664 x 1077

0.8 | 2.2255409284924

2.2252301077568863

0.00031082073558152

529547184579 x 1077

1 2.7182818284590

2.7177195551791

0.00056227327994529

1.669775429036 x 10713

(4.1.3) denkleminin N=10 i¢in yaklagim fonksiyonu ise

Y10 (£) = 0.9999999 +0.99999593¢ + 0.50001263¢” +0.166629017> +0.041726767t"

+0.008261885¢” +0.001446309322155453¢° +0.000165116¢” +0.00003789¢*

—6.543x107¢ +7.6639x1077¢"°

olarak elde edilmistir. Asagida yine bu yaklasim fonksiyonu i¢in olusturulmus Tablo
4.3 yer almaktadir. Hata analizinden goriildiigii tizere, N=10 i¢in elde edilen yaklagim

fonksiyonunun hesaplanan mutlak hatas1 maksimum 10~°hassasiyetinde, rezidiiel hata
ise maksimum 107" seviyelerindedir.

Tablo 4.3. Ornek 4.1.3’iin N=10 i¢in niimerik ¢dziimleri

ti Tam Coziim Yaklasik Coziim Mutlak Hata Rezidiiel Hata Ry (t;)
0 1 0.9999999999999956 4.4408920985 x 10715 6.12843109593 x 10~ 14
0.2 1.2214027581601699 1.2214022247471938 5.33412976011 x 1077 7.54951656745 x 10~ 14
0.4 1.4918246976412703 1.2214022247471938 0.00000102167308368 1.06581410364 x 10~14
0.6 1.822118800390509 1.8221169404790984 0.00000185991141066 2.55795384873 x 10°13
0.8 2.225540928492468 2.2255375404856643 0.00000338800680355 9.2903462700 x 1013
1 2.718281828459045 2.7182756551661753 0.00000617329286978 2.2719603975 x 1012

Ornek 4.1.4 Daha énce Bernoulli siralama yontemi ve Bernoulli Operasyonel Matris
yontemleri ile [5] sayisal olarak ¢oziilmiis olan
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y'(0)+y(t)+(0.8t)=0 ,3(0) =1

denklemini g6z Oniine alalim. Denklemin Freud Polinomlar1 ile ¢dziimlerini 3.
boliimde yer alan matris tanimlar1 kullanilarak elde edecegiz. Gerekli tanimlamalar ve
hesaplamalar sonucunda, N=7 i¢in elde edilen yaklasik ¢oziimiin grafigi Sekil 4.2°de,

yaklasik ¢oziimiin mutlak hata grafigi de Sekil 4.3’te verilmistir. Ayrica N=7 degeri

icin elde edilen veriler Tablo 4.4’de bulunmaktadir.

10e
.
‘\
‘\
.
08+ .
‘5
‘5
.Q
06 N
’Q
04| e,
§§~~‘~~
02 s
Seee..
L 1 L n ..._= X
02 04 06 08 10

Sekil 4.2. Ornek 4.1.4’{in N=7 i¢in yaklasik ¢oziimiin grafigi

ABs[RyIX]
8.x107"
61077 H -
4x107 b SO Do
2x107) 4N 0y o
'.'. L] “." . % v : X
02 04 06 08 10

Sekil 4.3. N=7 icin yaklasik ¢6ziimiin mutlak hata grafigi
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Tablo 4.4. N=7 icin yaklasik ¢oziim, tam ¢6zlim, rezidiiel hata degerleri

4 Tam Coziim Yaklagik Coziim Rezidiiel Hata Ry (t;)
0 1 0.9999999999890079 2.98152613709135 x 10~ 11
0.2 0.66491 0.6646909568529564 2.706151267517498 x 10”7
0.4 0.43356 0.4335607306990325 4.779743165705952 x 1077
0.6 0.276482 0.27648225522236897 7.961016479374195 x 10~8
0.8 0.1714841 0.1714840647298615 1.666067193095699 x 10~7
1 0.10267 0.10267013920571122 6.209643910182194 x 1011

Ayrica ornek 4.1.4°ln ti¢ farklt NV degeri i¢in rezidiiel hata tablosunu inceledik.

Tablo 4.5. N =5, N =7,N =10 i¢in rezidiiel hata degerleri

N =5 N=7 N =10

8.257642576392499 x 1077

2.98152613709135 x 10~ 11

2.524647157997606 x 10~13

6.730274713095952 x 1077

2.706151267517498 x 1077

2.668976151198876 x 1013

5.018548616675389 x 1077

4.779743165705952 x 1077

0.0002734141930764711

2.843473829727827 x 1077

7.961016479374195 x 10~

2.762234885267389 x 10713

2.905614021608826 x 10~

1.666067193095699 x 107

2.633449014410871 x 10713

5.114215034796032 x 10”7

6.209643910182194 x 10-11

2.399191956214963 x 10~13

Ornek 4.1.5 Tam ¢dziimii y(7)=¢>olan »"(¢)= %y(t) +y %) —+* +2 Pantograf
denklemini 0<¢<1 araliginda, y(0)=0, »'(0)=0 kosullari altinda N =3 igin

Freud Siralama yontemi ile ¢ozelim.

3
Burada ¢oziimii y,(7) = Z a Fr, (t) seklinde bulmak i¢in N =3 alindiginda siralama

n=0
noktalar1 £, =0, ¢, %, t =§ ve t; =1 seklinde elde edilir.
3
g(t)=-1>+2,P, (1) = —Z,P10 (1)=0,B, (t)=-1FB,(t)=0,P, (t)=LP, () =0,
1
y =La, =—,0,=0,0, =0,0,, =1,b,, =0,b,, = 0,5, =0,b,, =0,b,, =0

Bu degerler boliim 3’ te oOnerdigimiz metotda yerine yazildiginda denklemin
katsayilar1

Ry (to)X(to):B(aomboo)BOS +h, (tl)X(to),B(aloablo)BIS
+£, (to)X(to)ﬂ(aowbm)BOS+})11 (tl)X(t1):B(allab11)BIS

+ Py (t,)X(2,) B(ay.by ) B’S =G
elde edilir.
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Buradan gerekli tanimlamalar ve hesaplamalar sonucunda N =3 i¢in mutlak hata ve
rezidiiel hata tablo 4.6’da ve yine N = 3 alindiginda buna bagli olarak hata grafigi sekil
4.4 de gosterilmistir.

Tablo 4.6. N =3 icin mutlak hata ve rezidiiel hata degerleri

ti Tam Coziim Mutlak Hata Rezidiiel Hata Ry (t;)
0 0 3.360561827648134 x 10”16 2.220446049250313 x 10716
0.2 0.04 3.122502256758253 x 10~16 0
0.4 0.16 3.05311331771918 x 10~16 0
0.6 0.36 3.330669073875469 x 1016 6.661338147750939 x 1016
0.8 0.64 3.330669073875469 x 10~16 4.440892098500626 x 10”16
1 1 4.440892098500626 x 1016 6.661338147750939 x 10”16
Abs. Error
16 '
I
3.4x 10716} l |
| |
3.3x 10716}
3.2x 1016}
3.1x 1016}
: : : — X
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Sekil 4.4. Ornek 4.1.5’in N =3 igin hata grafigi
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5. SONUC VE ONERILER

Bu calismada Freud Polinomlarina dayali orijinal bir matris yontemi kullanilarak
lineer gecikmeli diferansiyel denklemler, genellestirilmis pantograf denklemler,
birinci veya yiiksek mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerine

ulagtlmistir. Bu metot ile denklemlerin kesin veya yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir.

Bu calismamizda hata oranin dlgiilebilmesi i¢in literatiirde yer alan kalan fonksiyon
yaklagimini (rezidiiel hata fonksiyonu) ele alarak calismamizda kullandigimiz
metottaki hata miktarini en aza indirgenmeye ¢aligilmistir. Ayrica baz1 6rneklerimizde

mutlak hata analizide yapilmistir.

Calismamizin temel amact Freud polinomlarina dayali matris siralama yontemi ile
farkli tipte denklemlerin tam ya da yaklasik ¢oziime ulagsmasini saglamaktir.
Calismamiz yiiriitiirken, kullandigimiz yontemin dogrulugunu gostermek amaci ile
bircok ornek iizerinde uygulandi. Bununla beraber heniiz iizerinde ¢aligmadigimiz
farkli denklemler mevcuttur. Burada kullandigimiz yontem biraz daha gelistirilir ise
coziime ulasabilecek denklemler ¢esitlendirilebilir. Son yapilan ¢alismalar sonucunda
elde edilen yeni polinom ailesi iizerine yapilacak ¢aligma ileri bir ¢calisma oldugundan

bu tezde yer almamastir.
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