
T.C. 
MANİSA CELAL BAYAR ÜNİVERSİTESİ 

FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 
 
 

YÜKSEK LİSANS TEZİ 
MATEMATİK ANABİLİM DALI 

UYGULAMALI MATEMATİK BİLİM DALI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

FREUD POLİNOMLARINA DAYALI MATRİS METODU İLE 
DİFERANSİYEL DENKLEMLERİN ÇÖZÜMLERİ ÜZERİNE 

 
 

 
 
 

Gizem HAYTA 
 
 

 
 

Danışman 
Prof. Dr. Ali KONURALP 

 
 
 

 
 MANİSA–2021



TAAHHÜTNAME 
 
Bu tezin Manisa Celal bayar Üniversitesi Fen Edebiyat Fakültesi Matematik 
Bölümü’nde, akademik ve etik kurallara uygun olarak yazıldığını ve kullanılan tüm 
literatür bilgilerinin referans gösterilerek tezde yer aldığını beyan ederim. 

 
Gizem HAYTA 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 



I 
 

İÇİNDEKİLER 
 

Sayfa 
İÇİNDEKİLER ...............................................................................................  I 
SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ .....................................................  II 
ŞEKİLLER DİZİNİ ........................................................................................  III 
TABLO DİZİNİ ..............................................................................................  IV 
TEŞEKKÜR ...................................................................................................  V 
ÖZET .............................................................................................................  VI 
ABSTRACT ...................................................................................................  VII 
1. GİRİŞ .........................................................................................................  1 
2. GENEL BİLGİLER ....................................................................................  2 

2.1. Freud Polinomlarının Özellikleri..........................................................  2 
2.2. Genelleştirilmiş Pantograf Diferansiyel Denklemler ............................      5 

3. MATERYAL VE YÖNTEMLER ...............................................................  8 
3.1. Materyal ..............................................................................................  8 
3.2. Birinci ve İkinci Mertebeden Değişken Katsayılı Doğrusal Genelleştirilmiş 
Pantograf Diferansiyel Denklemler .............................................................  9 

3.2.1 Değişken katsayılı Lineer Genelleştirilmiş Pantograf Diferansiyel 
Denklemleri için Freud Matris-Sıralama Yöntemi ..................................  9 
3.2.1.1 Çözüm Yöntemi………………………………………………….     12 

     3.3. Rezidüel Fonksiyonuna Dayalı Hata Analizi…………………………...    14 
4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA ...........................................  16 

Örnekler .....................................................................................................  16 
5. SONUÇ VE ÖNERİLER ............................................................................  23 
KAYNAKLAR ...............................................................................................  24 
ÖZGEÇMİŞ....................................................................................................  28 
 
 
  



II 
 

SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 
 
A   Bilinmeyen Katsayılar Matrisi 

B   Standart Geçiş Matrisi 

( )ie t   Gerçek Mutlak Hata Fonksiyonu 

( )nFr t  n. dereceden Freud Polinomu 

NR (t)   Rezidüel Hata Fonksiyonu 

S   Freud Polinomlarının Geçiş Matrisi 

it   Sıralama Noktaları 

[ ]U; λ   Koşulların Arttırılmış Matrisi 

( )Ny t   Yaklaşık Çözüm 

( )y t   Tam çözüm 

nβ   n. dereceden Freud Polinomu katsayısı 

[ ]W;G   Temel Denklemin Arttırılmış Matrisi 

  
W;G  Koşulların Kullanımıyla Elde Edilen Yeni Arttırılmış Matris 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 



III 
 

ŞEKİLLER DİZİNİ 
 

Sayfa 
Şekil 1.1. İlk beş Freud polinomunun grafiği  .................................................  4 
Şekil 4.1 Örnek 4.1.1’in N=3 için yaklaşık çözümün mutlak hata grafiği ........  17 
Şekil 4.2 Örnek 4.1.4’ün N=7 için yaklaşık çözümün grafiği ..........................  20 
Şekil 4.3 Örnek 4.1.4’ün N=7 için yaklaşık çözümün mutlak hata grafiği…….     21 
Şekil 4.4 Örnek 4.1.5’in 3N =  için hata grafiği……………………………...       22 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



IV 
 

TABLO DİZİNİ 
 

Sayfa 
Tablo 4.1 Örnek 4.1.1’in N=3 için nümerik çözümleri  ...................................  17 
Tablo 4.2 Örnek 4.1.3’ün N=6 için nümerik çözümleri ...................................  19 
Tablo 4.3 Örnek 4.1.3’ün N=10 için nümerik çözümleri…………………….      20 
Tablo 4.4 Örnek 4.1.4’ün N=7 için yaklaşık çözüm, tam çözüm ve rezidüel hata 
değerleri………………………………………………………………………….   21 
Tablo 4.5 Örnek 4.1.4’ün 5, 7, 10N N N= = = için rezidüel hata değerleri…….   21 
Tablo 4.6 Örnek 4.1.5’in N=3 için mutlak hata ve rezidüel hata değerleri……..   22 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 



V 
 

TEŞEKKÜR 
 

Yaptığım çalışmamın her adımında bana destek olan, bilgi ve deneyimleri ile 
yol gösteren, lisans ve yüksek lisans eğitimlerimde yoluma ışık tutan, danışman hocam 
Sayın Prof. Dr. Ali KONURALP`e ve hayatımın her anında beni maddi ve manevi 
olarak destekleyen, her koşulda yanımda olan aileme, özellikle anneme sonsuz 
teşekkür ederim. 
 
 

 
Gizem HAYTA 

Manisa, 2021 
  



VI 
 

ÖZET 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

Freud Polinomlarına Dayalı Matris Metodu ile Diferansiyel Denklemlerin 
Çözümleri Üzerine 

 
Gizem HAYTA 

 
Manisa Celal Bayar Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 
Danışman: Prof. Dr. Ali KONURALP 

 
 
Bu çalışmada, birinci ve ikinci mertebeden doğrusal diferansiyel 

denklemlerden başlamak üzere birinci ve ikinci mertebeden Pantograf diferansiyel 
denklemlere kadar önemli bir diferansiyel denklem sınıfının tam veya yaklaşık 
çözümlerini bulmak için önerdiğimiz Freud Polinomlarına dayalı matris sıralama 
yöntemi verilmiştir. Analitik çözüm için yaklaşım fonksiyonu, tabanı Freud 
polinomları ve katsayıları da bilinmeyen değerler olarak alınmış kestirilmiş bir seri 
olup, diferansiyel denklemdeki her bir terimin matris formunda yazılmasıyla elde 
edilen matris denkleminde kolokasyon noktalarının yerine yazılmasıyla cebirsel 
denklem sistemine ulaşılır. Denklem ile verilen şartların hesaba katılmasıyla birlikte 
elde edilen sistem çözülerek, yaklaşım fonksiyonunu oluşturan serinin terimlerindeki 
Freud polinomlarının katsayıları bulunur. Önerilen çözüm yöntemi ayrıntılı bir şekilde 
verildikten sonra, bu teorinin yukarıda bahsedilen denklemleri etkili ve verimli bir 
şekilde çözmek için uygunluğunu göstermek için çeşitli örnekler verilmiştir. Tez 
düzeninde, ilk olarak bu tez boyunca dikkate alacağımız diferansiyel denklem tipleri 
ve genel kullanım alanlarından ve bu denklemlerin çözümü için kullanılan bazı çözüm 
tekniklerinden bahsedilmiştir. Daha sonra gelen ikinci bölümde ise, Freud 
Polinomlarını ortaya çıkaran Macar matematikçi Gaze Freud’dan, yaptığı 
çalışmalardan ve Freud polinomlarının genel yapısından söz edilmiştir. Üçüncü 
bölümde, birinci ve ikinci mertebeden değişken katsayılı doğrusal genelleştirilmiş 
pantograf diferansiyel denklemlerden, bu denklemler için ilk defa önerdiğimiz Freud 
Matris sıralama yönteminden ve çözüm yönteminden bahsedilmiştir. Son olarak 
verilen çeşitli örnekler bu metot ile çözülmüş ve elde edilen sonuçlar tablo ve grafik 
yardımıyla da detaylı bir şekilde aktarılmıştır.  
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Sıralama Metodu, Pantograf Denklemler 
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In this study, a matrix collocation method based on Freud Polynomials, which 

we propose to find the exact or approximate solutions of an important class of 
differential equations, starting from first and second order linear differential equations, 
to first and second order Pantograph differential equations, is given. The 
approximation function for the analytical solution is an estimated series with the base 
as Freud polynomials and the coefficients as unknown values. The algebraic equation 
system is reached by substituting the colocation points in the matrix equation obtained 
by writing each term in the differential equation in matrix form. By solving the system 
obtained by taking into account the conditions given by the equation, the coefficients 
of the Freud polynomials in the terms of the series forming the approximation function 
are found. After the proposed solution method is given in detail, various examples are 
given to show that this theory is suitable for solving the above-mentioned equations 
effectively and efficiently. In the layout of the thesis, first, the types of differential 
equations that we will consider throughout this thesis and their general usage areas and 
some solution techniques used for the solution of these equations are mentioned. In 
the second part, Hungarian mathematician Gaze Freud, who revealed Freud 
Polynomials, his studies and the general structure of Freud polynomials are given. In 
the third chapter, linear generalized pantograph differential equations with first and 
second order variable coefficients, the Freud matrix collocation method, which we 
proposed, for the first time, for these equations, are mentioned. Finally, various 
examples given were solved with this method and the results obtained were explained 
in detail with the help of tables and graphics. 
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1.  GİRİŞ 

 

 Diferansiyel denklemler ortaya çıktıkları ve kullanıldıkları alanlar itibariyle 

önemli bir matematiksel gösterge olarak ifade edilmektedirler. Bu denklemlerin 

modellediği problemlerin çözümleri ile gerçeğe yakın bilgiler elde edilmekte ve 

böylece ilgili problemler enine boyuna analiz edilmektedir. Ancak bazı durumlarda 

problemin doğasından ortaya çıkan kısıtlamalar ve kabuller altında modellenen 

problemler, içerisinde karmaşık yapılar içermektedir. Bu tarz problemlerde gerçek 

hayat problemini anlamak ve analiz etmek için ihtiyaç olan analitik çözümü bulma 

yollarından hareket etmek bizi çoğu zaman çözüme götürememektedir. Bu sebeplerle 

bu tarz problemlerin çözümlerine ulaşmak için sayısal metotlara ihtiyaç duyulmaktadır 

ve literatürde büyük çapta yer alan sayısal yöntemler dikkate alınmaktadır. Bazı sayısal 

yöntemler ilgili alınan problemlerin çözümlerini elde etmek için ortaya atılmakta, 

bazıları da mevcut metotların geliştirilmesiyle daha verimli halde ve etkili olarak 

çalışabilen çözümler elde edebilmek için önerilmektedir.  

Diferansiyel denklemlerin sayısal çözümlerini bulmaya olan ilgi, son yıllarda 

gerçek hayat uygulamalarını analiz etmek için birçok alanda artış göstermiştir. 

Bunların arasında özellikle pantograf denklemleri modellediği problemler gereğince 

astrofizik, doğrusal olmayan dinamik sistemler, cebirsel yapılar üzerine olasılık 

teorisi, elektrodinamik, kuantum mekaniği, hücre büyümesi ve sayı teorisi gibi birçok 

uygulama alanında kullanılır [1-12]. Ayrıca pantograf denklemler, fonksiyonel 

diferansiyel denklemlerin alt sınıfını oluşturur ve gecikmeli diferansiyel denklemlerin 

özel bir halidir. Matematiksel modeli oluşturulmuş bazı problemlerde bu tezin de 

içerisinde konu olarak ele aldığımız ikinci dereceden doğrusal genelleştirilmiş 

pantograf denklemlerini literatürde görmekteyiz. Bu tarz denklem yapısı, Adomian 

ayrıştıma yöntemi [2-4], Taylor matris yöntemi [3], Bernoulli işlemsel matris yöntemi 

[5], Genocchi işlemsel matris yöntemi [6] gibi daha pek çok çözüm teknikleri 

kullanılarak çözüme ulaştırılır.  

 Bu tez çalışmamızda Freud polinomlarına ve bunların matris temsillerine 

dayanan bir sıralama yöntemi öneriyoruz ki bu yöntem ile, lineer değişken katsayılı 

homojen olmayan diferansiyel denklemler sınıfından lineer değişken katsayılı 

pantograf denklemler sınıfına kadar olan geniş bir diferansiyel denklem sınıfı için 

sayısal çözümler elde edilebilmektedir. Burada sayısal çözümlere ulaşmak için birinci 

ve ikinci dereceden lineer genelleştirilmiş pantograf denklemleri ele alacağız.  
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2.  GENEL BİLGİLER 

  

 2.1.Freud Polinomları ve Özellikleri 

 

Bu bölümde matris sıralama yönteminde çözüm önerisi için taban olarak 

kullanılacak olan Freud Polinomlarından bahsedilecektir.   

Freud Polinomları Macar matematikçi Geza Freud tarafından ortaya atılmıştır.  

4 Ocak 1922 yılında Budapeşte`de doğan Geza Freud, 1950`de Budapeşte Teknoloji 

ve Ekonomi Üniversitesi makine mühendisliği alanında derece almıştır. Daha sonra 

Eötvös Lorand Üniversitesi Fen Fakültesi Enstitüsünde öğretim görevlisi olarak görev 

almıştır. Kısa süre sonra Fizik Enstitüsü Diferansiyel Denklemler bölüm başkanı 

tarafından araştırma görevlisi olarak atanmıştır. 1959`da matematiksel analizin teori 

ve pratik uygulamasındaki başarılarından dolayı Kossuth ödülünü almıştır. 1976’dan 

itibaren Ohio Eyalet Üniversitesinde misafir profesör olarak görev almış olup esas 

olarak klasik matematiksel analiz alanına ait olan enterpolasyon teorisi ve ortogonal 

polinom teorisi ile ilgilenmiştir. Aynı zamanda kısmi diferansiyel denklemler alanında 

da çeşitli sonuçlar elde etmiş ve yaklaşım teorisi alanında 130 kadar makalesi 

yayınlanmıştır [13]. 

Sonsuz aralıkta genel üstel tipten ağırlık fonksiyonlarına sahip ortogonal 

polinomlar üzerine yapılan çalışmalar 1960’larda Freud ile başlamıştır [14,15]. Bunun 

yanında Levin ve Lubinsky [16] ve Mhaskar [17] gibi çeşitli makalelerde çalışmalar 

giderek artmıştır. Özellikle Freud ağırlık fonksiyonuna 2006 yılında Gelb ve Tanner 

[18] Freud polinomlarının Gegenbauer polinomlarına kıyasla artan doğruluk değerine 

sahip yaklaşımlar verdiğini gösteren sayısal örnekler ortaya koymuşlardır. Yine bu 

çalışmada özellikle pozitif tanımlı ve yüksek değerlerde sıfıra yakınsayan bir ağırlık 

fonksiyonuna sahip olan Freud polinomlarının reel eksen üzerinde sonsuz aralıkta 

tanımlı ve asimptotik yapıda olması, süreksizlik noktalarına kadar başarılı 

yakınsamalar verdiğini göstermektedir.  

 

Bu çalışmada göz önüne alınan Freud polinomları, bütün reel eksen üzerinde 

tanımlı, ağırlık fonksiyonu yukarıdaki çalışmada da ifade edildiği gibi pozitif tanımlı 

ve sıfıra yakınsayan özelliklerini sağlayan ( )4( ) expw t t= −  olan ve ( ){ } 0n n
Fr t

∞

=
 ile 

gösterdiğimiz monik ortogonal polinomlar dizisinin elemanları olup, bu polinomların 



3 
 

sağladığı üç terimli rekürans bağıntısı, ( ) ( )1 00, 1Fr t Fr t− = =  başlangıç şartlarıyla 

birlikte 

( ) ( ) ( )1 1 , 0n n n nFr t t Fr t Fr t nβ+ −= − ≤      (2.1.1) 

denklemi ile ifade edilir. Burada nβ  katsayısı için, lineer olmayan   

   ( )1 14 n n n n nβ β β β− ++ + = ,           1 n≤    (2.1.2) 

rekürans bağıntısı kullanılmakta olup, 0 0β =  ve 

( )

( )

2 4

1
4

3exp
4
1

exp 4

t t dt

t dt
β

∞

−∞
∞

−∞

 − Γ 
 = =
 Γ−  
 

∫

∫
 

başlangıç koşulları altında tanımlaması yapılır [14]. Buna göre hesaplamaları 

yaptığımızda, bu tez boyunca kullanacağımız Gama fonksiyonu cinsinden ilk beş 

Freud Polinomu  

 

 

0

1

2

3

2 2
2

4
2 2

2

3

4 2 2

3
4
1
4

4 ,

4

2 12
4

( ) 1,
( ) ,

( ) ,

4 4 4
1 1

5

( )
3

1 3 1 3

( )
3 34 4 4

4 4 4 4

Fr t
Fr t t

Fr t

Fr t

t

t
t

tFr t
t

 Γ 
 
 Γ 
 
 Γ 
 −
 Γ 
 

       Γ Γ Γ − Γ       
       − −

        Γ − Γ Γ − Γ              

=
=

= −

=

 

=



  (2.1.3) 

olarak ve  ilk beş nβ  katsayısı 

 

0

1

0
3
4
1
4

β

β

=

 Γ 
 =
 Γ 
 

        (2.1.4) 
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   = −
   Γ Γ   
   

     Γ − Γ Γ     
     =
     Γ Γ − Γ     
     

        Γ Γ Γ − Γ                 = −
     Γ − Γ Γ + Γ     
     

4

4
 
 
 

 

 
olarak elde edilmektedir. Ayrıca 0 4n≤ ≤  için reel eksende tanımlı ( )nFr t  Freud 
polinom fonksiyonlarının temsil ettiği eğrilerin grafikleri lejant tablosu ile Şekil 1.1’de 
verilmiştir.   
 

  
 

Şekil 1.1. İlk beş Freud polinomunun grafiği 
 

Freud’un çalışmalarının, Freud ağırlık fonksiyonlarının ve Freud denklemlerinin 

ortogonal polinomlar teorisi üzerine etkileri pek çok farklı makalelerde ele 

alınmıştır[19].Özellikle 2018 yılında Clarkson ve Jordaan çalışmalarında 

genelleştirilmiş Freud polinomlarının özelliklerinden bahsetmiştir. Bu tezde geçen 

Freud polinomları bu çalışmada ele alınan üç terimli rekürans bağlantısını sağlayan 

monik ortogonal polinomlardır. 2021 yılında son olarak yapılan çalışmada yine aynı 

2 1 0 1 2
3

2

1

0

1

2

3

4

t

Frn t

0

1

2

3

4

( )
( )
( )
( )
( )

Fr t
Fr t
Fr t
Fr t
Fr t
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yazarlar [20] ağırlık fonksiyonunun değiştirilmesi ile farklı bir polinom ailesine geçiş 

yapmışlardır.  

2.2. Genelleştirilmiş Pantograf Diferansiyel Denklemler 
 

Fizik, kimya, biyoloji, mühendislik ve ekonomi gibi pek çok alandaki gerçek hayat 

durumları bir adi diferansiyel denklem ile birlikte verilmiş başlangıç değer problemi 

veya Cauchy problemi olarak modellenebilmektedir. Bu problemlerin genel formu, t  

bağımsız zaman değişkeni, ( )y t  zamana bağlı fiziksel veya sembolik bir niceliği 

göstermek üzere   

0

0 0

'( ) ( , ( )) ,
( )

y t f t y t t t
y t y

= ≤
=

      (2.2.1) 

şeklinde genel olarak alınabilir. Burada birinci mertebeden diferansiyel denklem 

yapısı ele alınmış olup, bu model daha yüksek mertebeden diferansiyel denklemlere 

de kolayca benzer mantıkla genişletilebilmektedir. Çoğu uygulamalarda, birçok 

olgunun gelecekteki davranışının adi diferansiyel denklemin çözümleri ile 

tanımlandığı varsayılır. Buradaki varsayımda genel kabul gören yaklaşım gelecekteki 

davranışın tek olarak    şimdiki zaman tarafından belirlendiği ve geçmişten bağımsız 

olduğudur. Diferansiyel fark denklemlerinde veya daha genel olarak fonksiyonel 

diferansiyel denklemlerde geçmiş, etkisini gelecek üzerinde önemli bir şekilde uygular 

[21]. 

Bu sebeple birçok model, adi diferansiyel denklemlerden ziyade fonksiyonel 

diferansiyel denklemlerle daha iyi temsil edilir. Matematiksel model oluşturulurken, 

yukarıdaki genel formdaki diferansiyel denklemin sağ tarafındaki fonksiyon bazen y

’nin geçmiş değerlerine de bağlı olabilir ki bu tarz denklemlere Retarded Fonksiyonel 

Diferansiyel denklem denir ve genel formda 

 0

0

'( ) ( , ( )) , , [ ,0]
( ) ( )

y t f t y t t t r
y t

θ θ
θ θ
= + ≤ ∈ −
+ = Φ

   (2.2.2) 

problemi olarak alınabilmektedir. Ayrıca özellikle 

1 2 0

0

'( ) ( , ( ), ( ),..., ( )) ,
( ) ( ),

ny t f t y t y t y t t t
y t t t t

τ τ τ
φ
= − − − ≤
= ≤

  (2.2.3) 

şeklinde denklem yapısı ile karşılaşılan durumlar ortaya çıkmaktadır ve bu tarz 

denklemlere de negatif olmayan iτ  gecikme terimlerine sahip gecikmeli diferansiyel 

denklemler denilmektedir. Bunun yanında denklemin sağ tarafında fiziksel niceliğin 
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türevinin gecikmeli değerine sahip bir fonksiyonunda yer aldığı denklem tipinden de 

bahsedilebilir ki bu denklem birinci mertebeden genel formda  

0

0

'( ) ( , ( ), ( ), '( )) ,
( ) ( ),

y t f t y t y t y t t t
y t t t t

τ τ
φ
= − − ≤
= ≤

   (2.2.4) 

denklemi ile verilebilir. Bu denkleme de Neutral(nötral) tipli gecikmeli diferansiyel 

denklem denir. Eğer yukarıdaki genel formda gecikmeli olmayan türevli terim yok ise, 

yani  

0

0

'( ) ( , ( ), ( )) ,
( ) ( ),

y t f t y t y t t t
y t t t t

τ τ
φ

− = − ≤

= ≤
    (2.2.5) 

şeklinde bir denklem yapısı var ise, buna da Advanced tipli fonksiyonel denklem 

denilmektedir.  

 Elbette yukarıdaki denklem formları belirli bir sınıfın daha küçük alt sınıflarını 

temsil etmektedirler. Bu tanımlarla birlikte orantılı gecikmelere sahip fonksiyonel 

denklemlerden de bahsedebiliriz. Diğer bir değişle, burada ele alınacak denklem 

tipinde bilinmeyen fonksiyonun argümentlerinin gecikme terimine bağlı 

fonksiyonların olduğu durum gözlenmektedir. Aslında, argümentleri ölçeklendirme 

katsayıları ile verilmiş fonksiyonel denklemler ile modellenmiş denklem yapısını 

Pantograf denklem olarak adlandıracak ve 1971 yılında [22] ortaya atılmış olan ilk 

halini a  ile b  sabitler ve p  pozitif bir sabit olmak üzere  

'( ) ( ) ( )y t ay p t by t= + , 0 t<      (2.2.6) 

(0) 1y =  

şeklinde göstereceğiz. Bu denklem elektrikli bir tramvay için üstündeki akım 

toplama sisteminin dinamiklerini analiz etme problemi olarak modellenmiştir.  Elbette 

üzerinde yapılan çalışmalar sonucu literatürde yer alan genel pantograf denklem halini 

de görmekteyiz.  Böylece genel pantograf diferansiyel denklem veya orantılı 

gecikmeye sahip diferansiyel denklem, 0 , 1p q< <  için  

0

'( ) ( , ( ), ( ), '( )), 0
(0)

y t f t y t y p t y q t t
y y

= ≤
=

   (2.2.7) 

ile verilebilir [23]. 

 

Böylece, bu çalışma boyunca sayısal olarak çözülmeye çalışılacak denklem 

yapılarından bahsetmiş olduk. Daha genel olarak ifade etmek istersek, göz önüne 

alacağımız denklem yapısı; değişken katsayılı, tercihen birinci veya ikinci mertebeden, 
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lineer, gecikmeli diferansiyel denklem veya genel pantograf diferansiyel denklem 

haline getirilebilen  
2

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ,

m
i

ij ij ij
j i

P t y a t b g t a t b
= =

+ = ≤ ≤∑∑    (2.2.8) 

denklemi şeklindendir.   

Literatürde yaygın olarak sayısal çözüm metotlarının tartışıldığı makaleler görebilmek 

mümkündür. Bunlardan bazılarını şöyle sıralayabiliriz [24-38]. 
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3.  MATERYAL VE YÖNTEMLER 

 

3.1. Materyal 

Bu tezde kullanılan metot esas olarak, Freud polinomlarının tabanı oluşturduğu 

kestirilmiş “Freud serisi” olarak adlandırdığımız bir çözüm fonksiyonuna, bu 

fonksiyonun çözümünü aradığımız denklemin matris formunda yazılmasına ve 

denklemin geçerli olduğu tanım bölgesi üzerinde alınan sıralama noktalarının bu 

matris denklemini sağlatılması ile elde edilen sistemden bilinmeyen seri katsayılarının 

bulunması üzerine dayalıdır. Önerdiğimiz bu metot, daha önce farklı polinomlar için 

de geliştirilmiş [3,8,29,31,35,38] standart bir diferansiyel denklem çözme metodu 

olarak ele alınabilecektir. Bu metodun literatürde yer alan benzer yapıdaki 

çalışmalardan farklı olmasını sağlayan yanı; ele alınan baz ortagonal polinomunun bu 

alanda önemli bir yere sahip olmasıdır. Bununla birlikte polinomun asimtotik yapısı 

ve yakınsama avantajları ile Freud polinomları olarak ele alınması ve uygulandığı 

denklemlerin çözüme ulaşmasını kolaylaştıran orijinal algoritması olmuştur. 

Önerdiğimiz bu metodun kısaca prosedürü şöyle olacaktır: 1) Özel çözümünü 

aradığımız diferansiyel denklemi barındıran başlangıç, sınır şartlarına veya daha 

karışık şartlara sahip bir problemin bir matris denklemine dönüştüreceğiz, 2) Önerilen 

çözümü ve gerekli türevlerini matris formalarını da hesaba katarak kestirilmiş Freud 

serisi cinsinden matris formunda denkleme yerleştireceğiz. 3) Matris halinde yazılmış 

bu denkleme sıralama noktalarının yerleştirilmesi ile lineer denklem sistemi elde edilir 

ki problemin şartlarının etkisinin bu denkleme empoze edilmesiyle çözüm bulunur. 4) 

Bulunan bu katsayıları çözüm fonksiyonunda yerine yazdığımızda göz önüne alınan 

diferansiyel denklemin bir yaklaşık çözümünü elde etmiş olacağız.  İstenen hassaslıkta 

yaklaşık çözümlerin bulunması gayesiyle, bazı iyileştirme araçları kullanılacak olup, 

hatanın minimize edilmesi sağlanacaktır. Üstelik bazı durumlarda, eğer istenirse, 

literatürde sıkça kullanılan rezidüel hata fonksiyonu ile etkin bir hata tahmini 

gerçekleştirmiş olacağız.  

Bu bölümde, kullanacağımız denklem formunu ve bu yapıda olan denklemler 

için önereceğimiz çözüm yöntemini açıklayacağız.  
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3.2. Birinci ve İkinci Mertebeden Değişken Katsayılı Doğrusal 

Genelleştirilmiş Pantograf Diferansiyel Denklemler  

m ve k  pozitif tam sayılar ve0 j m≤ ≤  ve 0 i k≤ ≤  olacak şekilde problemin 

tanım aralığında ( )ijP t  katsayı fonksiyonu, ( )g t  homojen olmayan fonksiyon, ija ve 

ijb  reel sabitler olmak üzere 

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ,

m k
i

ij ij ij
j i

P t y a t b g t a t b
= =

+ = ≤ ≤∑∑  

şeklinde tanımlanan denklem, .k metrebeden lineer genelleştirilmiş pantograf 

diferansiyel denklem veya lineer gecikmeye sahip gecikmeli diferansiyel denklem 

olarak adlandırılabilir. 2k =  için bu denklem ikinci mertebenden bir denklem 

olmaktadır. Eğer 1k =  alınırsa, yukarıdaki denklem birinci mertebeden denkleme 

indirgenmektedir.  Bu sebeple aşağıdaki kısımlarda verilecek teori aynı zamanda 

birinci mertebeden lineer genelleştirilmiş pantograf denklemler için de geçerli 

olmaktadır.  

 

 3.2.1 Değişken katsayılı Lineer Genelleştirilmiş Pantograf Diferansiyel 

Denklemleri için Freud Matris-Sıralama Yöntemi 

 

Bu bölümde  

 
2

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ,

m
i

ij ij ij
j i

P t y a t b g t a t b
= =

+ = ≤ ≤∑∑   (3.1) 

m.mertebeden lineer değişken katsayılı pantograf diferansiyel denklemleri için  
 

( ) ( )( )
1

( ) ( )

0
, 0,1,..., 1

m
k k

ij ij i
k

a y a b y b i mγ
−

=

+ = = −∑   (3.2) 

 
karışık koşulları altında; 
 

 
0

( ) ( ) ( )
N

N n n
n

y t y t a Fr t
=

≅ =∑      (3.3) 

sonlu bir yaklaşık çözümün olduğunu kabul edelim. 
 
Burada ( )n tFr  Freud polinomu olmak üzere, Freud polinomunun matris formu 
 

 T T T(t) (t) (t) (t)= ⇒ =F S X F X S     (3.4) 
 
şeklinde tanımlanır.  ( )F t  ve ( )X t  matrisleri 
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[ ]0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )Nt Fr t Fr t Fr t Fr t= F  

 
  2( ) 1 Nt t t t =  X  
 
olmak üzere S matrisi Freud polinomları ile Taylor polinomları arsındaki dönüşüm 

matrisidir. Yukarıda verilen matris formlarına göre çözüm ve birinci mertebeden türevi 

 
( ) ( )Ny t t= F A       (3.5) 

 
( ) ( )Ny t t′ ′= F A       (3.6) 

 
matris formuna dönüştürebiliriz.  A  matrisi 
 

[ ]0 1 2
T

Na a a a= A  
şekline ifade edilir.  Buna göre yukarıda verilen (3.4) denklemini (3.5) ve (3.6) da 

yerine yazarak çözüm matrisi ve onun birinci türevi  

 
( ) ( )Ny t t= X SA        (3.7) 

 
( ) ( )Ny t t′ ′= X SA        (3.8) 

 
 matris formları şeklinde  elde edilir. 
 
Burada  ( )tX  cinsinden yüksek mertebeden türevleri bulmak için ve ( )t′X  ve ( )tX  
arasında bir bağıntı elde etmek için    
 

( ) ( )t t′ =X X B        (3.9) 
 
iteratif formülü kullanılır. Burada  B matrisi 
 

0 1 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

N

 
 
 
 

=  
 
 
 
 







     
B  

şeklinde tanımlanır. 
 
Daha sonra (3.9) denklemi (3.8)`de yerine yazılırsa 
 

( ) ( )Ny t t′ = X B S A        (3.10) 
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 elde edilir. 
 
(3.5) denkleminde i j i ja t b+  dönüşümü uygulandığında; 
 

( ) ( )N i j i j i j i jy a t b a t b+ = +F A      (3.11) 
 
ifadesi bulunur. 
 

( )tX  ifadesinde t  yerine ( )ij ija t b+   konursa ( )i j i ja t b+X `nin matris formunu elde 
etmek için  
 

( ) ( ) , )i j i j i j i ja t b t bα+ = (X X β      (3.12) 
 
olduğunu varsayalım. Burada ( ),ij ija bβ  matris formu; 
 

( )

0 0 0 1 0

1 0 1 1

0

0 1
0 0 0

1
0

, 1 1

0 0

N
i j i j i j i j i j i j

N
i j i j i j i j

i j i j

N
i j i j

N
a b a b a b

N
a b a b

a b

N
a b

N

−

      
      
      
        =     
 
 
  
  
   





   



β  (3.13) 

 
şeklinde tanımlanır. 
 
(3.12) nin birinci mertebeden türevi 
 

( ) ( ) ( ),i j i j i j i ja t b t a b′ + =X X Bβ      (3.14) 
 
ve buradan  
 

( ) ( ) ( ),N i j i j i j i jy a t b t a b′ + = X B S Aβ     (3.15) 
 
elde edilir. 
 
Buna göre koşul (3.2) `ye karşılık gelen koşul matrisi  
 

1,1 1,1 1,2 1,2 1

2,1 2,1 2,2 2,2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

y a y b y a y b
y a y b y a y b

α β β β γ

α β α β γ

′ ′+ + + =

′ ′+ + + =
   (3.16) 

 
denklemi ile bulunur. 
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3.2.1.1 Çözüm Yöntemi 
 

Bu bölümde (3.1) temel matris denklemini elde etmek için (3.1)`de (3.12) 

denkemini daha sonra (3.15) denklemini yerine yazarak  

 

( )
2

0 0
( ) ( ) ( ),

m
i

i j i j i j
j i

t t a b g t
= =

=∑∑P X B SAβ     (3.17) 

 
matris denklemi elde edilir. 
 
Bu aşamada genellikle sırlama noktaları  
 

, 0,1 ,i
b at a i i N

N
− = + = 

 
  ya da  cos( / )

2 2i
a bt Na ib π−

= +
−

 

 (3.18) 
 
olarak tanımlanır. Bizim çalışmamızda birinci formülü kullanarak eş aralıklı sıralama 

noktalarını alacağız.  

 
Sıralama noktaları (3.17) denkleminde yerine yazılır ise; 
 

( )
2

0 0
( ) ( ) ( ),,

m
i

i j i i i j i j i
j i

t t a b g t
= =

=∑∑P X B SAβ 0 i N≤ ≤   (3.19) 

 
ifadesi bulunur. Ya da daha kısa olarak temel matris denklemi 
 

( )
0 0

2

,( ) ( )
m

i
i j i i i j i j

j i
t t a b

= =


=


 
 
∑∑ A GP X B Sβ     (3.20) 

 
olarak ifade edilebilir. Burada ijP , ( )X t  ve G  matris formaları 
 

( )
( )

( )

0

1

0 0
0 0
0 0 0
0 0

i j

i j
i j

i j N

t
t

t

 
 
 =  
 
  









P
P

P

P

,        ( )

( )
( )

( )

0 0 0

1 1 1

1
1

1

N

N

N
N N N

t t t
t t t

t

t t t

   
   
   = =
   
   

     





    



X
X

X

X

 

 
( )
( )

( )

0

1

N

g t
g t

g t

 
 
 =
 
 
  


G  

 
şeklinde ifade edilir. 
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yukarıdaki (3.20) denklemi  
 

W =A G  veya  [ ];W G        (3.21) 
 
olarak elde edilebilir. Burada  

( )
2

0 0
( ) ( ) ,

m
i

ij i i ij ij
j i

W P t X t a b B Sβ
= =

=∑∑  

şeklinde tanımlanmıştır. 
 
Diğer taraftan (3.2) koşulları için matris formu (3.16) ile elde edilir. Yani denklem; 
 

 U γ=A  ya da [ ];U γ        (3.22) 
 
 tanımlanabilir. Burada  
 

( ) ( )( ) [ ]1 2 3 NU a b u u u uα β= + = X X S  
 
olarak ifade edilir. 

Daha sonra (3.1) denklemi (3.2) koşulları altında (3.21) matrisinin herhangi m.satırının 

yerine (3.22) satır matrisleri yerleştirilerek; 

 

W = A G          (3.23) 
 
yani 
 

( )
( )

( )

( )

11 12 1 0

21 22 2 1

( 1)1 ( 1)2 ( 1)

1 2

( 1)1 ( 1)2 ( 1) ( 1) ( 1)

;
;
;
;

;G
;
;
;
;

N

N

m m m N m

N

N N N N N N N

w w w g t
w w w g t

w w w g t
W

u u u

w w w g t

γ
− − −

+ + + + × +

 
 
 
 
 
   =   
 
 
 
 
  





    






    



 (3.24) 

 
arttırılmış matrisi kurulur. 
 
Burada eğer ; 1rankW rank W G N = = + 

  , ise 
 

( ) 1
W G

−
= A      (3.25)  

yazılabilir.    
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Sonuç olarak burada (3.24) sisteminden Freud katsayıları belirlenir. Aynı zamanda 

(3.1) denklemi (3.2) koşulları altında yazılabiliyorsa tek bir çözüme sahiptir. 

3.3. Rezidüel Fonksiyonuna Dayalı Hata Analizi 
 
Burada üzerinde çalıştığımız Lineer değişken katsayılı Pantograf diferansiyel 
denklemleri; 
 

  
2

( )

0 0
( ) ( ) ( ) ,

m
i

ij ij ij
j i

P t y a t b g t a t b
= =

+ = ≤ ≤∑∑  

 
şeklinde tanımlanır. Buna göre (3.3) kesilmiş Freud serisi formunda elde edilen  

( )Ny t  çözümü verilen fonksiyonun denklemi yaklaşık olarak sağlanmaktadır. Yani 
buna göre; 

[ ], , 0,1, 2,...,rt t a b r N= ∈ = için 

( ) ( ) ( ) ( )
2

( )

0 0
0

m
i

N r ij N ij ij
j i

R t P t y a t b g t
= =

= + − ≅∑∑  

veya 
  ( ) ( )10 rk

N r rR t k− +≤ ∈Ζ  
 
Eğer maksimum ( )10 10rk k k− − += ∈Ζ  önceden belirlenirse o halde N kesme sınırı 

noktaların her birinden ( )N rR t  farkı önceden belirlenen 10 k− daha küçük oluncaya 
kadar arttırılır. 
 
Bu duruma ek olarak N yeteri kadar büyük alındığında ( ) 0NR t → ise bu durumda 

hata azalır. Diğer taraftan ( )N rR t  olarak tanımlanan rezidüel(kalan) fonksiyon ile 

[ ],a b  aralığında ( )NR t   fonksiyonun ortalama değeri ile çözümün doğruluğu kontrol 
edilebilir ve buradan hata tahmini yapılabilir. 
  
Ayrıca ortalama hatanın üst sınırı NR değerini aşağıdaki gibi hesaplayabiliriz; 
 

  ( ) ( )
b b

N N
a a

R t dt R t dt≤∫ ∫  

 
ve 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

,
b

N N
a

b

N N
a

b

N N
a

b

N
a

N N

R t dt b a R c a c b

R t dt b a R c

b a R c R t dt

R t dt
R c R

b a

= − ≤ ≤

⇒ = −

⇒ − ≤

⇒ ≤ =
−

∫

∫

∫

∫

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



16 
 

4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

Bu kısımda yöntemin doğruluğunu göstermek amacıyla bazı örnekler 

çözülmüştür. Daha sonra çözümün doğruluğunu bulmak için Rezidüel Hata analizi 

yapılmış bunlar tablo ve grafiklerle gösterilmiştir. 

Örnek 4.1.1 Tam çözüm ( )y t t=  olan ( ) 1
2
ty y t t ′ + = + 

 
 Pantograf denklemini  

0 1t≤ ≤  aralığında, (0) 0y =  koşulu altında 3N =  için Freud Sıralama yöntemi ile 
çözelim. 
 

Burada çözümü  
3

3
0

( ) ( )n n
n

y t a t
=

=∑ Fr  şeklinde bulmak için 3N =  alındığında sıralama 

noktaları; 0 1 2 3
1 20, , , 1
3 3

t t t t= = = =  şeklinde elde edilir. 

00 10 00 10 00 10
1( ) 1 ,P ( ) 1, ( ) 1, 1, , 0, 0
2

g t t t P t a a b b= + = = = = = =  

. Bu değerler  
 
{ }0 1

00 0 0 00 00 10 1 0 10 10( ) ( ) ( , ) ( ) X(t ) ( , )P t X t a b B S P t a b B S Gβ β+ =  
 
 temel matris denkleminde yerine yazıldığında; 
 

1 0 0 0
1 0.25 0.0625 0.015625
1 0.75 0.5625 0.421875
1 1 1 1

X

 
 
 =
 
 
 

, 00

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

P

 
 
 =
 
 
 

, 10

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

P

 
 
 =
 
 
 

,

1
4 / 3
5 / 3

2

G

 
 
 =
 
 
 

,

1 0 0 0
0 1 0 0

(1,0)
0 0 1 0
0 0 0 1

β

 
 
 =
 
 
 

,

1 0 0 0
0 1/ 2 0 0

(1/ 2,0)
0 0 1/ 4 0
0 0 0 1/ 8

β

 
 
 =
 
 
 

,

1

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

B

 
 
 =
 
 
 

, 

1 0 0.40168 6
0 1 0 0.284397
0 0 1 0
0 0 0 1

S

− 
 − =
 
 
 

 

 
matrisleri belirlenir. Oluşan denklem sisteminin arttırılmış matris formu; 
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[ ]

1. 1. 0.4016796597635174 0.28439738603734865 1
41. 1.3333333333333333 0.04276478468092704 0.2588261443460945
3
51. 1.6666666666666665 0.7094314513475937 0.1556339862340485
3

1. 2. 1.5983203402364827 1.1812052279

;W G

− −

−
=

253027 2

 
 
 
 
 
 
 
  

 

şeklinde elde edilir. Başlangıç koşulu matris formunda   
 
[ ] [ ]; 1 0 0.40168 0 ; 0U γ = −  
 
olup, bu matrisi [ ];W G  matrisinin herhangi bir satırını silip yerine yazarak elde 

ettiğimiz arttırılmış matris ; ;W G  
 ’dir. Bu matrisin rankı ile katsayılar matrisinin 

rankı birbirine eşit olup denklem sisteminin  0 1 2 3( , , , )a a a a  şeklinde bir tek çözümü 
vardır. 

Tablo 4.1. Örnek 4.1.1’in N=3 için nümerik çözümleri 
   

ti Tam Çözüm Yaklaşık Çözüm Mutlak Hata Rezidüel Hata 𝑹𝑹𝑵𝑵(𝒕𝒕𝒊𝒊) 

0 0 0 0 0 
0.2 0.2 𝟎𝟎. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟓𝟓. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.4 0.4 𝟎𝟎. 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟏𝟏. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.6 0.6 𝟎𝟎. 𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟑𝟑. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟖𝟖.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.8 0.8 𝟎𝟎. 𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟑𝟑. 𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟏𝟏.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
1 1 𝟏𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟐𝟐. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟖𝟖.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

 

 
 

Şekil 4.1. N=3 için yaklaşık çözümün mutlak hatası 
 
Örnek 4.1.2 Tam çözümü ( )y t t=  olan  2( ) 3 ( 3) 1 3y t y t t t′ − − = − +  Pantograf 

denklemini 0 1t≤ ≤ aralığında, ( )0 0y =  koşulu altında  3N =  için Freud Sıralama 
yöntemi ile çözelim. 
 

Burada çözümü 
3

3
0

( ) ( )n n
n

y t a t
=

=∑ Fr  şeklinde bulmak için 3N =  alındığında sıralama 

noktaları 0 1 20, 0.25, 0.75t t t= = =  ve 3 1t =  şeklinde elde edilir. 
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2

00 10 00 10 00 10 01( ) 1 3t,P ( ) 3, ( ) 1, 1, 1, 3, 0, 1g t t t P t a a b b b= − + = − = = = = − = =  
 
Bu değerler 
 
{ }0 1

00 0 0 00 00 10 1 0 10 10( ) ( ) ( , ) ( ) X(t ) ( , )P t X t a b B S P t a b B S Gβ β+ =  
 
temel matris denkleminde yerine yazıldığında; 
 

1 0 0 0
1 0.25 0.0625 0.015625
1 0.75 0.5625 0.421875
1 1 1 1

X

 
 
 =
 
 
 

, 00

3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3

P

− 
 − =
 −
 − 

, 10

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

P

 
 
 =
 
 
 

, 

 
1

1.6875
2.6875

3

G

 
 
 =
 
 
 

,

1 3 9 27
0 1 6 27

(1, 3)
0 0 1 9
0 0 0 1

β

− − 
 − − =
 −
 
 

, 1

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 0
0 0 0 0

B

 
 
 =
 
 
 

,

11 0 6
2

30 1 0
2

0 0 1 0
0 0 0 1

S

 − 
 
 −=  
 
 
  

 

 
matrisleri belirlenir. Oluşan denklem sisteminin arttırılmış matris formu; 
 

 [ ]

0 1 0 0.284397 ; 1
0.25 1.6875 1.29021 4.9068 ; 1.6875

;
0.75 2.6875 1.99562 9.46615 ; 2.6875

1 3 1.53832 10.1468 ; 3

W G

− 
 − − =
 − −
 − − 

 

 
şeklinde elde edilir. Başlangıç koşulu matris formunda   
 
 [ ] [ ]; 1 0 0.40168 0 ; 0U γ = −  
 
olup, bu matrisi [ ];W G  matrisinin herhangi bir satırını silip yerine yazarak elde 

ettiğimiz arttırılmış matris ; ;W G  
 ’dir. Bu matrisin rankı ile katsayılar matrisinin 

rankı birbirine eşit olup denklem sisteminin  0 1 2 3( , , , )a a a a  şeklinde bir tek çözümü 
vardır. 
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Örnek 4.1.3 Tam çözüm ( ) ty t e=  olan   

1'(1 ) 3 (1 ) 2 0ty t y t e ++ − + + =     (4.1.3)  
Pantograf denkleminin bölüm 4.1’de verdiğimiz çözüm yöntemine göre 6N =  için 
çözümü 
 

2 3

4 5 6
6 1 0.998301656238 0.507038751965 0.152993612175

0.0551800371964 0.00071812248 0.00348737512
(

2
)y x t t

t
t

t t
= ++ +

+ + +
 

olarak bulunmuştur. Bu yaklaşım fonksiyonunun farklı t  noktalarındaki değerleri ve 
bu noktalarda yapılan mutlak hata ve rezidüel hata değerleri Tablo 4.2’de 
gösterilmiştir.  
 

Tablo 4.2. Örnek 4.1.3’ün  6N =  için nümerik çözümleri 
 

ti Tam Çözüm Yaklaşık Çözüm Mutlak Hata Rezidüel Hata 𝑹𝑹𝑵𝑵(𝒕𝒕𝒊𝒊) 
0 1 𝟏𝟏.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟒𝟒.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟏𝟏.𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.2 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟑𝟑. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 
0.4 𝟏𝟏.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟏𝟏.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟖𝟖. 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 

0.6 𝟏𝟏.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟏𝟏.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟗𝟗. 𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 

0.8 𝟐𝟐.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 

1 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟏.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

 
 
(4.1.3) denkleminin N=10 için yaklaşım fonksiyonu ise 
 

2 3 4

5 6 7 8

7 9 7 10

10 0.9999999 0.99999593 0.50001263 0.16662901 0.041726767
0.008261885 0.001446309322155453 0.000165116 0.00003789
6.543 3

( )

10 7.66 9 10

t t t t
t t

y
t

t

t t
t

− −

+ + + +

+ + +

+ ×

=

+

− ×

 

olarak elde edilmiştir. Aşağıda yine bu yaklaşım fonksiyonu için oluşturulmuş Tablo 
4.3 yer almaktadır.  Hata analizinden görüldüğü üzere, N=10 için elde edilen yaklaşım 
fonksiyonunun hesaplanan mutlak hatası maksimum 610− hassasiyetinde, rezidüel hata 
ise maksimum 1210−  seviyelerindedir.   
 

Tablo 4.3. Örnek 4.1.3’ün N=10 için nümerik çözümleri 
 

ti Tam Çözüm Yaklaşık Çözüm Mutlak Hata Rezidüel Hata 𝑹𝑹𝑵𝑵(𝒕𝒕𝒊𝒊) 
0  1 𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟒𝟒.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔. 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.2 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟓𝟓.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑 × 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟕𝟕. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.4 𝟏𝟏.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟏𝟏.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟏𝟏. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.6 𝟏𝟏.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟏𝟏.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟐𝟐. 𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.8 𝟐𝟐.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟒𝟒𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟐𝟐.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟗𝟗. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

1 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕 𝟎𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 𝟐𝟐. 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

 
Örnek 4.1.4 Daha önce Bernoulli sıralama yöntemi ve Bernoulli Operasyonel Matris 
yöntemleri ile [5] sayısal olarak çözülmüş olan  
 



20 
 

 '( ) ( ) (0.8 ) 0y t y t y t+ + =  , (0) 1y =  
 
denklemini göz önüne alalım. Denklemin Freud Polinomları ile çözümlerini 3. 

bölümde yer alan matris tanımları kullanılarak elde edeceğiz. Gerekli tanımlamalar ve 

hesaplamalar sonucunda, N=7 için elde edilen yaklaşık çözümün grafiği Şekil 4.2’de, 

yaklaşık çözümün mutlak hata grafiği de Şekil 4.3’te verilmiştir. Ayrıca N=7 değeri 

için elde edilen veriler Tablo 4.4’de bulunmaktadır.    

 

 
 

Şekil 4.2. Örnek 4.1.4’ün N=7 için yaklaşık çözümün grafiği 
 

 
 

Şekil 4.3. N=7 için yaklaşık çözümün mutlak hata grafiği 
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Tablo 4.4. N=7 için yaklaşık çözüm, tam çözüm, rezidüel hata değerleri 
 

ti Tam Çözüm Yaklaşık Çözüm Rezidüel Hata 𝑹𝑹𝑵𝑵(𝒕𝒕𝒊𝒊) 
0 1 𝟎𝟎.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗 𝟐𝟐.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.2 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 
0.4 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟎𝟎.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟒𝟒.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 
0.6 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟎𝟎.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟕𝟕.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟖𝟖 
0.8 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟏𝟏.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 
1 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟎𝟎.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

 
Ayrıca örnek 4.1.4’ün üç farklı N değeri için rezidüel hata tablosunu inceledik. 
 

Tablo 4.5. 5, 7, 10N N N= = =  için rezidüel hata değerleri 
 

 

Örnek 4.1.5 Tam çözümü ( ) 2y t t= olan  ( ) ( ) 23 2
4 2

ty t y t y t ′′ = + − + 
 

 Pantograf 

denklemini 0 1t≤ ≤ aralığında, ( )0 0y = , ( )0 0y′ =  koşulları altında 3N =  için 
Freud Sıralama yöntemi ile çözelim. 
 

Burada çözümü 
3

3
0

( ) ( )n n
n

y t a t
=

=∑ Fr  şeklinde bulmak için 3N =  alındığında sıralama 

noktaları 0 1 2
1 20, ,
3 3

t t t= = =  ve 3 1t =  şeklinde elde edilir.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
00 10 01 11 20 21

00 01 10 11 20 00 01 10 11 20

32, , 0, 1, 0, 1, 0,
4

11, , 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0
2

g t t P t P t P t P t P t P t

b b b b bα α α α α

= − + = − = = − = = =

= = = = = = = = = =
 

 
Bu değerler bölüm 3’ te önerdiğimiz metotda yerine yazıldığında denklemin 
katsayıları 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0 1
00 0 0 00 00 10 1 0 10 10

0 1
01 0 0 01 01 11 1 1 11 11

2
20 2 2 20 20

( ) ( ) ( , ) ( ) X( ) ( , )

X , X ,

X ,

P t X t a b B S P t t a b B S

P t t a b B S P t t a b B S

P t t a b B S G

β β

β β

β

+

+ +

+ =

 

elde edilir. 
 

x
N  5N =  7N =  10N =  

0 𝟖𝟖.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟐𝟐.𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓𝟓× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.2 𝟔𝟔.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.4 𝟓𝟓.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟒𝟒.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟎𝟎.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎 
0.6 𝟐𝟐.𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖𝟖× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟕𝟕.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟖𝟖 𝟐𝟐.𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕𝟕× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.8 𝟐𝟐.𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗𝟗× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟖𝟖 𝟏𝟏.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟐𝟐.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
1 𝟓𝟓.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟕𝟕 𝟔𝟔.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟐𝟐.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
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Buradan gerekli tanımlamalar ve hesaplamalar sonucunda 3N = için mutlak hata ve 
rezidüel hata tablo 4.6’da ve yine 3N = alındığında buna bağlı olarak hata grafiği şekil 
4.4 de gösterilmiştir. 
 

Tablo 4.6. 3N =  için mutlak hata ve rezidüel hata değerleri 
 

ti Tam Çözüm Mutlak Hata Rezidüel Hata 𝑹𝑹𝑵𝑵(𝒕𝒕𝒊𝒊) 
0 0 𝟑𝟑.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟐𝟐.𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

0.2 0.04 𝟑𝟑.𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 0 
0.4 0.16 𝟑𝟑.𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎𝟎× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 0 
0.6 0.36 𝟑𝟑.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
0.8 0.64 𝟑𝟑.𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑𝟑× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟒𝟒.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 
1 1 𝟒𝟒.𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 𝟔𝟔.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔× 𝟏𝟏𝟏𝟏−𝟏𝟏𝟏𝟏 

 

 
 

Şekil 4.4. Örnek 4.1.5’in 3N =  için hata grafiği 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada Freud Polinomlarına dayalı orijinal bir matris yöntemi kullanılarak 

lineer gecikmeli diferansiyel denklemler, genelleştirilmiş pantograf denklemler, 

birinci veya yüksek mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemlerin çözümlerine 

ulaşılmıştır. Bu metot ile denklemlerin kesin veya yaklaşık çözümleri elde edilmiştir.  

 

Bu çalışmamızda hata oranın ölçülebilmesi için literatürde yer alan kalan fonksiyon 

yaklaşımını (rezidüel hata fonksiyonu) ele alarak çalışmamızda kullandığımız 

metottaki hata miktarını en aza indirgenmeye çalışılmıştır. Ayrıca bazı örneklerimizde 

mutlak hata analizide yapılmıştır. 

 

Çalışmamızın temel amacı Freud polinomlarına dayalı matris sıralama yöntemi ile 

farklı tipte denklemlerin tam ya da yaklaşık çözüme ulaşmasını sağlamaktır. 

Çalışmamızı yürütürken, kullandığımız yöntemin doğruluğunu göstermek amacı ile 

birçok örnek üzerinde uygulandı. Bununla beraber henüz üzerinde çalışmadığımız 

farklı denklemler mevcuttur. Burada kullandığımız yöntem biraz daha geliştirilir ise 

çözüme ulaşabilecek denklemler çeşitlendirilebilir. Son yapılan çalışmalar sonucunda 

elde edilen yeni polinom ailesi üzerine yapılacak çalışma ileri bir çalışma olduğundan 

bu tezde yer almamıştır. 
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