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OZET

Dort boliimden olusan yiiksek lisans tezinin birinci boliimiinde; konunun tarihi
gelisimi hakkinda bilgi verildi. Ikinci bdliimiinde; reel kuaterniyonlar ve reel-split
kuaterniyonlara iliskin temel tanim ve cebirsel 6zelliklere yer verildi. Ugiincii
bolimiinde; reel-split kuaterniyonlar kullanilarak Minkowski uzayr E3 te donme
hareketleri tanimlandi. Dordiincii bolimiinde; ikisi involiisyon diger ikisi anti-
involiisyon olmak {izere dort doniisiim verildi. Ayrica, bu doniisiimlerin vektorel
kistmlarmin 3-boyutlu Oklid uzayr E® ya da Minkowski uzay1 E3 teki geometrik
yorumlarina yer verildi. Son olarak ise; bu doniisiimlere karsilik gelen matrisler elde
edildi.
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ABSTRACT

This thesis is consisting of four chapters. In the first chapter; the historical background
of the subject is expressed. In the second chapter; fundamental definitions and
algebraic properties related to real quaternions and real-split quaternions are given. In
the third chapter; rotations in Minkowski space E3 are given by using real-split
quaternions. In the fourth chapter; two involution and two anti-involtion
transformations are given. Moreover, the geometrical meanings of the vector parts of
these transformations are given in three-dimensional Euclidean space E3 or in

Minkowski space E3. Finally, the matrices corresponding to these transformations are
obtained.
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1. GIRIS

Kinematik, kuvvet ve kiitle kavramlarini icermeyen mekanigin bir dahdir. Yani
kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bagli olarak yer
degistirmesini inceler (Miiller, 1963). Kuaterniyonlar, 1843 yilinda William Rowan
Hamilton (1805-1865) tarafindan tanimlanmis ve kinematikte hareketlerin

incelenmesi bakimindan 6nemli bir rol oynadig1 bir¢ok ¢alismada ifade edilmistir.

Kompleks (karmagik) sayilar, 18. yiizyildan itibaren aragtirilan konularm basinda yer
almaktadir. William Rowan Hamilton, E? Oklid 2-uzaymdaki her bir noktaya bir
kompleks say1 karsilik geldigini bilmekte olup buradan hareketle E3 Oklid 3-
uzayindaki her bir noktaya karsilik gelen sayilarin ciimlesini arastirmaya baslamistir.
R3 uzaymdaki her bir nokta bir sirali reel say1 tigliisii ile belirlidir. Hamilton, kompleks
sayilardakine benzer ¢arpma islemini bu sirali reel sayi {cliileri iizerinde denemis
ancak olumlu sonu¢ alamamistir. Daha sonra ise, E* Oklid 4-uzaymda ayni deneme
olumlu sonu¢ vermis ve dordeyler olarak da adlandirdig1 kuaterniyonlari

tanimlamastir.

Kuaterniyonlar ile ilgili biiylik bulus 16 Eyliil 1843 tarithinde Hamilton tarafindan
Dublin’de gerceklesmistir. Hamilton, esiyle birlikte irlanda Kraliyet Akademisi’ndeki
konsey toplantisina bagkanlik yapmak i¢in giderken, Kraliyet Kanali boyunca
yiriidiikleri esnada kuaterniyonlar ile 1ilgili kavramlar zihninde aydinlanmaya
baslamigtir. Broom Koprisi’nde dinlenmek i¢in durduklarinda ise kuaterniyonlarin

carpimi ile ilgili
i’ =j*=k*=ijk=-1 (1.1)

formilind kopriiniin tasma yazmaktan kendisini alikoyamamistir. Hamilton, bu

carpim kurali ile birlikte her bir sirali say1 dortliistine “kuaterniyon” admni vermistir.

Veldkamp (1976) dual birim vektorler ve dual vektor giftleri yardimiyla dual birim
kiireyi ifade etmis ve dual kiiresel hareketleri vermistir. Ayrica, dual hareket ve reel

uzay hareketi arasindaki bagintiy1 gostermistir.

Rooney (1977) sabit bir nokta etrafinda bir cismin dénme hareketini metotlar halinde

ifade etmistir. 3x3-Reel ortogonal matrisler, 2x2-Uniter matrisler, Pauli spin matrisleri
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ve 3x3-Ozel iiniter matrisler yardimiyla bir eksen etrafinda donme matrislerini

simiflandirmistir.

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonlarin uzay kinematigine

uygulamalarini ifade etmiglerdir.

Hacisalihoglu (1983) reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklar1 6zellikleri ayrintilt
bir sekilde incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve kayma
operatOrlerini ifade etmistir. Ayrica, vida operatérinin dénme ve kayma
operatorlerinin bileskesi olarak yazilabilecegini gostermistir. Vida hareketlerinin

bilesimini ve Euler agilarinin denklemlerini vermistir.

Hiller ve Woernle (1984) bir cismin genel vida hareketlerini noktalara ve dogrulara
gore formiillestirmiglerdir. Her iki durum i¢in de temel bagintilar1 saglayan ani vida
hareketlerinin diferansiyel denklemlerini vermisler ve bu diferansiyel denklemlerin
¢cozimlerinden de sonlu vida hareketini ifade etmislerdir. Bir dogrunun vida hareketi
icin gerekli dual vida tensorleri, dual matrisleri, vida koordinatlar1 ve dual

kuaterniyonlarin denklemlerini vermislerdir.

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yardimiyla E3 Oklid 3-uzaymda bir eksen

etrafinda donmeyi adjoint gosterimiyle ifade etmislerdir.

Agrawal (1987) dual kuaterniyonlari Hamilton operatorleri ile formiillestirmis ve bu
operatorlere karsilik gelen dual matrislerin 6zelliklerini ifade etmistir. Bu 6zellikleri, bir
nokta ve bir dogrunun vida hareketinin kinematik denklemlerini gelistirmekte

kullanmustir.

Hiiseyin Tevfik Pasa (1892) Ingilizce olarak yazdigi “Linear Algebra” adli kitapta,
kompleks sayilarla kuaterniyonlar arasinda bir cebir inga etmeye ¢alismis ve birlesme
ile degisme 6zelligine sahip olmayan ancak sifirdan farkli her elemanin tersinir oldugu

3-boyutlu bir cebir insa edebilmistir.

Ward (1997) 3 ve 4- boyutlu 6klid uzaylarinda donme matrislerini, reel kuaterniyonlar1
kullanarak vermistir. Kuaterniyonlarin matris formlarini ifade etmistir. Levent Kula
tarafindan hazirlanan “’Boliintiilii Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamalart’’

doktora tezinde boliintiilii (split) kuaterniyonlarin Minkowski 3-uzayinda donme
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matrisleri tanimlanmuistir.

Inoguchi (1998) bolinmiis (split) kuaterniyonlart tanimlamis ve Minkowski 3-
Uzayinda sabit ortalama egrilikli zamansi (timelike) yilizeylerin temel denklemlerini,

boliinmiis kuaterniyonlar yardimiyla yeniden formiillestirmistir.

Knus vd. (1998) yazdiklar1 “The Book of Involutions™ adli kitapta iki ¢esit involiisyon
tanimlamislar ve bu involiisyonlarin cebirsel 6zelliklerini ayrmtili bir sekilde ele

almiglardir.

Kula (2003) bolinmiis kuaterniyonlar1 incelemis ve Hamilton operatorlerini
Ozellikleriyle birlikte vermistir. Ayrica, Minkowski 3-uzayinda vida hareketini

tanimlamistir.

Ell ve Sangwine (2007) “Quaternion involutions and anti-involutions” adl
caligmalarinda reel kuaterniyonlar1 kullanarak biri involiisyon digeri anti-involiisyon
olmak (zere iki doniisim tanimlamislardir. Ayrica, bu doniisiimlerin vektorel
kisimlarmm R3 uzaymndaki geometrik yorumlarmm birer yansimaya karsilik geldikleri

gosterilmistir.

Bu tezde ilk olarak, reel kuaterniyonlar cebiri ile reel-split kuaterniyonlar cebiri ele
alinmig ve temel cebirsel 6zelliklere yer verilmistir. Minkowski uzayinda genel donme
hareketleri reel-split kuaterniyonlar cinsinden ifade edilmistir. Bu bilgiler
dogrultusunda reel-split kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger ikisi anti-
involiisyon olan dort doniisiim tanimlanmistir. Bu doniisiimlerin Minkowski uzayinda
meydana getirdikleri donme hareketleri ele almmuistir. Son olarak ise bu doniisiimlere
karsilik gelen matrislere yer verilmistir. Reel-split kuaterniyon timelike ve vektor
kismi spacelike oldugunda kuaterniyonun skaler kismi sifirdan farkl ise kutupsal
formda yazilabilir. Ancak skaler kismi sifir ise kuaterniyon kutupsal formda
yazilamaz. Timelike reel-split kuaterniyonun skaler kisminin sifir olmas1 durumunda

gecerli bir donme operatori tanimladik.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezde kullanacagimiz temel kavram ve teoremlere yer verilecektir. 2-
boyutlu reel vektdr uzayr R? deu = (uy,u,) ve v = (vq,v,) vektdrlerini ele alalim.

Bu durumda; R?, u ve v vektorlerinin Oklid i¢ ¢arpmmi
(u,v)= wv + wv, (2.1)

ile birlikte, 2-boyutlu Oklid uzay1 E? yi meydana getirir. Bu durum, E2 = (R?,(, ))
ile ifade edilir.[E? de herhangi ikiu = (u;,u,) ve v = (vy,v,) vektorleri birbirlerine
dik ise

(u,V) = U + U Uy = 0 (22)
dir. E2 de herhangi bir u = (u,u,) vektoriiniin normu ve uzunlugu (boyu) sirast ile
Nw) = (u,u)=u?+uj (2.3)

ve

lull = VN() = /u% + u? (2.4)

seklinde tanimlidir. Normu 1 olan vektorlere birim vektorler denir.

E? de herhangi iki u = (uy,u;) ve v = (vy,v,) birim vektorlerini ele alalim. Bu
durumda Sekil 2.1 de gosterildigi tizere

[cosa —sina) i) _ [va)

. 2.5
sina cosalluy U, (2:5)

esitligi sonucunda u vektorii E? de x2 + y? = 1 birim ¢ember yay1 boyunca pozitif

yonde a € R agis1 kadar doner ve v vektorini meydana getirir.



<l

|l

Sekil 2.1. Oklidyen cemberde pozitif yonli donme
Benzer sekilde, u = (uy,u;) ve v = (vy,v,) birim vektorleri igin

cosa sina] [u1] _ [171]
—sina cosallu; U3

(2.6)

esitligi saglandiginda Sekil 2.2 de gosterildigi iizere u vektorl E? de x2 + y2 =1

birim ¢ember yay1 boyunca negatif yonde @ € R agis1 kadar doner ve v vektérini

meydana getirir.

=l

Sekil 2.2. Oklidyen cemberde negatif yonli donme

E? de ele aldigimiz herhangi iki u = (uy,u,) ve v = ( vy, v,) vektorleri icin Oklid ic

carpimi yerine Lorentz i¢ carpimi



(u,v )L = —UV; + UV, (2.7)

kullanilirsa, 2-boyutlu Lorentz uzay: E? = (R?,(,),) elde edilir. u = (u,, u,) ve v =

(v4,v,) vektorleri birbirlerine dik ise

(u,v), = —uv; + uyv, =0 (2.8)
dir. Bu diklik durumuna Lorentz anlaminda diklik denir.
[E2 de herhangi bir u = (uy, u,) vektori icin;

(i) (w,u),=-u?+u3>0 yadau=0 ise u ya spacelike (uzaysi) vektdr
denir.
(i) (u,u), <0 ise u ya timelike (zamans1) vektor denir.

(iif) u # 0 olmak tzere
(u,u), =0 (2.9)
ise u ya lightlike (1s1ks1) veya null vektor denir (O’Neill, 1983).
2 de herhangi bir u = (uy,u,) vektériinin normu
Nw) = —(u,u), =uf —uj (2.10)
seklinde tanimlidir. Bu u vektoriiniin uzunlugu (boyu) ise;

() u spacelike ya da lightlike ise

lull, = y-Nw) = /—uf + u? (2.11)

dir.

(i)  utimelike ise

llull, = VN@) = /uf — u? (2.12)

dir.



Normu +1 (yani, ||ul|, = 1) olan vekt6re birim vektdr denir (O Neill, 1983).

E2 de herhangi iki u = (uy,u,) ve v = (v4,v,) birim vektdrlerini ele alalim.

Bu durumda, Sekil 2.3’te gosterildigi tizere

e el =) =

esitligi sonucunda u vektori E2 de —x? + y? = 1 Lorentz birim ¢ember yay1 boyunca

pozitif yonde hiperbolik a € R agis1 kadar doner ve v vektdrini meydana getirir.

=l

<l

Sekil 2.3. Lorentzian ¢cemberde pozitif yonli dénme
Benzer sekilde, u = (uy,u;) ve v = (vy,v,) birim vektorleri icin

cosha —sinha][¥1] _ [V1

—sinha cosha] uz] N [vz] (2.14)
esitligi saglandiginda Sekil 2.4’te gosterildigi lizere u vektori, E? de —x? + y%2 =1
Lorentz birim ¢ember yay1 boyunca negatif yonde hiperbolik a € R agis1 kadar doner

ve v vektorini meydana getirir.



dl\

2l

Sekil 2.4. Lorentzian ¢cemberde negatif yonli donme

A, nxn —tipinde bir reel matris olsun. Eger

A"t = AT (2.15)
ise, A matrisine ortogonaldir denir (Hacisalihoglu, 1996).
A, nxn — tipinde bir matris olsun. Eger

AT = gAe (2.16)
ise, A matrisine yari-ortgonaldir denir. Burada, ¢ = diag(—1,1,1) dir (O’Neill, 1983).
2.1 Reel Kuaterniyonlar

3-boyutlu reel vektor uzayr R3 te u = (uq, uy, uz) Ve v = (vq,v,, v3) vektorlerini

ele alalim. Bu durumda, R3, u ve v vektorlerinin Oklid i¢ carpim
(u,v> = ulvl + uzvz + u3173 (2.17)

ile birlikte, 3-boyutlu Oklid uzay1 E* i meydana getirir. Bu durum, E3 = (R3,(, ))

ile ifade edilir.
Oklid uzay1 E3 teu = (uq, up, u3) ve v = (vy,v,,v3) vektorlerinin vektdrel garpimi

UANDV = (u2U3 - u3v2, u3v1 - ulvg, ulvz - uzvl) (2.18)

8



dir (Hacisalihoglu, 1998). Ayrica, w = (w;, w,, w3) € E3 olmak Uizere
uN(wAw) =v(u,w)—wu,v) (2.19)
dir. Bu esitlik Lagrange formiilii olarak adlandirilir (Jeffreys, 1950). Buradan,
UAV)AW=—-WA(UAD)=—(ulw,v)—v{w,u)) =viw,u)—ulw,v)
elde edilir.
Reel kuaterniyonlarin ciimlesi
H ={q = qo + q1i + q2j + g3k : q0,q1, 92,95 € R} (2.20)

seklinde tanimhdir. Burada, qq, q1, g2, q; reel sayilarina g reel kuaterniyonunun
bilesenleri denir. i, j, k birimleri ise 3-boyutlu Oklid uzay1 E* te bir dik koordinat

sisteminin baz vektorleri olarak ele alinabilir. Bu baz vektorleri

i? = j% = k? = ijk = -1,
(2.22)

ijj=—ji=k jk=—kj=i ki=—ik=j

esitlikleri ile tanimli garpim kuralina sahiptir. Her bir ¢ = q¢ + q1i + q,j + gk reel
kuaterniyonu S(q) = qo ve V(q) = q1i + qj + g3k olmak lizere

q=5(q)+V(qg) (2.22)

seklinde ifade edilebilir. Burada, S(q) ifadesine q reel kuaterniyonunun skaler kismu,
V(q) ifadesine ise vektorel kismi denir. Sadece vektorel kisimdan olusan reel

kuaterniyonlarin ciimlesine pir reel kuaterniyonlarm ctimlesi denir ve bu ciimle

H={q=qi+qj+qsk:q1,q,,95 € R} (2.23)

seklinde gosterilir. Her bir pur reel kuaterniyon, E3 te bir vektor belirtir (Hamilton,
1844).

Herhangi iki reel kuaterniyon q = qo + q1i+ q2j + g3k ve p = py + pi + poj +

psk olmak Uzere, reel kuaterniyonlarin climlesi tizerinde toplama islemi;



: HxH - H
® % (2.24)

(p) » q@p=q+p

ile taniml1 olup

q+p=(5@+V(@)+(S®) +V(®)
=(qo + q1i + qzj + q3k) + (po + p1i+ paj + p3k) (2.25)
=(qo + po) + (g1 + p)i+ (g2 + p)j+ (g3 + p3)k

dir (Hamilton, 1844). Burada, g + p = p + q oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla,
reel kuaterniyonlarin ciimlesi H Uzerinde tanimli toplama islemi, degisme 6zelligine
sahiptir. Bu nedenle H kiimesi, {izerinde taniml1 toplama islemiyle birlikte bir Abel
grubu belirtir. Bir diger ifadeyle (H,@) bir Abel grubudur. H nin @ islemine gore
birim (etkisiz) eleman1 g = 0 + 0i + 0j + 0k = O sifir reel kuaterniyonudur.

Herhangi bir ¢ = q¢ + q,i + q2j + qsk reel kuaterniyonunu ve herhangi bir A reel
sayisint ele alalim. Bu durumda, reel kuaterniyonlarin ciimlesi iizerinde skalerle

carpma islemi,

®: RxH -» H

(2.26)
ALg) » 10q=41q
ile tanimli olup
Aq = A(S(q) + V()
= AS(q) + W(q) (2.27)

= Aqo + A(qii + q2j + q3k)
= Aqo + Aqyi + Aq,j + Aqzk

dir (Hamilton, 1844). Reel kuaterniyonlarmn ciimlesi, iizerinde tanimladigimiz toplama
ve skalerle ¢carpma iglemleriyle birlikte, reel sayilar cismi iizerinde 4-boyutlu bir vektor

uzay belirtir. Bir diger ifadeyle (H,®, R, +,-, ®) bir vektor uzayidir.

Herhangi iki reel kuaterniyon q = qo + q1i+ q2j + q3k ve p = py + p1i + poj +

ps k olmak tizere, reel kuaterniyonlarin climlesi lizerinde ¢arpma islemi;
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: HxH - H
® % (2.28)

(@.p) » q®p=qp

ile taniml1 olup

qp = S(@S(p) — (V(Q),V(p)) + S(@QV(p) + S@IV(Q) + V() AV(p) (2.29)

dir. Burada, (,) ile E3 te iki vektoriin i¢ carpimi, A ile de vektdrel carpimi

gosterilmistir. Bir diger ifadeyle,

V(@),V(p)) = qip1 + 4202 + q3p3

. _ (2.30)
V(g ANV(p) = (q2ps — q3p2)i+ (qzpy — qip3)j + (q1p2 — q2p1 )k

dir (Hamilton, 1844). Burada dikkat edilmelidir ki, E3 te vektorel ¢arpim degisme

ozelligine sahip olmadigindan, genel olarak

qp # pq (2.31)

dur. Dolayisiyla, reel kuaterniyonlar ciimlesi, iizerinde tanimladigimiz toplama,
skalerle carpma ve ¢arpim islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi iizerinde degismeli
olmayan bir cebir belirtir. Bir diger ifadeyle (H,®, R, +,;, ®©, ®) degismeli olmayan

bir cebirdir.

Herhangi iki pur reel kuaterniyon q = q,i + q,j + g3k ve p = p,i + p,j + psk nin
garpimi

qp = —(q,p) +qAp (2.32)
ile tanimlidir.
Herhangi bir g = q¢ + q1i + q,j + qsk reel kuaterniyonunun eslenigi
q =qo— g1l —qz2j — g3k = S(q) = V(q) (2.33)

seklinde tanimhidir (Hamilton, 1967; Kelland vd., 1904). 4, A, herhangi iki reel say1
ve q ile p herhangi iki reel kuaterniyon olmak iizere, eslenik kavraminin asagidaki

temel dzellikleri verilebilir:
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(i) 419 +4;p = 1,9 + A,p,
(i) gp = pq,
(i) (@) =gq.

Herhangi bir g = q¢ + q1i + q,j + g3k reel kuaterniyonun normu

N(@Q) =q3=q9=q5+qi + 45+ 45 (2.34)

ile tanimhdir. Burada dikkat edilmelidir ki, reel kuaterniyonlarin climlesi iizerinde
carpma islemi genel olarak degisme 6zelligine sahip degilken, 6zel bir durum olarak
herhangi bir reel kuaterniyonu eslenigi ile carptigimizda, degisme 6zelligi saglanir.
Ayrica N(q) € R ve N(q) > 0 olduguna dikkat ediniz. A, herhangi bir reel say1 ve q
ile p herhangi iki reel kuaterniyon olmak tzere, norm kavrami asagida verilen temel

oOzelliklere sahiptir:

(i) N(gp) = N(@)N(p),
(i) N(Aq) = 2*N(q).

Normu 1 br olan reel kuaterniyonlara birim reel kuaterniyonlar denir. Bu ¢alismada,

birim reel kuaterniyonlarin ctimlesi
H, ={qeM: N(q) =1} (2.35)

ile gosterilecektir. Bir reel kuaterniyon birim ve pir ise (yani; g € H ve N(q) = 1 ise),
karesi (kendisi ile ¢arpimi) -1 dir. Bir diger ifadeyle, q> = —N(q) = —(q? + q3 +
q?) = —1 dir (Ell ve Sangwine, 2007).

Sifirdan farkli herhangi bir ¢ = q¢ + q,i + q,j + gk reel kuaterniyonunu

q

JN@) (239

seklinde birim kuaterniyona dontistiirebiliriz.

Sifirdan farkli herhangi bir ¢ = q, + q,i + q,j + qsk reel kuaterniyonunun ¢arpma

islemine gore tersi (bir diger ifade ile inversi);
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L, d

q = W (2.37)

ile tanimlidir. A, herhangi bir reel say1 ve q herhangi bir reel kuaterniyon olmak uzere,

invers kavrami asagida verilen temel 6zelliklere sahiptir:

(i) (gp)~'=p ¢t
(i) A= q7 /A

Vektorel kismi sifirdan farkli olan herhangi bir q = qo + qqi + q,j + q3k reel

kuaterniyonu

do
VN@
V@i + 422 + q3?
N@
_ q1i+ q.j + qzk
V12 + g% + q5?

cosa =

sina =

(2.38)

olmak Uzere;

q = N(q) (cosa + psina) (2.39)

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Burada; « € R ve u?> = —N(u) = —1dir. g

nun eslenigi ise:

q = N(q)(cosa — psina) (2.40)

ile tanimlidir. Ayrica, vektorel kismi sifirdan farkli olan her ¢ = qy + q1i + q,j + g3k

reel kuaterniyonu

a=(qo
b= \/CI12 + q2* + q3*
_ g1l + q2j + g3k
\/CI12 + 2% + q3°

(2.41)

olmak Uzere,
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q=a+upub (2.42)
seklinde kompleks formda ifade edilebilir. Burada; u? = —1 dir.
2.2 Reel-Split Kuaterniyonlar
Herhangi iki u = (uy, u,, u3) ve v = (vq,v,,v3) vektorleri igin Oklid i¢ carpmm
(u,v) = wv + uv, + uzvs (2.43)
yerine Lorentz i¢ ¢carpimi
(u,v), = —uv, + uv, + uzvs (2.44)

kullanilirsa, 3-boyutlu Lorentz uzay1 (Minkowski uzayr) E3 = (R3,(,),) elde edilir.
Minkowski uzay1 E3 te herhangi iki u = (uq,uy, u3) ve v = (vy,v,,v3) vektorleri

birbirlerine dik ise
(u,v )L = w4 + U, v, + UzV3 = 0 (245)
dir. Bu diklik durumuna Lorentz anlaminda diklik denir (O’Neill, 1983).

Minkowski uzayr E3 te u = (uy,uy,uz) Ve v = (vq,v,, v3) vektorlerinin vektorel

carpimi
UANLV = (UzVy — UyVs3,UsVy — U U3, UiVy — UyVy) (2.46)
dir (O’Neill, 1983). Ayrica w = (wy, w,, w;3) € E3 olmak lizere
un, A w) =w(u,v), —viu,w), (2.47)
dir (Jeffreys, 1950). Buradan
(un, VAN, W=—-wA; (UA, D)
=—-(wiw,u), —ulw,v),) (2.48)

=u(w,v ), —v{w,u);
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elde edilir.
Reel-split kuaterniyonlarmin climlesi
Hs = {g = qo + q1i + 42 + 43k : 40,91, 92, 43 E R} (2.49)

ile tammlidir. Burada; qq, q4,q,,q93 reel sayilarma q reel-split kuaterniyonunun
bilesenleri denir. i, j, k birimleri ise Minkowski uzay1 E3 te dik koordinat siteminin

baz vektorleri olarak ele alinabilir. Bu baz vektorleri

i2=-1, 2=k?>=1, ijk=1,
(2.50)

ijj=—ji=k, jk=—kj=—i ki=—ik=]j

esitlikleri ile tanimli ¢arpim kuralina sahiptir (Inoguchi, 1998). Her bir ¢ = g, + q,i +
q.j + qzk reel-split kuaterniyonu S(q) = q, ve V(q) = q,i + q,j + q3k olmak

Uzere

q= 5(q) +V(qg) (2.51)

seklinde ifade edilebilir. Burada; S(q) ifadesine g reel-split kuaterniyonunun skaler
kismi, V(q) ifadesine ise vektorel kismi denir. Sadece vektorel kisimdan olusan reel-

split kuaterniyonlarin ciimlesine piir reel-split kuaterniyonlar denir ve bu ctimle
Hy ={q € Hy: q=qii+q.j + g3k} (2.52)

seklinde gosterilir. Her bir piir reel-split kuaterniyonu E3 te bir vektor belirtir. (Kula
ve Yayl, 2007).

Herhangi iki reel-split kuaterniyon

q=qo+ q1i+ qzj + g3k (2.53)
ve

P = Do +pil +p2j + 3k (2.54)
olmak tzere, reel-split kuaterniyonlarm ciimlesi tizerinde toplama islemi;
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B.: H.xH, -» H
* s (2.55)
(ap) ©» q®sp=q+p

ile taniml1 olup

g+r= (S +V@)+ (S® +V(®)
= (qo + q1i + q2j + q3k) + (po + p1i + p2j + p3k) (2.56)
= Aqo +Po) + (g1 + P+ (g2 +p2)j + (g3 +p3)k

dir (Inoguchi, 1998). Dolayisiyla, reel-split kuaterniyonlarin ciimlesi H Uzerinde
taniml1 toplama islemi, degisme 6zelligine sahiptir. Bu nedenle H, kiimesi, lizerinde
tanimli toplama islemiyle birlikte bir Abel grubu belirtir. Bir diger ifadeyle (H,,D;)

bir Abel grubudur. Hg nin @ islemine gore birim (etkisiz) elemani
q=0+0i+0j+0k=0 (2.57)
sifir reel-split kuaterniyonudur.

Herhangi bir g = q¢ + q1i + q2j + g3k reel-split kuaterniyonu ve herhangi bir A reel
sayisini ele alalim. Bu durumda; reel-split kuaterniyonlarin climlesi lizerinde skalerle

carpma islemi;

Os: RxHy - Hg

(2.58)
g +» 10s9=12q
ile taniml1 olup
Aq = A(S@)+ V@)
= A5(q) + 2V (q) (2.59)

= Aqo + A(q,i + qj + q3k)
= Aqo + Aqyi + Aq;3j Aq3k

dir (Inoguchi, 1998). Reel-split kuaterniyonlarm ciimlesi, lizerinde tanimladigimiz
toplama ve skalerle carpma islemleriyle birlikte, reel sayilar cismi iizerinde 4-boyutlu

bir vektor uzayi belirtir. Bir diger ifadeyle (H, @, R, +,-,O;) bir vektor uzayidir.
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Herhangi iki reel-split kuaterniyon q = qo + q1i + q,j + g3k ve p =py +p1i +

p2j + p3k olmak Uzere, reel-split kuaterniyonlarin climlesi {izerinde ¢arpma iglemi;

®s: HgxH; - Hg

(2.60)
(gp) +» q®sp=gqp
ile taniml1 olup
qp = S(@Sp) + V(g V(p)), + S(@V(p) 261)
+S@IV(q) + V() A, V(D) |
dir (Inoguchi, 1998). Burada; (, ), ile E3 te iki vektdriin Minkowski ¢arpimi
V(@) V(P = —q1p1 + 4202 + 43P3, (2.62)

Ay ile de bu iki vektoriin vektorel carpimi

V(q) ALV(P) = (@302 — q203)i + (q3p1 — q1p3)j + (@102 — q2p1)k (2.63)

gosterilmistir. Burada dikkat edilmelidir ki E3 te vektorel ¢arpim degisme 6zelligine

sahip olmadigindan, genel olarak

qp * pq (2.64)

dir. Dolayisiyla, reel-split kuaterniyonlarin ctimlesi, lizerinde tanimladigimiz toplama,
skalerle ¢arpma ve carpim iglemleriyle birlikte, reel sayilar cismi lizerinde degismeli
olmayan bir cebir belirtir. Bir diger ifadeyle (H,, @, R, +,,0,, Q) degismeli

olmayan bir cebirdir.

Herhangi iki pur reel-split kuaterniyon q = q.i + q,j + qzsk ve p = p,i + p,j + psk

nin ¢arpimi

qar ={q,p), +q A, D (2.65)
ile tanimlidur.

Herhangi bir g = qq + q11 + q,j + g3k reel-split kuaterniyonun eslenigi
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q=4qo—q1i—q2j — g3k = S(q) = V(q) (2.66)

seklinde tanimlidir (Inoguchi, 1998). A,, A, herhangi iki reel say1 ve q ile p herhangi
iki reel-split kuaterniyon olmak fiizere, eslenik kavramimin asagidaki temel 6zellikleri

verilebilir:

() A1q +2A,p =241q + A,p,
(i) gp = pq,
(i) (@ =q.

Herhangi bir ¢ = qo + g1 + q,j + g3k reel-split kuaterniyonun normu
N(@=q7=q9=q5+qi —a; — 43 (2.67)

ile tanimhidir (Kula, 2003). Reel-split kuaterniyonlarin climlesi iizerinde tanimli
carpma islemi genel olarak degisme 6zelligine sahip degilken, 6zel bir durum olarak
herhangi bir reel-split kuaterniyonu eslenigi ile carptigimizda degisme Ozelligi
saglanir. Burada dikkat edilmelidir ki, q reel kuaterniyon alindiginda N(q) = 0 iken,
q reel-split kuaterniyon alindiginda N(q) € R dir.

A herhangi bir reel say1 ve q ile p herhangi iki reel-split kuaterniyon olmak tizere, norm

kavrami asagida verilen temel 6zelliklere sahiptir:

(i) N(gp) = N(@)N(p),
(i) N(Aq) = A*N(q).

Bir q = qo + q1i + q,j + g3k reel-split kuaterniyonu igin
N(@) =4q5+qi —q5—q3==1 (2.68)

ise, g reel-split kuaterniyonuna birim reel-split kuaterniyon denir. Birim reel-split

kuaterniyonlarin ciimlesi
(Hy), = {q € H, : N(q) = £1} (2.69)

ile gosterilir (Kula, 2003). Bir reel-split kuaterniyon birim ve pir ise (yani; q € H; ve

N(q) = +1 ise) karesi +1 dir. Bir diger ifadeyle, g2 = —N(q) = —(q? — q5 — q3)
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oldugundan N(q) =1 ise g> = —1, N(q) = —1 ise q*> = 1 dir. Birim ve pur reel-

split kuaterniyonlarin ctimlesi
(Hs)p ={q € H, : N(q) = £1} (2.70)
ile gosterilir.

Normu sifirdan farkli olan herhangi bir q = qo + q,i + q,j + q3k reel-split

kuaterniyonun ¢arpma islemine gore tersi (bir diger ifade ile inversi):

-1 q

ile tanimlidir (Kula, 2003). A herhangi bir reel say1 ve q herhangi bir reel-split

kuaterniyon olmak tizere invers kavrami asagida verilen temel 6zelliklere sahiptir:

(i) (gp)~t=p ¢t
(i) At =q7 /AL

Herhangi bir g = q¢ + q1i + q,j + g3k reel-split kuaterniyonu igin,

(i) N(q) < 0yadagq = 0 ise q ya spacelike (uzaysi) reel-split kuaterniyon,
(i) N(q) > 0 ise q ya timelike (zamans1) reel-split kuaterniyon,

(iii) g # O olmak Uzere
N(g)=0 (2.72)
ise, g ya lightlike (1s1ks1) veya null reel-split kuaterniyon denir (Kula, 2003).

Spacelike reel-split kuaterniyonu q = qo + q1i + q,j + qskicing = O yada N(q) <
0 dir. ¢ = O ise, q nun vektorel kism1 V(q) da sifir olacagindan V(q) pur reel-split
kuaterniyonu spacelike olacaktir. N(q) < 0 ise, N(V(q)) < 0 olacagindan V(q) yine
spacelike olacaktir. Dolayistyla; herhangi bir spacelike reel-split kuaterniyonu q =

S(q) + V(q) icin V(q) da spacelikedir.
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Timelike reel-split  kuaterniyonu q =qo + q1i+ q.j + g3k icin N(q) >0
oldugundan N(V(q)) € R olacaktir. Dolayisiyla herhangi bir timelike reel-split
kuaterniyonu g = S(q) + V(q) icin V(q) spacelike, timelike ya da null olacaktir.

Lightlike reel-split kuaterniyonu q = qo + q1i + q.j + qsk icing # 0 ve N(q) = 0
oldugundan N(V(q)) < 0 olacaktir. Dolayisiyla; herhangi bir lightlike reel-split
kuaterniyonu g = S(q) + V(q) icin V(q) spacelike ya da lightlike olacaktir.

Simdi herhangi bir g reel-split kuaterniyonun spacelike ya da timelike olmasi

durumunda kutupsal formda gdsterimini ele alacagiz.

Sifirdan  farkli  herhangi bir spacelike q = qo + q1i + q2j + qzk reel-split

kuaterniyonu

sinhf = S (.
IN(q)I
Al + 2 + 2
coshg = Y- B+ a5 2.73)
IN(q)I
5= Qi+ qj + g3k
V-6 + a3 + 43
olmak Uzere;
q =+/IN(q)|(sinh6 + &cosh0) (2.74)

seklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada; 6 € R ve 8> = —N(&8) = 1 dir. Ayrica

q nun eslenigi
g =+ IN(q)|(sinh6 — 8coshb) (2.75)
seklindedir (Kula ve Yayl, 2007).

Herhangi bir timelike g = g + g1 + q,j + g3k reel-split kuaterniyonu i¢in asagida

verilen iki durum s6z konusudur:

(i)  V(q) = q1i + q2j + g3k # O spacelike ve q, > 0 (sirasiyla, g, < 0) ise
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qo —{qo

coshp = (swrasiyla, coshf = )
JN(q) VN(q)
—a2+ g2 + g2
sinhp = V=ai +4i + a3 (2.76)
VN(q)
_ q1i+ q2j + qzk
V=ai +45 + 43
olmak Uzere, g reel-split kuaterniyonu
q =+ N(q)(coshp + psinhp) (2.77)

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Burada; S € R ve n? =
—N(n) = 1 dir. Ayrica q nun eslenigi

q =/ N(q)(coshB — nsinhp) (2.78)
seklindedir.

(i)  V(q) = q1i + q2j + g3k timelike ise;

cosy = do
VN(q)
2 _ 2 _ 2
siny = a1 =492 — 93 (2.79)
VN(q)
9= q1i+ q2j + qzk
vai —a; — q3
olmak Gzere, g reel-split kuaterniyonu
q = +/N(q)(cosy + Isiny) (2.80)

seklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada; y € Rve 92 = —=N(9) =
—1 dir. Ayrica, g nun eslenigi

q = +/N(q)(cosy — Isiny) (2.81)

seklindedir (Kula ve Yayl, 2007).
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Simdi herhangi bir g reel-split kuaterniyonun spacelike ya da timelike olmasi

durumunda kompleks formda gosterimini ele alacagiz.

Sifirdan  farkli  herhangi bir spacelike q = qo + q1i + q2j + g3k reel-split

kuaterniyonu

a=4qo

b=\[—Qf+Q§+ a3

(2.82)
5= Qi+ q2) + g3k
J-a?+ a2+ ¢?
olmak Uzere,
q=a+éb (2.83)

seklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; 6> = —N(&§) = 1 dir. Ayrica g nun

eslenigi
q=a—¥6b (2.84)
seklindedir (Bekar ve Yayli, 2018).

Herhangi bir timelike g = q¢ + q1i + q,j + g3k reel-split kuaterniyonu i¢in asagida

verilen iki durum sz konusudur:
(i)  V(q) = q1i + q2J + q3k + O spacelike ise;

C=(p

d=J—qf+q%+ a

(2.85)

_ G+ q2) + q3k

V-ai+a;+ 43

olmak Uzere, g reel-split kuaterniyonu
q=c+nd (2.86)
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seklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; n?> = —N(n) = 1 dir.

Ayrica q nun eslenigi

seklindedir.

(i)  V(q) = qii+ q.j + gzk timelike ise:

€ = (o

f= /qf—Q§— a3

i+ j + g;k
19=CI1 q2] T g3

ai—q; — 43
olmak Uzere, g reel-split kuaterniyonu

q=e+9f

(2.87)

(2.88)

(2.89)

seklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; v?> = —N(v) = —1 dir.

Ayrica g nun eslenigi

qg=e—9f

seklindedir (Bekar ve Yayli, 2018).
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3. MINKOWSKi UZAYINDA DONME HAREKETLERININ REEL-SPLIiT
KUATERNIYONLAR TURUNDEN iFADESI

Bu bolimde Minkowski uzayr E3 te bir eksen etrafinda doénme reel-split
kuaterniyonlar kullanilarak ifade edilecektir. Bir reel-split kuaterniyonun timelike
olma durumunda donme belirttigi, ancak spacelike olma durumunda ddnme
belirtmedigi gosterilecektir. Reel-split kuaterniyon timelike oldugunda asagida verilen

iki durum s6z konusudur:

(i) Vektorel kismi  V(q) = qii+ q.j + q3k # 0 spacelike ve gy >
0 (swrasiyla, gy < 0) olan herhangi bir timelike g = qo + g1 + q,j + g3k
reel-split kuaterniyonun

lqol —qo

coshf = \/Tq) (swaswla,m

V-2 +q2+ q2
JN(gq)
Qi+ q2j + g3k

V-2 +q2+ q2

)

3.1)

sinhfs =

olmak Uzere

q = y/N(q)(coshf + qsinhf); n* =1 (3.2)

seklinde kutupsal formda yazilabilecegini belirtmistik. Buradan

VN(q)(coshp — nsinhf)
N(q)

qnq~* = (/N (@) (coshp + nsinhp)) n(
= (ncoshp + sinhfB)(coshp — nsinhf)
= ncosh?B — coshPsinhf + sinhfcoshB — nsinh?p
= n(cosh?pB — sinh?pB)

(3.3)

=7
dir. Simdi ise
m)?=-1, (m)?*=1 (3.4)
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My =-—MM=MNz, M ="NN. =1, N =-—"1NN, =M

olacak sekilde birim ve piir ;ve n, reel-split kuaterniyonlar: ele alalim
(burada dikkat edilmelidir ki n ve i, birim spacelike vektorler iken, n, birim
timelike vektordir). Bu durumda, n, 7, ve i, vektorleriyle Minkowski uzay1

[E3 te ortonormal ve sag-el kuralima sahip bir ¢at1 tanimlanmis olur. Ayrica,

VN (q)(coshp — nsinhﬁ))

qmq~" = (\/N (q)(coshp + nsinhﬁ)) m ( N (D)

= (n,coshpB + n,sinhB)(coshB — nsinhp)

= n,cosh?p + nycoshfsinhf + n,sinhfcoshP + n,sinh?p
= (cosh?p + sinh?B)n, + (2sinhBcoshf)n,

= (cosh(2B))n, + (sinh(2B))1;

(3.5)

dir. Benzer sekilde,

JVN(q)(coshp — nsinhﬁ))

qn.q~" = (\/ N(q)(coshp + nsinhﬁ)) 2 < N ()

(ii)

= (n,coshp + n,sinhB)(coshB — nsinhp)

= n,cosh?B + n,coshfsinhf + n,sinhfcoshf + n,sinh?p
= (2coshBsinhf)n, + (cosh?p + sinh?B)n,

= (sinh(2B))n, + (cosh(28))n,

(3.6)

elde edilir (Kula, 2003).

Sonug olarak, vektorel kismi spacelike olan

q = qo + q1i + qaj + qzk = /N(q)(coshB + nsinhp) (3.7)

timelike reel-split kuaterniyonu Minkowski uzay1 E3 te, {5y, 1,, 1} catisima
gore n spacelike vektorii ile belirtilen eksen etrafinda pozitif yonlii hiperbolik
2[3 agis1 kadar donme hareketi meydana getirir. Bir bagka ifadeyle, x birim
pur reel-split kuaterniyon olmak tizere, gxq~* ¢arpimi sonucu E3 te x vektori

7 ekseni etrafinda pozitif yonde hiperbolik 28 ag¢is1 kadar doner.

Vektorel kismi V(q) = q,i + q,j + gsk timelike olan herhangi bir timelike
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q = qo + q:1i + q2j + qsk reel-split kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda
q reel-split kuaterniyonun

cosy = o
VN(q)
\/ﬁ
siny = 41 — 92 — 93 (3.8)
VN(q)
9= q1i+ q.j + qzk
vai —a; — a3
olmak (izere,
q = +/N(q)(cosy + 9siny); 92 = -1 (3.9
seklinde kutupsal formda yazilabilecegini belirtmistik. Buradan,
VN cosy —9sin
q9q ! = (\/N(q)(cosy + 19sin)/)) 9 (@) (cosy 2
N(q)
= (Jcosy — siny)(cosy — Isin
(Icosy ¥)(cosy ¥) (3.10)
= 9cos?y + cosysiny — sinycosy + 9sin’y
= 9(cos?y + sin?y)
=9
dir. Simdi ise
91)2=(9,)%=1
(¥1)° = (92) (3.11)

19191 = —19119 = 192, 191192 = —192191 - —19, 19219 = _19192 = 191

olacak sekilde birim ve piir ¥9; ve 9, reel-split kuaterniyonlar: ele alalim
(burada dikkat edilmelidir ki 9, ve 9, birim spacelike vektorler iken, 9 birim
timelike vektordir). Bu durumda 9,9, ve 9, vektorleriyle Minkowski uzay1

[E3 te ortonormal ve sag-el kuralima sahip bir ¢at1 tammlanmis olur. Ayrica,
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q9.q" = (\/W(Cosy + ﬁsin)/)) 9, < Ng)(cosy - 0Siny)>

N(q)
= (9,cosy + I9,siny)(cosy — Isiny) (3.12)
= 9,c0s%y + 9,cosysiny + 9,sinycosy — 9,sin’y

= (cos(2y))¥9; + (sin(2y))?I,

dir. Benzer sekilde,

007 = ([T + o), LDy 05

= (9,cosy — 9,siny)(cosy — Isiny) (3.13)
= 9,c05%y — 9 cosysiny — 9,sinycosy — 9,sin’y

= (=sin(2y))¥; + (cos(2y))I,

elde edilir (Kula, 2003). Sonug olarak, vektorel kismi timelike olan

q = qo + q1i + q,j + q3k = \/N(q)(cosy + Isiny) (3.14)

timelike reel-split kuaterniyonu Oklid uzay E3 te, {9,494, 9,} catisma gore 9
timelike vektorii ile belirtilen eksen etrafinda pozitif yonlii 2y acis1 kadar
dénme hareketi meydana getirir. Bir baska ifadeyle, x birim pir reel-split
kuaterniyon olmak Uzere, gxq~! ¢arpimi sonucu E3 te x vektor( 9 ekseni

etrafinda pozitif yonde 2y agis1 kadar doner.

Simdi reel-split kuaterniyonun spacelike olma durumunu ele alalim. Sifirdan farkl
spacelike bir q = qo + q1i + q.j + g3k reel-split kuaterniyonun vektorel kismi
V(q) = q1i + q2j + g3k nin da spacelike oldugunu belirtmistik. Bu durumda,

sinhf = S
IN(q)I
_ 2+ 2+ 2
coshg = YU+ + @ (3.15)
IN(q)I
5= q1i+ qzj + g3k

V- + a2+ ¢?

olmak Uzere
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q = \/IN(Q)|(sinh6 + 8coshf); &2 =1 (3.16)

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Buradan,

qéq?! ( IN(q)|(sinh6 + SCoshH)) 6( /IN(@)|(sinh6 — 6C0$h9)>

N(q)
= —(sinh@ + écoshB) 8(sinhf — Scoshb)

(3.17)
= —(8sinhB + cosh@) (sinhf — &cosh0)
= —§sinh?0 + sinhOcosh@ — sinhOcoshO + Scosh?6
=6
dir. Simdi ise
8 =-1, 6=1
(3.18)

661 I _616 = 62, 6162 = _6261 = 6, 626 = _662 = _81

olacak sekilde birim ve piir §; ve &, reel-split kuaterniyonlarini ele alalim (burada
dikkat edelmelidir ki & ve &, birim spacelike vektorler iken, &; birim timelike
vektordr). Bu durumda &, &; ve 8,vektorleriyle Minkowski uzay1 E3 te ortonormal

ve sag-el kuralina sahip bir ¢at1 tanimlanmis olur. Ayrica,

qé.q7 1 = ( IN(q)|(sinh6 + 6cosh0)) 6, < /IN(@)I(sinh6 — 6C0$h9)>

N(q)
= —(sinh6 + &coshB)é, (sinhB — écoshb)
= (—8,sinh6 — 6,cosh@)(sinh® — &cosho)
= —§,sinh?0 — 8,sinhBcosh® — &,coshOsinhf — 8§,cosh?0
= —(cosh(26))6, — (sinh(26))4,

(3.19)

dir. Ayni sekilde;

28



VIN(q)|(sinh6 — 6cosh9)>

q6,q7t = (‘/|N(q)|(sinh0 + (S'coshe)) 6, < N (D)

= —(sinhO + écosh8)éb,(sinhl — dcosh0)

(3.20)
= (—8,sinhf — 8,coshB)(sinh® — &cosho)
= —§,sinh?8 — &,sinhBcosh® — &,coshOsinh@ — 8,cosh?0
= —(sinh(26))6, — (cosh(26))6,
elde edilir. Sonug olarak sifirdan farkli spacelike
q=qo+qii+ qyj+ g3k =+/IN(q)|(sinhd + &coshB) (3.21)

reel-split kuaterniyonu Minkowski uzay1 E3 te {8, 8,, 8} catisma gore & spacelike
vektorii ile belirtilen eksen etrafinda pozitif yonlii hiperbolik 26 agis1 kadar donme,
sonrasinda ise orijine gére yansima meydana getirir. Bir baska ifadeyle, x birim pir
reel-split kuaterniyon olmak tizere, gxq~* carpimi sonucu E3 te x vektorii & ekseni
etrafinda pozitif yonde hiperbolik 2/ acis1 kadar doner ve sonrasinda orijine gore
yansir. Dolayisiyla, ele aldigimiz space-like reel-split kuaterniyonu g bir donme

hareketi belirtmez.
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4. REEL-SPLIT KUATERNIYONLARDA iNVOLUSYONLAR VE ANTIi-
INVOLUSYONLAR

Reel-sayilar cismi R Uzerinde tanimli E cebirini ele alalim. Bu cebirden alinan
herhangi iki elemanin toplama islemini T ile, carpma islemini ise L ile gosterelim. Bu

durumda Orten olacak sekilde
f:E—>E (4.1)
doniigiimiinii ele alalim. Eger bu doniisiim

(i) Vx € Eigin f(f(x)) = x
(i) Vx,y € EveVA € Rigin

fxTAy) = f(x) TAf () (4.2)
(i) Vx,y € E icin
fx Ly)=f) L f(x) (4.3)

aksiyomlarmi saglarsa, bu doniisiime E cebirinde bir involiisyon denir. Eger f

dontisiimii (i) ve (ii) aksiyomlarini saglayip, (iii) aksiyomu yerine
(iv) Vx,y € E icin
fe Ly)=fC) L f(y) (4.4)

aksiyomunu saglarsa, bu durumda f donistimiine E cebirinde bir anti-involiisyon
denir (Hamilton, 1848; Ell ve Sangwine, 2007)

Teorem 4.1. g bir reel-split kuaterniyon ve v birim pir ve timelike bir reel-split

kuaterniyon olmak (izere

fo: Hy - Hg
(4.5)
qg » fl@=-vqv

seklinde tanimlanan f,, doniisiimii bir involiisyondur.
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Ispat. q € H, ve v € (Hy), olsun. v reel-split kuaterniyonu birim pir ve timelike

oldugundan v? = —1 dir. Bu durumda;

(@) = fo(-v qv)
= —v (—vqv)v
=—v([vqg)v
= —v(-vqv)v (4.6)
= v?qv?
= (=Dq(-1)
=q

esitligi geregince involisyon aksiyomlarmdan (i) maddesi saglanir.

A € Rve p € H; olmak uzere

folq+p) = —v(q+ Ap)v

=—-v(q + Ap)v
(7 +2p) @)
= (—vqv) + A(—vpv)
= fo(@) + f,(P)
esitligi geregince involiisyon aksiyomlarindan (ii) maddesi saglanir.
Son olarak
(qp) = —vqpv
fo 4.8)
=-vpqv
esitligi v?> = —1 oldugundan
folap) = —vp (—v?) qv (4.9)
seklinde yazilabilir. Buradan
(gp) = (—vpv)(—vqV)
o (4.10)

= L)

esitligi geregince involiisyon aksiyomlarindan (ii) maddesi saglanir.
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Teorem 4.2. q bir reel-split kuaterniyon ve v birim plr ve spacelike bir reel-split

kuaterniyon olmak uzere

fv : ]H[S - ]H[S
(4.11)
q = fl@d=vav

seklinde tanimlanan f,, doniisiimii bir involiisyondur.

Ispat. g € H, ve v € (H,), olsun. v reel-split kuaterniyonu birim pir ve spacelike

oldugundan v? = 1 dir. Bu durumda;

fv(fv (CI)) = fv(v C_I’U)
=v@qv)v

7 (4.12)

v(—vq(—v))v

v2qv?

q

esitligi geregince involiisyon aksiyomlarindan (i) maddesi saglanir.

A € Rve p € H, olmak Uzere

fola+2p) =v(q+Ap)v
=v(q + Ap)v (4.13)
= (vqv) + A(vpv)

= fo(@) + fo(p)
esitligi geregince involiisyon aksiyomlarindan (ii) maddesi saglanir.

Son olarak

f»(ap) = v qpv

=Vpqv

(4.14)

<)

esitligi v* = 1 oldugundan
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folaqp) =vp (v?) qv (4.15)

seklinde yazilabilir. Buradan

f»(qp) = (vpv)(vqv)

(4.16)
= () f(a)

esitligi geregince involiisyon aksiyomlarindan (iif) maddesi saglanir.

Teorem 4.3. g bir reel-split kuaterniyon ve v birim pir ve timelike bir reel-split

kuaterniyon olmak uzere

: H - H
fo s s (4.17)

q +» f,(@=-vqv

seklinde tanimlanan f,, déniisiimii bir anti-involisyondur.

Ispat. g e H, ve v € (I?Hs)b olsun. v reel-split kuaterniyonu birim plr ve timelike

oldugundan v? = —1 dir. Bu durumda,

fo(f (@) = fo(—vqv)
= —v (—vqv)v
= v2qv? (4.18)
= (-Dq(-1)
=q

esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlarindan (i) maddesi saglanir.

A € Rvep € H, olmak Uzere

fo(q+Ap) = —v(q + Ap)v

=—v(q + Ap)v (4.19)
= (—vqv) + A(—vpv)

= fo(@) + f,(p)

esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlarindan (ii) maddesi saglanir.
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Son olarak,

f»(ap) = —vqpv

(4.20)
= —vqpv
esitligi v = —1 oldugundan
fo(qp) = —vq(—v?*)pv (4.21)
seklinde yazilabilir. Buradan,
fo(ap) = (=vqv)(—vpv) (4.22)

= f(@)f,(p)

esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlarindan (iv) maddesi saglanir.

Teorem 4.4. g bir reel-split kuaterniyon ve v birim pir ve spacelike bir reel-split

kuaterniyon olmak lzere

fv: ]HIS - ]HIS
(4.23)
qg = f,(@ =vqv

seklinde tanimlanan f,, doniisiimii bir anti-involisyondur.

Ispat. ge H, ve v € (I?Hs)b olsun. v reel-split kuaterniyonu birim piir ve spacelike

oldugundan v? = 1 dir. Bu durumda,

£ (£, (@) = f,(vqv)

= v (vgv)v

(wqv) (4.24)
= v2qu?
—q

esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlarindan (i) maddesi saglanir.

A € Rve p € H olmak izere

34



fo(q+2Ap) =v(q+ Ap)v

=v(q +Ap)v
(4.25)
= (vqv) + A(vpv)
= /(@) + /()
esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlaridan (ii) maddesi saglanir.
Son olarak,
(qpr) = vqpv
folaqp qp (4.26)
= vqpv
esitligi v = 1 oldugundan
fo(qp) = vq(W*)pv (4.27)
seklinde yazilabilir. Buradan
fo(gp) = (vqv) (vpv)
Y (4.28)

= (@) f,(p)

esitligi geregince anti-involiisyon aksiyomlarmdan (iv) maddesi saglanir.

4.1 Reel-Split Kuaterniyonlarin Involiisyonlarmin ve Anti-Involiisyonlarmin
Geometrik Yorumu

Herhangi bir birim timelike g = q¢ + g1 + q,j + g3k reel-split kuaterniyonu ve p =
p1l + p2j + psk birim pir reel-split kuaterniyonu i¢in gpg kuaterniyon ¢arpiminin
sonucu p’ = qpq seklinde bir birim pir reel-split kuaterniyondur. Dolayisiyla gpg

operatorii uzunluk ve agiy1 koruyacagindan bir donme belirtir.

Herhangi bir birim timelike g = q¢ + q1i + q.j + qsk reel-split kuaterniyonu igin
Minkowski uzay1 E3 te bir donme hareketi asagida verilen iki durumdan birisi ile

tanimhidir;

(i) V(q) = q1i+ q3j + g3k # 0 spacelike ve g, # 0 olsun. Bu durumda
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q = coshf + nsinhf (4.29)
birim timelike reel-split kuaterniyonu igin
w = I3 + sinh2B[n] + (—1 + cosh2pB)[n]? (4.30)
olmak uzere
wp = qpq (4.31)

carpimi sonucu p vektori n spacelike vektorl ile belirtilen eksen etrafinda

pozitif yonde hiperbolik 23 acis1 kadar doner. Burada

1 0 0
L=|0 1 0
0 0 1 432
[0 13 -1y '
ml=(ns 0 -m
N2 M 0
ve
ny = a1
L=
V- + ¢+ ¢?
N, = % (4.33)
2 = .
V= +ai + 43
as
N3

V- + ¢ + ¢?

olmak lzere n = (n4,7n2,7n3) dir. Dolayisiyla, w yu bir hiperbolik dénme

operatOru olarak ele alabiliriz (Kula, 2003).
(i) V(q) = q1i + q2j + g3k timelike olsun. Bu durumda
q = cosy + Usiny (4.34)
birim timelike reel-split kuaterniyonu igin

w = I3 + sin2y[9] + (1 — cos2y)[9]? (4.35)
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olmak Uzere

wp = qpq (4.36)

carpimi sonucu p vektorl 9 timelike vektoru ile belirtilen eksen etrafinda

pozitif yonde 2y agis1 kadar doner. Burada

(1 0 O
L=(0 1 0
0 0 1 437
[ 0 193 _192 ( ' )
[19] = 193 0 —191]
__192 191 0
ve
0 = 2 qlz 2
va4di — 492 — 43
q:
9, = 4,38
Vai — a5 — 45 (4.38)
U3 = 2 Q32 2
q1 — 492 — 43

olmak tizere 9 = (93,95, 95) dir. Dolaystyla, w yu E? te bir ddnme operatorii
olarak ele alabiliriz (Kula, 2003).

Simdi Teorem 4.1 ve 4.3’te vermis oldugumuz involiisyon ve anti-involisyon
doniisiimlerinin geometrik yorumlarini ele alacagiz. Teorem 4.1 ve 4.3 teki v birim
pur reel-split kuaterniyonu timelike oldugundan bu teoremlerde verilen doniistimlerin
meydana getirdikleri hareketler (4.35) esitligi kullanilarak verilebilir. Clnki bu
dontisiimlerdeki v birim pir reel-split kuaterniyonu timelike oldugundan kutupsal
formda ifade edilebilir. Ornegin, Teorem 4.1°deki f,(q) = —v gqv involiisyon
dontisiimiinii ele alalim. Buradaki g reel-split kuaterniyonunu g = m + {n seklinde

kompleks formda yazdigimizda

(@) =—vgv=—v(@m+{n)v=—vim—{n)v=m+vivn (4.39)
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elde edilir. Bu demektir ki f,(q) involiisyon doniisiimii g nun skaler kismi m i
invaryant birakir ve vektorel kismi {n yi v{vn ye doniistiiriir. v birim pur ve timelike

reel-split kuaterniyonu kutupsal formda

I /[
v =cosy + vsin 5 (4.40)

seklinde yazilacagindan, Esitlik (4.35) de verilen dénme operatori
w = I; + sinmt[{] + (1 — cosm)[{]? = I5 + 2[{]? (4.41)

seklinde olacaktir. Esitlik (4.36) ya gore ¢ vektorl v ekseni etrafinda pozitif yonde «
agis1 kadar doner ve sonrasinda orjine gore yansir. Teorem 4.3 teki f,,(q) = —vqv
anti-involiisyon doniistimiinii ele aldigimizda ise q reel-split kuaterniyonunu q = k +

¢! seklinde kompleks formda yazdigimizda
£,(q@) = —vqu = —v (k + ¢))v = k — vgvl (4.42)

elde edilir. Bu demektir ki, f,,(q) involiisyon doniisiimii ¢ nun skaler kismi1 k y1
invaryant birakir ve vektorel kismi ¢l yi —vgvl ye doniistiirtir. v birim pir ve timelike

reel-split kuaterniyonu kutupsal formda

T T
v =cosy + vsin 5 (4.43)

seklinde yazilacagindan, esitlik (4.30) da verilen dénme operatorii
w = I; + sinmt[¢] + (1 — cosm)[¢]? = L5 + 2[¢]? (4.44)

seklinde olacaktir. Esitlik (4.36) ya gore ¢ vektori v ekseni etrafinda pozitif yonde

acis1 kadar doner.

Simdi Teorem 4.2 ve 4.4’te vermis oldugumuz involiisyon ve anti-involisyon
doniisimlerinin geometrik yorumlarini ele alacagiz. Teorem 4.2 ve 4.4 teki v birim
pur reel-split kuaterniyonu spacelike oldugundan bu teoremlerde verilen doniisiimlerin
meydana getirdikleri hareketler (4.30) esitligi kullanilarak verilemez. Cunki bu
dontisimlerdeki v birim pir reel-split kuaterniyonu spacelike oldugundan kutupsal

formda ifade edilemez. Ornegin, Teorem 4.2°deki f,(q) = vgv involiisyon
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doniigiimiini ele alalim. Buradaki q reel-split kuaterniyonunu q = r + &s seklinde

kompleks formda yazdigimizda
@=vqv=v(@+{s)v=v(r—§s)v=r+vivs (4.45)

elde edilir. Bu demektir ki f,(q) involiisyon doniisimii g nun skaler kismi r yi
invaryant birakir ve vektorel kismi €s yi vévs ye doniistiiriir. v birim pir ve spacelike

reel-split kuaterniyonunu kutupsal formda yazmak istedigimizde
v = coshf + vsinhf (4.46)

esitliginden coshf3 = 0 ve sinhff = 1 olmalidir. Ancak, coshff = 0 olmas1 miimkiin
olmadigindan v vyi kutupsal formda yazamayiz. Dolayisiyla (4.30) esitligini
kullanamayiz. Benzer sekilde Teorem 4.4 teki f,(q) = vqv anti-involiisyon
donitistimiinii ele alalim. Buradaki g reel-split kuaterniyonunu q = t + wz seklinde

kompleks formda yazdigimizda
£,(q@) = vqu = v(t + wz)v = t + voVZ (4.47)

elde edilir. Bu demektir ki, f,,(q) anti-involiisyon doniisiimii g nun skaler kismu t yi
invaryant birakir ve vektorel kismi wz yi vwvz ye dontstiriir. v birim pir ve

spacelike reel-split kuaterniyonunu kutupsal formda yazmak istedigimizde
v = coshf + vsinhf (4.48)

esitliginde coshf8 = 0 olamayacagindan v yi kutupsal formda yazamayiz. Dolayisiyla
Teorem 4.4’te verilen anti-involiisyon doniisiimiiniin geometrik yorumunu vermek

icin (4.30) esitligini kullanamay1z.

Simdi asagidaki teorem ile Teorem 4.1 — 4.4’te ele aldigimiz doniisiimlerdeki v birim
pur reel-split kuaterniyonun timelike ya da spacelike olmasindan bagimsiz bir dénme

operat0rii tanimlayacagiz.

Teorem 4.5. Herhangi iki v ve p birim pur reel-split kuaterniyonlarmi ele alalim. Bu

durumda
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VpY = wp (4.49)
esitligni saglayan w donme operatorii i¢in agagida verilen iki durum séz konusudur:
() p spacelike ise
w={p,vpv), —p A, (vpv) (4.50)
dir.
(i) p timelike ise
w=—(p,vpv), +pA, (VpV) (4.51)
dir.

Ispat. Herhangi iki v ve p birim pir reel-split kuaterniyonlarini ele alalim. Ayrica

vpv = r olsun. Bu durumda

(i) p spacelike ve w=(p,vpv), —p A, (vpv) =(p, r), —p A, T olmak
uzere
wp=(p,r) p—(PAT)P
=p.rhp-UpATp)+ @A T)A D)
=P, rhp—@ATIAD
= (. rhp—@pr.—rp,p))
=, rp-pp.r)+rip,P)
=r(p.p)L

=r

(4.52)

= vpv
dir. Burada p spacelike oldugundan (p ,p ), = 1 olduguna dikkat ediniz.

(i) ptimelike vew = —(p,vpv ), +p A, (vpv) = —(p,r), +PA, T

olmak Uzere
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wp=—(p,r)p+ (@A TP
=—p,rhpt+tpAT.D)+ (DA T)A, D)
=—(p,rp+(@PATIAD
=—,r),p+ @p, 1 —1p,p)) (4.53)
=-1(p,p).
=T

= vpv
dir. Burada p timelike oldugundan (p ,p ), = —1 olduguna dikkat ediniz.

Teorem 4.5 teki ddnme operatorii w nin geometrik yorumunu asagidaki iki teoremle

verebiliriz.

Teorem 4.6. Herhangi iki v ve p birim pur reel-split kuaterniyonlarini ele alalim.
vpv = wp esitligini saglayan w ddnme operatorii icin V(w) = wsinha # 0
spacelike ise w = cosha + wsinha dir. Bu durumda wp ¢arpimi sonucu p vektori w

ekseni etrafinda pozitif yonde hiperbolik a agis1 kadar doner.

Ispat 4.6 Herhangi iki v ve p birim pir reel-split kuaterniyonlari i¢in vpv = wp
esitligindeki w = cosha + wsinha kuaterniyonu (4.30) esitligi ile verilen
w = I3 + sinh2f[n] + (—1 + cosh2B)[n]?> dénme operatdriine karsilik gelir ve
(4.42) esitliginin geometrik yorumundan p vektori [n] spacelike vektori ile belirlenen

eksen etrafinda pozitif yonde hiperbolik 2/ agis1 kadar doner.

Teorem 4.7. Herhangi iki v ve p birim pur reel-split kuaterniyonlarini ele alalim.
vpv = wp esitligini saglayan w donme operatori icin V(w) = wsina timelike ise
w = cosa + wsina dir. Bu durumda wp ¢arpimi sonucu p vektorii w ekseni etrafinda

pozitif yonde a agis1 kadar doner ve orjine gore yansir.

Ispat 4.7 Herhangi iki v ve p birim piir reel-split kuaterniyonlar: igcin vpv = wp

esitligindeki w = cosa + wsina kuaterniyonu (4.35) esitligi ile verilen

w = I3 + sin2y[9] + (1 — cos2y)[9]?

41



donme operatoriine karsilik gelir ve (4.39) esitliginin geometrik yorumundan p
vektori v timelike vektorii ile belirlenen eksen etrafinda pozitif yonde 2y agisi kadar

doner ve orjine gore yansir.

Ornek 4.1. v = (\/z 0,1) ve q = (1,0,0) pur reel-split kuaterniyonlarini ele alalim.
N(v) = N(q) = 1 oldugundan v ve q birim piir timelikedir. v birim pir timelike
oldugundan kutupsal formu v =cosm/2+ vsinm/2 seklindedir. Dolayisiyla
Teorem 4.7 ye gore vqv ¢arpimi sonucu q Vektorl v ekseni etrafinda pozitif yonde

acis1 kadar doner ve sonrasinda orijine gére yansir.

Ornek 4.2. v =(1,1,1) ve q = (1,0,0) pir reel-split kuaterniyonlarin1 ele alalim.
N(v) = —1 oldugundan v birim plr spacelike ve N(q) = 1 oldugundan q birim pir
timelikedir. v birim piir spacelike oldugundan v yi v = cosha + vsinha seklinde
kutupsal formda yazmak istedigimizde cosha = 0 olmalidir. Ancak bu miimkiin
degildir. Dolayisiyla vqv carpimina karsilik gelen donme hareketini tanimlamak icin
Teorem 4.5’te verilen vqv = wq esitligindeki w reel-split kuaterniyonunu elde
etmeliyiz. g timelike oldugundan Teorem 4.5 in (ii) aksiyomunda verilen w =
—(q ,vqV )y + q Ay (vqV) esitliginden w = —3 + 2j — 2k elde edilir. N(w) =1
oldugundan w reel-split kuaterniyonu birim timelikedir. V(w) = —8 oldugundan

V(w) spacelikedir. Dolayisiyla

cosha =3
sinha = 22 (4.54)
n=(2j — 2k)/(2V2)

olmak izere w nin kutupsal formu
w = cosha + nsinha (4.55)
seklindedir. Buradan,
a=mn(2v2+3) (4.56)

elde edilir. Bu durumda, Teorem 4.6 ya gore q vektorl i ekseni etrafinda pozitif yonde

a hiperbolik agis1 kadar doner.
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4.2. Reel-Split Kuaterniyonlarin Involiisyon ve Anti-Involiisyon Matrisleri

Kompleks formu g = m + ¢n olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim par

ve timelike v = xi + yj + zk kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda Teorem 4.1 de

verilen f,(q) = —v qv involiisyon doniisiimii ve Hg vektor uzaymnin {1, i, j, k} bazi

kullanilarak asagida verilen esitlikler elde edilir:

f,(D)=-viv =1

f,()=—-viwv =i+ yj+zk)i(xi + yj + zk)
= (—x — yk + zj)(xi + yj + zk)
= —x?%i — xyj — xzk — yxj — y?i — yz — zxk + zy — z%i
= (—x2—y?—2z3i+ (—2xy)j+ (—2x2)k
= (1 - 2x%)i— 2xyj — 2xzk

f,(G) =—vjv = (xi + yj + zk)j(xi + yj + zk)
= (xk + y + zi)(xi + yj + zk)
= x%j + xyi + xz + yxi + y?j + yzk — zx + zyk — z?j
= 2xyi + (1 + 2y?)j + 2yzk

fo(k) = —vkv = (xi +yj + zk)k(xi + yj + zk)
= (—xj —yi+ z)(xi + yj + zk)
= x%k — xy + xzi + yx — y?’k + yzj + zxi + zyj + z°k
= (2xz)i+ Qyz)j + (x? —y? + z9)k
= (2xz)i+ 2yz)j+ (1 + 2z%)k

Buradan, involiisyon doniisiimii f,,(q) = —v qv ye karsilik gelen matris
[1 0 0 0 ] m
to — [0 1-2x* 2xy 2xz ||
1= lo —2xy 1+2y? 2yz ||q;
0 —2xz 2yz 1+ 2z%114s3

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

seklinde olacaktir. Burada, {n = (q,92,93) ve g =m+{n dir. 4 x4 ve 4 x1—

tipindeki matrisler ise sirastyla A ve q ya karsilik gelmektedir. Ozel olarak
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A (@n) = —2xy 1+4+2y%> 2yz |[|%
—2xz 2yz 1+ 222|193

1-2x%2 2xy 2xz |r1qq
[ ] ue2)

alindiginda, ¢ = diag(—1,1,1) olmak tzere AT = ¢ A7! € olacagindan A; matrisi
yari-ortogonal olacaktir. Ayrica det(A;) = —1 oldugundan A,({n) ¢arpimi sonucu
¢n vektdrl v vektoriine dik olan diizleme gore yansir. Dolayisiyla f,(q) = —v qv =
m + v{vn involisyon doniisimii ¢ nun skaler kismi m yi invaryant birakirken,
vektorel kismi olan {n yi v eksenine dik olan diizleme gore yansitir (bir diger ifadeyle
¢n vektorinid v ekseni etrafinda pozitif yonde m agis1 kadar dondiiriir sonrasinda ise
orijine gore yansitir). Burada; 3 X 3 ve 3 X 1 — tipindeki matrisler ile sirasiyla A; ve

dn e karsilik gelen matrisler gosterilmistir.

Kompleks formu g = r + &s olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pir
ve spacelike v = xi + yj + zk kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda, Teorem 4.2
de verilen f,,(q) = v qv involiisyon doniistimii ve H vektor uzaymim {1, i, j, k} bazi

kullanilarak asagida verilen esitlikler elde edilir:

(D =viv =1 (4.63)

f,()) =viw = (—xi—yj — zk)i(xi + yj + zk)
= (x + yk — zj) (xi + yj + zk)
= x%i + xyj + xzk + yxj + y?i + yz + zxk — zy + z%i (4.64)
= x?2+y%2+2z2)i+ Qxy)j+ (2xz)k
= (1+2x?)i+ Qxy)j+ 2x2)k

fo() = vjv = (=xi — yj — zk)j(xi + yj + zk)
= (—xk —y — zi)(xi + yj + zk)
= —x?%j — xyi — xz — yxi — y?j — yzk + zx — zyk + z%j (4.65)
= (=2xy)i+ (—x? —y?+z3)j+ (—2y2)k
= —2xyi + (1 —2y?)j — 2yzk
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f, (k) = vkv = (—xi — yj — zk)k(xi + yj + zk)
= (xj + yi — z2)(xi + yj + zk)
= —x?k + xy — xzi — yx + y*k — yzj — zxi — zyj — z°k (4.66)
= (—2x2)i + (—2yz)j + (—x?> + y2 — z?)k
= —2xzi —2yzj + (1 — 2z%)k

Buradan, involiisyon doniisiimii f,(q) = v qv ye Kkarsilik gelen matris,

[1 0 0 0 qr7

|0 1+2x* —2xy —2xz ||q1
A9=10  2xy  1-2y2  —2yz ||q (4.67)

lO 2xz —2yz 1-—2z% 1193

seklinde olacaktir. Burada, &s = (qq,q92,93) ve q=r+&s dir. 4 x4 ve 4 X1 —

tipindeki matrisler ise sirasiyla A ve q ya karsilik gelmektedir. Ozel olarak

1+2x%2 =2xy =2xz |4
A(Es)=| 2xy 1-2y% —=2yz [CIz] (4.68)
2xz —2yz 1—2z%|143

alindiginda, ¢ = diag(—1,1,1) olmak tizere AT = ¢ A7! € olacagindan A; matrisi
yari-ortogonal olacaktir. Ayrica, det(4,) = —1 oldugundan A, (&s) carpimi sonucu
&s vektori v vektoriine dik olan diizleme gore yansir. Dolayisiyla f,(q) = v qv =
r + vévs involiisyon doniisiimii g nun skaler kismi1 r yi invaryant birakirken vektorel
kismi olan &s yi v eksenine dik olan diizleme gore yansitir (bir diger ifadeyle &s
vektorini v ekseni etrafinda pozitif yonde m agis1 kadar dondiiriir sonrasinda ise
orijine gore yansitir). Burada 3 X 3 ve 3 X 1 — tipindeki matrisler ile sirasiyla A, ve

&s ye karsilik gelen matrisler gdsterilmistir.

Kompleks formu q = k + ¢l olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pir
ve timelike v = xi + yj + zk kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda Teorem 4.3’te
f,(@) = —vqu anti-involiisyon doniisiimii ve H; vektér uzaymm {1,i,j, k} bazi

kullanilarak asagida verilen esitlikler elde edilir:

f,(1)=-viv=1 (4.69)
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f, (D) = —viv = (—xi — yj — zk)i(xi + yj + zk)
= (x + yk — zj)(xi + yj + zk)
= x%i + xyj + xzk + yxj + y%i + yz + zxk — zy + z%i (4.70)
= x?+y%2+2z3)i+ Qxy)j+ (2xz)k
= (2x% — 1)i + 2xyj + 2xzk

foU) = —vjv = (=xi — yj — zk)j(xi + yj + zk)
= (—xk —y — zi)(xi + yj + zk)
= —x2j — xyi — xz — yxi — y?j — yzk + zx — zyk + z%j (4.71)
= (=2xy)i+ (—x?2 —y?+ z9)j + (-2y2)k
= —2xyi+ (—1 — 2y?)j — 2yzk

f,(k) = —vkv = (—xi — yj — zk)k(xi + yj + zk)
= (xj + yi — z)(xi + yj + zk)
= —x?k + xy — xzi — yx + y*k — yzj — zxi — zyj — z°k (4.72)
= (—2x2)i+ (—2y2)j + (—x? + y?> — z®)k
= —2xzi — 2yzj + (-1 — 2z%)k

Buradan, anti-involiisyon doniisiimii f,(q) = —vqv ye karsilik gelen matris

[1 0 0
|0 —1+2x* —2xy —2xz [q

Aq = | 0 2xy -1-2y%2 —2yz I ‘ (4.73)
[0 2xz —2yz —1-—2z2

seklinde olacaktir. Burada, ¢l = (q1,92,q3) Ve q =k +¢l dir. 4x4 ve 4x1—

tipindeki matrisler ise sirastyla A ve q ya karsilik gelmektedir. Ozel olarak

—1+2x* —2xy —2xz |r1q,
A, (gl) = 2xy -1-2y? =2yz [CIz] (4.74)
2xz —2yz  —1-—12z%*|l43

ahndiginda, ¢ = diag(—1,1,1) olmak tzere AT = ¢ A7! € olacagindan A; matrisi
yari-ortogonal olacaktir. Ayrica, det(A;) = 1 oldugundan A, (gl) ¢arpimi sonucu ¢l
vektdrl v ekseni etrafinda pozitif yonde 7 agis1 kadar doner. Dolayisiyla f,(q) =

—vqv = k — vgvl anti-involisyon doniisimii g nun skaler kismi k y1 invaryant
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birakirken vektorel kismi olan ¢l yi v ekseni etrafinda pozitif yonde m agis1 kadar
dondurdr. Burada 3 x 3 ve 3 x 1 — tipindeki matrisler ile sirasiyla A; ve ¢l ye karsilik

gelen matrisler gosterilmistir.

Kompleks formu g = t + wz olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pir
ve spacelike v = xi + yj + zk kuaterniyonunu ele alalim. Bu durumda Teorem 4.4 te
verilen f,,(q) = vqv anti-involiisyon doniistimii ve Hj vektor uzayinin {1, i, j, k} bazi

kullanilarak asagida verilen esitlikler elde edilir:

f,(D)=viv=1 (4.75)

f, (D) = viv = (xi + yj + zk)i(xi + yj + zk)
= (—x — yk + zj)(xi + yj + zk)
= —x2%i — xyj — xzk — yxj — y?i — yz — zxk + zy — z%i (4.76)
= (—x2—y?—2z3)i+ (—2xy)j+ (—2x2)k
= (—1—2x2%)i— 2xyj — 2xzk

f,G) =vjv = (xi + yj + zk)j(xi + yj + zk)
= (xk + y + zi)(xi + yj + zk)
= x%j + xyi + xz + yxi + y?j + yzk — zx + zyk — z?j 4.77)
= xy)i+ (x2 +y%?—z9)j+ Qy2)k
= 2xyi + (—1+ 2y?)j + 2yzk

f, (k) = vkv = (xi + yj + zk)k(xi + yj + zk)
= (—xj —yi+ z)(xi + yj + zk)
= x%k — xy + xzi + yx — y?’k + yzj + zxi + zyj + z°k (4.78)
= (2xz)i + Qyz)j + (x? —y? + z?)k
= 2xzi+ 2yzj + (—1+ 2z%)k

Buradan, anti-involiisyon doniisiimii f,,(q) = vqv ye karsilik gelen matris

[ 1 0 0 0 g
| 0 —1-2x? 2xy 2xz ||q,

Aq = l 0 —2xy —142y* 2yz q, (4.79)
0 —2xz 2yz  —1+42z% 1143
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seklinde olacaktir. Burada, wz = (q1,95,93) Ve q =t + wz dir. 4 x4 ve 4x 1 —

tipindeki matrisler ise sirastyla A ve q ya karsilik gelmektedir. Ozel olarak

—1—2x2 2xy 2xz q
A(wz) = —-2xy —1+42y? 2yz [CIz] (4.80)
—2xz 2yz -1+ 22%| 193

alindiginda, ¢ = diag(—1,1,1) olmak lzere AT = ¢ A7 £ olacagindan A; matrisi
yari-ortogonal olacaktir. Ayrica, det(A;) = 1 oldugundan A,(wz) carpmi sonucu
wz vektorl v ekseni etrafinda pozitif yonde 7 agis1 kadar doner. Dolayisiyla f,,(q) =
vqu = t + vwvz anti-involisyon doniisimii g nun skaler kismi t yi invaryant
birakirken vektorel kismi olan wz yi v ekseni etrafinda pozitif yonde m agis1 kadar
dondirdr. Burada 3 x 3 ve 3 X 1 — tipindeki matrisler ile sirasiyla A; ve wz ye

karsilik gelen matrisler gosterilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Tezin 4. bélimiinde reel-split kuaterniyonlar kullanilarak ikisi involiisyon diger ikisi
anti-involisyon olmak tizere dort doniisiim tanimlanmustir. Ayrica, bu doniisiimlerin

Oklid 3-Uzay1 E3 ya da Minkowski uzay1 E3 teki geometrik yorumlar1 verilmistir.

Ell ve Sangwine (2007) tarafindan reel kuaterniyonlar kullanilarak tanimlanan, biri
involiisyon digeri ise anti-involiisyon olan iki déniisiimiin E3 teki geometrik yorumlar1
birer yansimaya karsilik gelirken, bu ¢aligmada reel-split kuaterniyonlar kullanilarak
ele alian involiisyon ve anti-involiisyon doniisiimlerinin E3 ya da E3 te birer donme

hareketine karsilik geldigi gosterilmistir.

Farkli kuaterniyon ¢esitleri ele alinarak olusturulabilecek involiisyon ve anti-
involiisyon déniisiimleri ile bu doniisiimlere E3 ya da E3 te karsiik gelebilecek

hareketlerin geometrik yorumlari, {izerinde galisilabilecek konulardir.

49



KAYNAKLAR

Agrawal, O.P. 1987. Hamilton Operators and Dual-Number-Quaternions in Spatial
Kinematics. Mechanism and Machine Theory, Vol. 22 (6); pp. 569-575.

Bekar, M. ve Yayl, Y., 2018. Involutions in split semi-quaternions. Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 41(12), 4491-4505.

Bottema, O. ve Roth, B. 1979. Theoretical Kinematics. North-Holland Pub. Co., 558
p. New York

Ell, T.A. ve Sangwine, S.J. 2007. Quaternion Involutions and Anti-Involutions.
Computers and Mathematics with Applications, 53(1), 137-143.

Hacisalihoglu, H.H. 1996. Lineer Cebir 1. Cilt. Ankara

Hacisalihoglu, H.H. 1983. Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi. Gazi
Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Yaymlar1 Mat. No. 2., 334 s. Ankara.

Hamilton, W.R. 1844. On a New Species of Imaginary Quantities Connected with a
theory of Quaternions. Proceedings of the Royal Irish Academy, Vol. 2; pp. 424-
434.

Hamilton, W.R. 1848. Researches Respecting Quaternions. Transactions of the Royal
Irish Academy, 21(1), 199-296.

Hamilton, W.R. 1967. On Quaternions; or on a new System of Imaginaries in Algebra.
The Mathematical papers of Sir William Rowan Hamilton, Vol. 3 (Algebra),
Cambridge University Press, 672 p. Cambridge.

Hiller, M. ve Woernle, C. 1984. A Unified Representation of Spatial Displacement.
Mechanism and Machine Theory, 19(6), 477-486.

Inoguchi, J. 1998. Timelike Surfaces of Constant Mean Curvature in Minkowski 3-
Space. Tokyo Journal of Mathematics, 21, 140-152.

Jeffreys, H ve Jeffreys, B. 1950. Methods of Mathematical Physics. At the University
Press, Cambridge.

Karger, A. ve Novak, J. 1985. Space Kinematics and Lie Groups. Gordon and Breach
Science Pub., 422 p. Switzerland.

Kelland, P. Gilston, K.C. ve Guthrie, T.P. 1904. Introduction to Quaternions,
Macmillan and Co., 208 p. London.

Knus, M.A., Merkurjev, A., Rost, M. ve Tignol, J-P. 1998. The Book of Involutions.
AMS Colloquium Pub., Vol. 44, 593 p.

50


http://www.sciencedirect.com/science/journal/08981221
http://projecteuclid.org/euclid.tjm

Kula, L. ve Yayli, Y. 2007. Split quaternions and rotations in semi-Euclidean space
E;. Journal of the Korean Mathematical Society, 44, 1313-1327.

Kula, L. 2003. Boliinmiis Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamalari. Doktora Tezi.
Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitisti, 116 s. Ankara.

Miller, H.R.1963. Kinematik dersleri. Ankara Universitesi Basimevi. Ankara.
O’Neill, B.1983. Semi Riemann i¢in Geometry. Acedemic Press. New York.
Pasa, H.T. 1892. Linear Algebra. Boyactyan Matbaa, 189 s. Istanbul.

Rooney, J. 1977. A Survey of Representations of Spatial Rotation about a Fixed Point.
Environment and Planning B, 4(2), 185-210.

Veldkamp, G.R. 1976. On the Use of Dual Numbers, Vectors and Matrices in
Instantaneous, Spatial Kinematics. Mechanism and Machine Theory, 11(2), 142-
156.

Ward, J.P. 1997. Quaternions and Cayley Numbers. Kluwer Academic Pub., 242 p.
London.

o1



OZGECMIS

Ad1 ve Soyadi : Hasan PENBEGUL
EGIiTiM BILGILERI (Kurum ve Yil)
Lisans : Ankara Universitesi, Matematik Bolumii, 1999 - 2003

Yiksek Lisans : Aksaray Universitesi, Matematik Anabilim Dali, 2018 - 2022

TEZDEN URETILEN YAYINLAR, SUNUMLAR VE PATENTLER

Kongrelerde Sunulan Bildiriler:

1. Hasan Penbegil, Murat Bekar, Tungar Sahan (2019). Kuaterniyonlar ve
Involiisyonlar1, 14. Ankara Matematik Gunleri, Gazi Universitesi 28-29 Haziran
2019, Ankara, Turkiye.

52



