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1. GİRİŞ 

Kinematik, kuvvet ve kütle kavramlarını içermeyen mekaniğin bir dalıdır. Yani 

kinematik, sadece bir nokta veya nokta sistemi (cisim) nin zamana bağlı olarak yer 

değiştirmesini inceler (Müller, 1963). Kuaterniyonlar, 1843 yılında William Rowan 

Hamilton (1805–1865) tarafından tanımlanmış ve kinematikte hareketlerin 

incelenmesi bakımından önemli bir rol oynadığı birçok çalışmada ifade edilmiştir. 

Kompleks (karmaşık) sayılar, 18. yüzyıldan itibaren araştırılan konuların başında yer 

almaktadır. William Rowan Hamilton, 𝔼2 Öklid 2-uzayındaki her bir noktaya bir 

kompleks sayı karşılık geldiğini bilmekte olup buradan hareketle 𝔼3 Öklid 3-

uzayındaki her bir noktaya karşılık gelen sayıların cümlesini araştırmaya başlamıştır. 

ℝ3 uzayındaki her bir nokta bir sıralı reel sayı üçlüsü ile belirlidir. Hamilton, kompleks 

sayılardakine benzer çarpma işlemini bu sıralı reel sayı üçlüleri üzerinde denemiş 

ancak olumlu sonuç alamamıştır. Daha sonra ise, 𝔼4 Öklid 4-uzayında aynı deneme 

olumlu sonuç vermiş ve dördeyler olarak da adlandırdığı kuaterniyonları 

tanımlamıştır. 

Kuaterniyonlar ile ilgili büyük buluş 16 Eylül 1843 tarihinde Hamilton tarafından 

Dublin’de gerçekleşmiştir. Hamilton, eşiyle birlikte İrlanda Kraliyet Akademisi’ndeki 

konsey toplantısına başkanlık yapmak için giderken, Kraliyet Kanalı boyunca 

yürüdükleri esnada kuaterniyonlar ile ilgili kavramlar zihninde aydınlanmaya 

başlamıştır. Broom Köprüsü’nde dinlenmek için durduklarında ise kuaterniyonların 

çarpımı ile ilgili 

𝒊2 = 𝒋2 = 𝒌2 = 𝒊𝒋𝒌 = −1 (1.1) 

formülünü köprünün taşına yazmaktan kendisini alıkoyamamıştır. Hamilton, bu 

çarpım kuralı ile birlikte her bir sıralı sayı dörtlüsüne “kuaterniyon” adını vermiştir. 

Veldkamp (1976) dual birim vektörler ve dual vektör çiftleri yardımıyla dual birim 

küreyi ifade etmiş ve dual küresel hareketleri vermiştir. Ayrıca, dual hareket ve reel 

uzay hareketi arasındaki bağıntıyı göstermiştir. 

Rooney (1977) sabit bir nokta etrafında bir cismin dönme hareketini metotlar halinde 

ifade etmiştir. 3×3-Reel ortogonal matrisler, 2×2-Üniter matrisler, Pauli spin matrisleri 
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ve 3×3-Özel üniter matrisler yardımıyla bir eksen etrafında dönme matrislerini 

sınıflandırmıştır. 

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonların uzay kinematiğine 

uygulamalarını ifade etmişlerdir. 

Hacısalihoğlu (1983) reel ve dual kuaterniyonları ve sağladıkları özellikleri ayrıntılı 

bir şekilde incelemiştir. Birim dual kuaterniyonlar yardımıyla dönme ve kayma 

operatörlerini ifade etmiştir. Ayrıca, vida operatörünün dönme ve kayma 

operatörlerinin bileşkesi olarak yazılabileceğini göstermiştir. Vida hareketlerinin 

bileşimini ve Euler açılarının denklemlerini vermiştir. 

Hiller ve Woernle (1984) bir cismin genel vida hareketlerini noktalara ve doğrulara 

göre formülleştirmişlerdir. Her iki durum için de temel bağıntıları sağlayan ani vida 

hareketlerinin diferansiyel denklemlerini vermişler ve bu diferansiyel denklemlerin 

çözümlerinden de sonlu vida hareketini ifade etmişlerdir. Bir doğrunun vida hareketi 

için gerekli dual vida tensörleri, dual matrisleri, vida koordinatları ve dual 

kuaterniyonların denklemlerini vermişlerdir. 

Karger ve Novak (1985) reel kuaterniyonlar yardımıyla 𝔼3 Öklid 3-uzayında bir eksen 

etrafında dönmeyi adjoint gösterimiyle ifade etmişlerdir. 

 

Agrawal (1987) dual kuaterniyonları Hamilton operatörleri ile formülleştirmiş ve bu 

operatörlere karşılık gelen dual matrislerin özelliklerini ifade etmiştir. Bu özellikleri, bir 

nokta ve bir doğrunun vida hareketinin kinematik denklemlerini geliştirmekte 

kullanmıştır. 

Hüseyin Tevfik Paşa (1892) İngilizce olarak yazdığı “Linear Algebra” adlı kitapta, 

kompleks sayılarla kuaterniyonlar arasında bir cebir inşa etmeye çalışmış ve birleşme 

ile değişme özelliğine sahip olmayan ancak sıfırdan farklı her elemanın tersinir olduğu 

3-boyutlu bir cebir inşa edebilmiştir. 

Ward (1997) 3 ve 4- boyutlu öklid uzaylarında dönme matrislerini, reel kuaterniyonları 

kullanarak vermiştir. Kuaterniyonların matris formlarını ifade etmiştir. Levent Kula 

tarafından hazırlanan ‘’Bölüntülü Kuaterniyonlar ve Geometrik Uygulamaları’’ 

doktora tezinde bölüntülü (split) kuaterniyonların Minkowski 3-uzayında dönme 
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matrisleri tanımlanmıştır. 

Inoguchi (1998) bölünmüş (split) kuaterniyonları tanımlamış ve Minkowski 3-

Uzayında sabit ortalama eğrilikli zamansı (timelike) yüzeylerin temel denklemlerini, 

bölünmüş kuaterniyonlar yardımıyla yeniden formülleştirmiştir. 

Knus vd. (1998) yazdıkları “The Book of Involutions” adlı kitapta iki çeşit involüsyon 

tanımlamışlar ve bu involüsyonların cebirsel özelliklerini ayrıntılı bir şekilde ele 

almışlardır. 

Kula (2003) bölünmüş kuaterniyonları incelemiş ve Hamilton operatörlerini 

özellikleriyle birlikte vermiştir. Ayrıca, Minkowski 3-uzayında vida hareketini 

tanımlamıştır. 

Ell ve Sangwine (2007) “Quaternion involutions and anti-involutions” adlı 

çalışmalarında reel kuaterniyonları kullanarak biri involüsyon diğeri anti-involüsyon 

olmak üzere iki dönüşüm tanımlamışlardır. Ayrıca, bu dönüşümlerin vektörel 

kısımlarının ℝ3 uzayındaki geometrik yorumlarının birer yansımaya karşılık geldikleri 

gösterilmiştir. 

Bu tezde ilk olarak, reel kuaterniyonlar cebiri ile reel-split kuaterniyonlar cebiri ele 

alınmış ve temel cebirsel özelliklere yer verilmiştir. Minkowski uzayında genel dönme 

hareketleri reel-split kuaterniyonlar cinsinden ifade edilmiştir. Bu bilgiler 

doğrultusunda reel-split kuaterniyonlar kullanılarak ikisi involüsyon diğer ikisi anti-

involüsyon olan dört dönüşüm tanımlanmıştır. Bu dönüşümlerin Minkowski uzayında 

meydana getirdikleri dönme hareketleri ele alınmıştır. Son olarak ise bu dönüşümlere 

karşılık gelen matrislere yer verilmiştir. Reel-split kuaterniyon timelike ve vektör 

kısmı spacelike olduğunda kuaterniyonun skaler kısmı sıfırdan farklı ise kutupsal 

formda yazılabilir. Ancak skaler kısmı sıfır ise kuaterniyon kutupsal formda 

yazılamaz. Timelike reel-split kuaterniyonun skaler kısmının sıfır olması durumunda 

geçerli bir dönme operatörü tanımladık.  
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde, tezde kullanacağımız temel kavram ve teoremlere yer verilecektir. 2-

boyutlu reel vektör uzayı ℝ2 de 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) vektörlerini ele alalım. 

Bu durumda; ℝ2, 𝒖 ve 𝒗 vektörlerinin Öklid iç çarpımı 

〈𝒖 , 𝒗 〉 =  𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 (2.1) 

ile birlikte, 2–boyutlu Öklid uzayı 𝔼2 yi meydana getirir. Bu durum, 𝔼2 = (ℝ2 , 〈 , 〉) 

ile ifade edilir. 𝔼2 de herhangi iki 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) vektörleri birbirlerine 

dik ise 

〈𝒖 , 𝒗 〉 =  𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 = 0 (2.2) 

dır. 𝔼2 de herhangi bir 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  vektörünün normu ve uzunluğu (boyu) sırası ile 

𝑁(𝒖) = 〈𝒖 , 𝒖 〉 = 𝑢1
2 + 𝑢2

2 (2.3) 

ve 

‖𝒖‖ = √𝑁(𝒖) = √𝑢1
2 + 𝑢2

2 (2.4) 

şeklinde tanımlıdır. Normu 1 olan vektörlere birim vektörler denir. 

𝔼2 de herhangi iki 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) birim vektörlerini ele alalım. Bu 

durumda Şekil 2.1 de gösterildiği üzere 

[
𝑐𝑜𝑠𝛼 −𝑠𝑖𝑛𝛼
𝑠𝑖𝑛𝛼    𝑐𝑜𝑠𝛼

] [
𝑢1

𝑢2
] = [

𝑣1

𝑣2
] (2.5) 

eşitliği sonucunda 𝒖 vektörü 𝔼2 de 𝑥2 + 𝑦2 = 1 birim çember yayı boyunca pozitif 

yönde 𝛼 ∈ ℝ açısı kadar döner ve 𝒗 vektörünü meydana getirir. 
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Şekil 2.1. Öklidyen çemberde pozitif yönlü dönme 

 Benzer şekilde, 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) birim vektörleri için 

[
  𝑐𝑜𝑠𝛼   𝑠𝑖𝑛𝛼
−𝑠𝑖𝑛𝛼    𝑐𝑜𝑠𝛼

] [
𝑢1

𝑢2
] = [

𝑣1

𝑣2
] (2.6) 

eşitliği sağlandığında Şekil 2.2 de gösterildiği üzere 𝒖 vektörü 𝔼2 de 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

birim çember yayı boyunca negatif yönde 𝛼 ∈ ℝ açısı kadar döner ve 𝒗 vektörünü 

meydana getirir. 

 

Şekil 2.2. Öklidyen çemberde negatif yönlü dönme 

𝔼2 de ele aldığımız herhangi iki  𝒖 = (𝑢1, 𝑢2) ve 𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) vektörleri için Öklid iç 

çarpımı yerine Lorentz iç çarpımı 
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〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 (2.7) 

kullanılırsa, 2-boyutlu Lorentz uzayı 𝔼1
2 = (ℝ2, 〈 , 〉𝐿) elde edilir. 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2) ve 𝒗 =

(𝑣1, 𝑣2) vektörleri birbirlerine dik ise 

〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 =  −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 = 0 (2.8) 

dır. Bu diklik durumuna Lorentz anlamında diklik denir. 

𝔼1
2 de herhangi bir 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2) vektörü için; 

(i) 〈𝒖 , 𝒖 〉𝐿 = −𝑢1
2 + 𝑢2

2 > 0 ya da 𝒖 = 𝛰 ise 𝒖 ya spacelike (uzaysı) vektör 

denir. 

(ii) 〈𝒖 , 𝒖 〉𝐿 < 0 ise 𝒖 ya timelike (zamansı) vektör denir. 

(iii)  𝒖 ≠ 𝛰 olmak üzere 

〈𝒖 , 𝒖 〉𝐿 = 0 (2.9) 

ise 𝒖 ya lightlike (ışıksı) veya null vektör denir (O’Neill, 1983). 

𝔼1
2 de herhangi bir 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  vektörünün normu 

𝑁(𝒖) = −〈𝒖 , 𝒖 〉𝐿 = 𝑢1
2 − 𝑢2

2 (2.10) 

şeklinde tanımlıdır. Bu 𝒖 vektörünün uzunluğu (boyu) ise; 

(i) 𝒖 spacelike ya da lightlike ise 

‖𝒖‖𝐿 = √−𝑁(𝒖) = √−𝑢1
2 + 𝑢2

2 (2.11) 

dir. 

(ii) 𝒖 timelike ise  

‖𝒖‖𝐿 = √𝑁(𝒖) = √𝑢1
2 − 𝑢2

2 (2.12) 

dir. 
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Normu ±1 (yani, ‖𝒖‖𝐿 = 1) olan vektöre birim vektör denir (O’Neill, 1983). 

 𝔼1
2 de herhangi iki 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) birim vektörlerini ele alalım. 

Bu durumda, Şekil 2.3’te gösterildiği üzere 

[cosh𝛼    sinh𝛼
sinh𝛼    cosh𝛼

] [
𝑢1

𝑢2
] = [

𝑣1

𝑣2
] (2.13) 

eşitliği sonucunda 𝒖 vektörü 𝔼1
2 de −𝑥2 + 𝑦2 = 1 Lorentz birim çember yayı boyunca 

pozitif yönde hiperbolik 𝛼 ∈ ℝ açısı kadar döner ve 𝒗 vektörünü meydana getirir. 

 

Şekil 2.3. Lorentzian çemberde pozitif yönlü dönme 

 Benzer şekilde, 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2) birim vektörleri için 

[    cosh𝛼 − sinh𝛼
−sinh𝛼      cosh𝛼

] [
𝑢1

𝑢2
] = [

𝑣1

𝑣2
] (2.14) 

eşitliği sağlandığında Şekil 2.4’te gösterildiği üzere 𝒖 vektörü, 𝔼1
2 de −𝑥2 + 𝑦2 = 1 

Lorentz birim çember yayı boyunca negatif yönde hiperbolik 𝛼 ∈ ℝ açısı kadar döner 

ve 𝒗 vektörünü meydana getirir. 
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Şekil 2.4. Lorentzian çemberde negatif yönlü dönme 

𝐴, 𝑛x𝑛 −tipinde bir reel matris olsun. Eğer 

𝐴−1 = 𝐴𝑇 (2.15) 

ise, 𝐴 matrisine ortogonaldir denir (Hacısalihoğlu, 1996). 

𝐴, 𝑛x𝑛 − tipinde bir matris olsun. Eğer 

𝐴𝑇 = 𝜀𝐴𝜀 (2.16) 

ise, 𝐴 matrisine yarı-ortgonaldir denir. Burada, 𝜀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,1,1) dir (O’Neill, 1983). 

2.1 Reel Kuaterniyonlar 

3-boyutlu reel vektör uzayı ℝ3 te 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) vektörlerini 

ele alalım. Bu durumda, ℝ3, 𝒖 ve 𝒗 vektörlerinin Öklid iç çarpımı 

〈𝒖 , 𝒗 〉 =  𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 (2.17) 

ile birlikte, 3–boyutlu Öklid uzayı 𝔼3 ü meydana getirir. Bu durum, 𝔼3 = (ℝ3 , 〈 , 〉) 

ile ifade edilir.  

Öklid uzayı 𝔼3 te 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)  ve  𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) vektörlerinin vektörel çarpımı 

𝒖 ∧ 𝒗 = (𝑢2𝑣3 − 𝑢3𝑣2, 𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3, 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) (2.18) 
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dir (Hacısalihoğlu, 1998). Ayrıca, 𝒘 = ( 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ 𝔼3 olmak üzere 

𝒖 ∧ (𝒗 ∧ 𝒘) = 𝒗〈𝒖 , 𝒘 〉 − 𝒘〈𝒖 , 𝒗 〉 (2.19) 

dir. Bu eşitlik Lagrange formülü olarak adlandırılır (Jeffreys, 1950). Buradan, 

(𝒖 ∧ 𝒗) ∧ 𝒘 = −𝒘 ∧ (𝒖 ∧ 𝒗) = −(𝒖〈𝒘 , 𝒗 〉 − 𝒗〈𝒘 , 𝒖 〉) = 𝒗〈𝒘 , 𝒖 〉 − 𝒖〈𝒘 , 𝒗 〉 

elde edilir. 

Reel kuaterniyonların cümlesi 

ℍ = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ∶ 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ ℝ} (2.20) 

şeklinde tanımlıdır. Burada, 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 reel sayılarına 𝑞 reel kuaterniyonunun 

bileşenleri denir. 𝒊, 𝒋, 𝒌 birimleri ise 3-boyutlu Öklid uzayı 𝔼3 te bir dik koordinat 

sisteminin baz vektörleri olarak ele alınabilir. Bu baz vektörleri 

𝒊2 = 𝒋2 = 𝒌2 = 𝒊𝒋𝒌 = −1, 

   𝒊𝒋 = −𝒋𝒊 = 𝒌,   𝒋𝒌 = −𝒌𝒋 =  𝒊,   𝒌𝒊 = −𝒊𝒌 = 𝒋 

(2.21) 

eşitlikleri ile tanımlı çarpım kuralına sahiptir. Her bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel 

kuaterniyonu 𝑆(𝑞) =  𝑞0 ve 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 olmak üzere 

𝑞 = 𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞) (2.22) 

şeklinde ifade edilebilir. Burada, 𝑆(𝑞) ifadesine 𝑞 reel kuaterniyonunun skaler kısmı, 

𝑽(𝑞) ifadesine ise vektörel kısmı denir. Sadece vektörel kısımdan oluşan reel 

kuaterniyonların cümlesine pür reel kuaterniyonların cümlesi denir ve bu cümle  

ℍ̂ =  {𝒒 = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ∶ 𝑞1, 𝑞2 , 𝑞3 ∈ ℝ} (2.23) 

şeklinde gösterilir. Her bir pür reel kuaterniyon, 𝔼3 te bir vektör belirtir (Hamilton, 

1844). 

Herhangi iki reel kuaterniyon 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ve 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 +

𝑝3𝒌 olmak üzere, reel kuaterniyonların cümlesi üzerinde toplama işlemi; 
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⊕ ∶ ℍ × ℍ → ℍ 

 (𝑞, 𝑝) ↦ 𝑞 ⊕ 𝑝 = 𝑞 + 𝑝 
(2.24) 

ile tanımlı olup 

𝑞 + 𝑝 = (𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞)) + (𝑆(𝑝) + 𝑽(𝑝)) 

= (𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌) + (𝑝0 + 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌) 

= (𝑞0 + 𝑝0) + (𝑞1 + 𝑝1)𝒊 + (𝑞2 + 𝑝2)𝒋 + (𝑞3 + 𝑝3)𝒌 

(2.25) 

dir (Hamilton, 1844). Burada, 𝑞 + 𝑝 = 𝑝 + 𝑞 olduğu kolayca görülebilir. Dolayısıyla, 

reel kuaterniyonların cümlesi ℍ üzerinde tanımlı toplama işlemi, değişme özelliğine 

sahiptir. Bu nedenle ℍ kümesi, üzerinde tanımlı toplama işlemiyle birlikte bir Abel 

grubu belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ,⊕) bir Abel grubudur. ℍ nin ⊕ işlemine göre 

birim (etkisiz) elemanı 𝑞 = 0 + 0𝒊 + 0𝒋 + 0𝒌 = 𝛰 sıfır reel kuaterniyonudur. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel kuaterniyonunu ve herhangi bir λ reel 

sayısını ele alalım. Bu durumda, reel kuaterniyonların cümlesi üzerinde skalerle 

çarpma işlemi, 

 

⊙ ∶ ℝ × ℍ → ℍ 

 (𝜆, 𝑞) ↦ 𝜆 ⊙ 𝑞 = 𝜆𝑞 
(2.26) 

ile tanımlı olup 

𝜆𝑞 =  𝜆(𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞)) 

= 𝜆𝑆(𝑞) +  𝜆𝑽(𝑞) 

= 𝜆𝑞0 +  𝜆(𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌) 

= 𝜆𝑞0 + 𝜆𝑞1𝒊 + 𝜆𝑞2𝒋 + 𝜆𝑞3𝒌 

(2.27) 

dir (Hamilton, 1844). Reel kuaterniyonların cümlesi, üzerinde tanımladığımız toplama 

ve skalerle çarpma işlemleriyle birlikte, reel sayılar cismi üzerinde 4-boyutlu bir vektör 

uzayı belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ,⊕,ℝ,+,∙, ⨀) bir vektör uzayıdır. 

Herhangi iki reel kuaterniyon  𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ve 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 +

𝑝3𝒌 olmak üzere, reel kuaterniyonların cümlesi üzerinde çarpma işlemi; 
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⊗ ∶ ℍ × ℍ → ℍ 

 (𝑞, 𝑝) ↦ 𝑞 ⊗ 𝑝 = 𝑞𝑝 
(2.28) 

ile tanımlı olup 

𝑞𝑝 = 𝑆(𝑞)𝑆(𝑝) − 〈𝑽(𝑞), 𝑽(𝑝)〉 + 𝑆(𝑞)𝑽(𝑝) + 𝑆(𝑝)𝑽(𝑞) + 𝑽(𝑞) ∧ 𝑽(𝑝) (2.29) 

dir. Burada, 〈, 〉 ile 𝔼3 te iki vektörün iç çarpımı, ∧ ile de vektörel çarpımı 

gösterilmiştir. Bir diğer ifadeyle, 

〈𝑽(𝑞), 𝑽(𝑝)〉 =  𝑞1𝑝1 + 𝑞2𝑝2 + 𝑞3𝑝3 

𝑽(𝑞) ∧ 𝑽(𝑝) = (𝑞2𝑝3 − 𝑞3𝑝2)𝒊 + (𝑞3𝑝1 − 𝑞1𝑝3)𝒋 + (𝑞1𝑝2 − 𝑞2𝑝1  )𝒌 
(2.30) 

dir (Hamilton, 1844).  Burada dikkat edilmelidir ki, 𝔼3 te vektörel çarpım değişme 

özelliğine sahip olmadığından, genel olarak 

𝑞𝑝 ≠ 𝑝𝑞 (2.31) 

dur. Dolayısıyla, reel kuaterniyonlar cümlesi, üzerinde tanımladığımız toplama, 

skalerle çarpma ve çarpım işlemleriyle birlikte, reel sayılar cismi üzerinde değişmeli 

olmayan bir cebir belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ,⊕,ℝ, +,∙,⨀,⨂) değişmeli olmayan 

bir cebirdir. 

Herhangi iki pür reel kuaterniyon 𝒒 = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ve 𝒑 =  𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌 nın 

çarpımı 

𝒒𝒑 = −〈𝒒, 𝒑〉 + 𝒒 ∧ 𝒑 (2.32) 

ile tanımlıdır. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel kuaterniyonunun eşleniği 

𝑞 ̅ = 𝑞0 − 𝑞1𝒊 − 𝑞2𝒋 − 𝑞3𝒌 = 𝑆(𝑞) − 𝑽(𝑞) (2.33) 

şeklinde tanımlıdır (Hamilton, 1967; Kelland vd., 1904). 𝜆1, 𝜆2 herhangi iki reel sayı 

ve 𝑞 ile 𝑝 herhangi iki reel kuaterniyon olmak üzere, eşlenik kavramının aşağıdaki 

temel özellikleri verilebilir: 
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(i) 𝜆1𝑞 + 𝜆2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝜆1𝑞̅ + 𝜆2𝑝̅, 

(ii) 𝑞𝑝̅̅ ̅ = 𝑝̅𝑞̅, 

(iii) (𝑞̅)̅̅ ̅̅ = 𝑞. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel kuaterniyonun normu 

𝑁(𝑞) = 𝑞𝑞̅ = 𝑞̅𝑞 = 𝑞0
2 + 𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2 (2.34) 

ile tanımlıdır. Burada dikkat edilmelidir ki, reel kuaterniyonların cümlesi üzerinde 

çarpma işlemi genel olarak değişme özelliğine sahip değilken, özel bir durum olarak 

herhangi bir reel kuaterniyonu eşleniği ile çarptığımızda, değişme özelliği sağlanır. 

Ayrıca 𝑁(𝑞) ∈ ℝ  ve 𝑁(𝑞) ⩾ 0 olduğuna dikkat ediniz. 𝜆,  herhangi bir reel sayı ve 𝑞 

ile 𝑝 herhangi iki reel kuaterniyon olmak üzere, norm kavramı aşağıda verilen temel 

özelliklere sahiptir: 

(i) 𝑁(𝑞𝑝) =  𝑁(𝑞)𝑁(𝑝), 

(ii) 𝑁(𝜆𝑞) =  𝜆2𝑁(𝑞). 

Normu 1 br olan reel kuaterniyonlara birim reel kuaterniyonlar denir. Bu çalışmada, 

birim reel kuaterniyonların cümlesi 

ℍ𝑏 = {𝑞 ∈ ℍ ∶  𝑁(𝑞) = 1} (2.35) 

ile gösterilecektir. Bir reel kuaterniyon birim ve pür ise (yani; 𝑞 ∈ ℍ̂ ve 𝑁(𝑞) = 1 ise), 

karesi (kendisi ile çarpımı) -1 dir. Bir diğer ifadeyle, 𝒒2 = −𝑁(𝒒) = −(𝑞1
2 + 𝑞2

2 +

𝑞3
2) = −1 dir (Ell ve Sangwine, 2007). 

Sıfırdan farklı herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel kuaterniyonunu 

𝑞

√𝑁(𝑞)
 (2.36) 

şeklinde birim kuaterniyona dönüştürebiliriz. 

Sıfırdan farklı herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel kuaterniyonunun çarpma 

işlemine göre tersi (bir diğer ifade ile inversi); 
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𝑞−1 = 
𝑞̅

𝑁(𝑞)
 (2.37) 

ile tanımlıdır. 𝜆, herhangi bir reel sayı ve 𝑞 herhangi bir reel kuaterniyon olmak üzere, 

invers kavramı aşağıda verilen temel özelliklere sahiptir: 

(i) (𝑞𝑝)−1 = 𝑝−1𝑞−1, 

(ii) (𝜆𝑞)−1 = 𝑞−1 𝜆⁄ . 

Vektörel kısmı sıfırdan farklı olan herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel 

kuaterniyonu 

𝑐𝑜𝑠𝛼 =
𝑞0

√𝑁(𝑞)
 

𝑠𝑖𝑛𝛼 =
√𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

√𝑁(𝑞)
 

𝝁 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.38) 

olmak üzere; 

𝑞 =  √𝑁(𝑞) ( 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝝁𝑠𝑖𝑛𝛼) (2.39) 

şeklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Burada; 𝛼 ∈ ℝ ve 𝝁2 = −𝑁(𝝁) = −1 dir. 𝑞 

nun eşleniği ise: 

𝑞̅ = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛼 − 𝝁𝑠𝑖𝑛𝛼) (2.40) 

ile tanımlıdır. Ayrıca, vektörel kısmı sıfırdan farklı olan her 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 

reel kuaterniyonu 

𝑎 = 𝑞0 

𝑏 = √𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 

𝝁 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.41) 

olmak üzere, 
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𝑞 = 𝑎 + 𝝁𝑏 (2.42) 

şeklinde kompleks formda ifade edilebilir. Burada; 𝝁2 = −1 dir. 

2.2 Reel-Split Kuaterniyonlar 

Herhangi iki 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ve 𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) vektörleri için Öklid iç çarpımı 

〈𝒖 , 𝒗 〉 =  𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 (2.43) 

yerine Lorentz iç çarpımı 

〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 (2.44) 

kullanılırsa, 3-boyutlu Lorentz uzayı (Minkowski uzayı) 𝔼1
3  =  (ℝ3, 〈 , 〉𝐿) elde edilir. 

Minkowski uzayı 𝔼1
3 te herhangi iki 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ve 𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) vektörleri 

birbirlerine dik ise 

〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 = −𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 + 𝑢3𝑣3 = 0 (2.45) 

dır. Bu diklik durumuna Lorentz anlamında diklik denir (O’Neill, 1983). 

Minkowski uzayı 𝔼1
3 te 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ve 𝒗 = ( 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) vektörlerinin vektörel 

çarpımı 

𝒖 ∧𝑳 𝒗 = (𝑢3𝑣2 − 𝑢2𝑣3, 𝑢3𝑣1 − 𝑢1𝑣3, 𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1) (2.46) 

dir (O’Neill, 1983). Ayrıca 𝒘 = (𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) ∈ 𝔼1
3 olmak üzere 

𝒖 ∧𝑳 (𝒗 ∧𝑳 𝒘) = 𝒘〈𝒖 , 𝒗 〉𝐿 − 𝒗〈𝒖 ,𝒘 〉𝐿 (2.47) 

dir (Jeffreys, 1950). Buradan  

(𝒖 ∧𝑳 𝒗) ∧𝑳 𝒘 = −𝒘 ∧𝑳 (𝒖 ∧𝑳 𝒗) 

                                                         = −(𝒗〈𝒘, 𝒖 〉𝑳 − 𝒖〈𝒘, 𝒗 〉𝐿) 

                                                         = 𝒖〈𝒘, 𝒗 〉𝐿−𝒗〈𝒘, 𝒖 〉𝑳 

(2.48) 
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elde edilir.  

Reel-split kuaterniyonlarının cümlesi 

ℍ𝑠 = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ∶ 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 , 𝑞3 ∈ ℝ} (2.49) 

ile tanımlıdır. Burada; 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2,𝑞3 reel sayılarına 𝑞 reel-split kuaterniyonunun 

bileşenleri denir. 𝒊, 𝒋, 𝒌 birimleri ise Minkowski uzayı 𝔼1
3 te dik koordinat siteminin 

baz vektörleri olarak ele alınabilir. Bu baz vektörleri 

𝒊2 = −1,   𝒋2 = 𝒌2 = 1,   𝒊𝒋𝒌 = 1, 

𝒊𝒋 = −𝒋𝒊 = 𝒌,   𝒋𝒌 = −𝒌𝒋 = −𝒊,   𝒌𝒊 = −𝒊𝒌 = 𝒋 

(2.50) 

eşitlikleri ile tanımlı çarpım kuralına sahiptir (Inoguchi, 1998). Her bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 +

𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu 𝑆(𝑞) =  𝑞0 ve 𝑽(𝑞) =  𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 olmak 

üzere 

𝑞 =  𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞) (2.51) 

şeklinde ifade edilebilir. Burada; 𝑆(𝑞) ifadesine 𝑞 reel-split kuaterniyonunun skaler 

kısmı, 𝑽(𝑞) ifadesine ise vektörel kısmı denir. Sadece vektörel kısımdan oluşan reel-

split kuaterniyonların cümlesine pür reel-split kuaterniyonlar denir ve bu cümle 

ℍ̂𝑠 = {𝒒 ∈ ℍ𝑠 ∶  𝒒 = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌} (2.52) 

şeklinde gösterilir. Her bir pür reel-split kuaterniyonu 𝔼1
3 te bir vektör belirtir. (Kula 

ve Yaylı, 2007). 

Herhangi iki reel-split kuaterniyon 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 (2.53) 

ve 

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌 (2.54) 

olmak üzere, reel-split kuaterniyonların cümlesi üzerinde toplama işlemi; 
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⊕𝑠 ∶ ℍ𝑠 × ℍ𝑠 → ℍ 

 (𝑞, 𝑝) ↦ 𝑞 ⊕𝑠 𝑝 = 𝑞 + 𝑝 
(2.55) 

ile tanımlı olup 

𝑞 + 𝑝 =  (𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞)) + (𝑆(𝑝) + 𝑽(𝑝)) 

= (𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌) + (𝑝0 + 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌) 

= 𝜆(𝑞0 + 𝑝0) + (𝑞1 + 𝑝1)𝒊 + (𝑞2 + 𝑝2)𝒋 + (𝑞3 + 𝑝3)𝒌 

(2.56) 

dır (Inoguchi, 1998). Dolayısıyla, reel-split kuaterniyonların cümlesi ℍ𝑠 üzerinde 

tanımlı toplama işlemi, değişme özelliğine sahiptir. Bu nedenle ℍ𝑠 kümesi, üzerinde 

tanımlı toplama işlemiyle birlikte bir Abel grubu belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ𝑠,⊕𝑠) 

bir Abel grubudur. ℍ𝑠 nin ⊕𝑠 işlemine göre birim (etkisiz) elemanı 

𝑞 = 0 + 0𝒊 + 0𝒋 + 0𝒌 = 𝛰 (2.57) 

sıfır reel-split kuaterniyonudur. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu ve herhangi bir 𝜆 reel 

sayısını ele alalım. Bu durumda; reel-split kuaterniyonların cümlesi üzerinde skalerle 

çarpma işlemi; 

 

⊙𝑠 ∶ ℝ × ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 (𝜆, 𝑞) ↦ 𝜆 ⊙𝑠 𝑞 = 𝜆𝑞 
(2.58) 

ile tanımlı olup 

𝜆𝑞 =  𝜆(𝑆(𝑞) + 𝑉(𝑞)) 

= 𝜆𝑆(𝑞) + 𝜆𝑉(𝑞) 

= 𝜆𝑞0 + 𝜆(𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌) 

= 𝜆𝑞0 + 𝜆𝑞1𝒊 + 𝜆𝑞2𝒋 𝜆𝑞3𝒌 

(2.59) 

dır (Inoguchi, 1998).  Reel-split kuaterniyonların cümlesi, üzerinde tanımladığımız 

toplama ve skalerle çarpma işlemleriyle birlikte, reel sayılar cismi üzerinde 4-boyutlu 

bir vektör uzayı belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ𝑠,⊕𝑠, ℝ, +,∙,⊙𝑠) bir vektör uzayıdır. 
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Herhangi iki reel-split kuaterniyon 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ve 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝒊 +

𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌 olmak üzere, reel-split kuaterniyonların cümlesi üzerinde çarpma işlemi; 

 

⊗𝑠 ∶ ℍ𝑠 × ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 (𝑞, 𝑝) ↦ 𝑞 ⊗𝑠 𝑝 = 𝑞𝑝 
(2.60) 

ile tanımlı olup  

𝑞𝑝 = 𝑆(𝑞)𝑆(𝑝) + 〈𝑽(𝑞),𝑽(𝑝)〉𝐿 + 𝑆(𝑞)𝑽(𝑝) 

+𝑆(𝑝)𝑽(𝑞) + 𝑽(𝑞) ∧𝐿 𝑽(𝑝) 
(2.61) 

dır (Inoguchi, 1998).  Burada; 〈, 〉𝐿 ile 𝔼1
3 te iki vektörün Minkowski çarpımı 

〈𝑽(𝑞), 𝑽(𝑝)〉𝐿 = −𝑞1𝑝1 + 𝑞2𝑝2 + 𝑞3𝑝3 , (2.62) 

∧𝐿 ile de bu iki vektörün vektörel çarpımı 

𝑽(𝑞) ∧𝐿 𝑽(𝑝) = (𝑞3𝑝2 − 𝑞2𝑝3)𝒊 + (𝑞3𝑝1 − 𝑞1𝑝3)𝒋 + (𝑞1𝑝2 − 𝑞2𝑝1)𝒌 (2.63) 

gösterilmiştir. Burada dikkat edilmelidir ki 𝔼1
3 te vektörel çarpım değişme özelliğine 

sahip olmadığından, genel olarak 

𝑞𝑝 ≠ 𝑝𝑞 (2.64) 

dır. Dolayısıyla, reel-split kuaterniyonların cümlesi, üzerinde tanımladığımız toplama, 

skalerle çarpma ve çarpım işlemleriyle birlikte, reel sayılar cismi üzerinde değişmeli 

olmayan bir cebir belirtir. Bir diğer ifadeyle (ℍ𝑠 ,⊕𝑠, ℝ, +,∙,⊙𝑠,⊗𝑠) değişmeli 

olmayan bir cebirdir. 

Herhangi iki pür reel-split kuaterniyon 𝒒 = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ve 𝒑 = 𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌 

nın çarpımı 

𝒒𝒑 = 〈𝒒, 𝒑〉𝐿 + 𝒒 ∧𝐿 𝒑 (2.65) 

ile tanımlıdır. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonun eşleniği 
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𝑞̅ = 𝑞0 − 𝑞1𝒊 − 𝑞2𝒋 − 𝑞3𝒌 = 𝑆(𝑞) − 𝑽(𝑞) (2.66) 

şeklinde tanımlıdır (Inoguchi, 1998).  𝜆1, 𝜆2 herhangi iki reel sayı ve 𝑞 ile 𝑝 herhangi 

iki reel-split kuaterniyon olmak üzere, eşlenik kavramının aşağıdaki temel özellikleri 

verilebilir: 

(i) 𝜆1𝑞 + 𝜆2𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝜆1𝑞̅ + 𝜆2𝑝̅, 

(ii) 𝑞𝑝̅̅ ̅ = 𝑝̅𝑞̅, 

(iii)  (𝑞̅)̅̅ ̅̅ = 𝑞. 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonun normu 

𝑁(𝑞) = 𝑞𝑞̅ = 𝑞̅𝑞 = 𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 (2.67) 

ile tanımlıdır (Kula, 2003). Reel-split kuaterniyonların cümlesi üzerinde tanımlı 

çarpma işlemi genel olarak değişme özelliğine sahip değilken, özel bir durum olarak 

herhangi bir reel-split kuaterniyonu eşleniği ile çarptığımızda değişme özelliği 

sağlanır. Burada dikkat edilmelidir ki, 𝑞 reel kuaterniyon alındığında 𝑁(𝑞) ≥ 0 iken, 

𝑞 reel-split kuaterniyon alındığında 𝑁(𝑞) ∈ ℝ dir. 

𝜆 herhangi bir reel sayı ve 𝑞 ile 𝑝 herhangi iki reel-split kuaterniyon olmak üzere, norm 

kavramı aşağıda verilen temel özelliklere sahiptir: 

(i) 𝑁(𝑞𝑝) = 𝑁(𝑞)𝑁(𝑝), 

(ii) 𝑁(𝜆𝑞) = 𝜆2𝑁(𝑞). 

Bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu için 

𝑁(𝑞) = 𝑞0
2 + 𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2 = ±1 (2.68) 

ise, 𝑞 reel-split kuaterniyonuna birim reel-split kuaterniyon denir. Birim reel-split 

kuaterniyonların cümlesi 

(ℍ𝑠)𝑏 = {𝑞 ∈ ℍ𝑠 ∶  𝑁(𝑞) = ±1} (2.69) 

ile gösterilir (Kula, 2003). Bir reel-split kuaterniyon birim ve pür ise (yani; 𝒒 ∈ ℍ̂𝑠 ve 

𝑁(𝒒) = ±1 ise) karesi ±1 dir. Bir diğer ifadeyle, 𝒒2 = −𝑁(𝒒) = −(𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2) 
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olduğundan 𝑁(𝒒) = 1 ise 𝒒2 = −1, 𝑁(𝒒) = −1 ise 𝒒2 = 1 dir. Birim ve pür reel-

split kuaterniyonların cümlesi 

(ℍ𝑠)𝑏 = {𝑞 ∈ ℍ𝑠 ∶  𝑁(𝑞) = ±1} (2.70) 

ile gösterilir. 

Normu sıfırdan farklı olan herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split 

kuaterniyonun çarpma işlemine göre tersi (bir diğer ifade ile inversi): 

𝑞−1 =
𝑞̅

𝑁(𝑞)
 (2.71) 

ile tanımlıdır (Kula, 2003). 𝜆 herhangi bir reel sayı ve 𝑞 herhangi bir reel-split 

kuaterniyon olmak üzere invers kavramı aşağıda verilen temel özelliklere sahiptir: 

(i) (𝑞𝑝)−1 = 𝑝−1𝑞−1, 

(ii) (𝜆𝑞)−1 = 𝑞−1 𝜆⁄ . 

Herhangi bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu için, 

(i) 𝑁(𝑞) < 0 ya da 𝑞 = 𝛰 ise 𝑞 ya spacelike (uzaysı) reel-split kuaterniyon, 

(ii) 𝑁(𝑞) > 0  ise 𝑞 ya timelike (zamansı) reel-split kuaterniyon, 

(iii)  𝑞 ≠ 𝛰 olmak üzere 

𝑁(𝑞) = 0 (2.72) 

ise, 𝑞 ya lightlike (ışıksı) veya null reel-split kuaterniyon denir (Kula, 2003). 

Spacelike reel-split kuaterniyonu 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 için 𝑞 = 𝛰 ya da 𝑁(𝑞) <

0 dır. 𝑞 = 𝛰 ise, 𝑞 nun vektörel kısmı 𝑽(𝑞) da sıfır olacağından 𝑽(𝑞) pür reel-split 

kuaterniyonu spacelike olacaktır. 𝑁(𝑞) < 0 ise, 𝑁(𝑽(𝑞)) < 0 olacağından 𝑽(𝑞) yine 

spacelike olacaktır. Dolayısıyla; herhangi bir spacelike reel-split kuaterniyonu 𝑞 =

𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞) için 𝑽(𝑞) da spacelikedır. 
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Timelike reel-split kuaterniyonu 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 için 𝑁(𝑞) > 0 

olduğundan 𝑁(𝑽(𝑞)) ∈ ℝ olacaktır. Dolayısıyla herhangi bir timelike reel-split 

kuaterniyonu 𝑞 = 𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞) için 𝑽(𝑞) spacelike, timelike ya da null olacaktır. 

Lightlike reel-split kuaterniyonu 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 için 𝑞 ≠ 𝛰 ve 𝑁(𝑞) = 0 

olduğundan 𝑁(𝑽(𝑞)) ≤ 0 olacaktır. Dolayısıyla; herhangi bir lightlike reel-split 

kuaterniyonu 𝑞 = 𝑆(𝑞) + 𝑽(𝑞) için 𝑽(𝑞) spacelike ya da lightlike olacaktır. 

Şimdi herhangi bir 𝑞 reel-split kuaterniyonun spacelike ya da timelike olması 

durumunda kutupsal formda gösterimini ele alacağız. 

Sıfırdan farklı herhangi bir spacelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split 

kuaterniyonu 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =
𝑞0

√|𝑁(𝑞)|
 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =
√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

√|𝑁(𝑞)|
 

𝜹 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.73) 

olmak üzere; 

𝑞 = √|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) (2.74) 

şeklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada; 𝜃 ∈ ℝ ve 𝜹2 = −𝑁(𝜹) = 1 dir. Ayrıca 

𝑞 nun eşleniği 

𝑞̅ = √|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) (2.75) 

şeklindedir (Kula ve Yaylı, 2007).  

Herhangi bir timelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu için aşağıda 

verilen iki durum söz konusudur: 

(i) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ≠ 𝛰 spacelike ve 𝑞0 > 0 (sırasıyla, 𝑞0 < 0) ise 
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𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 =
𝑞0

√𝑁(𝑞)
        (sırasıyla, 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 =

− 𝑞0

√𝑁(𝑞)
) 

 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 =
√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

√𝑁(𝑞)
 

𝜼 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.76) 

olmak üzere, 𝑞 reel-split kuaterniyonu 

𝑞 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) (2.77) 

şeklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Burada;  𝛽 ∈ ℝ ve 𝜼2 =

−𝑁(𝜼) = 1 dir. Ayrıca 𝑞 nun eşleniği 

𝑞̅ = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) (2.78) 

şeklindedir. 

(ii) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 timelike ise; 

𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑞0

√𝑁(𝑞)
 

𝑠𝑖𝑛𝛾 =
√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2

√𝑁(𝑞)
 

𝝑 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2

 

(2.79) 

olmak üzere, 𝑞 reel-split kuaterniyonu 

𝑞 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) (2.80) 

şeklinde kutupsal formda ifade edilir. Burada; 𝛾 ∈ ℝ ve 𝝑2 = −𝑁(𝝑) =

−1 dir. Ayrıca, 𝑞 nun eşleniği 

𝑞̅ = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) (2.81) 

şeklindedir (Kula ve Yaylı, 2007). 
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Şimdi herhangi bir 𝑞 reel-split kuaterniyonun spacelike ya da timelike olması 

durumunda kompleks formda gösterimini ele alacağız. 

Sıfırdan farklı herhangi bir spacelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split 

kuaterniyonu 

𝑎 = 𝑞0 

𝑏 = √−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 

𝜹 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.82) 

olmak üzere, 

𝑞 = 𝑎 + 𝜹𝑏 (2.83) 

şeklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; 𝜹2 = −𝑁(𝜹) = 1 dir. Ayrıca 𝑞 nun 

eşleniği 

𝑞̅ = 𝑎 − 𝜹𝑏 (2.84) 

şeklindedir (Bekar ve Yaylı, 2018). 

Herhangi bir timelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu için aşağıda 

verilen iki durum söz konusudur: 

(i) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ≠ 𝛰 spacelike ise; 

𝑐 = 𝑞0 

𝑑 = √−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2 

𝜼 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(2.85) 

olmak üzere, 𝑞 reel-split kuaterniyonu 

𝑞 = 𝑐 + 𝜼𝑑 (2.86) 
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şeklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; 𝜼2 = −𝑁(𝜼) = 1 dir. 

Ayrıca 𝑞 nun eşleniği 

𝑞̅ = 𝑐 − 𝜼𝑑 (2.87) 

şeklindedir. 

(ii) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 timelike ise: 

𝑒 = 𝑞0 

𝘧 = √𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2 

𝝑 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2

 

(2.88) 

olmak üzere, 𝑞 reel-split kuaterniyonu 

𝑞 = 𝑒 + 𝝑𝘧 (2.89) 

şeklinde kompleks formda ifade edilir. Burada; 𝒗2 = −𝑁(𝒗) = −1 dir. 

Ayrıca 𝑞 nun eşleniği 

𝑞̅ = 𝑒 − 𝝑𝘧 (2.90) 

şeklindedir (Bekar ve Yaylı, 2018). 
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3. MİNKOWSKİ UZAYINDA DÖNME HAREKETLERİNİN REEL-SPLİT 

KUATERNİYONLAR TÜRÜNDEN İFADESİ 

Bu bölümde Minkowski uzayı 𝔼1
3 te bir eksen etrafında dönme reel-split 

kuaterniyonlar kullanılarak ifade edilecektir. Bir reel-split kuaterniyonun timelike 

olma durumunda dönme belirttiği, ancak spacelike olma durumunda dönme 

belirtmediği gösterilecektir. Reel-split kuaterniyon timelike olduğunda aşağıda verilen 

iki durum söz konusudur: 

(i) Vektörel kısmı 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ≠ 𝛰 spacelike ve 𝑞0 >

0 ( sırasıyla, 𝑞0 < 0)  olan herhangi bir timelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 

reel-split kuaterniyonun 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 =
|𝑞0|

√𝑁(𝑞)
  (sırasıyla,

−𝑞0

√𝑁(𝑞)
 ) 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 =
√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

√𝑁(𝑞)
 

𝜼 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(3.1) 

olmak üzere 

𝑞 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽);   𝜼2 = 1 (3.2) 

şeklinde kutupsal formda yazılabileceğini belirtmiştik. Buradan 

𝑞𝜼𝑞−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)) 𝜼(
√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝜼𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) 

= 𝜼𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 − 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽 

= 𝜼(𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 − 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽) 

= 𝜼 

(3.3) 

dir. Şimdi ise 

(𝜼1)
2 = −1,   (𝜼2)

2 = 1 (3.4) 
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𝜼𝜼1 = −𝜼1𝜼 = 𝜼2,   𝜼1𝜼2 = −𝜼2𝜼1 = 𝜼,   𝜼2𝜼 = −𝜼𝜼2 = −𝜼1 

olacak şekilde birim ve pür 𝜼1ve 𝜼2 reel-split kuaterniyonları ele alalım 

(burada dikkat edilmelidir ki 𝜼 ve 𝜼2 birim spacelike vektörler iken, 𝜼1 birim 

timelike vektördür). Bu durumda, 𝜼, 𝜼1 ve 𝜼2 vektörleriyle Minkowski uzayı 

𝔼1
3 te ortonormal ve sağ-el kuralına sahip bir çatı tanımlanmış olur. Ayrıca, 

𝑞𝜼1𝑞
−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)) 𝜼1 (

√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝜼1𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼2𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) 

= 𝜼1𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 + 𝜼2𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 + 𝜼2𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼1𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽 

= (𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽)𝜼1 + (2𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽)𝜼2 

= (𝑐𝑜𝑠ℎ (2𝛽))𝜼1 + (𝑠𝑖𝑛ℎ (2𝛽))𝜼2 

(3.5) 

dir. Benzer şekilde, 

𝑞𝜼2𝑞
−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)) 𝜼2 (

√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝜼2𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼1𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 − 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) 

= 𝜼2𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 + 𝜼1𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 + 𝜼1𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽 

= (2𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽)𝜼1 + (𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽)𝜼2 

= (𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝛽))𝜼1 + (𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝛽))𝜼2 

(3.6) 

elde edilir (Kula, 2003). 

Sonuç olarak, vektörel kısmı spacelike olan 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽) (3.7) 

timelike reel-split kuaterniyonu Minkowski uzayı 𝔼1
3 te, {𝜼𝟏, 𝜼𝟐, 𝜼} çatısına 

göre 𝜼 spacelike vektörü ile belirtilen eksen etrafında pozitif yönlü hiperbolik 

2𝛽 açısı kadar dönme hareketi meydana getirir. Bir başka ifadeyle, 𝒙 birim 

pür reel-split kuaterniyon olmak üzere, 𝑞𝒙𝑞−1 çarpımı sonucu 𝔼1
3 te 𝒙 vektörü 

𝜼 ekseni etrafında pozitif yönde hiperbolik 2𝛽 açısı kadar döner. 

(ii) Vektörel kısmı 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 timelike olan herhangi bir timelike 
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𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonunu ele alalım. Bu durumda 

𝑞 reel-split kuaterniyonun 

𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑞0

√𝑁(𝑞)
 

𝑠𝑖𝑛𝛾 =
√𝑞1

2 − 𝑞2
2 − 𝑞3

2

√𝑁(𝑞)
 

𝝑 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2

 

(3.8) 

olmak üzere, 

𝑞 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾);   𝝑2 = −1 (3.9) 

şeklinde kutupsal formda yazılabileceğini belirtmiştik. Buradan, 

𝑞𝝑𝑞−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾))𝝑(
√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝝑𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝑠𝑖𝑛𝛾)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) 

= 𝝑𝑐𝑜𝑠2𝛾 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝑠𝑖𝑛𝛾𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛2𝛾 

= 𝝑(𝑐𝑜𝑠2𝛾 + 𝑠𝑖𝑛2𝛾) 

= 𝝑 

(3.10) 

dir. Şimdi ise 

(𝝑𝟏)
2 = (𝝑𝟐)

2 = 1 

 𝝑𝝑𝟏 = −𝝑1𝝑 = 𝝑𝟐,   𝝑1𝝑2 = −𝝑2𝝑1 = −𝝑,   𝝑2𝝑 = −𝝑𝝑2 = 𝝑1 
(3.11) 

olacak şekilde birim ve pür 𝝑1 ve 𝝑2 reel-split kuaterniyonları ele alalım 

(burada dikkat edilmelidir ki 𝝑1 ve 𝝑2 birim spacelike vektörler iken, 𝝑 birim 

timelike vektördür). Bu durumda 𝝑,𝝑1 ve 𝝑2 vektörleriyle Minkowski uzayı 

𝔼1
3 te ortonormal ve sağ-el kuralına sahip bir çatı tanımlanmış olur. Ayrıca, 
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𝑞𝝑1𝑞
−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾))𝝑1 (

√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝝑1𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑2𝑠𝑖𝑛𝛾)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) 

= 𝝑1𝑐𝑜𝑠2𝛾 + 𝝑2𝑐𝑜𝑠𝛾𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝝑2𝑠𝑖𝑛𝛾𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑1𝑠𝑖𝑛
2𝛾 

= (cos(2𝛾))𝝑1 + (sin(2𝛾))𝝑2 

(3.12) 

dir. Benzer şekilde, 

𝑞𝝑2𝑞
−1 = (√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾))𝝑2 (

√𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾)

𝑁(𝑞)
) 

= (𝝑2𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑1𝑠𝑖𝑛𝛾)(𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) 

= 𝝑2𝑐𝑜𝑠2𝛾 − 𝝑1𝑐𝑜𝑠𝛾𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝝑1𝑠𝑖𝑛𝛾𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝝑2𝑠𝑖𝑛
2𝛾 

= (−sin(2𝛾))𝝑1 + (cos(2𝛾))𝝑2 

(3.13) 

elde edilir (Kula, 2003). Sonuç olarak, vektörel kısmı timelike olan 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 = √𝑁(𝑞)(𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾) (3.14) 

timelike reel-split kuaterniyonu Öklid uzayı 𝔼3 te, {𝝑, 𝝑𝟏, 𝝑𝟐} çatısına göre 𝝑 

timelike vektörü ile belirtilen eksen etrafında pozitif yönlü 2𝛾 açısı kadar 

dönme hareketi meydana getirir. Bir başka ifadeyle, 𝒙 birim pür reel-split 

kuaterniyon olmak üzere, 𝑞𝒙𝑞−1 çarpımı sonucu 𝔼3 te 𝒙 vektörü 𝝑 ekseni 

etrafında pozitif yönde 2𝛾 açısı kadar döner. 

Şimdi reel-split kuaterniyonun spacelike olma durumunu ele alalım. Sıfırdan farklı 

spacelike bir 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonun vektörel kısmı 

𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 nın da spacelike olduğunu belirtmiştik. Bu durumda, 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 =
𝑞0

√|𝑁(𝑞)|
 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 =
√−𝑞1

2 + 𝑞2
2 + 𝑞3

2

√|𝑁(𝑞)|
 

𝜹 =
𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(3.15) 

olmak üzere 
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𝑞 = √|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃);   𝜹2 = 1 (3.16) 

şeklinde kutupsal formda ifade edilebilir. Buradan, 

𝑞𝜹𝑞−1 = (√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃))𝜹(
√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)

𝑁(𝑞)
) 

= −(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 𝜹(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= −(𝜹𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) (𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= −𝜹𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 

= 𝜹 

(3.17) 

dir. Şimdi ise 

𝜹1
2 = −1,   𝜹2

2 = 1 

𝜹𝜹1 = −𝜹1𝜹 = 𝜹2,   𝜹1𝜹2 = −𝜹2𝜹1 = 𝜹,   𝜹2𝜹 = −𝜹𝜹2 = −𝜹1 
(3.18) 

olacak şekilde birim ve pür 𝜹1 ve 𝜹2 reel-split kuaterniyonlarını ele alalım (burada 

dikkat edelmelidir ki 𝜹 ve 𝜹2 birim spacelike vektörler iken, 𝜹1 birim timelike 

vektördür). Bu durumda 𝜹, 𝜹1 ve 𝜹2vektörleriyle Minkowski uzayı 𝔼1
3 te ortonormal 

ve sağ-el kuralına sahip bir çatı tanımlanmış olur. Ayrıca, 

𝑞𝜹1𝑞
−1 = (√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)) 𝜹1 (

√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)

𝑁(𝑞)
) 

= −(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)𝜹1(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= (−𝜹1𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= −𝜹1𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 − 𝜹2𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝜹2𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹1𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 

= −(𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝜃))𝜹1 − (𝑠𝑖𝑛ℎ (2𝜃))𝜹2 

(3.19) 

dır. Aynı şekilde; 
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𝑞𝜹2𝑞
−1 = (√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)) 𝜹2 (

√|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)

𝑁(𝑞)
) 

= −(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)𝜹2(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= (−𝜹2𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹1𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃)(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) 

= −𝜹2𝑠𝑖𝑛ℎ2𝜃 − 𝜹1𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃 − 𝜹1𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 − 𝜹2𝑐𝑜𝑠ℎ2𝜃 

= −(𝑠𝑖𝑛ℎ(2𝜃))𝜹1 − (𝑐𝑜𝑠ℎ(2𝜃))𝜹2 

(3.20) 

elde edilir. Sonuç olarak sıfırdan farklı spacelike 

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 = √|𝑁(𝑞)|(𝑠𝑖𝑛ℎ𝜃 + 𝜹𝑐𝑜𝑠ℎ𝜃) (3.21) 

reel-split kuaterniyonu Minkowski uzayı 𝔼1
3 te {𝜹1, 𝜹2, 𝜹} çatısına göre 𝜹 spacelike 

vektörü ile belirtilen eksen etrafında pozitif yönlü hiperbolik 2𝜃 açısı kadar dönme, 

sonrasında ise orijine göre yansıma meydana getirir. Bir başka ifadeyle, 𝒙 birim pür 

reel-split kuaterniyon olmak üzere, 𝑞𝒙𝑞−1 çarpımı sonucu 𝔼1
3 te 𝒙 vektörü 𝜹 ekseni 

etrafında pozitif yönde hiperbolik 2𝛽 açısı kadar döner ve sonrasında orijine göre 

yansır. Dolayısıyla, ele aldığımız space-like reel-split kuaterniyonu 𝑞 bir dönme 

hareketi belirtmez. 
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4. REEL-SPLİT KUATERNİYONLARDA İNVOLÜSYONLAR VE ANTİ-

İNVOLÜSYONLAR 

Reel-sayılar cismi ℝ üzerinde tanımlı 𝐸 cebirini ele alalım. Bu cebirden alınan 

herhangi iki elemanın toplama işlemini ⊤ ile, çarpma işlemini ise ⊥ ile gösterelim. Bu 

durumda örten olacak şekilde 

𝑓: 𝐸 → 𝐸 (4.1) 

dönüşümünü ele alalım. Eğer bu dönüşüm 

(i) ∀𝑥 ∈ 𝐸 için 𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑥 

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ve ∀𝜆 ∈ ℝ için 

𝑓(𝑥 ⊤ 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥) ⊤ 𝜆𝑓(𝑦) (4.2) 

(iii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 

𝑓(𝑥 ⊥ 𝑦) = 𝑓(𝑦)  ⊥  𝑓(𝑥) (4.3) 

aksiyomlarını sağlarsa, bu dönüşüme 𝐸 cebirinde bir involüsyon denir. Eğer 𝑓 

dönüşümü (i) ve (ii) aksiyomlarını sağlayıp, (iii) aksiyomu yerine 

(iv) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 için 

𝑓(𝑥 ⊥  𝑦) = 𝑓(𝑥)  ⊥  𝑓(𝑦) (4.4) 

aksiyomunu sağlarsa, bu durumda 𝑓 dönüşümüne 𝐸 cebirinde bir anti-involüsyon 

denir (Hamilton, 1848; Ell ve Sangwine, 2007) 

Teorem 4.1. 𝑞 bir reel-split kuaterniyon ve 𝒗 birim pür ve timelike bir reel-split 

kuaterniyon olmak üzere 

 

𝑓𝒗  ∶ ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 𝑞 ↦ 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗 
(4.5) 

şeklinde tanımlanan 𝑓𝒗 dönüşümü bir involüsyondur. 
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İspat. 𝑞 ∈ ℍ𝑠 ve 𝒗 ∈ (ℍ̂𝑠)𝑏
 olsun. 𝒗 reel-split kuaterniyonu birim pür ve timelike 

olduğundan  𝒗2 = −1 dir. Bu durumda; 

𝑓𝒗(𝑓𝒗(𝑞)) = 𝑓𝒗(−𝒗 𝑞̅𝒗) 

= −𝒗 (−𝒗 𝑞̅𝒗̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝒗 

= −𝒗 (𝒗̅ 𝑞̅ ̅(−𝒗̅̅ ̅̅ ))𝒗 

= −𝒗(−𝒗𝑞𝒗)𝒗 

= 𝒗2𝑞𝒗2 

= (−1)𝑞(−1) 

= 𝑞 

(4.6) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (i) maddesi sağlanır. 

𝜆 ∈ ℝ ve 𝑝 ∈ ℍ𝑠 olmak üzere  

𝑓𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝 ) = −𝒗( 𝑞 + 𝜆𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝒗 

= −𝒗(𝑞̅ + 𝜆𝑝̅)𝒗 

= (−𝒗𝑞̅𝒗) + 𝜆(−𝒗𝑝̅𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞) + 𝑓𝒗(𝑝) 

(4.7) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (ii) maddesi sağlanır. 

Son olarak 

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = −𝒗 𝑞𝑝̅̅ ̅𝒗 

= −𝒗 𝑝̅ 𝑞̅𝒗 
(4.8) 

eşitliği 𝒗2 = −1 olduğundan 

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = −𝒗 𝑝̅ (−𝒗2) 𝑞̅𝒗 (4.9) 

şeklinde yazılabilir. Buradan  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = (−𝒗𝑝̅𝒗)(−𝒗𝑞̅𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑝)𝑓𝒗(𝑞) 
(4.10) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (iii) maddesi sağlanır. 
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Teorem 4.2. 𝑞 bir reel-split kuaterniyon ve 𝒗 birim pür ve spacelike bir reel-split 

kuaterniyon olmak üzere  

 

𝑓𝒗  ∶ ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 𝑞 ↦ 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗 
(4.11) 

şeklinde tanımlanan 𝑓𝒗 dönüşümü bir involüsyondur.  

İspat. 𝑞 ∈ ℍ𝑠 ve 𝒗 ∈ (ℍ̂𝑠)𝑏
 olsun. 𝒗 reel-split kuaterniyonu birim pür ve spacelike 

olduğundan  𝒗2 = 1 dir. Bu durumda; 

𝑓𝒗(𝑓𝒗(𝑞)) = 𝑓𝒗(𝒗 𝑞̅𝒗) 

= 𝒗 (𝒗 𝑞̅𝒗̅̅ ̅̅ ̅̅ )𝒗 

= 𝒗 (𝒗̅ 𝑞̅ ̅𝒗̅)𝒗 

= 𝒗(−𝒗𝑞(−𝒗))𝒗 

= 𝒗2𝑞𝒗2 

= 𝑞 

(4.12) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (i) maddesi sağlanır. 

𝜆 ∈ ℝ ve 𝑝 ∈ ℍ𝑠 olmak üzere  

𝑓𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝 ) = 𝒗( 𝑞 + 𝜆𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)𝒗 

= 𝒗(𝑞̅ + 𝜆𝑝̅)𝒗 

= (𝒗𝑞̅𝒗) + 𝜆(𝒗𝑝̅𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞) + 𝑓𝒗(𝑝) 

(4.13) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (ii) maddesi sağlanır. 

Son olarak  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = 𝒗 𝑞𝑝̅̅ ̅𝒗 

= 𝒗 𝑝̅ 𝑞̅𝒗 
(4.14) 

eşitliği 𝒗2 = 1 olduğundan  
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𝑓𝒗(𝑞𝑝) = 𝒗 𝑝̅ (𝒗2) 𝑞̅𝒗 (4.15) 

şeklinde yazılabilir. Buradan  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = (𝒗𝑝̅𝒗)(𝒗𝑞̅𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑝)𝑓𝒗(𝑞) 
(4.16) 

eşitliği gereğince involüsyon aksiyomlarından (iii) maddesi sağlanır. 

Teorem 4.3. 𝑞 bir reel-split kuaterniyon ve 𝒗 birim pür ve timelike bir reel-split 

kuaterniyon olmak üzere  

 

𝑓𝒗  ∶ ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 𝑞 ↦ 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗𝑞𝒗 
(4.17) 

şeklinde tanımlanan 𝑓𝒗 dönüşümü bir anti-involüsyondur.  

İspat. 𝑞 ∈ ℍ𝑠 ve 𝒗 ∈ (ℍ̂𝑠)𝑏
 olsun. 𝒗 reel-split kuaterniyonu birim pür ve timelike 

olduğundan  𝒗2 = −1 dir. Bu durumda, 

𝑓𝒗(𝑓𝒗(𝑞)) = 𝑓𝒗(−𝒗𝑞𝒗) 

= −𝒗 (−𝒗𝑞𝒗)𝒗 

= 𝒗2𝑞𝒗2 

= (−1)𝑞(−1) 

= 𝑞 

(4.18) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (i) maddesi sağlanır. 

𝜆 ∈ ℝ ve 𝑝 ∈ ℍ𝑠 olmak üzere  

𝑓𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝 ) = −𝒗( 𝑞 + 𝜆𝑝)𝒗 

= −𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝)𝒗 

= (−𝒗𝑞𝒗) + 𝜆(−𝒗𝑝𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞) + 𝑓𝒗(𝑝) 

(4.19) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (ii) maddesi sağlanır. 
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Son olarak,  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = −𝒗𝑞𝑝𝒗 

= −𝒗𝑞𝑝𝒗 
(4.20) 

eşitliği 𝒗2 = −1 olduğundan  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = −𝒗𝑞(−𝒗2)𝑝𝒗 (4.21) 

şeklinde yazılabilir. Buradan,  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = (−𝒗𝑞𝒗)(−𝒗𝑝𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞)𝑓𝒗(𝑝) 
(4.22) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (iv) maddesi sağlanır. 

Teorem 4.4. 𝑞 bir reel-split kuaterniyon ve 𝒗 birim pür ve spacelike bir reel-split 

kuaterniyon olmak üzere  

 

𝑓𝒗  ∶ ℍ𝑠 → ℍ𝑠 

 𝑞 ↦ 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗𝑞𝒗 
(4.23) 

şeklinde tanımlanan 𝑓𝒗 dönüşümü bir anti-involüsyondur.  

İspat. 𝑞 ∈ ℍ𝑠 ve 𝒗 ∈ (ℍ̂𝑠)𝑏
 olsun. 𝒗 reel-split kuaterniyonu birim pür ve spacelike 

olduğundan  𝒗2 = 1 dir. Bu durumda, 

𝑓𝒗(𝑓𝒗(𝑞)) = 𝑓𝒗(𝒗𝑞𝒗) 

= 𝒗 (𝒗𝑞𝒗)𝒗 

= 𝒗2𝑞𝒗2 

= 𝑞 

(4.24) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (i) maddesi sağlanır. 

𝜆 ∈ ℝ ve 𝑝 ∈ ℍ𝑠 olmak üzere  
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𝑓𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝 ) = 𝒗( 𝑞 + 𝜆𝑝)𝒗 

= 𝒗(𝑞 + 𝜆𝑝)𝒗 

= (𝒗𝑞𝒗) + 𝜆(𝒗𝑝𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞) + 𝑓𝒗(𝑝) 

(4.25) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (ii) maddesi sağlanır. 

Son olarak,  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = 𝒗𝑞𝑝𝒗 

= 𝒗𝑞𝑝𝒗 
(4.26) 

eşitliği 𝒗2 = 1 olduğundan  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = 𝒗𝑞(𝒗2)𝑝𝒗 (4.27) 

şeklinde yazılabilir. Buradan  

𝑓𝒗(𝑞𝑝) = (𝒗𝑞𝒗)(𝒗𝑝𝒗) 

= 𝑓𝒗(𝑞)𝑓𝒗(𝑝) 
(4.28) 

eşitliği gereğince anti-involüsyon aksiyomlarından (iv) maddesi sağlanır. 

4.1 Reel-Split Kuaterniyonların İnvolüsyonlarının ve Anti-İnvolüsyonlarının 

Geometrik Yorumu 

Herhangi bir birim timelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu ve 𝒑 =

𝑝1𝒊 + 𝑝2𝒋 + 𝑝3𝒌 birim pür reel-split kuaterniyonu için 𝑞𝒑𝑞̅ kuaterniyon çarpımının 

sonucu 𝒑′ = 𝑞𝒑𝑞̅ şeklinde bir birim pür reel-split kuaterniyondur. Dolayısıyla 𝑞𝒑𝑞̅ 

operatörü uzunluk ve açıyı koruyacağından bir dönme belirtir. 

Herhangi bir birim timelike 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 reel-split kuaterniyonu için 

Minkowski uzayı 𝔼1
3 te bir dönme hareketi aşağıda verilen iki durumdan birisi ile 

tanımlıdır: 

(i) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 ≠ 𝛰 spacelike ve 𝑞0 ≠ 0 olsun. Bu durumda 
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𝑞 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 (4.29) 

birim timelike reel-split kuaterniyonu için 

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽[𝜼] + (−1 + 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽)[𝜼]2 (4.30) 

olmak üzere 

𝑤𝒑 = 𝑞𝒑𝑞̅ (4.31) 

çarpımı sonucu 𝒑 vektörü 𝜼 spacelike vektörü ile belirtilen eksen etrafında 

pozitif yönde hiperbolik 2𝛽 açısı kadar döner. Burada 

𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

[𝜼] = [
0 𝜂3 −𝜂2

𝜂3 0 −𝜂1

−𝜂2 𝜂1 0
] 

(4.32) 

ve 

𝜂1 =
𝑞1

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

𝜂2 =
𝑞2

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

𝜂3 =
𝑞3

√−𝑞1
2 + 𝑞2

2 + 𝑞3
2
 

(4.33) 

olmak üzere 𝜼 = (𝜂1, 𝜂2, 𝜂3) dir. Dolayısıyla, 𝑤 yu bir hiperbolik dönme 

operatörü olarak ele alabiliriz (Kula, 2003). 

(ii) 𝑽(𝑞) = 𝑞1𝒊 + 𝑞2𝒋 + 𝑞3𝒌 timelike olsun. Bu durumda 

𝑞 = 𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝝑𝑠𝑖𝑛𝛾 (4.34) 

birim timelike reel-split kuaterniyonu için 

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛2𝛾[𝝑] + (1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛾)[𝝑]2 (4.35) 
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olmak üzere 

𝑤𝒑 = 𝑞𝒑𝑞̅ (4.36) 

çarpımı sonucu 𝒑 vektörü 𝝑 timelike vektörü ile belirtilen eksen etrafında 

pozitif yönde 2𝛾 açısı kadar döner. Burada 

𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

[𝝑] = [
0 𝜗3 −𝜗2

𝜗3 0 −𝜗1

−𝜗2 𝜗1 0
] 

(4.37) 

ve 

𝜗1 =
𝑞1

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2
 

𝜗2 =
𝑞2

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2
 

𝜗3 =
𝑞3

√𝑞1
2 − 𝑞2

2 − 𝑞3
2
 

(4.38) 

olmak üzere 𝝑 = (𝜗1, 𝜗2, 𝜗3) dir. Dolayısıyla, 𝑤 yu 𝔼3 te bir dönme operatörü 

olarak ele alabiliriz (Kula, 2003). 

Şimdi Teorem 4.1 ve 4.3’te vermiş olduğumuz involüsyon ve anti-involüsyon 

dönüşümlerinin geometrik yorumlarını ele alacağız. Teorem 4.1 ve 4.3 teki 𝒗 birim 

pür reel-split kuaterniyonu timelike olduğundan bu teoremlerde verilen dönüşümlerin 

meydana getirdikleri hareketler (4.35) eşitliği kullanılarak verilebilir. Çünkü bu 

dönüşümlerdeki 𝒗 birim pür reel-split kuaterniyonu timelike olduğundan kutupsal 

formda ifade edilebilir. Örneğin, Teorem 4.1’deki 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗 involüsyon 

dönüşümünü ele alalım. Buradaki 𝑞 reel-split kuaterniyonunu 𝑞 = 𝑚 + 𝞯𝑛 şeklinde 

kompleks formda yazdığımızda  

𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗 = −𝒗 (𝑚 + 𝞯𝑛)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝒗 = −𝒗(𝑚 − 𝞯𝑛)𝒗 = 𝑚 + 𝒗𝞯𝒗𝑛 (4.39) 
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elde edilir. Bu demektir ki 𝑓𝒗(𝑞) involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑚 yi 

invaryant bırakır ve vektörel kısmı 𝞯𝑛 yi 𝒗𝞯𝒗𝑛 ye dönüştürür. 𝒗 birim pür ve timelike 

reel-split kuaterniyonu kutupsal formda  

𝒗 = 𝑐𝑜𝑠
𝜋

2
+ 𝒗𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
 (4.40) 

şeklinde yazılacağından, Eşitlik (4.35) de verilen dönme operatörü 

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛𝜋[𝞯] + (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜋)[𝞯]2 = 𝐼3 + 2[𝞯]2 (4.41) 

şeklinde olacaktır. Eşitlik (4.36) ya göre 𝞯 vektörü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 

açısı kadar döner ve sonrasında orjine göre yansır. Teorem 4.3 teki 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗𝑞𝒗 

anti-involüsyon dönüşümünü ele aldığımızda ise 𝑞 reel-split kuaterniyonunu 𝑞 = 𝑘 +

𝞻𝑙 şeklinde kompleks formda yazdığımızda  

𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗𝑞𝒗 = −𝒗 (𝑘 + 𝞻𝑙)𝒗 = 𝑘 − 𝒗𝞻𝒗𝑙 (4.42) 

elde edilir. Bu demektir ki, 𝑓𝒗(𝑞) involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑘 yı 

invaryant bırakır ve vektörel kısmı 𝞻𝑙 yi −𝒗𝞻𝒗𝑙 ye dönüştürür. 𝒗 birim pür ve timelike 

reel-split kuaterniyonu kutupsal formda 

𝒗 = 𝑐𝑜𝑠
𝜋

2
+ 𝒗𝑠𝑖𝑛

𝜋

2
 (4.43) 

şeklinde yazılacağından, eşitlik (4.30) da verilen dönme operatörü 

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛𝜋[𝞻] + (1 − 𝑐𝑜𝑠𝜋)[𝞻]2 = 𝐼3 + 2[𝞻]2 (4.44) 

şeklinde olacaktır. Eşitlik (4.36) ya göre 𝞻 vektörü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 

açısı kadar döner. 

Şimdi Teorem 4.2 ve 4.4’te vermiş olduğumuz involüsyon ve anti-involüsyon 

dönüşümlerinin geometrik yorumlarını ele alacağız. Teorem 4.2 ve 4.4 teki 𝒗 birim 

pür reel-split kuaterniyonu spacelike olduğundan bu teoremlerde verilen dönüşümlerin 

meydana getirdikleri hareketler (4.30) eşitliği kullanılarak verilemez. Çünkü bu 

dönüşümlerdeki 𝒗 birim pür reel-split kuaterniyonu spacelike olduğundan kutupsal 

formda ifade edilemez. Örneğin, Teorem 4.2’deki 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗 involüsyon 
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dönüşümünü ele alalım. Buradaki 𝑞 reel-split kuaterniyonunu 𝑞 = 𝑟 + 𝝃𝑠 şeklinde 

kompleks formda yazdığımızda  

𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗 = 𝒗 (𝑟 + 𝝃𝑠)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝒗 = 𝒗(𝑟 − 𝝃𝑠)𝒗 = 𝑟 + 𝒗𝝃𝒗𝑠 (4.45) 

elde edilir. Bu demektir ki 𝑓𝒗(𝑞) involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑟 yi 

invaryant bırakır ve vektörel kısmı 𝝃𝑠 yi 𝒗𝝃𝒗𝑠 ye dönüştürür. 𝒗 birim pür ve spacelike 

reel-split kuaterniyonunu kutupsal formda yazmak istediğimizde  

𝒗 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝒗𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 (4.46) 

eşitliğinden 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 = 0 ve 𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 = 1 olmalıdır. Ancak, 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 = 0 olması mümkün 

olmadığından 𝒗 yi kutupsal formda yazamayız. Dolayısıyla (4.30) eşitliğini 

kullanamayız. Benzer şekilde Teorem 4.4 teki 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗𝑞𝒗 anti-involüsyon 

dönüşümünü ele alalım. Buradaki 𝑞 reel-split kuaterniyonunu 𝑞 = 𝑡 + 𝝎𝑧 şeklinde 

kompleks formda yazdığımızda  

𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗𝑞𝒗 = 𝒗(𝑡 + 𝝎𝑧)𝒗 = 𝑡 + 𝒗𝝎𝒗𝑧 (4.47) 

elde edilir. Bu demektir ki, 𝑓𝒗(𝑞) anti-involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑡 yi 

invaryant bırakır ve vektörel kısmı 𝝎𝑧 yi 𝒗𝝎𝒗𝑧 ye dönüştürür. 𝒗 birim pür ve 

spacelike reel-split kuaterniyonunu kutupsal formda yazmak istediğimizde  

𝒗 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 + 𝒗𝑠𝑖𝑛ℎ𝛽 (4.48) 

eşitliğinde 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛽 = 0 olamayacağından 𝒗 yi kutupsal formda yazamayız. Dolayısıyla 

Teorem 4.4’te verilen anti-involüsyon dönüşümünün geometrik yorumunu vermek 

için (4.30) eşitliğini kullanamayız. 

Şimdi aşağıdaki teorem ile Teorem 4.1 – 4.4’te ele aldığımız dönüşümlerdeki 𝒗 birim 

pür reel-split kuaterniyonun timelike ya da spacelike olmasından bağımsız bir dönme 

operatörü tanımlayacağız. 

Teorem 4.5. Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. Bu 

durumda 
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𝒗𝒑𝒗 = 𝑤𝒑 (4.49) 

eşitliğni sağlayan 𝑤 dönme operatörü için aşağıda verilen iki durum söz konusudur: 

(i) 𝒑 spacelike ise 

𝑤 = 〈𝒑 , 𝒗𝒑𝒗 〉𝐿 − 𝒑 ∧𝐿 (𝒗𝒑𝒗) (4.50) 

dir. 

(ii) 𝒑 timelike ise 

𝑤 = −〈𝒑 , 𝒗𝒑𝒗 〉𝐿 + 𝒑 ∧𝐿 (𝒗𝒑𝒗) (4.51) 

dir. 

İspat. Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. Ayrıca 

𝒗𝒑𝒗 = 𝒓 olsun. Bu durumda 

(i) 𝒑 spacelike ve 𝑤 = 〈𝒑 , 𝒗𝒑𝒗 〉𝐿 − 𝒑 ∧𝐿 (𝒗𝒑𝒗) = 〈𝒑 , 𝒓〉𝐿 − 𝒑 ∧𝐿 𝒓 olmak 

üzere 

𝑤𝒑 = 〈𝒑 , 𝒓 〉  𝒑 − (𝒑 ∧𝐿 𝒓)𝒑 

= 〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿  𝒑 − (〈𝒑 ∧𝐿 𝒓, 𝒑〉𝐿 + (𝒑 ∧𝐿 𝒓 ) ∧𝐿 𝒑) 

= 〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿  𝒑 − (𝒑 ∧𝐿 𝒓) ∧𝐿 𝒑 

=  〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿  𝒑 − (𝒑〈𝒑, 𝒓〉𝐿 − 𝒓〈𝒑 , 𝒑 〉𝐿) 

= 〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿𝒑 − 𝒑〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿 + 𝒓〈𝒑 , 𝒑 〉𝐿 

= 𝒓〈𝒑 , 𝒑 〉𝐿 

= 𝒓 

= 𝒗𝒑𝒗 

(4.52) 

dir. Burada 𝒑 spacelike olduğundan 〈𝒑 , 𝒑 〉𝐿 = 1 olduğuna dikkat ediniz. 

(ii) 𝒑 timelike ve 𝑤 = −〈𝒑 , 𝒗𝒑𝒗 〉𝐿 + 𝒑 ∧𝐿 (𝒗𝒑𝒗) = −〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿 + 𝒑 ∧𝐿 𝒓              

olmak üzere  
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𝑤𝒑 = −〈𝒑 , 𝒓〉𝐿 𝒑 + (𝒑 ∧𝐿 𝒓)𝒑 

  = −〈𝒑 , 𝒓 〉𝐿 𝒑 + (〈𝒑 ∧𝐿 𝒓, 𝒑 〉𝐿 + ( 𝒑 ∧𝐿 𝒓) ∧𝐿 𝒑) 

= −〈𝒑 , 𝒓〉𝐿𝒑 + (𝒑 ∧𝐿 𝒓) ∧𝐿 𝒑 

= −〈𝒑 , 𝒓〉𝐿 𝒑 + (𝒑〈𝒑 , 𝒓〉𝐿 − 𝒓〈𝒑 , 𝒑〉𝐿) 

= −𝒓〈𝒑 , 𝒑〉𝐿 

= 𝒓 

= 𝒗𝒑𝒗 

(4.53) 

dir. Burada 𝒑 timelike olduğundan 〈𝒑 , 𝒑 〉𝐿 = −1 olduğuna dikkat ediniz. 

Teorem 4.5 teki dönme operatörü 𝑤 nin geometrik yorumunu aşağıdaki iki teoremle 

verebiliriz. 

Teorem 4.6. Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. 

𝒗𝒑𝒗 = 𝑤𝒑 eşitliğini sağlayan 𝑤 dönme operatörü için 𝑽(𝑤) = 𝒘𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 ≠ 𝛰 

spacelike ise 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 + 𝒘𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 dir. Bu durumda 𝑤𝒑 çarpımı sonucu 𝒑 vektörü 𝒘 

ekseni etrafında pozitif yönde hiperbolik 𝛼 açısı kadar döner. 

İspat 4.6 Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonları için 𝒗𝒑𝒗 = 𝑤𝒑 

eşitliğindeki 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 + 𝒘𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 kuaterniyonu (4.30) eşitliği ile verilen  

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛ℎ2𝛽[𝜼] + (−1 + 𝑐𝑜𝑠ℎ2𝛽)[𝜼]2 dönme operatörüne karşılık gelir ve 

(4.42) eşitliğinin geometrik yorumundan 𝒑 vektörü [𝜼] spacelike vektörü ile belirlenen 

eksen etrafında pozitif yönde hiperbolik 2𝛽 açısı kadar döner. 

Teorem 4.7. Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. 

𝒗𝒑𝒗 = 𝑤𝒑 eşitliğini sağlayan 𝑤 dönme operatörü için 𝑽(𝑤) = 𝒘𝑠𝑖𝑛𝛼 timelike ise 

𝑤 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝒘𝑠𝑖𝑛𝛼 dir. Bu durumda 𝑤𝒑 çarpımı sonucu 𝒑 vektörü 𝒘 ekseni etrafında 

pozitif yönde 𝛼 açısı kadar döner ve orjine göre yansır. 

İspat 4.7 Herhangi iki 𝒗 ve 𝒑 birim pür reel-split kuaterniyonları için 𝒗𝒑𝒗 = 𝑤𝒑 

eşitliğindeki 𝑤 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 + 𝒘𝑠𝑖𝑛𝛼 kuaterniyonu (4.35) eşitliği ile verilen 

𝑤 = 𝐼3 + 𝑠𝑖𝑛2𝛾[𝝑] + (1 − 𝑐𝑜𝑠2𝛾)[𝝑]2 
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dönme operatörüne karşılık gelir ve (4.39) eşitliğinin geometrik yorumundan 𝒑 

vektörü 𝒗 timelike vektörü ile belirlenen eksen etrafında pozitif yönde 2𝛾 açısı kadar 

döner ve orjine göre yansır. 

Örnek 4.1. 𝒗 = (√2, 0,1) ve 𝒒 = (1,0,0) pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. 

𝑁(𝒗) = 𝑁(𝒒) = 1 olduğundan 𝒗 ve 𝒒 birim pür timelikedır. 𝒗 birim pür timelike 

olduğundan kutupsal formu  𝒗 = 𝑐𝑜𝑠 𝜋/2 + 𝒗𝑠𝑖𝑛 𝜋/2 şeklindedir. Dolayısıyla 

Teorem 4.7 ye göre 𝒗𝒒𝒗 çarpımı sonucu 𝒒 vektörü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 

açısı kadar döner ve sonrasında orijine göre yansır. 

Örnek 4.2. 𝒗 = (1,1,1) ve 𝒒 = (1,0,0) pür reel-split kuaterniyonlarını ele alalım. 

𝑁(𝒗) = −1 olduğundan 𝒗 birim pür spacelike ve 𝑁(𝒒) = 1 olduğundan 𝒒 birim pür 

timelikedır. 𝒗 birim pür spacelike olduğundan 𝒗 yi 𝒗 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 + 𝒗𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 şeklinde 

kutupsal formda yazmak istediğimizde 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 = 0 olmalıdır. Ancak bu mümkün 

değildir. Dolayısıyla 𝒗𝒒𝒗 çarpımına karşılık gelen dönme hareketini tanımlamak için 

Teorem 4.5’te verilen 𝒗𝒒𝒗 = 𝑤𝒒 eşitliğindeki w reel-split kuaterniyonunu elde 

etmeliyiz. 𝑞 timelike olduğundan Teorem 4.5 in (ii) aksiyomunda verilen 𝑤 =

−〈𝒒 , 𝒗𝒒𝒗 〉𝕄 + 𝒒 ∧𝕄 (𝒗𝒒𝒗) eşitliğinden 𝑤 = −3 + 2𝑗 − 2𝑘 elde edilir. 𝑁(𝑤) = 1 

olduğundan 𝑤 reel-split kuaterniyonu birim timelikedır. 𝑽(𝑤) = −8 olduğundan 

𝑽(𝑤) spacelikedır. Dolayısıyla  

𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 = 3 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 = 2√2 

𝜼 = (2𝑗 − 2𝑘)/(2√2) 

(4.54) 

olmak üzere 𝑤 nin kutupsal formu 

𝑤 = 𝑐𝑜𝑠ℎ𝛼 + 𝜼𝑠𝑖𝑛ℎ𝛼 (4.55) 

şeklindedir. Buradan, 

𝛼 = 𝑙𝑛(2√2 + 3) (4.56) 

elde edilir. Bu durumda, Teorem 4.6 ya göre 𝒒 vektörü 𝜼 ekseni etrafında pozitif yönde 

𝛼 hiperbolik açısı kadar döner. 
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4.2. Reel-Split Kuaterniyonların İnvolüsyon ve Anti-İnvolüsyon Matrisleri 

Kompleks formu 𝑞 = 𝑚 + 𝞯𝑛 olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pür 

ve timelike 𝒗 = 𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌 kuaterniyonunu ele alalım. Bu durumda Teorem 4.1 de 

verilen 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗  involüsyon dönüşümü ve ℍ𝑠 vektör uzayının {1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} bazı 

kullanılarak aşağıda verilen eşitlikler elde edilir: 

𝑓𝒗(1) = −𝒗 1̅𝒗 = 1 (4.57) 

  

𝑓𝒗(𝒊) = −𝒗 𝒊𝒗̅ = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒊(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥 − 𝑦𝒌 + 𝑧𝒋)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒊 − 𝑥𝑦𝒋 − 𝑥𝑧𝒌 − 𝑦𝑥𝒋 − 𝑦2𝒊 − 𝑦𝑧 − 𝑧𝑥𝒌 + 𝑧𝑦 − 𝑧2𝒊 

= (−𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2)𝒊 + (−2𝑥𝑦)𝒋 + (−2𝑥𝑧)𝒌 

= (1 − 2𝑥2)𝒊 − 2𝑥𝑦𝒋 − 2𝑥𝑧𝒌 

(4.58) 

  

𝑓𝒗(𝒋) = −𝒗 𝒋𝒗̅ = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒋(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥𝒌 + 𝑦 + 𝑧𝒊)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒋 + 𝑥𝑦𝒊 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑥𝒊 + 𝑦2𝒋 + 𝑦𝑧𝒌 − 𝑧𝑥 + 𝑧𝑦𝒌 − 𝑧2𝒋 

= 2𝑥𝑦𝒊 + (1 + 2𝑦2)𝒋 + 2𝑦𝑧𝒌 

(4.59) 

  

𝑓𝒗(𝒌) = −𝒗 𝒌̅𝒗 = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒌(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥𝒋 − 𝑦𝒊 + 𝑧)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒌 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧𝒊 + 𝑦𝑥 − 𝑦2𝒌 + 𝑦𝑧𝒋 + 𝑧𝑥𝒊 + 𝑧𝑦𝒋 + 𝑧2𝒌 

= (2𝑥𝑧)𝒊 + (2𝑦𝑧)𝒋 + (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2)𝒌 

= (2𝑥𝑧)𝒊 + (2𝑦𝑧)𝒋 + (1 + 2𝑧2)𝒌 

(4.60) 

Buradan, involüsyon dönüşümü 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗 ye karşılık gelen matris 

𝐴𝑞 =

[
 
 
 
1 0 0
0 1 − 2𝑥2 2𝑥𝑦

0 −2𝑥𝑦 1 + 2𝑦2
        

0
2𝑥𝑧  
2𝑦𝑧  

0  −2𝑥𝑧             2𝑦𝑧  1 + 2𝑧2]
 
 
 
[

𝑚
𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.61) 

şeklinde olacaktır. Burada, 𝞯𝑛 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ve 𝑞 = 𝑚 + 𝞯𝑛 dir. 4 × 4 ve 4 × 1 − 

tipindeki matrisler ise sırasıyla 𝐴 ve 𝑞 ya karşılık gelmektedir. Özel olarak 
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𝐴1(𝜻𝑛) = [

1 − 2𝑥2 2𝑥𝑦 2𝑥𝑧

−2𝑥𝑦 1 + 2𝑦2 2𝑦𝑧

−2𝑥𝑧 2𝑦𝑧 1 + 2𝑧2

] [

𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.62) 

alındığında, 𝜀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,1,1) olmak üzere 𝐴1
𝑇 = 𝜀 𝐴1

−1 𝜀 olacağından 𝐴1 matrisi 

yarı-ortogonal olacaktır. Ayrıca 𝑑𝑒𝑡(𝐴1) = −1 olduğundan 𝐴1(𝜻𝑛) çarpımı sonucu 

𝞯𝑛 vektörü 𝒗 vektörüne dik olan düzleme göre yansır. Dolayısıyla 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗 𝑞̅𝒗 =

𝑚 + 𝒗𝞯𝒗𝑛 involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑚 yi invaryant bırakırken, 

vektörel kısmı olan 𝞯𝑛 yi 𝒗 eksenine dik olan düzleme göre yansıtır (bir diğer ifadeyle 

𝞯𝑛 vektörünü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar döndürür sonrasında ise 

orijine göre yansıtır). Burada; 3 × 3 ve 3 × 1 − tipindeki matrisler ile sırasıyla 𝐴1 ve 

𝜻𝑛 e karşılık gelen matrisler gösterilmiştir. 

Kompleks formu 𝑞 = 𝑟 + 𝝃𝑠 olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pür 

ve spacelike 𝒗 = 𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌 kuaterniyonunu ele alalım. Bu durumda, Teorem 4.2 

de verilen 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗  involüsyon dönüşümü ve ℍ𝑠 vektör uzayının {1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} bazı 

kullanılarak aşağıda verilen eşitlikler elde edilir: 

𝑓𝒗(1) = 𝒗 1̅𝒗 = 1 (4.63) 

  

𝑓𝒗(𝒊) = 𝒗 𝒊𝒗̅ = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝒊(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥 + 𝑦𝒌 − 𝑧𝒋)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒊 + 𝑥𝑦𝒋 + 𝑥𝑧𝒌 + 𝑦𝑥𝒋 + 𝑦2𝒊 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥𝒌 − 𝑧𝑦 + 𝑧2𝒊 

= (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝒊 + (2𝑥𝑦)𝒋 + (2𝑥𝑧)𝒌 

= (1 + 2𝑥2)𝒊 + (2𝑥𝑦)𝒋 + (2𝑥𝑧)𝒌 

(4.64) 

  

𝑓𝒗(𝒋) = 𝒗𝑗𝒗̅ = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝒋(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥𝒌 − 𝑦 − 𝑧𝒊)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒋 − 𝑥𝑦𝒊 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑥𝒊 − 𝑦2𝒋 − 𝑦𝑧𝒌 + 𝑧𝑥 − 𝑧𝑦𝒌 + 𝑧2𝒋 

= (−2𝑥𝑦)𝒊 + (−𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2)𝒋 + (−2𝑦𝑧)𝒌 

= −2𝑥𝑦𝒊 + (1 − 2𝑦2)𝒋 − 2𝑦𝑧𝒌 

(4.65) 
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𝑓𝒗(𝒌) = 𝒗𝑘̅𝒗 = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝑘(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥𝒋 + 𝑦𝒊 − 𝑧)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒌 + 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧𝒊 − 𝑦𝑥 + 𝑦2𝒌 − 𝑦𝑧𝒋 − 𝑧𝑥𝒊 − 𝑧𝑦𝒋 − 𝑧2𝒌 

= (−2𝑥𝑧)𝒊 + (−2𝑦𝑧)𝒋 + (−𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2)𝒌 

= −2𝑥𝑧𝒊 − 2𝑦𝑧𝒋 + (1 − 2𝑧2)𝒌 

(4.66) 

Buradan, involüsyon dönüşümü 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗 ye karşılık gelen matris, 

𝐴𝑞 =

[
 
 
 
1 0 0
0 1 + 2𝑥2 −2𝑥𝑦

0 2𝑥𝑦 1 − 2𝑦2
        

0
−2𝑥𝑧 
−2𝑦𝑧  

0   2𝑥𝑧         − 2𝑦𝑧     1 − 2𝑧2 ]
 
 
 
[

𝑟
𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.67) 

şeklinde olacaktır. Burada, 𝝃𝑠 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ve 𝑞 = 𝑟 + 𝝃𝑠 dir. 4 × 4 ve 4 × 1 − 

tipindeki matrisler ise sırasıyla 𝐴 ve 𝑞 ya karşılık gelmektedir. Özel olarak 

𝐴1(𝝃𝑠) = [

1 + 2𝑥2 −2𝑥𝑦 −2𝑥𝑧

2𝑥𝑦 1 − 2𝑦2 −2𝑦𝑧

2𝑥𝑧 −2𝑦𝑧 1 − 2𝑧2

] [

𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.68) 

alındığında, 𝜀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,1,1) olmak üzere 𝐴1
𝑇 = 𝜀 𝐴1

−1 𝜀 olacağından 𝐴1 matrisi 

yarı-ortogonal olacaktır. Ayrıca, 𝑑𝑒𝑡(𝐴1) = −1 olduğundan 𝐴1(𝝃𝑠) çarpımı sonucu 

𝝃𝑠 vektörü 𝒗 vektörüne dik olan düzleme göre yansır. Dolayısıyla 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗 𝑞̅𝒗 =

𝑟 + 𝒗𝝃𝒗𝑠 involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑟 yi invaryant bırakırken vektörel 

kısmı olan 𝝃𝑠 yi 𝒗 eksenine dik olan düzleme göre yansıtır (bir diğer ifadeyle 𝝃𝑠 

vektörünü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar döndürür sonrasında ise 

orijine göre yansıtır). Burada 3 × 3 ve 3 × 1 − tipindeki matrisler ile sırasıyla 𝐴1 ve 

𝝃𝑠 ye karşılık gelen matrisler gösterilmiştir. 

Kompleks formu 𝑞 = 𝑘 + 𝞻𝑙 olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pür 

ve timelike 𝒗 = 𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌 kuaterniyonunu ele alalım. Bu durumda Teorem 4.3’te 

𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗𝑞𝒗 anti-involüsyon dönüşümü ve ℍ𝑠 vektör uzayının {1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} bazı 

kullanılarak aşağıda verilen eşitlikler elde edilir: 

𝑓𝒗(1) = −𝒗1𝒗 = 1 (4.69) 
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𝑓𝒗(𝒊) = −𝒗𝒊𝒗 = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝒊(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥 + 𝑦𝒌 − 𝑧𝒋)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒊 + 𝑥𝑦𝒋 + 𝑥𝑧𝒌 + 𝑦𝑥𝒋 + 𝑦2𝒊 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥𝒌 − 𝑧𝑦 + 𝑧2𝒊 

= (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)𝒊 + (2𝑥𝑦)𝒋 + (2𝑥𝑧)𝒌 

= (2𝑥2 − 1)𝒊 + 2𝑥𝑦𝒋 + 2𝑥𝑧𝒌 

(4.70) 

  

𝑓𝒗(𝒋) = −𝒗𝒋𝒗 = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝒋(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥𝒌 − 𝑦 − 𝑧𝒊)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒋 − 𝑥𝑦𝒊 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑥𝒊 − 𝑦2𝒋 − 𝑦𝑧𝒌 + 𝑧𝑥 − 𝑧𝑦𝒌 + 𝑧2𝒋 

= (−2𝑥𝑦)𝒊 + (−𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2)𝒋 + (−2𝑦𝑧)𝒌 

= −2𝑥𝑦𝒊 + (−1 − 2𝑦2)𝒋 − 2𝑦𝑧𝒌 

(4.71) 

  

𝑓𝒗(𝒌) = −𝒗𝒌𝒗 = (−𝑥𝒊 − 𝑦𝒋 − 𝑧𝒌)𝒌(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥𝒋 + 𝑦𝒊 − 𝑧)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒌 + 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧𝒊 − 𝑦𝑥 + 𝑦2𝒌 − 𝑦𝑧𝒋 − 𝑧𝑥𝒊 − 𝑧𝑦𝒋 − 𝑧2𝒌 

= (−2𝑥𝑧)𝒊 + (−2𝑦𝑧)𝒋 + (−𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2)𝒌 

= −2𝑥𝑧𝒊 − 2𝑦𝑧𝒋 + (−1 − 2𝑧2)𝒌 

(4.72) 

Buradan, anti-involüsyon dönüşümü 𝑓𝒗(𝑞) = −𝒗𝑞𝒗 ye karşılık gelen matris 

𝐴𝑞 =

[
 
 
 
1 0 0
0 −1 + 2𝑥2 −2𝑥𝑦

0 2𝑥𝑦 −1 − 2𝑦2
       

0
−2𝑥𝑧 
−2𝑦𝑧  

 0       2𝑥𝑧              −2𝑦𝑧 −1 − 2𝑧2 ]
 
 
 
[

𝑘
𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.73) 

şeklinde olacaktır. Burada, 𝞻𝑙 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ve 𝑞 = 𝑘 + 𝞻𝑙 dir. 4 × 4 ve 4 × 1 − 

tipindeki matrisler ise sırasıyla 𝐴 ve 𝑞 ya karşılık gelmektedir. Özel olarak 

𝐴1(𝞻𝑙) = [

−1 + 2𝑥2 −2𝑥𝑦 −2𝑥𝑧

2𝑥𝑦 −1 − 2𝑦2 −2𝑦𝑧

2𝑥𝑧 −2𝑦𝑧 −1 − 2𝑧2

] [

𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.74) 

alındığında, 𝜀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,1,1) olmak üzere 𝐴1
𝑇 = 𝜀 𝐴1

−1 𝜀 olacağından 𝐴1 matrisi 

yarı-ortogonal olacaktır. Ayrıca, 𝑑𝑒𝑡(𝐴1) = 1 olduğundan 𝐴1(𝞻𝑙) çarpımı sonucu 𝞻𝑙 

vektörü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar döner. Dolayısıyla 𝑓𝒗(𝑞) =

−𝒗𝑞𝒗 = 𝑘 − 𝒗𝞻𝒗𝑙 anti-involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑘 yı invaryant 
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bırakırken vektörel kısmı olan 𝞻𝑙 yi 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar 

döndürür. Burada 3 × 3 ve 3 × 1 − tipindeki matrisler ile sırasıyla 𝐴1 ve 𝞻𝑙 ye karşılık 

gelen matrisler gösterilmiştir. 

Kompleks formu 𝑞 = 𝑡 + 𝝎𝑧 olan herhangi bir reel-split kuaterniyonunu ile birim pür 

ve spacelike 𝒗 = 𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌 kuaterniyonunu ele alalım. Bu durumda Teorem 4.4 te 

verilen 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗𝑞𝒗 anti-involüsyon dönüşümü ve ℍ𝑠 vektör uzayının {1, 𝒊, 𝒋, 𝒌} bazı 

kullanılarak aşağıda verilen eşitlikler elde edilir: 

𝑓𝒗(1) = 𝒗1𝒗 = 1 (4.75) 

  

𝑓𝒗(𝒊) = 𝒗𝒊𝒗 = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒊(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥 − 𝑦𝒌 + 𝑧𝒋)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= −𝑥2𝒊 − 𝑥𝑦𝒋 − 𝑥𝑧𝒌 − 𝑦𝑥𝒋 − 𝑦2𝒊 − 𝑦𝑧 − 𝑧𝑥𝒌 + 𝑧𝑦 − 𝑧2𝒊 

= (−𝑥2 − 𝑦2 − 𝑧2)𝒊 + (−2𝑥𝑦)𝒋 + (−2𝑥𝑧)𝒌 

= (−1 − 2𝑥2)𝒊 − 2𝑥𝑦𝒋 − 2𝑥𝑧𝒌 

(4.76) 

  

𝑓𝒗(𝒋) = 𝒗𝒋𝒗 = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒋(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (𝑥𝒌 + 𝑦 + 𝑧𝒊)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒋 + 𝑥𝑦𝒊 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑥𝒊 + 𝑦2𝒋 + 𝑦𝑧𝒌 − 𝑧𝑥 + 𝑧𝑦𝒌 − 𝑧2𝒋 

= (2𝑥𝑦)𝒊 + (𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧2)𝒋 + (2𝑦𝑧)𝒌 

= 2𝑥𝑦𝒊 + (−1 + 2𝑦2)𝒋 + 2𝑦𝑧𝒌 

(4.77) 

  

𝑓𝒗(𝒌) = 𝒗𝒌𝒗 = (𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌)𝒌(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= (−𝑥𝒋 − 𝑦𝒊 + 𝑧)(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

= 𝑥2𝒌 − 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧𝒊 + 𝑦𝑥 − 𝑦2𝒌 + 𝑦𝑧𝒋 + 𝑧𝑥𝒊 + 𝑧𝑦𝒋 + 𝑧2𝒌 

= (2𝑥𝑧)𝒊 + (2𝑦𝑧)𝒋 + (𝑥2 − 𝑦2 + 𝑧2)𝒌 

= 2𝑥𝑧𝒊 + 2𝑦𝑧𝒋 + (−1 + 2𝑧2)𝒌 

(4.78) 

Buradan, anti-involüsyon dönüşümü 𝑓𝒗(𝑞) = 𝒗𝑞𝒗 ye karşılık gelen matris 

𝐴𝑞 =

[
 
 
 

1 0 0
0 −1 − 2𝑥2 2𝑥𝑦

0 −2𝑥𝑦 −1 + 2𝑦2
        

0
2𝑥𝑧 
2𝑦𝑧  

     0    −2𝑥𝑧               2𝑦𝑧    −1 + 2𝑧2  ]
 
 
 
[

𝑡
𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.79) 
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şeklinde olacaktır. Burada, 𝝎𝑧 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ve 𝑞 = 𝑡 + 𝝎𝑧 dir. 4 × 4 ve 4 × 1 − 

tipindeki matrisler ise sırasıyla 𝐴 ve 𝑞 ya karşılık gelmektedir. Özel olarak 

𝐴1(𝝎𝑧) = [

−1 − 2𝑥2 2𝑥𝑦 2𝑥𝑧

−2𝑥𝑦 −1 + 2𝑦2 2𝑦𝑧

−2𝑥𝑧 2𝑦𝑧 −1 + 2𝑧2

] [

𝑞1

𝑞2

𝑞3

] (4.80) 

alındığında, 𝜀 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1,1,1) olmak üzere 𝐴1
𝑇 = 𝜀 𝐴1

−1 𝜀 olacağından 𝐴1 matrisi 

yarı-ortogonal olacaktır. Ayrıca, 𝑑𝑒𝑡(𝐴1) = 1 olduğundan 𝐴1(𝝎𝑧) çarpımı sonucu 

𝝎𝑧 vektörü 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar döner. Dolayısıyla 𝑓𝒗(𝑞) =

𝒗𝑞𝒗 = 𝑡 + 𝒗𝝎𝒗𝑧 anti-involüsyon dönüşümü 𝑞 nun skaler kısmı 𝑡 yi invaryant 

bırakırken vektörel kısmı olan 𝝎𝑧 yi 𝒗 ekseni etrafında pozitif yönde 𝜋 açısı kadar 

döndürür. Burada 3 × 3 ve 3 × 1 − tipindeki matrisler ile sırasıyla 𝐴1 ve 𝝎𝑧 ye 

karşılık gelen matrisler gösterilmiştir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Tezin 4. bölümünde reel-split kuaterniyonlar kullanılarak ikisi involüsyon diğer ikisi 

anti-involüsyon olmak üzere dört dönüşüm tanımlanmıştır. Ayrıca, bu dönüşümlerin 

Öklid 3-Uzayı 𝔼3 ya da Minkowski uzayı 𝔼1
3 teki geometrik yorumları verilmiştir. 

Ell ve Sangwine (2007) tarafından reel kuaterniyonlar kullanılarak tanımlanan, biri 

involüsyon diğeri ise anti-involüsyon olan iki dönüşümün 𝔼𝟑 teki geometrik yorumları 

birer yansımaya karşılık gelirken, bu çalışmada reel-split kuaterniyonlar kullanılarak 

ele alınan involüsyon ve anti-involüsyon dönüşümlerinin 𝔼𝟑 ya da 𝔼1
3 te birer dönme 

hareketine karşılık geldiği gösterilmiştir. 

Farklı kuaterniyon çeşitleri ele alınarak oluşturulabilecek involüsyon ve anti-

involüsyon dönüşümleri ile bu dönüşümlere 𝔼𝟑 ya da 𝔼1
3 te karşılık gelebilecek 

hareketlerin geometrik yorumları, üzerinde çalışılabilecek konulardır. 
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