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Bu tezde ele alinan graflarda renklendirme problemi, son yillarin en hizli gelisen alanlarindan
birisi olan graf teorinin 6nemli alt dallarindan birisini olusturmaktadir. Bu ¢alismada, 1736
yilinda ortaya atilan bir sorunun cevabinin arastirilmasi sonucunda ortaya ¢ikan graf teorisinde,
bir grafin kdselerinin, komsu iki kdsenin ayni renkle boyanmamas sartiyla, en az kag renkle
boyanabilecegi seklinde de ifade edilebilecek olan renklendirme teorisi ele alinmustir.

Renklendirme teorisi, son yillarda en hizli gelisen matematik dali olan graf teorinin 6nemli bir
alanidir. Koselerin renklendirilmesi farkli yontemlerle yapilabilir. Benzer sekilde kenarlar ve
yiizleri de renklendirmek miimkiindiir. Tiim bu renklendirmeler, farkli uygulamalara sahiptir.
Bir anlamda kdselerin renklendirilmesi, grafin etiketlendirmesi probleminin bir benzeridir. Bir
grafin tiim renklendirmelerinin sayisina o grafin kromatik sayis1 denilir.

Renklendirme probleminde ortaya ¢ikan polinoma bir grafin kromatik polinomu denilecektir.
Bu tezde cesitli graflarin kromatik polinomlar1 ele alinmistir.

Bes boliimden olusan bu tezin birinci bolima giris boliimidir. Burada daha sonra kullanilacak
olan kavramlar tanitilmistir. Ayrica daha Once ispatlanmis kromatik polinom hesaplama
yontemlerine deginilmistir.

Ikinci boliimde tezin kuramsal temelleri verilmistir. Ugiincii boliimde tezde kullanilan materyal
ve yontemlerden bahsedilmistir.

Dordiincti boliimde ise verilen bir baglantili grafi belli yontemlerle daha kiiciik graflara ayirma
yoluyla bu graflarin kromatik polinomlarinin hesaplanmasi i¢in yeni yontemler elde edilmistir.
Farkli sekillerde birlestirilen graflarin, Birkhoff-Lewis teoremi, kose ve kenardan ayirma gibi
yollarla kromatik polinomlarma ulagilmistir.

Besinci ve son boliimde ise tezin bulgulari tartisilmis ve genel bir degerlendirme yapilmstir.
Anahtar Kelimeler: Graf, kromatik say1, kromatik polinom, renklendirme

2022, vi + 39 sayfa.



ABSTRACT

PhD Thesis

NEW METHODS OF CALCULATING CHROMATIC POLYNOMIALS

Utkum SANLI
Bursa Uludag University
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. I. Naci CANGUL

The problem of coloring graphs discussed in this thesis constitutes one of the important sub-
branches of graph theory, one of the most growing areas in recent years. In this study, the theory
of coloring, which can be expressed as the least how many colors the vertices of a graph can be
painted, provided that two adjacent vertices are painted with different colors, in the graph theory
that arose as a result of the search for the answer to a question posed in 1736, is discussed.

Coloring graphs is an important field in graph theory, which is the fastest growing branch of
mathematics in recent years. Coloring the corners can be done in different ways. Similarly, it is
possible to color edges and faces. All these colorings have different applications. In a sense, the
coloring of the vertices is analogous to the problem of labeling a graph. The number of all
colorings of a graph is called the chromatic number of graph.

The resulting polynomial in the coloring problem will be called the chromatic polynomial of a
graph. In this thesis, chromatic polynomials of various graphs are discussed.

The first chapter of this thesis consistsing of five chapters is the introductory part. In this
section, the concepts that will be used later are introduced. In addition, the previously proven
chromatic polynomial calculation methods are mentioned.

In the second chapter, the theoretical foundations are given. In chapter 3, the materials and
methods used in the thesis are mentioned.

In the fourth chapter, by separating a given connected graph into smaller graphs with certain
methods, new methods are obtained for calculating the chromatic polynomials of these graphs.
The chromatic polynomials of graphs combined in different ways have been obtained by means
of the Birkhoff-Lewis theorem, corner and edge separation.

In the fifth and last part, the findings of the thesis were discussed and a general evaluation was
made.

Key Words: Graph, chromatic number, chromatic polynomial, graph coloring

2022, vi + 39 pages.
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1. GIRIS

1.1. Giris ve Temel Kavramlar

3000-4000 y1l 6ncesine kadar graflara benzer yapilarin kullanildig: bilinse de, modern ¢agda
graf teorinin temellerinin 1736 yilinda ortaya atilan bir soruya dayandigi kabul edilmektedir.
Konigsberg, eskiden Rusya’nin, giiniimiizde ise Almanya’nin sinirlari igerisinde bulunan bir
kenttir. Konigsberg, Pregel nehri etrafinda yer alan kara pargalar {izerine kuruluydu. Bu kara
pargalari, Sekil 1.1°de goriildiigii gibi birbirine kopriler ile baglhydi. Kentteki insanlar tatil
gunlerinde sirf eglence olsun diye her kopriiden yalnizca birer kez gegerek basladiklar yere

dénmeye ¢alisiyorlardi.

Sekil 1.1. Konigsberg kdprileri

Bu geleneksellesmis olay Leonhard Euler’in kulagina gitti. Euler, bu problemin ¢éziimuyle
ugrasirken modern graf teorinin temellerini atmisti. Graflart kullanarak her kopriiden bir kere
gecmenin imkansiz oldugunu gostermistir. COoziimiin ardindan Euler, ¢oziimii agiklayip
ispatladig1r ve genellestirdigi “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis” adli

makalesini yayinlamigtir.

Bu soruyla baslayip giiniimiize kadar geliserek devam eden Graf Teori, Cizge ya da Cizgeler
Kurami olarak da adlandirilmaktadir. Bir graf, kenar ve kose dedigimiz elemanlardan
olugmaktadir. Basit yapilarina ragmen graflar bir¢ok olay1 modellemede kullanilmaktadir ve bu

nedenle son 50 yilda en hizla gelisen alanlar arasinda yerini almistir. Graflarin ¢ok sayida



matematiksel 6zelliginin yani sira diger bilim dallarindaki uygulamalar1 da 6ne ¢ikmaktadir.
Ozellikle iletisim, network aglari, sosyal medya, kimya, fizik devreleri gibi uygulama alanlari,
graflarin kullanildigi modern alanlar arasinda ilk akla gelenlerdir. En yaygin kullanim alani
olan kimyada atomlar birer kdse ile, atomlar arasindaki gesitli baglar da birer kenar ile
modellenmektedir. Bu sayede bir molekiile karsilik gelen bir graf olusturulur. Bu grafin
matematiksel metotlarla ¢alisilmasi, kargilik gelen molekiiliin ¢alisilmasindan daha kolaydir.
Cesitli fonksiyonlar, matrisler ve diger matematiksel kavramlar yardimiyla graftan elde edilen
veriler yorumlanarak bazi sonuglar elde edilir ve bu sonuglardan da kimyasal molekiiliin gesitli
ozellikleri hakkinda fikir edinebiliriz. Graflarla ilgili temel kavramlarla ilgili detayl bilgi i¢in
su kaynaklara bakabilirsiniz: (Aldous & Wilson, (2004)), (Benjamin ve ark., (2015)), (Bondy
& Murty, (1982)), (Bondy & Murty, (2008)), (Capobianco & Molluzzo, (1978)), (Chartrand,
(1985)), (Chartrand & Zhang, (2012)), (Clark & Holton, (1995)), (Deo, (1974)), (Diestel,
(2010)), (Foulds, (1992)), (Gross & Yellen, (2006)), (Hartsfield & Ringel, (2003)), (Sanli ve
ark., (2020)), (Skiena, (1990)), (Thulasiraman & Swamy, (1992)), (Togan ve ark., (2020)),
Trudeau, (1993)), (Tutte, (1998)), (Vasudev, (2006)), (Vasudev, (2007)), (Wallis, (2007)),
(West, (2001)), (Wilson, (1998)) ve (Wilson & Watkins, (1990)).

Bu tezin konusu graflarda renklendirme problemidir. Bu problem verilen bir grafta koselerin,
komsu iki kose ayn1 renge sahip olmayacak sekilde en az renk kullanarak boyanmasi seklinde
ifade edilebilir. Bu sekilde bir grafin boyanmasi i¢in gereken en az renk sayisina o grafin
kromatik sayist denir. Elimizde k farkli renk oldugunu varsayarsak bu grafin kag farkl sekilde
boyanabildigini veren baginti ise grafin kromatik polinomu olarak adlandirilir. Bu tezde
graflarin renklendirilmesi probleminin iizerinde durulmus ve karmasik yapidaki graflarin
kromatik polinomlarin1 daha kisa yollarla hesaplamak i¢in ¢esitli kisa yollar verilmistir.
Graflarda renklendirme ile ilgili temel kavramlar i¢in su kaynaklara bakabilirsiniz: (Albertson
ve ark., (2010)), (Avis ve ark., (2002)), (Beck ve ark., (2015)), (Bollobas, (1978)), (Brown ve
Erey, (2015)), (Cardoso ve ark., (2012)), (Chao ve Zhao, (1984)), (Dohmen, (1998)), (Kahale
ve Schulman, (1996)), (Kotlyar, (1998)), (Sanli ve Cangul, (2017)), (Sanli ve ark, (2021)) ve
(Thomassen, (2009)).

1.1.1 Tanmmm. Elemanlar1 sonlu sayida noktadan olusan ve bos olmayan bir V kiimesi ile V
kilimesinin sirali olmayan ikililerinin olusturdugu bir E klimesi alalim. G = (V,E) siral1 ikilisine

bir graf denilir. V kiimesindeki her bir elemana G grafinin bir kosesi, V kiimesinden alinan her



a, b eleman cifti icin a ile b koselerini birlestirerek elde edilen ab € E elemanina G grafinin bir

kenar1 denilir.

Gortldigi gibi bir graf, koseler ile bu koseleri birlestiren kenarlardan olusan basit bir sekildir.
Kiiciikliigimiizden beri defalarca graf ¢cizmis ve kullanmis olabiliriz. Kdselerin sonsuz ¢oklukta
oldugu graflar da mevcuttur ama pratikte kullanilmamaktadir. V = V(G) kose kiimesi, E = E(G)
kenar kiimesidir. Koseler a, b, ¢, d, ... gibi harflerle temsil edilirken; kenarlar adlandirilirken

e1, €,, ... gibi semboller kullanilacaktir.

a
€6 €s
b c
€4
61 e3
d e
€2

Sekil 1.2. 5 kose ve 6 kenarli bir graf 6rnegi

Sekil 1.2°de verilen G grafi igin kose kiimesi V(G) = {a,b,c,d,e} ve kenar kiimesi E(G) =

{ei, e5,e3,e4,€5,€0} drr.

1.1.2. Tanim. Bir graf tek bir par¢adan olusuyorsa baglantili graf, birden fazla parcadan

olusuyorsa baglantisiz graf denir.

1.1.3. Tamim. Sadece koselerden olusan graflara bos (null) graf denir ve n kosesi var ise E, ile

gosterilir.

Sekil 1.3. E; bos grafi



1.1.4.Tanmm. Farkli olma zorunlulugu olmayan kdseler dizisi vy, v,, v3, ..., v Olan bir G
grafinda, v;v;,1 € E(G) (=1, 2, 3, ..., k-1) olacak sekilde kenarlarin olusturdugu yap1 yol (walk)
olarak adlandirilir. Bir yoldaki tiim kdseler birbirinden farkliysa bu yapiya patika (path) denir.

n koseli bir patika P, ile gosterilir.

Hangi kosede basliyorsa yine o kosede biten patikalar ise kapali patika (cycle) olarak

adlandirilir.

Sekil 1.4. P; patikasi

P, patikasi n tane kose ve n-1 tane kenardan olusur.

1.1.5. Tammm. Tim koseleri diger koselerle komsu olan graflara tam (complete) graf denir. n

koseli bir tam graf K,, ile gosterilir.

Sekil 1.5. K5 tam grafi

n(n-1)

K,, tam grafi n tane kose ve tane kenardan olusur.

1.1.6.Tamim. Tek bir dongiiden olusan graflara devir grafi (cycle) denir. n kdsesi olan bir devir

grafi C,, ile gosterilir. C,, grafi n kdse ve n kenardan olusur.



Sekil 1.6. C; devir grafi

1.1.7.Tamim. Baglantis1 olmayan iki grafi koselerinden birbirine baglayan kenara kopri

(bridge) denir. Sekil 1.7°de verilen ¢ kenar1 bir kopridiir.

Sekil.1.7. Kopru

1.2. Graflarda Kése Silme, Kenar Silme ve Kenar Biizme Islemleri

1.2.1.Tamim. Bir grafin bir kdsesini ve onunla bitisik olan tiim kenarlar1 silme iglemine kdgse
silme iglemi denir. Graf G ve silinen kose v ise silme isleminden sonra elde edilen graf G-v ile
gosterilir. Ornegin Sekil 1.8°de bir G grafindan v késesi silinmistir, elde edilen G-v grafi

goralmektedir.

O O

G grafi G-v grafi

Sekil 1.8. G ve G-v graflar

6



1.2.2 Tammim. Bir grafin belirli bir kenarina bitisik olan koselerin kalip sadece kenarin

c¢ikarilmasi islemine kenar silme islemi denir.

Sekil 1.9°da, bir G grafindan silinen “ab” kenar1 gosterilmistir. Bu islem G-ab ile gosterilir.

O

G grafi G-ab grafi

Sekil 1.9. G ve G-ab graflar

1.2.3 Tamim. Bir grafta iki koseyi birlestiren kenarin kaldirilarak, kdselerin birlestirilmesi

islemine kenar btizme denir.

Sekil 1.10°da verilen G grafinin ed kenari biiziilmiistiir. Bu islem G/ed ile gosterilir.

o))
[¢]
D

e&d

(o
o
(=2

G grafi Gled grafi

Sekil 1.10. G ve G/ed graflan

1.3. Graflarda Renklendirme ve Kromatik Say1

Bir grafin ¢alisiimasinda kullanilan yontemlerden birisi de renklendirmedir. Renklendirme

denilince ilk akla gelen kdselerin renklendirilmesi olsa da bunun diginda farkli amaglara yonelik



olarak degisik renklendirme ¢esitleri tanimlanmakta ve kullanilmaktadir. Renklendirme aslinda
bir etiketleme veya isimlendirme c¢esididir. Bu kisimda renklendirme ile ilgili kavramlar
hatirlatacagiz.
1.3.1. Tamim. Bir G graf1 ve bir k tamsayis1 verilsin.

K: V(G)—{1,2, ..., k}

seklindeki bir fonksiyona G grafinin bir k-renklendirmesi denilir.

Burada k kullanilabilecek renk sayisimi gosterirken, K fonksiyonu her bir kdseye bir renk

atamaktadir.

1.3.2 Tamim. Bir G grafinda birbirine komsu olan tiim u ve v kése ¢iftleri i¢in K(u) # K(V) ise,
yani birbiriyle komsu olan koseler birbirinden farkli renkte ise bu renklendirmeye G grafinin
bir 6z k-renklendirmesi denir. Kullanilan renk sayisi k ise, G grafi k-renklendirilebilirdir denir.
1.3.3. Tammm. Komsu kdseleri birbirinden farkli renkler olmak kosuluyla, bir G grafinin
renklendirilmesi i¢in kullanilan en az renk sayisina, G’nin kromatik sayus: denir ve y(G) ile

gosterilir,

Ornegin Sekil 1.11°de verilen Cy devir grafi igin en az 3 renk gereklidir. Yani, y(Cs) = 3°diir.

Sekil 1.11. Cs grafinin renklendirilmesi

Genel olarak bir C,, devir grafinin renklendirilmesinde; n degerinin gift veya tek olmasina gore

hareket edilir. n ¢ift ise, basladigimiz koseye ilk renk verilir, ardindan gelen kose i¢in ikinci



renk kullanilir. Sonraki kosede ise ilk renge geri doniilebilir. Bu sekilde devam edildiginde, 2
rengin yeterli olacag1 goriilecektir. n tek ise, baslanilan kdse kullanilan iki rengin arasinda

kalacagindan iigilincii bir renk kullanilmas1 gerekir.

1.4. Kromatik Polinomlar

Herhangi bir haritada bulunan iilkeler, sinirlar1 ortak olanlar ayni renge boyanmamak iizere en
az kag¢ renk kullanilarak boyanabilir problemi, dort renk problemi olarak literatiire girmistir.
1900’li yillarin baginda Birkhoff ve Lewis dort renk problemi iizerinde calisirlarken kromatik
polinomlart ortaya ¢ikarmistir. Bu problem {izerine ¢alisan Birkhoft ile Lewis, graflarin farkli
renklerle kag¢ farkli sekilde boyanabileceginin sayisin1i veren polinomlar1 bulmustur.
Renklendirmede ayni renkler kullanilsa bile kdselere gelen renkler degistiginde elde edilen yeni
bir polinomdur. Yani bir grafin renklendirilmesinde en az bir kose farkli renklendirilirse ortaya
¢ikan iki farkli polinomdur. Bu polinomlara 6zel bir isim verilir. Detayli bilgi i¢in bkz. (Sanli
& Cangul, 2017). A New Method for Calculating the Chromatic Polynomial, Applied Sciences

(APPS) incelenebilir.

1.4.1. Tamm. Bir G grafinin kromatik sayis1 yani k renk ile farkli renklendirme sayist Cg (K) ile

gosterilir. Bu say1 k degerine bagl bir polinomdur ve grafin kromatik polinomu adin1 alir.
Ornegin K,, tam grafinin kromatik polinomu hesaplanmak istenirse, k tane renk ile kac farkl
renklendirme yapilir sorusuna cevap bulunmasi gerekir. 11k kdse icin k renk secenegi varken,

ikinci kosede k-1, sonraki kosede k-2 renk secenegi olacaktir. n koseli bu graf igin bu

renklendirme genellestirilirse

k(k-1)(k-2)...(k-n+1)

farkli renklendirme oldugu goriilecektir. Dolayisiyla k > n olmak (izere

Ck, (k) = K(k-1)(k-2)....(k-n+1)

olur.



Birkhoff-Lewis tarafindan 1946’da tanimlanan asagidaki teorem, kromatik polinom

hesaplanirken en fazla kullanilan yontemlerden biridir.

1.4.2. Teorem. Bir G grafinin kromatik polinomu, e, G grafinda bir kenar olmak {izere

Co (k) = Co-e(K) - Cg/e(K)
seklindedir.

Bu teoreme gore bir grafin kromatik polinomunu hesaplamak yerine bu graftan segecegimiz bir
e kenarmi ¢ikarmakla elde edilen G-e grafinin kromatik polinomu ile ayni e kenarmi blizmekle
elde edilen G/e grafinin kromatik polinomunun farkini almak yeterlidir. Bu da n koseli ve m
kenarli bir grafin kromatik polinomunu hesaplamak yerine yine n koseli ve m-1 kenarli bir
polinomdan n-1 kdése ve m-1 kenara sahip bir grafin kromatik polinomunun ¢ikarilmasi
anlamma gelir ki bu polinomlar ilk polinoma gore daha kolay hesaplanabilirdir. Bu islemi
gerekli sayida tekrarlarsak kose ve kenar sayilart oldukca kiiglik graflarin kromatik

polinomlarini hesaplayarak aranan polinomu bunlarin farklari olarak bulabiliriz.
Asagidaki sonug uygulamada oldukga yararlidir:

1.4.3. Teorem. Bir G grafi ile G’de bulunmayan bir v kosesi verilsin. G’ye v kosesinin

katilmasiyla elde edilen baglantisiz graf G, ile gosterilsin. G, grafinin kromatik polinomu

Co,(K) = k. Co (k)
seklindedir.

Yani eger bir G grafinda bir izole bir v kdsesi, yani kdse derecesi 0 olan bir kdse, varsa, G
grafinin kromatik polinomunu bulmak i¢in G-v grafinin kromatik polinomunu k ile ¢carpmak
yeterlidir. Genelleme yaparsak izole kdseler varsa ve bunlarin sayisi t ise G’nin bu izole koseler
disinda kalan kismi G ise G grafinin kromatik polinomunu G grafinin kromatik polinomunu
k' ile carparak elde edebiliriz. Matematiksel olarak, birden fazla v,, v,, ..., v, izole kise varsa,
G’ye vy, V,, ..., U, koselerinin katilmasiyla elde edilen baglantisiz G, grafinin kromatik

polinomu

Co,(K) = k™. Cg (k)
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olacaktir.
Asagidaki teoremler kolayca ispatlanabilir:

1.4.4. Teorem. Bir patika grafin kromatik polinomu
Crn(K) = k.(k-1)"
dir.

1.4.5. Teorem. Bir devir grafin kromatik polinomu

Cen(k) = (k-1)" + (-1)".(k-1)
dir.

1.4.6. Uyan. Bir G grafi iki kosesi arasinda ¢oklu kenarlara sahipse, kromatik polinom

hesaplanirken ¢oklu kenarlar tek bir kenar olarak hesaplanir.

1.4.7. Teorem. Baglantis1 olmayan iki veya daha fazla grafin olusturdugu yeni grafin kromatik
polinomu, kromatik polinomlarinin ¢arpimi ile bulunur. Yani G grafi, G1 ve G graflarinin ayrik

birlesimi ise

Ce (k) = Cg, (k)-Cg, (k)

seklindedir.

1.4.8. Teorem. Bir G grafinin bir kdpri eklenerek bir v kdsesine baglanmasiyla elde edilen graf

G ise, G grafinin kromatik polinomu

Cg, (k) = (k-1) - G (k)

seklindedir. Bu sonucu genellestirebiliriz:
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1.4.9. Teorem. Bir G, grafi bir koprii araciligiyla bir P, patikasina baglandiginda olusan grafa
G dersek

Ce(k) = (k—1)"- Cq, (k)
dir.

1.4.10. Teorem. G grafi bir tek ortak koseye sahip G, ve G, graflariin olusturdugu graf olmak
uzere, bkz. Sekil 1.12, bu graflar ortak koselerinden ayrildiklarinda olusan baginti

Cey () - Cg, (K)

Colk) =~

dir.

Sekil 1.12. Ortak koselerinden ayrilan G;ve G, graflar

1.4.11. Teorem. Bir koprii ile birbirine bagh G; ve G, graflarinin olusturdugu graf G olmak

Uzere,
k- Cg(K) = (k-1) - Cg, (k) - Cg, (k)

bagintis1 elde edilir.
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1.4.12. Sonug. Iki tane patika grafin ortak bir kenarla birbirine yapistigi graf G grafi olsun.
Patika graflar ortak kenarlarindan ayrilarak ortak kenar her iki grafta da kalacak sekilde iki
baglantisiz grafa bolindrse, ayrilan graflar P, ve P, olmak Uzere olusan grafin kromatik

polinomu

k- (k-1) - Cg(K) = Cp, (k) - Cp, (k)
seklindedir.

1.4.13. Sonug. Ortak tek bir e kenariyla birbirine baglanan G, ve G, graflarindan olugmus bir
G grafi, bu ortak kenar boyunca ayrilir, ortak kenar her iki bilesende de kalacak sekilde iKi
baglantisiz grafin ayrik birlesimi haline gelirse, bkz. Sekil 1.13,

CG]_(k) : CGZ (k)

Calk) = k(k—1)

bagintis1 elde edilir.

G Gl GZ

Sekil 1.13. Bir kenar1 boyunca iki grafa ayrilan G grafi
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2. KURAMSAL TEMELLER

Graflarda renklendirme problemi, son yarim yiizyilin en hizli gelisen bilim alanlarindan birisi
olan graf teorinin 6nemli alt dallarindan birisinin konusudur. Bu tez ¢alismasinda, 1736 yilinda
ortaya atilan meshur koprii dolasimi problemi olarak da bilinen bir sorunun cevabinin
arastirilmas1 ve Euler tarafindan c¢oziilerek genellestirilmesi sonucunda ortaya cikan graf
teorisinde, bir grafin koselerinin, komsu iki kdsenin ayn1 renkle boyanmamasi sartiyla, en az
kac renkle boyanabilecegi seklinde de ifade edilebilecek olan renklendirme teorisi ele

alimustir.

Koselerin renklendirilmesi farkli yontemlerle yapilabilir. Benzer sekilde kenarlar ve yiizleri de
renklendirmek mimkuandir. Tm bu renklendirmeler, farkli uygulamalara sahiptir. Bir anlamda
koselerin renklendirilmesi, grafin etiketlendirmesi probleminin bir benzeridir. Etiketlenmis
graflar, birbirine izomorf olan birgcok grafin etiketlenmemis olmalar1 durumunda ayni olacak
iken etiketleme sebebiyle farkli olmasina ve dolayisiyla ayni grafin birden fazla olaya karsilik
gelebilmesine olanak tanir. Bu nedenle graf teorinin uygulamalar1 arasinda oldukca énemli bir
yer tutar. Ozellikle komiinikasyon, fizik, networkler, yapay sinir aglar1, yapay zeka alanlarinda

etiketlemenin gerekliligi agiktir.

Bir grafin tim renklendirmelerinin sayisina o grafin kromatik sayisi denilir. Renklendirme
probleminde ortaya cikan polinoma grafin kromatik polinomu denilecektir. Bu tezde ¢esitli
graflarin kromatik polinomlar1 ele alinmistir. Daha 6nce de ¢alisilmig olan bu problemle ilgili
olarak bu tezde yapilanlar verilen baglantili graflart belli yontemlerle daha kiigiik graflara
ayirma yoluyla bu graflarin kromatik polinomlarinin hesaplanmasi i¢in yeni yontemler elde
edilmesi seklinde 6zetlenebilir. Farkli sekillerde birlestirilen graflarin, Birkhoff-Lewis teoremi,

kose ve kenardan ayirma gibi yollarla kromatik polinomlarina ulagilmigtir.

Bu tezdeki sonuglar kullanilarak bugiine kadar uzun yollarla hesaplanabilen kromatik

polinomlarin kisa zamanda hesaplanabilmesi saglanacaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Yukarida renklendirmenin 6nemine deginildi. Bu tezde bu kavramin kullanildigi alanlarda
algoritmalar kullanilmasina gerek kalmadan, kromatik polinomun kolayca hesaplanabilmesini
saglayacak formiiller elde edilmistir. Bunu yaparken klasik graf teori yontemleri arasinda yer
alan alt graflardan, kenar silme ve kenar biizme islemlerinden ve Birkhoff-Lewis teoreminden

faydalanilmistir.

Bu yontemler genel bir graf i¢in bize uzun algoritmalar kullanilarak kromatik polinomun
hesaplanabilmesi icin yeterli bilgiyi vermektedir. Ancak matematiksel ve geometrik islemler
gerektiren ve kombinatorik hesaplamalara dayali olan bu algoritmik siiregler, icice gecen
hesaplama ve cizimler nedeniyle matematiksel olarak zorlayici olabilmektedir. Bu nedenle bu
tezde ¢ok sik kullanilan bazi graf yapilar1 ele alinarak baglantili graflar1 belli yontemlerle daha
kiigiik graflara ayirma yoluyla bu graflarin kromatik polinomlarinin hesaplanmasi i¢in yeni
yontemler elde edilmistir. Farkli sekillerde birlestirilen graflarin, Birkhoff-Lewis teoremi, kose
ve kenardan ayirma gibi yollarla kromatik polinomlarina ulasabileceg§imiz kisayol formiilleri

elde edilmistir.
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4., KROMATIK POLINOM HESAPLAMALARINDA YENi METODLAR

Simdiye kadar verilen sonuclarda, graflar ortak bir koseye sahip iken, ortak kenarlarinda ortak
koseler bulunmamaktaydi. Bu bolimde, genel olarak ortak kenar tzerinde ortak koseler olan
graflar ele alinacaktir. Ortak koselere sahip olmayan ortak kenarli graflar igin; Sanli, U.,
Paikray, S. K., Cangul, 1. N. 2021. New Results on Chromatic Polynomials, New Trends in
Applied Analysis and Computational Mathematics, Proceedings of the International

Conference on Advances in Mathematics and Computing (ICAMC-2020) incelenebilir.

4.1. Teorem. Ortak bir e kenarina sahip C, ve C,,, devir graflarinin olusturdugu yeni graf A, ,, o

olarak tanimlanirsa, bkz. Sekil 4.1, bu grafin kromatik polinomu

) - Cenzy (9 Cep_y ®)

CAn,m,o (k) = CCn+m—2 (k k

dir.

Ispat. A, grafi

Sekil 4.1. A, ,,, o grafi

seklinde verilsin. 1.4.2. Teorem ve 1.4.13. Sonug geregince

Ccp(k).Cop, (k)

Canmo (k) = k(k—1)

dir.
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Eger n ve m ¢ift ise
Ce, (k) = (k —1)™ + (k-1)
=(k-1) [ (k — D)™ 1+1]
ve
Ce,, (k) = (k — 1)™ + (k-1)
=(k-1) [ (k— 1)™141]
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla

(k=1D2[(k—D)" 1+1][(k—1)m"1+1]
k(k-1)

Canmeo (k) =
=S [0 = D)™+ [k = D™

olur. Ayrica n+m ¢ift oldugundan

Copymr(B) = (k ="M 24(k-1)
= (k-1).[ (k — D)™™ 3 4 1]

yazilabilir. Buradan hareketle

Canmo ()-Copy, () = 7 [ = D" 41 [(k = )™ +1]-(k-1).[(k = D™ ™2 + 1]

Y24 (k-1 4+ (k=1)" 41 k(K1) 34k
k k

= (k-1
=5 [0 = 1™ (k= 1= o (k= D™= 1™ (k1))
- (k—kl)z [—(k _ 1)n+m—4- + (k _ 1)n—2+(k _ 1)m—2_1]

= — S 1 — )2 — 1]+{(k - ™2 — 1]
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1
=L (0. Ccp ()
elde edilir. Denklemde gerekli diizenlemeler yapildiginda

Ccp_1(K).Ccpy_q (k)
) - K

CAn,m,o (k)= CCn+m—2 (k

bulunarak ispat tamamlanmis olur.
n ve m’nin tek oldugu veya farkli pariteli oldugu diger durumlar benzer sekilde ispatlanir.

4.2. Teorem. Ortak bir kenara sahip iki devir grafi C,, ve C,, olsun. Bu ortak kenarin iKi u¢
kosesi arasma tam r tane kose eklenerek olusan graf A, ., ile gosterilirse, A, ,, grafinin

kromatik polinomu

Ceryp (K)

= +1 Cep_(O)Cepy_ ()
CAn,m,r(k) - CCn+m—2 (k)k(k——l) + (_1)1' . Z 1

k

seklindedir.

Ispat. Tiimevarim yontemi ile ispat yapilacagindan, ilk olarak verilen esitligin r = 1 i¢in dogru

olup olmadigi incelenir.

Sekil 4.2. A, ., Ve A, ., graflan
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1.4.2. Teorem ve 1.4.10. Teorem geregi

(K).k(k-1) Cen (K).Cen . (K)
. [Copam, () — nt om0

— Cc _
CAn,m,l (k) = “Sntm=z

Cepy (K).Cep_y (K)
k

=cc,, (K).(k=2)+

CCn+m_2 (k)CC3 (k) + Ccn—l (k)'CCm_l (k)
k(k—1) K

olur ve boylece 6nerme r = 1 igin dogrudur.

Ikinci olarak énerme r = a i¢in dogru olsun. Yani

— Ceyyn () Co  (Ofer ()
Canma () = Cpy () B+ (- 1) 47 i

olsun. Gostermemiz gereken, énermenin r = a+1 i¢in de dogru olup olmadigidir. 1.4.2. Teorem

ve 1.4.10. Teorem geregince

CPa+2 k)

CAn,m,a+1 (k) = CCn+m 2 (k) CAn,m,a (k)

CPa+2 (k) CC (k) CCa+2(k) +(_ 1)a CCn_l(k)-CCm_l(k)
n+m-2

k(k—1) k

= CCn+m z(k)

_Cenim—2 (k) Ccgyr (K a+1 Ccn—1)-Lep 4 (K)
= K [CPa+2 (k) - (k—1) -1 k

yazilir. Py, Ve Cy,, graflarmin kromatik polinomlar1 denklemde yerlerine yazilirsa

(k_l)a+2+(_1)a+2 (k—l)
k-1

C k
CAn,m,a+1 (k) — Cfl++—2()[k(k _ 1)a+1 .

- (=1)+1 Cepq K)-Cepy_y (K)
k

— Cenym—2(K)

(k=D[(k=1)* 1~ (-1)*1]
” ]

[k(k _ 1)a+1 _ p

_(_1ya+1 Cenqg (R)-Cep,_y (K)
(1) k
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elde edilir. Denklemin sag tarafinda gerekli diizenlemeler yapildiginda

c k
CAn,m,a+1 (k) = Cn+mT_2() [(k _ 1)a+2 + (_1)a+1] _ (_1)a+1 CCn—1(k)kCCm—1(k)

- Cenym— (K [(k_l)a+2 +(=1)2*t

(k-1)] —(~ 1)1 n=a ey
k

k-1 k

— CCn+m—2 (k) [(k_l)a+3+(_1)a+3(k_1)] _(_1)a+1 CCn—1(k)-CCm—1(k)
k k-1 k

— Cengm—2(K)Ccqqs (k) +(_1)a+2 Cen—y 0)-Cepyy ()
k(k—1) k

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Yukaridaki teoremin sik karsilasilan 0zel bir durumu olarak A; s, grafini veren esitlik 4.3.

Sonug’da verilecektir.

4.3. Sonug. Az 3, grafinin kromatik polinomu

Cay,, () = Cuy, (K).(k — 1)+ Cc, ., (k).(2k-3)
esitligini saglar.

Ispat. Tiimevarim yontemiyle ispat yapilacaktir. ilk olarak denklemin r = 1 i¢in dogrulugu
kontrol edilmelidir.

Sekil 4.3. A3 5 ; grafi
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Esitligin sol tarafini1 hesaplamak igin Birkhoff-Lewis Teoremi kullanilirsa yapilan igslem Sekil

4.4°de gosterilmistir.

Sekil 4.4. A3,3,1, A3‘3,1 —e ve A3'3'1/€ graﬂarl

1.4.13. Sonug ve 1.4.10. Teorem geregince

_ k(k-Dk(k-1)(k?-3k+3) _ k2(k-1)%(k—-2)?

Cayy, (K) X k(k—1)

= k(k — 1)2(k? — 3k + 3) — k(k-1) (k — 2)? (i)
= k(k-1)[ k3-5k2+10K-7]

elde edilir. Esitligin sag tarafi hesaplanirsa

CA3,3,0 (k)(k - 1) + CCz (k)(Zk_3) = k(k - 1)2(k - 2)2+CC2 (k) (2k-3)

esitligi bulunur. Burada karsimiza ¢ikan C, devir grafi ayn1 zamanda P, patika grafina esittir.

Bu grafin kromatik polinomu yerine yazilirsa

CA3,3,0 (k)(k —1) + C‘Cz (k)(2k'3) = k(k - 1)2(k - 2)2+(k-1) (2k-3)
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= k(k-1)[ k3-5k?+10k-7] (i)
olur. (i) = (ii) oldugundan denklem r = 1 i¢in dogrudur.

Ikinci adimda 6nermenin r = t i¢in dogru oldugunu kabul ederiz. Yani

Cays () = Gy, () (k= D)+ Ce,,, (k) (2k-3)

denkleminin saglandigini kabul edelim. r = t+1 igin

CA3,3,t+1(k) = CA3,3,0 (k) (k = 1)”1 + CCt+2 (k) (2k-3)

denkleminin dogrulugu kontrol edilirse Teorem 1.4.2 ve Sonug 1.4.13 geregi

Caorn () = C, (). (k = DEF2- Cy L ()
= (k — D™ e(k — 1) (k? — 3k + 3)-[Cy, , (K (k — DF + C,,, (k) (2k-3)]
= k( k2-3k+3) (k — 1)+2-k(k — 2)2(k — 1)+2-(k — 1)*1(2k-3)
-(— 1)t (k-1)(2k-3)

elde edilir. Esitligin sag tarafinda gerekli diizenlemeler yapilirsa

Caysrra () = (ke — D U[K(K-1) ( k2-3k+3)- k(k — 2)2-2k+3]- (—1)*+1(k-1)(2k-3)
= (k — 1) [k*-5k3+10k?-9k+3] +(—1) 2% (k-1)(2k-3)
= (k — 1) 1(k-1)( k3-4k2+6k-3) + (—1)"+2(k-1)(2k-3)
= (k — 1) 1(k-1)( k3-4k2+4k+2k-3) + (—1)"+2(k-1)(2k-3)
= (k — D (k-1)(k(k — 2)? + (2k — 3)+ (—1)*2(k-1)(2k-3)
= (k — D)™ (k-1)k (k — 2)2 + (k — 1)7*2(2k-3)+ (—1)7+2(k-1)(2k-3)

clde edilir. Bulunan bu polinomlarin ait olduklar graflar A3 3 o Ve C;,, oldugundan
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Ch33¢+1(k) = CA&&O(k)(k _'1)t+1+ (&}+2(k)(2k'3)

yazilir. Boylece r = t+1 igin denklem saglandigindan ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teoremde ortak olan kenardan ayirmak suretiyle A; 3 ,- grafinin kromatik polinomuna
ulagilan ikinci bir yol verilmistir. Daha Once ispatlanmis olan ortak kenardan ayirarak
olusturulan ayrik iki graf cinsinden polinomu ifade edebilme, simdi de ortak kenarlar1 iizerinde

ortak noktalar olan graflar1 ayirarak verilecektir.

4.4, Teorem. Aj 3, grafinin kromatik polinomu

Cep s () Coq(K)

Cazar () = k(k—1)

+Ce,,,(K)(k—1)
seklinde de ifade edilebilir.

Ispat. Aj3 3, grafi ortak kenarlarinda bulunan (ortak kenarin ug koseleri harig) koseleri, ayrilan

graflardan tek bir tanesinde kalacak sekilde iki ayr1 baglantisiz grafa ayrilsin. Elde edilen yeni
graf Sekil 4.5°de gosterilmistir.

aue] J

Sekil 4.5. Aj 3, grafinin iki baglantisiz grafa ayrilmasi

Ispat, daha &nce elde edilen formiillerle sonug karsilastirarak yapilacaktir. 4.3.Teorem geregi

Cayy, (k) = Cay, o (K).(k = 1)+ C,, (k).(2k-3)
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seklinde yazilir. 1.4.13. Sonug geregince

Caysr () = k(K-1)(k — 2)*(k — 1)+ C¢,.,, (K).((K-1)+(k-2))
=k(k — 2)2(k — 1)+ ¢, ().(k-1)+ Cc,., , (K).(k-2)
=k(k —2)%(k = 1) + [(k — D)™ +(=1D)"* (k — D](k-2)+ C¢,., , (k).(k-1)
=k(k — 2)2(k — 1)1 + (k-2)(k — D)™ + (=)™ (k — 1)(k-2) + Cq,,, (k). (k-1)

yazilabilir. Burada isareti degistirmeyeceginden (—1)"*1 yerine (—1)"*3 alinabilir. O halde

Cayr (K) = (ke = D7 (k-DIK(-2)HL] + (=)™ (k = D(K-D) + C., () (k1)
=(k— 1Dk —1)%Kk-2) + (-1)"3(k — 1)(k-2) + Ce,,, (k).(k-1)
= (k = )" (k-2) + (1) (k — 1)(k-2) + Cg,,,, (k) (k1)

olur ve devir graflarm kromatik polinomlarinin isimleri denklemde yerine konulursa

Cass, (k) = Cep () (k= 2) + Ce, () (k= 1)

_ Copas (0 Cey(0)

e G, (0 (k= 1)

elde edilip ispat tamamlanmuis olur.

4.5. Teorem. Farkli dort devir grafinin, Sekil 4.6’daki gibi tek bir noktada kesiserek
olusturdugu graf B, olsun. Ortak olan kesisim noktasina, her adimda birer kose ekleyerek ortak
bir patika graf haline getirdigimizde olusan graf, n kdse i¢in B,, olacaktir. B,, grafinin kromatik

polinomu asagidaki sekildedir:

Cp, (k) = (k-1) [ Cp,,_, (k) + (=1)"k(k-2)(k-3) ]
By, grafi, ilk graf olan B; turiinden ifade edilirse
Cp, (k) = (k — )" Cp, (k) +2.(k-2) (k-3) C¢,, (k)

dir.
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ntane

Sekil 4.6. B, ve B,, graflar1

Ispat yukaridaki sonuglar gibi tiimevarim yontemiyle yapilabilir.

4.6. Teorem. Ug koseli iki devir grafi ortak bir kenar boyunca yapistirilip, serbest kdselerinden
bir e kenari ile birlestirilirse ortaya ¢ikan yeni graf, Gs 3 o ile gosterilsin, bkz. Sekil 4.7. Eger e

kenari lizerinde r tane kose olursa ortaya ¢ikan Gj 3 ;- grafinin kromatik polinomu

Cay s, (k) = Ce, (). (k = 1)+ 2C¢, ,, (K).(k-2)
dir.

Ispat. G5 5, grafi

r tane

Sekil 4.7. G35, grafi

seklindedir. 1.4.2. Teorem geregi
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Coys, (K) = Cay,, (K) - Ce,y, (K)

dir. 4.3. Sonug geregi A3 3, grafinin kromatik polinomu yerine yazilirsa

Coy5, (K) = Cay,y (k= 1)7 + Ce,,, (K)(2K-3) - Cc, ,, (K)

yazilir. Belirtilen graflarin kromatik polinomlar1 yukaridaki esitlikte yerine konulursa

Coys, () =k(k-1)(k = 2)%(k — )" + [(k — D)™ +(=1)""* (k — 1)](2k-3)
—[(k = 1) + (—1)"3(k-1)]
=k(k = 2)%(k = )" + (k = D™1(2k-3) + (=) (k — 1)(2k-3)
- (k=)™ - (-D(k-1)

= k(k —2)2(k — )™ + (k — 1)"+1(2k-3) - (k — 1)"*3 +
(=)™ (k — 1)(2k-4)

= (k — 1) [k(k — 2)2 + 2k+3 - (k — 1)?] + 2(=1)"* (k — 1)(k-2)
= (k= D™H(k-1) (k — 2)*] + 2(-1)""* (k — 1)(k-2)
= (k — 1" [k3-5k?+8Kk-4-2k+4+2k-4] + 2(—=1)" 1 (k — 1)(k-2)
= (k — )" [k3-5k?+6K] + (k — 1)" " [2k-4] + 2(—=1)" " (k — 1)(k-2)
= (k — 1) 1k(k-2)(k-3) + 2C¢, ., (K) (k-2)
= Cgy 50 (k) (k=17 +2C, ,, (K)(k-2)
elde edilir ve ispat tamamlanir.

Bu grafin ortak kenarlarindan biri yerine bir devir graf konulursa elde edilen yeni graf G, ,, ile

ifade edilsin. Asagidaki teorem bu grafin kromatik polinomunu vermektedir:
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4.7. Teorem. G33, grafinda li¢ koseli iki dongii grafin ortak kenar1 yerine bir devir graf
konulsun. Bu devir graf 3 koseli ise G, ile, n+3 koseli ise G, ,, ile ifade edilirse, kromatik

polinomu

Cogm () = (k-1)(k — 2)°[ZRZ2(=1D)" Cp, (] + (D) Cg, , (K)

dir.

Ispat. G, ve G, , graflart Sekil 4.8°de gdsterilmistir.

Sekil 4.8. G, o ve G, ,, graflan

Birkhoff-Lewis Teoremi ve 1.4.13. Sonug geregince

(Ccz (k))3Cp, (k)
Coan ) =g~ Cap ()

yazilabilir. Bu sonug ardisik olarak devam ettirilirse

(Ccy (k)3 Cp, (k)
Coap ) = =gt~ Coy ()

(Cez(K))3Cp, (k)
Coay 0 = =gyt~ Cona ()
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(Ccy (k)3 Cpg (K)
Cons ) =t Cons ®)

Ve

(Ccs (R)3Cpy 1 (K)
CGa,n (k) = = k3(k_l]3_);1 - CGa,n—l (k)

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerdeki G, ,,,,—1 seklindeki ¢ift koseli devir graflarin oldugu

denklemler —1 ile carpilip tiim denklemler taraf tarafa toplanirsa

Cogpn () = (k-1)(k — 2)°[ZRE2(=1)" Cp, (W] + (D)™ Cg,, (K)

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanir.

4.8. Teorem.

r tane

Sekil 4.9. G, ,,, ;- grafi

Gy mr grafi; Gy, G, 3 seklinde {ig devir graftan olusan, ikili olarak ortak bir kenara ve Sekil

4.9’da goriildiigii gibi ortak tek bir koseye sahip bir graf olmak iizere bu grafin kromatik
polinomu asagidaki sekildedir:

_ Ccp(K)Ccpp (K)Ccpy g

%)
Copmy () = 2T 4 (—1)7 g, (K)

28



Ispat. 1.4.2. Teorem ve 1.4.13. Sonug geregince

Cen(K)Cem(K)Cp,, , ()
CGn,m,r (k) = . kz"(lk_l) = B Gn,m,r—l(

K)

_ Cen()Cep ()Cp,, , (K) [Ccn(k)Ccm(k)CPr(k)
- k2(k-1) k2(k-1)

* Conmyr— (K]

_ Cen®)Cop ()CP (K)o
- k2(k-1) (k-2) + CGn,m,r—z (k)

_ Cc(K)Ccp (K)Cp,_, (k)
- k2(k-1)

(k2-3k+3) - Cg, . (K)

_ Cep()Ccy (K)Cp,_, (K)
a k2(k—1)

(k3-4k?+6k-4) + Cg,  _(K)

_ e 0Cep (Ch () Cepy ()
4 K2(k—1) ey T Gy o)

dir. Boylece asagidaki esitlik elde edilir.

(F)Ccp (K)Ccpyyq
k2(k-1)

Ccp ()
Copmr (K) = =5 +(=1)"Cq,, 0 (K)

4.9. Teorem Gy, grafinda C, ve C,,, graflarinin ortak kenarlarinda u¢ koseler hari¢ s tane

kose olsun. Bu durumda elde edilen grafi G, 1, s - Olmak Uizere kromatik polinomu

c K)C K)Crya(k
Cl e (k) = =Gt D0 4 (<11, (9

ile ifade edilir. Bu denklemde Gy, 1, 5 o grafinin kromatik polinomu ise

_ Cenam—2()Ccey, () _1\s+1 Con1)Cem 1K)  (Copym-_a(B)Ccyy5(K)
CGn,m,s,O (k) = k(k—1) +(=1) k - [ k(k-1)

Ccp_p(K)Cepy_,(K) ]

_1\s+2
+(-1) ;
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seklindedir.

Ispat.

r tél]]em

Sekil 4.10. Gy, ., 5 grafi

1.4.2. Teorem, 1.4.10. Teorem ve 1.4.13. Sonug geregince

_ Canms(CPyy, ()

CGn,m,s,r (k) k - CGn,m,s,r—l (k)

 Clpms (P (6)  Cap o s(R)Cp ()

k [ k B CGn,m,s,r—z (k)]

C s (KICP,. ()
= ' k (k'2) + CGn,m,s,r—z (k)

_ Capms(K)Cp,.(K)
k

(k-2) +

Cap s ®)Cp,_y ()
k B CGn,m,s,r—3 (k)

_ Canm,s(KICp,_, (K

. [(k-1)(k-2)+1] - Cgpp -5 (K)

_ Canm,s(KICpy_ ()
- k

[k? — 3k + 3] - Conmsrs (K)

_ Capms(K)Cp,_, (k)
k

Capm,s(K)Cp,._, (k)

[k? — 3k + 3] - -

+ CGn,m,s,r—4 (k)

_ Canm,s(KICpy_, ()
- k

[(k* — 3k +3)(k— 1) — 1]+ Cg, .., (K)

- CAn,m,s (k) Cpr_y
k

© [k-ak? + 6k-41+ C5, (k)

ve bdylece
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Capm s (I, (K)Cep 5 (K)
CGn,m,s,r(k) = ' kz(kz_l) - + (_1)s+1CGn,m‘S‘0 (k)

denklemine ulasilir. 4.2. Teorem ve 1.4.13. Sonug geregince

_ Cepam—2(K)Ccy, ,(K)Cc, 5 (K)
Clip s (k) = T BB (—1)51C, o (K)

elde edilir.

Bu denklemde Gy, 1, s o grafinin kromatik polinomu ise

_ Conam—2(®)Ccy,, (B _1)s+1 Cen1()Ccp_, (K)
Copme () = 222 @ ® | (g ‘

Cenym-aK)Ccsy5(K) _1\S+2 Cenp (K)Cep_p (k)

seklindedir.

4.10. Sonug G, i s r grafinda koselere patika graflar eklenince olusan yeni graf G olmak lizere,

G grafinin kromatik polinomu asagidaki sekildedir:

Canms,r(K) TIG2T 72 Cp, ()
kn+m—2

Ce(k) =

Ispat.

Sekil 4.11. G, ,, 5 - grafi ve ona baglanan patika graflar
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Gy ms,r grafi n+m-2 tane koseye sahiptir. Her kosesine, kenar sayilar1 ayn veya farkl patika
graflar eklenirse, 1.4.10. Teorem geregince her patika graf, kosesinden ayrildiginda kromatik
polinomlar carpilip k’ya béliiniir. Dolayistyla G grafinin kromatik polinomu tiim graflarin

kromatik polinomlarmin ¢arpimmin k™*™=2 ile boliimuyle bulunur.

4.11. Ornek. Sekil 4.12°de verilen graf, G ile gosterilsin. Kromatik polinomunu hesaplamak

icin koselerinden ayrilarak 1.4.10. Teorem geregince diizenlenirse

Gs G,

Sekil 4.12. Gs 4 3 4 ve onunla baglantili graflar

Gs,634(K)CG, (B)CG, (K)Ca3 (R)Cp, (K)Cp3(K)Cp, (K)Cpy(K)Cp, (K)Cp, (k)

C
Co(k) = =

_ C5,6,34(K)C6, ()CG, (0)Ca4 (R)ICp, () [Cpy (K12 Cry ()
K° ’

(%)

elde edilir. ifadede yer alan graflarin kromatik polinomlari

_ Cea()Ceg(Cc, ()

CG5,6,3,4 (k) k2(k—-1)

+ CGs,e,s,o (k)
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_ Ccq(k)Ccg (k) + Cey,()Ces (k) [Cc7(k)Cc6(k) ) Cc3(k)Cc4(k)]
T k(k-1) k k(k-1) k

CG5,6,3,0 (k)
Ce, (k) = Cg, (k)
= k(k-1)(k-2)(k-3)

Cesy()Ceq ()
k(k—1)

Ce, (k) = Cc,(K)(k—1) —
= (k — 1%+ (k — 1)%- k(k-1) (k — 2)?
= (k-1) [ (k — D*+(k-1)- k(k — 2)?]

= K(k-1)(k3-5k2+10k-7)

Co, (k) = TP - Gy ()
=k(k — 1)%(k — 2)? — k(k-1)(k-2)(k-3)
= k(k-1)(k-2) [k?* — 4k + 5]
seklinde elde edilir.

Cp, (k) =k (k —1)"* oldugundan
[Cp, (K)]?[Cp, (K)]?Cp, (k) = k°(k — 1)*°
[Cp, (K)1*[Cp, (K)]?Cp, (k) Ci, (k) = k7 (k — 1) (k — 2)(k - 3)

seklindedir. Bu polinomlar (*) ifadesinde yerlerine yazilir ve diizenlenirse G grafinin kromatik

polinomu

Ce, (k) Cc, (k) Ce, (k)
k?2(k —1)

+ G630 kO (k — 1)13(k® — 11K° + 53k* — 142k3 + 222k% — 191k + 70)

k9

bagntisi ile elde edilir. Dolayisiyla

k-1)8-1)((k-1)*-1)((k—-1)®-1)(k-1)*> k-1
CG(k) - [(( )°—1)((k-1) kZ)(( )°-1)(k-1) + = [ ((k— 1)8_1) ((k — 1)4_1)
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(k—1)*

— (k= DE-D) ((k = D5+1) ]+ L k(e — DA+ - 4k2+7k6) ]

= (k —1)!3(k® — 11k5 + 53k* — 142k3 + 222k? — 191k + 70)

olarak ifade edilir.
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5. BULGULAR, TARTISMA VE SONUC

Graflar, son yillarda basta fizik, biyoloji, kimya, elektronik, farmakoloji, toplum bilimi, aglar
gibi alanlardaki uygulamalarindan dolay1 onemli ve sik kullanilan bir ¢aligma alani haline
gelmistir. Matematigin glinimiizde en hizla gelisen ve diger alanlara en yaygin sekilde
uygulanan dal graf teoridir. Bu nedenle graflar lizerine olduk¢a yiiksek sayida arastirma vardir
ve matematikgiler diginda, graflarin uygulanabildigi tiim bilim alanlarindaki arastirmacilar i¢in

bu alan 6nemli bir disiplin olmustur.

Bu tezde graf teorinin 6nemli bir alt dal1 olan renklendirme teorisi ele alinmistir. Eskiden beri
bilinen sonuglardan faydalanarak bir grafin kromatik polinomunun hesaplanmasinda
kullanilabilecek bazi yeni kisa metodlar elde edilmistir. Bu metodlarin elde edilmesinde
Birkhoff-Lewis teoremi ve verilen grafin bir kdsesi veya bir kenarindan alt graflarina boliinmesi
yontemlerinden faydalanilmistir. Ancak yapilan hesaplamalarin algoritmalara dayali igige
gecen hesaplamalar olmasi nedeniyle ana ¢aligma alan1 matematik olmayan bilim insanlar1 i¢in

cesitli zorluklar s6z konusu olmaktadir.

Bu tezde bu kavramin kullamildigi alanlarda algoritmalar kullanilmasina gerek kalmadan,
kromatik polinomun kolayca hesaplanabilmesini saglayacak formiiller elde edilmistir. Bunu
yaparken klasik graf teori yontemleri arasinda yer alan alt graflardan, kenar silme ve kenar

bilizme islemlerinden ve Birkhoff-Lewis teoreminden faydalanilmistir.

Bu yontemler genel bir graf icin bize uzun algoritmalar kullanilarak kromatik polinomun
hesaplanabilmesi icin yeterli bilgiyi vermektedir. Ancak yukarida da belirtilen algoritmik
suregler, icice gecen hesaplama ve ¢izimler nedeniyle matematiksel olarak zorlayici olabilen
bu hesaplamalar1 kolaylastirmak amaciyla bu tezde ¢ok sik kullanilan baz1 graf yapilari ele
alinarak baglantili graflari belli yontemlerle daha kiiciik graflara ayirma yoluyla bu graflarin
kromatik polinomlarmin hesaplanmasi i¢in yeni yontemler elde edilmistir. Farkli sekillerde
birlestirilen graflarin, Birkhoff-Lewis teoremi, kdse ve kenardan ayirma gibi yollarla kromatik

polinomlarina ulasabilecegimiz kisayol formiilleri elde edilmistir..

Benzer calismalar kose ve kenar silme ve kdse ekleme islemleri i¢in de yapilabilir.

35



KAYNAKLAR

Albertson, M. O., Boutin, D. L., Gethner, E. (2010). The thickness and chromatic number of r-
inflated graphs, Discrete Mathematics, 310, 2725-2734.

Aldous, J. M., Wilson, R. J. (2004). Graphs and Applications, An Introductory Approach,
Springer, London.

Avis, D., De Simone, C., Nobili, P. (2002). On the chromatic polynomial of a graph, Math.
Program., Ser. B. 82, 439-452.

Beck, M., Blado, D., Crawford, J., Jean-Louis, T., Young, M. (2015). On weak chromatic
polynomials of mixed graphs, Graphs and Combinatorics, 31, 91-98.

Benjamin, A., Chartrand, G., Zhang, P. (2015). The Fascinating World of Graph Theory,
Princeton University Press, Princeton.

Bollobas, B. (1978). Chromatic number, girth and maximal degree, Discrete Mathematics, 24,
311-314.

Bondy, J. A., Murty, U. S. R. (1982). Graph Theory with Applications, North Holland, NY.
Bondy, J. A., Murty, U. S. R. (2008). Graph Theory, Springer NY.

Brown, J., Erey, A. (2015). New bounds for chromatic polynomials and chromatic roots,
Discrete Mathematics, 338, 1938-1946.

Capobianco, M., Molluzzo, J. C. (1978). Examples and Counterexamples in Graph Theory,
North-Holland, NY.

Cardoso, D. M., Silva, M. E., Szymanski, J. (2012). A generalization of chromatic polynomials
of a graph subdivision, Journal of Mathematical Sciences, 182 (2), 246-254.

Celik, F., Sanli, U., Cangul, 1. N. (2021). The Spectral Polynomials of Two Joining Graphs: Splices and
Links, Boletim da Sociedade Paranaense de Matematica (preprint)

Chao, C-Y., Zhao, L-C. (1984). Chromatic polynomials of connected graphs, Arch. Math., 43,
187-192.

Chartrand, G. (1985). Introductory Graph Theory, New York, Dover.
Chartrand, G., Zhang, P. (2012). A First Course in Graph Theory, New York, Dover.
Clark, J., Holton, D. A. (1995). A First Look at Graph Theory, World Scientific, Singapour.

Deo, N. (1974). Graph Theory with Applications to Engineering and Computer Science,
Prentice-Hall, NJ.

36



Diestel, R. (2010). Graph Theory, Springer GTM.
Dohmen, K. (1998). Bounds to the chromatic polynomial of a graph, Result. Math., 33, 87-88
Foulds, L. R. (1992). Graph Theory Applications, Springer, New York.

Gross, J. L., Yellen J. (2006). Graph Theory and Its Applications (Second Edition), CRC Press,
USA.

Hartsfield, N., Ringel, G. (2003). Pearls in Graph Theory, A Comprehensive Introduction,
Dover NY.

Kahale, N., Schulman, L. J. (1996). Bounds on the chromatic polynomial and on the number of
acyclic orientations of a graph, Combinatorica, 16 (3), 383-397

Kotlyar, B. D. (1998). Necessary condition for a chromatic polynomial, Cybernetics and Systems
Analysis, 34 (5), 779-780.

Sanli, U., Cangul, I. N. (2017). A New Method for Calculating the Chromatic Polynomial, Applied
Sciences (APPS), 19, 110-121

Sanli, U., Celik, F., Delen, S., Cangul, I. N. (2020). Connectedness Criteria for Graphs by Means of
Omega Invariant, FILOMAT, 34 (2), 647-652

Sanli, U., Paikray, S. K., Cangul, I. N. (2021). New Results on Chromatic Polynomials, New Trends in
Applied Analysis and Computational Mathematics, Proceedings of the International Conference on
Advances in Mathematics and Computing (ICAMC-2020), Advances in Intelligent Systems and
Computing, 1356, Edtrs. S. K. Paikray, H. Dutta, J. N. Mordeson, Springer Singapore, 89-98.

Skiena, S. (1990). Implementing Discrete Mathematics, Combinatorics and Graph Theory with
Mathematica, Reading, MA, Addison-Wesley, 210.

Thomassen, C. (2009). The chromatic polynomial and list colorings, Journal of Combinatorial
Theory. Ser. B, 99, 474-479.

Thulasiraman, K., Swamy, M. N. S. (1992). Graphs: Theory and Algorithms, John Wiley and
Sons, NY.

Togan, M., Yurttas, A., Sanli, U., Celik, F., Cangul, I. N. (2020). Inverse problem for Bell Index,
FILOMAT, 34 (2), 615-621.

Trudeau, R. J. (1993). Introduction to Graph Theory, Dover, NY.
Tutte, W. T. (1998). Graph Theory as | have Known It, Oxford Science Publications, Oxford.
Vasudev, C. (2006). Graph Theory with Applications, New Age International Publishers, India.

Vasudev, C. (2007). Combinatorics and Graph Theory, New Age International Publishers,
India.

Wallis, W. D. (2007). A Beginner's Guide to Graph Theory, Birkhauser, Boston.

37



West, D. B. (2001). Introduction to Graph Theory, Pearson, India.
Wilson, R. J. (1998). Introduction to Graph Theory, Addison Wesley, Malaysia.

Wilson, R. J., Watkins, J. J. (1990). Graphs, An Introductory Approach, John Wiley and Sons,
NY.

38



