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Bu tezin arkasindaki motivasyon, genis bir dogrusal olmayan kesirli
diferansiyel denklemler yelpazesi icin hem tek hem de ¢ok sayida pozitif
¢Oziimiin varliginin arastirilmasidir.

Ayrica bu caligmada, sonlu gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel
denklemlerin integral sinir deger problemlerini ele aliyoruz. Problemlerin pozitif
¢ozlimlerinin varlik sonuglari Guo-Krasnoselskii teoremi ve Leggett-Williams
sabit nokta teoremi temelinde elde edilir.

Ek olarak, dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin baska bir
varyasyonunun integral sinir degeri problemlerini ele aliyoruz. Problemin pozitif
¢oztimlerinin varlik sonuglari Guo-Krasnoselskii teoremine dayali olarak elde
edilir.

Ayrica, integral sinir kosullarma sahip kesirli diferansiyel denklemlerin
lineer olmayan sinir deger probleminin farkli yapilart igin pozitif ¢oziimlerin
varligin1 arastirtyoruz. Prosediir, yeterli kosullara sahip Avery ve Peterson'dan
kaynaklanan sabit bir nokta teoremine ve integral sinir deger probleminin ana
sonuglarini elde etmek i¢in Guo-Krasnoselskii teoremine dayanmaktadir.

Son olarak, bu tez, Green'in fonksiyon 6zellikleri, Guo-Krasnosel'skii sabit
nokta teoremi, monoton iteratif teknik ve yeterli kosullarla birlikte p-Laplacian
operatorlu kesirli diferansiyel denklemlerin tek ve ¢oklu pozitif ¢ozumlerinin
varhigimma odaklanmaktadir. Konu ile ilgili ornekler, ilgili boélimlerdeki ana
sonuglar1 agiklamak i¢in sunulmustur..

Anahtar sozcukler

Riemann-Liouville kesirli tiirev, Caputo kesirli tiirev , p-Laplacian operator, Sabit
Nokta Teoremleri, Sinirsiz gecikme , Sinir deger Problemi






ABSTRACT

EXISTENCE OF POSITIVE SOLUTIONS FOR THE NONLINEAR
FRACTIONAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS
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Abstract

The motivation behind this thesis is the investigation of the existence of
both single and multiplicity of positive solution(s) for a broad spectrum of
nonlinear fractional differential equations.

Also, in this work, we consider integral boundary value problems of
nonlinear fractional differential equations with finite delay. Existence results of
positive solutions for the problems are obtained on the basis of the Guo-
Krasnoselskii theorem and the Leggett-Williams fixed point theorem.

Additionally, we consider integral boundary value problems of another
variation of nonlinear fractional differential equations. The existence results of
positive solutions for the problem are obtained based on the Guo-Krasnoselskii
theorem.

Moreover, we investigate the existence of positive solutions for a unique
class of nonlinear boundary value problem of fractional differential equations with
integral boundary conditions. The procedure is based on a fixed point theorem due
to Avery and Peterson with sufficient conditions and the Guo-Krasnoselskii
theorem for obtaining the main results to the integral boundary value problem.

Finally, this thesis focuses on the existence of a single and multiple
positive solutions of fractional differential equations with p-Laplacian by means
of the Green's function properties, the Guo-Krasnosel'skii fixed point theorem, the
monotone iterative technique accompanied by established sufficient conditions
and the Leggett-Williams fixed point theorem. Comprehensive examples follow
the main results in the respective sections.

Keywords

Riemann-Liouville fractional derivative, Caputo fractional derivative , p-
Laplacian operator, Fixed point theorems, Infinite delay, Boundary value
problems
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ONSOZ

Bu tez ¢aligmasina baslarken amacimiz, genis bir dogrusal olmayan kesirli
diferansiyel denklemler yelpazesi i¢in hem tek hem de c¢ok sayida pozitif
¢Ozlimiin varliginin arastirilmasidir.

Ikinci bdiimde, monoton iterasyon yontemi, konideki sabit nokta indeks
teorisi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi, bir p-Laplacian operatorli ve
sonsuz gecikmeye sahip dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklem iceren dort
nokta smir deger probleminin pozitif ¢oziimlerinin varligini arastirmak igin
uygulanmaktadir.

Uciinci boliimde, sonlu gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel
denklem igeren integral sinir deger problemlerini de ele aliyoruz. Bu problemin
pozitif ¢éziimlerinin varlik sonuglart Guo-Krasnoselskii teoremi ve Leggett-
Williams sabit nokta teoremi temelinde elde edilmektedir.

Son bolimde, Green's fonksiyonunun ozellikleri kullanilarak, Guo-
Krasnosel'skii sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi
araciligiyla p-Laplacian operatorli kesirli diferansiyel denklem igeren bir baska
sinir deger probleminin tek ve coklu pozitif ¢oziimlerinin varligi i¢in gerekli
kosullar incelenmektedir.

Kapsamli 6rnekler, ilgili bolimlerdeki ana sonuglar1 daha iyi anlamamiza
yardimc1 olacak sekilde planlanmistir.

[ZMIR
27/12/2021

Tawanda Gallan Chakuvinga
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1. GIRIS

Bir modele dayali sinir deger problemlerinin (BVP) en 06nemli
Ozelliklerinden biri pozitif ¢oziimlerin varliginin arastirilmasidir. Bu, son yillarda
arastirmacilar icin en Onemli hedeflerden biri olmustur. Bu ¢alismalarin
bazilarinda genellikle sabit nokta teoremleri, bazilarinda ise monoton yontemler
olarak bilinen alt ve iist ¢oziim yontemleri kullanilmaktadir.

Kesirli tiirev analizindeki ¢alismalarin hiz kazanmasiyla, (Z. W. Lv 2014),
(S. Q. Zhang 2010), fiziksel olaylar, muhendislik ve ekonomik surecler
incelenirken olusturulan simir deger problem modellemelerinde kesirli tlrevler
uygulanmistir. Son zamanlarda, fizik, kimya, aerodinamik, polimer reolojisi ve
diger bir¢ok alanda kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri i¢eren sinir deger
problemleri diistiniilmiistiir (Diethelm ve Freed 1999), (Gaul, Klein ve Kempffe
1991), (Metzler, et al. 1995). ), (Mainardi 1997), (Glockle ve Nonnenmacher
1995), (Gala, Liu ve Ragusa 2012), (Gala ve Ragusa 2016). Bu, Kkesirli
diferansiyel denklemlerin cesitli alanlarda calisan arastirmacilarin dikkatini ne
Olciide c¢ektigini gostermektedir. Kesirli tiirevlere sahip olmanin avantaji,
modellerde daha fazla serbestlik derecesi saglamalar1 ve dolayisiyla gercek yasam

olaylarin1 modellemede daha etkili olmalaridir.

Kesirli diferansiyel denklemlere (FDE) ilgi, diger alanlarin yani sira
miihendislik, mekanik ve bilimdeki uygulamalariyla sonuclanan kesirli matematik
teorisindeki ilerlemelerin ardindan ortaya ¢ikmistir (Ahmed, et al. 2019),
(Hajipour, et al. 2018), (Igbal, et al. 2020), (Kilbas, Srivastava ve Trujillo 2006),
(S. M. Ege 2017), (2018), (Weitzner ve Zaslavsky 2003), (Agrawal 2002),
(Podlubny 1999), (Oldham ve Spanier 1974), (Agarwal, Benchohra ve Hamani
2008), (Darwish ve Ntouyas 2010), (S. Zhang 2006), (Bai ve Lu 2005),
(Benchohra, Cabada ve Seba 2009), (Stojanovic ve Gorenflo 2010), (Zhou ve Jiao
2010), (Lakshmikantham ve Vatsala 2008), (Ege ve Topal 2019), (Ege ve Topal
2017), (Alghamdi, et al. 2020), (Benbernou, Gala ve Ragusa 2014), ( Ragusa ve
Razani 2020).

Leggett-Williams teoremi (Zhang ve Liu 2013), (Sun, Ji ve Cui 2018) ve
koniler tizerinde sabit nokta teoremi (Zhang) gibi kesirli smir deger
problemlerinin pozitif ¢ozlimlerin varhigmni arastirirken kullanilan pek ¢ok
yaklagim vardir. Bu yaklasimlardan bazilarini kullanan ¢alismalara 6rnek olarak,
termo-elastisite, popllasyon dinamigi ve Dbenzeri alanlarda  gesitli

uygulanabilirlige sahip arastirmalardan olan (Qiao ve Zhou 2016) ve (Zhao ve



Wang 2016) gosterilebilir bu calismalarda integral sinir kosullu kesirli
diferansiyel denklemler karsimiza ¢ikmaktadir.

Kesirli diferansiyel denklemler alaninda her gegen giin daha biiyiik bir ilgi
ortaya ¢ikmaktadir. Daha spesifik 6rnekler vermek gerekirse, polimer reolojisi ve
kimyasindaki siireclerin matematiksel modellemesi alaninda, ve bunun yanisira
bazi malzemeler ve islemler i¢in kalitsal 6zelliklerin tanimlanmasinda hayati bir
ara¢ olarak kesirli diferansiyel denklemler arastirmacilar tarafindan tamamen
benimsemistir. Kesirli hesap teorilerindeki ilerlemeler, bu tiir denklemlerin
miihendislik ve mekanik vb. alanlardaki uygulamalarina yol agmistir. (Ahmed, et
al. 2019), (Hajipour, et al. 2018), (Igbal, et al. 2020), (Ege ve Topal 2017) ,
(2019), (D. Guo 1988), (Leggett ve Williams 1979) .

Onemli sayida arastirmaci, dogrusal olmayan kesirli diferansiyel
denklemlerin sinir deger problemleri i¢in pozitif ¢ozlimlerin varligi ve ¢oklugu
tizerinde yogunlasmistir. Bu ¢alismalarin pek ¢ogunda Guo-Krasnosel'skii sabit
nokta teoremi, st ve alt ¢cozlmler yontemi, Leggett-Williams sabit nokta teoremi
ve Schauder sabit nokta teoremi gibigesitli sabit nokta teoremleri uygulanmistir
(Zhang ve Liu 2013), (Sun, Ji ve Cui 2018), (Zhang ve Zhong 2016).

Bunun yanisira, c¢esitli calismalar kesirli matematige uyarlanmistir ve
bunlar biyoloji bilimi, geri besleme yikseltecleri, elektrik devreleri ve fizikle ilgili
alanlar1 iceren genis bir uygulama alanim1 hedeflemistir, bkz. (Podlubny 1999),
(Kilbas ve Trujillo 2001), (Kilbas ve Trujillo 2001), ( Kilbas ve Trujillo 2002),
(Kilbas, Srivastava ve Trujillo 2006). Kesirli analiz {izerine ¢ok sayida ¢alisma,
baslangigta, dogrusal baslangic degerli kesirli diferansiyel denklemlerin
¢oziilebilirligine odaklandi (Bai 2010). Son zamanlarda, kesirli analiz teorisindeki
gelismeler, bilimin tiim alanlarinda yaygin olarak uygulanmasiyla FDE'lerin
baslamasina ve dikkate deger bir sekilde gelismesine yol ac¢mistir, bkz.
(Babakhani ve Gejji 2003), (Khan, et al. 2019), (Delbosco ve Rodino 1996).
Zamanla, digerlerinin yan sira Krasnosel'skii sabit nokta teoremi gibi sabit nokta
teoremleri araciligiyla dogrusal olmayan baslangic degerli kesirli diferansiyel
denklemlerin pozitif ¢éziimlerinin varligin1 ve ¢oklugunu inceleyen ¢ok daha fazla
caligma yapild1 (Tian, Bai ve Sun 2019), (Ege ve Topal 2017), (2019). Ayrica, p-
Laplacian sinir deger problemlerine genisletilmis tamsayili diferansiyel denklemli
sinir deger problemlerinin pozitif ¢oziimlerinin varligi son yillarda pek ¢ok
yazarin lizerinde yogunlastigi bir konu olmustur (Bai 2010), (Avery ve Henderson
2003), (Kong ve Wang 2000), (Regan 1993), (Yang ve Yan 2010). Bu tir



dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemler (NFDE'ler) Uzerinde pozitif
¢Ozlimlerin varligi ve yoklugu lizerine integral sinir kosullari ile sinir deger
problemlerini i¢eren bazi ¢alismalar incelenmistir, bkz. (Bai 2010), (Ahmad ve
Nieto 2012), (Karakostas 2013), ( Wang, Ahmad ve Zhang 2011), (Zhang ve Xu
2013). Az sayida makale, NFDE'leri bir p-Laplacian operatoriiyle ele almistir,
bunlardan bazilar1 (Avery ve Henderson 2003), (Prasad ve Krushna 2014) gibi
calismalardir. Ayrica, farkli tiirde kesirli tiirevler, gesitli kesirli diferansiyel

denklemlerde yalnizca birbirlerinden ayr1 olarak genis ¢apta arastirilmistir.

Stiphesiz ki, FDE'ler bir¢ok arastirmaci tarafindan bilim ve miihendislikte
cok cesitli alanlarda kullanilan hayati bir ara¢ haline geldi. Biyoloji, ekonomi,
kontrol teorisi, kimya, fizik ve biyofizik gibi birgok alanda bu denklemlerin bazi
ornekleri gorulmektedir (Diethelm ve Freed 1999), (Gaul, Klein ve Kempffe
1991), (Metzler, et al. 1995), ( Mainardi 1997), (Glockle ve Nonnenmacher 1995).

Ek olarak, kesirli diferansiyel denklemlerin kullanimi, ¢esitli malzeme ve
siireclerin kalitsal ozelliklerine kadar genislemistir. Bu ayni1 zamanda, yillar
boyunca, yerel olmayan sinir kosullarini igceren kesirli diferansiyel denklemlerin
sinir deger problemleri (BVP) icin ¢ézlimlerin varlig1 ve tekligi lizerine, dogrusal
olmayan teknikler aracilifiyla calismaya odaklanan bircok arastirmacinin da
dikkatini ¢ekmistir (Ege ve Topal 2017), (2019).

Kesirli hesabin kapsamli uygulamalariin, digerlerinin yan1 sira kan akisi
fenomeni, diflizyona benzer difiizyonlu tasima, dinamik sistemlerin kontrol teorisi
ve siirekli ortam mekanigi gibi bir¢ok bilim ve miihendislik alaninda kapsamli bir
sekilde genislemekte oldugu aciktir (Wang, Liu ve Kong, et al. al. 2019), (Guo ve
Liu 2019), (Wang, Liu ve Wu 2019), (Wang, Liu ve Wu 2019), (Liu, Sun ve Wu
2019), (Wang, Liu ve Wu 2020).

Cok sayida arastirmacinin dogrusal olmayan kesirli denklemler igeren
BVP'lerin pozitif ¢6ziimlerinin varligmin aragtirllmasina ydnelmis olmasi,
dogrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlere sahip smir deger
problemlerinin (BVP) incelenmesinin énemi bir kez daha agik¢a kanitlanmigtir
bkz. (Chen ve Gao 2018). Kesirli diferansiyel denklem iceren BVP icin pozitif
¢ozlimlerin varligi lizerine ¢alismalar genisletildi ve sonug olarak hem diferansiyel
hem de integral sinir deger problemlerinde (IBVP'ler) giizel sonuglar verdi (W.
Wang 2019). Kesirli diferansiyel denklemler, c¢esitli malzemelerin kalitsal

ozelliklerinin tanimlanmasinda etkili araglar oldugundan, rezonanssiz kesirli ¢ok



noktali problemler ele alinmis (Wei, Bai ve Sun 2019), (Zhai, Wang ve Li 207),
(Zhong, et al. 2018) ayrica kesirli p-Laplace problemleri (Yao, et al. 2013), (Feng,
Li and Sun 2018), (Hao, et al. 2017), (Liu ve Jia 2018), (Sheng, Zhang ve Bai
2018), (Tian, Sun ve Bai 2017), (Wu, et al. 2018), (X. Zhang, et al. 2017), (Zou ve
He 2018) flizerine de calismalar yogunlastirilmistir. Son zamanlarda, dogrusal
olmayan Kkesirli p-Laplacian operatorlii diferansiyel denklem igeren smir deger
problemlerinin pozitif ¢ozimlerinin varlig iizerine ¢ok sayida ¢alisma yapilmistir
bkz. (Tian, Bai ve Sun, 2019), (Khan, et al. 2019) , (Li, Chen ve An 2020), (Kang,
etal. 2019).

1.1. Genel Bilgiler
Son yillarda yapilan bir ¢aglismada (Li, Luo and Zhou 2010)
Dyru(t) + f(tu(®) =0, 0<t<1,
u(0) = 0, Dgiu(1) = aDf u(§),

lineer olmayan, kesirli tiireve sahip sinir degere problemi ele alinmistir. Bu
problemde, 1<o< 2, 0<B< 1 olmak iizere Dj+ Ve D# ler standart Riemann-
Liouville kesirli tiirevler, 0<a<1, &€ (0,1), aé*F2<1-8,0<a-pf-1
ve fi [0,1]x [0,00)—[0,0) olarak alinmistir. Bu calismada, sinir deger problemi
(BVP) kendisine esdeger bir integral denkleme déniistiiriilmiistiir. Incelenen BVP'
nin pozitif ¢cozimlerinin varligini ve ¢okluk sonuglarini gostermek igin sabit nokta
teoremlerinden faydalanilmistir. Arzela-Ascoli teoremi ile tanimlanan operatoriin
tamamen siirekli oldugu gosterilmis ve BVP 'nin birden fazla pozitif ¢cozuminun

oldugunu iddia eden bazi teoremler ispatlanmigtir.

(Z. W. Lv 2014) tarafindan yapilan ¢alismada

Df+ (gop (Dg‘+u(t))> + o, Df(tu@®) =0, 0<t<1,

p-Laplacian operatOrli lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem iceren m

noktali smir deger probleminin pozitif ¢oziimlerin varligt ve c¢oklugu
incelenmistir. Bu ¢alismada, Dg‘+,Df+ ve Dg+ler standart Riemann-Liouville
kesirli tirevlerdirve 0 <a—y—1, 0 <a—f —1 olacak sekilde 1 < a < 2,
0 < B,y < 1 esitsizlikleri saglanacak sekilde se¢ilmistir. Ayrica, A € (0, +),
f € €([0,1] x [0,4),[0,+) ve ¥ %&n; < 1 olacak sekilde 0 < &,n; <
1 (i=12--,m—2) ile verilen sayilardir. Ele alinan problemde, %+$ =1



olacak sekilde ¢,(s) =|s|P~'s, p>1 ile tamml p-Laplasyen operatorii ve
©p 1= @q dir. Yazarlar, monoton yinelemeli teknigi ve sabit nokta indeks
teorisini bir koni iginde uyguladilar. BVP esdeger bir integral denkleme
dontstiiriiliir ve pozitif ¢oziimiin ¢oklugunun varligi i¢in 6zdeger aralig1 dikkate
alinir. Arzela-Ascoli teoremi operatoriin es-siirekli oldugunu gosterdikten sonra
operatoriin tam siirekliligini ispatlar. Ayrica, Schauder sabit nokta teoremi ile
operatdriin en az bir sabit noktaya sahip oldugu ve BVP'nin tek bir pozitif ¢oziime
sahip oldugu gosterilmistir. Bu sonucun yanisira BVP' nin birden fazla pozitif
¢Ozliimiiniin varligr da kanmitlanmistir. Bu ¢oziimlerden biri minimum pozitif

¢oziim, digeri ise maksimum pozitif ¢ozimddr.

(Z. Lv 2020) yaptig1 calismasinda

{D§+Y(t) +ufv() +ug9tv®) =0, 0<t<1,
Dgsv(t) + uif (£ y() + 129t y(®)) =0, 0<t<1,

{D{,ﬂy(t) +mfEy®) tugtv(®) =0, 0<t<1,
Dgv(t) + uaf(t,v() + 129t y()) =0, 0<t<1,

m-—2

(

{I Dly(m =) &bl y©® =0,
me2

lk 0+U(1) = Z $i 0+v(771) v(0) =0,

cok noktali sinir deger kosullara sahip kesirli diferansiyel denklem sistemlerini
eleald,buradal <a< 2, 0<p < 1ve0<a-p—1olmak lzere DS‘+,D§+
lar standart Riemann-Liouville Kkesirli tirevler, f:[0,1] X [0,00) — [0, )
srekli fonksiyon 0 < &,7m; <1, X212 &m; Flc1(i=12,m=2) ve
Uy = U, olacak sekilde puq,u, € (O, +00) olarak alinmistir. Incelenen bu ¢ok
noktali sinir kosullarina sahip kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin pozitif
coziimlerin varligini belirlemek i¢in 7y i¢biikey ve (-y) disbiikey operatorlerin sabit

nokta teoremleri uygulandi.

(Zhang ve Liu 2020),



(Dgvy(t) = f(t,Y(t),DS‘IZY(t),Dg‘Ily(t)),0 <t < +oo,

m

y(0) =0,  DEY(0) = Y @ DE y(E,

i=1

n
Dy (=) = ) B DS y(ny),
=1

problemini ele alarakpozitif ¢ézlimlerin varligini incelemistir, burada 2 < a < 3
olmak Uzere Dg:+ standart Riemann-Liouville kesirli tirev, 0 <& <&, <<
$m <+, a,BER,  0<n <Ny <+ <ny <400, f1[0,4+0) X R® - R
Carathéodory's kosulunu saglayan, ie., her (y,v,w) € R3 icin f(t,y,v,w)
Lebesgue integrallenebilir ve siirekli bir fonksiyon olarak alinmustir.

(Tian, Bai ve Sun 2019),

DY ((pp(D“y(t))) = f(t.y(@®), 0<t<l,
y(0) =D%(0) =0, DFy(1) =aDPy(&), D%(1)=bD%(n),

kesirli dort noktali sinir deger problemini ele almistir. Bu problemde «, 5,y € R,
1<ay< 2 B>0, 1+B<a, é&ne (0,1);a be [0,+),1—
af*F1>0, 1—bPIpr1>0 ve p>1 icin %+% =1 olacak sekilde
Pp(s) =|s|P7%s, @4 = (gop)_l ve D% ise Riemann-Liouville kesirli tiirev
olarak alimmigtir. Ayrica f € C([0,1] X [0, +0),[0,+0)) olarak segilmistir.
Yazarlar, p-Laplasyen operatorli kesirli diferansiyel denklemlerin bir BVP igin
pozitif ¢oziimlerin bazi varolus sonuglari elde etmek i¢in monoton yinelemeli
yontemi uygulamisglardir.

1.2 Calismanin Amaci

Bildigimiz kadariyla, hem p-Laplacian operat0rii hem de sonsuz gecikme ile
kesirli diferansiyel denklemler i¢in pozitif ¢oziimlerin varligini arastiran ¢ok fazla
calisma bulunmamaktadir. Bu tiir problemlerin uygulamalar1 heniiz baslangi¢

asamasindadir.

Yapilan literatiir arastirmalarinda, integral sinir deger problemlerini (IBVP)
iceren calismalarla karsilasilmakla beraber, gecikmeli kesirli diferansiyel

denklemler i¢cin IBVP'nin karisik kesirli dereceli tiirevlerle kombinasyonu azdir.



Integral smir deger problemlerini (IBVP) iceren bazi calismalar ele
alinmistir, integral sinir deger problemlerine iliskin kapsamli ayrintili yaklasimlar
(Cabada ve Wang 2012) ve burada yer alan referanslarda gorulebilir. Ancak,
bildigimiz kadariyla, hem Caputo-Riemann Liouville tdrevlerinin bir
kombinasyonunu hem de integral sinir degeri kosullarini igeren sinirli sayida
calisma kabul edilmistir; bunlardan bazilar1 (Song ve Cui 2020), (Khaldi ve
Guezane-Lakoud 2017) , (Guezane-Lakoud, Khaldi ve Kiligman 2017).

Caputo ve Riemann-Liouville tiirevleri genellikle birgok durumda ayr1 ayri
diisiiniilse de, ¢cok sinirli sayida ¢alisma iki kesirli mertebeden tiirevi birlikte ele
almigtir, bunlardan birkagi (Song ve Cui 2020), (Khaldi ve Guezane-Lakoud
2017), (Guezane -Lakoud, Khaldi ve Kiligman 2017) seklindedir. Bu
calismalardan da anlasilacagi gibi, karisik kesir dereceli tiirevleri olan bu tiir
kesirli diferansiyel denklemlerin yeterince calisilmadigmma dikkat edilmelidir.
Bumunla birlikte, p-Laplacian operatéri hem ¢ift nokta hem de ¢ok noktali sinir
deger kosullarin1 igeren Caputo Tiirevleri ile birlikte Riemann-Liouville tirev

operatoriinii birlestiren hemen hemen hi¢ ¢aligma yoktur.

Sonug olarak, tezimizde, bu béliimde bahsedilen bu boslugu doldurmak ig¢in,
karisik kesirli dereceli tlirevleri igeren sonsuz aralikta calisilan BVP ve sonlu
gecikmeli IBVP lerini ele alarak bu problemlerin tek ve coklu pozitif

¢Oziimlerinin varligini arastirmay1 hedefliyoruz.



2. LINEER OLMAYAN P-LAPLASYEN KESIRLIi BiR SINIR DEGER
PROBLEMININ POZIiTiF COZUMLERIN VARLIGI

Bu boliimde sonsuz gecikmeli dort noktali kesirli  diferansiyel
denklemlerin bir smir deger problemi igin pozitif ¢dzlimlerin varligini

inceleyecegiz. Bu kisimda ele alacagimiz problem

DP (9,(D%y(®))) = f(£,70), te ) =[01]
y(0) = 0,D%(1) = aD*y(§),  D*y(0) = 0,D¥y(1) = bDYy(n), (2.1)
y(©) = ¢(0), t e (—,0],

seklindedir, burada D% DB ve DY lar standart Riemann-Liouville Kkesirli
threvleridir.1<o,p< 2, 0<y< 1 dyle ki 0<a-y-1,0< a,b< 1,0<¢n <1lve f: /X B —
[0,+00 ) siirekli bir fonksiyondur, , ¢ € B ve B bir faz uzayidir. Bir y fonksiyonu
ve her t € [0,1] i¢in y, , 8 € (—o0,0], olmak izere y,(8) = y(t + 0) ile tanimh
B nin bir elemaninidir. Fonksiyonel diferansiyel denklemlerde nitel ve nicel teori
caligmasinin temel kismi, (Benaouda 2015), (Schumacher 1978) tarafindan
ayrintili olarak ele alinan uygun aksiyomlari karsilayan yari normlu uzay1 igeren B
faz uzay1 kavramu ile karakterize edilir (Hino 1991), (Hale 1978).

Bu kisimda oncelikle, ana sonuglarda kullanilan bazi gerekli tanimlar1 ve
lemmalar1 verecegiz. Ayrica kolaylik olmasi agisindan kullanacagimiz sabit nokta

teoremlerini de belirtecegiz.

Oncelikle, lineer olmayan

{DB (¢p (D% (®)) = F(t.y(®), te (0,1) 2

y(0) =0, D% (1) =aD%(§),D*y(0) =0,  D'y(1) =bD"y(n)
siir deger problemini ele alacagiz ve bu problemin varlik sonuglarini verecegiz.

Bu problemi basitlestirmek igin, w = D*y ve v = ¢, (w) alarak (2.2) problemini

v(0) =0 ve (2.3)

{ DBv(t) = g(t)
v(1) = aP tv(§)



lineer problemine gevirecegiz, burada g € L'[0,1] ve g = 0. Daha sonra (2.1)
BVP icin birden fazla ¢dzlimiin varlik sonuglarim1 verecegiz. Son olarak, ana

sonuglarimizi gostermek i¢in bazi1 6rnekler sunacagiz.
2.1 Temel Tanimlar ve On Bilgiler
Bu boliimde 6nce gerekli bazi tanimlar1 ve lemmalari tanitacagiz.

Tamm 2.1 (bkz. (Benaouda 2015), (El Sayed 1998)), (Cabada ve Wang 2012),
(Liu, Min ve Wu 2020), (Liu, Min ve Wu 2020))

t (t _ S)a—l

Ty 9

9 = |

a

ile verilen integral, bir g€ L'([a,b),R,) fonksiyonunun a« € R, inci
mertebeden kesirli integralini tanimlar, burada " bilinen gama fonksiyonudur.
a=0 icin I[%g(t) = g(t) * @,(t), elde ederiz, burada t > 0 igin @, (t) =

%’ ve t<0 icin ¢@,(t) =0dir. Ayrica a — 0 ic¢in ¢@,(t) = §(t) olur,

burada § delta fonksiyonudur.

Tamm 2.2 (bkz. (Benaouda 2015), (El Sayed 1998), (El-Sayed 1995), (Cabada,
Wang 2012) ) [a, b] araliginda verilen bir g fonksiyonunun o inci mertebeden
Riemann-Liouville kesirli tlirevi

DEg(t) = =— x%fkh~@“*w@ws

rn—a
ile tanimlanir.

Bu kisimda verilecek olan lemmalar Problem (2.2) nin ¢0zUmlerinin varligin
goOstermek icin gereklidir.

Lemma 2.1 (S. Zhang 2006) o >0 olsun, bu durumda D%y(t) = 0 diferansiyel
denklemi, c; € R olmak (izere y(t) = i t% T+ pt* 2 - ot N
¢ozimine sahiptir, burada N, a dan biiyiik yada esit olan en kii¢iik tamsay1dir.
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Lemma 2.2 (S. Zhang 2006), (Liu, Min ve Wu 2020), (Bai ve Lu 2005) y €

€(0,1) n L(0,1) ve a > 0 olmak uzere y fonksiyonunun « inci mertebeden

tirevi €(0,1) n L(0,1) kiimesine ait olsun, bu durumda ¢; € R olmak lizere
1D y(t) = y(t) + 1t 1 + c,t¥ 2 + -+« + cyt* N,

elde edilir, burada N, o dan biiyiik yada esit olan en kiigiik tamsayidir.

Lemma 2.3 y bir surekli fonksiyon olsun, (2.3) sinir deger probleminin ¢ézimi
1
y© = [ GEope s @4
0
seklindedir, burada d = 1 — bn*~Y~1 > 0 olmak Uzere

a-1

d Gz(’l' S)r

G(t,s) =G4(t,s) +

I(ta—l(l_s)a—y—l_(t_s)a—l , 0<s<t<1
6i(trs) = 4 I'a)
1\ Lta—l(l _ S)a—y—l i <1
I'(a) ' ===
62(77» S) y-1
(=) " —@=-s7?
_ ) . te [01], 25)
[(A=sm) 7"
() , t € [0,1],

ve
p®) = 0q(| Hs D@,
0
ile verilir, 6yleki

p_lsﬁ_l
H(S,’l') = Hl(S,T) + WHZ(f’T)’
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P11 —)f 1 - (s —1)f

) r(B) ' )
Hi(s,7) = 55‘1(1—T)ﬁ_1 0<s<1t<1
U ’ S
ve
PR -
(1 -29) - €07 e
Hy(§, 1) = 1 B-1
ﬂ S E [0,1];

re) '

seklinde tanimlidir, burada aP~1€8~1 < 1 esitsizligi saglanir.
Ispat Lemma 2.2 kullanilarak, Problem (2.3) den
v(t) = cit P+t B2+ 1B g(0b)
elde edilir.
v(0) = 0 oldugu i¢in ¢, = 0 oldugu goriiliir, bdylece
(2.6)
v(t) = i tPt + 1P g(t)
elde edilir.

v(1) = a?~1v (&), smir kosulu kullanilarak

l1—-1)ft I L [ -f
cl+f0 Tﬁ)g(ﬂdt = a? [clfﬁ +f0 Tﬁ) g(‘r)d‘rl

B 1 T1-1)f?
“ —W[—f T IOF

L [fE-DF?
+ aP L—F(ﬁ) g(‘[)d‘[l

2.7)
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bulunur.

Bu c; sabiti (2.2) de yerine yazilarak

trp _ \B-1
v(t)zf Cl) g(t)dr

r'(p)
|, oo
_ fo a ;(;))ﬁ_l g(r)drl
¢oztimii buunur.
Eger
v(t) = —v(0)

ise bu durumda

v(s) = %ﬁ)jos[(l —7)f 5Pl — (s — )P ] g(v)dr
1
%)

aP~1gh-1
Ta—a e rp)
1
+ f (1 - o)f1gh1 g(r)dr]
3

1
f (1-1)f"1sB1 g(r)dr

g
“ (A=-D)F P = (¢ - )f ) g(D)dr
0

1 p—1.5-1 1
= J;) Hl(S,T)g(T)dT + T_lfﬁ_lj; HZ(E,T)g(T)dT
= fol H(s, 1) g(1)dr,

oldugu goriiliir, burada

aP~1sh-1
H(s,7) = Hi(s,7) + T_lfﬁ_le(ﬁ 1), (2.8)

dir, oyleki
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P11 —-)f 1t — (s —1)f?

s , <7<
Hy(s,7) = Sﬁ_l(l _ T)ﬁgf)
0<s<t<1
r'(p) ' - '
(((1=1&F 1 _ (s b1
(1 -09) - =" o
Hy(§,7) = g1 (2.9)
M S E [O 1]
re) ' Y

ile tanimlidir.

D% =w, w = ¢, (V) = ¢4(v) oldugu gdz Sniine alinirsa, (2.3) den dolay:
biliyoruz ki problem (2.2) nin ¢bzimu

D% (t) = —pq(v(1)) (2.10)
esitligini saglar, burada
p(t) = pa(v(1)) (2.11)

oldugundan, Lemma 2.2, (2.10) ve (2.11) kullanilarak,

y(t) = —=I%(p(t)) + ¢, t¥ 1 + ¢t 2 (2.12)
elde ederiz.
¥(0) = 0 oldugu i¢in ¢; = 0 bulunur. Ayrica DYt% = L@t ia-y oldugu i¢in
'(a-y+1)
['(a
DYy(t) = —1*Yp(t) + clLt“‘V‘l
F'(a—vy)

_ -1
e (2.13)
@) sa-y-1 .
“Tapt

Jy (& =) 1p(s) ds +

oldugu gortiliir.

DYy(1) = bD"y(n) sinir kosulu kulanilarak
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1
—J- (1=5)*7"1p(s)ds + c;I'(a)

n
= b(— f (m—)*"p(s)ds + ch(a)n“‘V‘1>
0
ve bdylece

1 1
~ dr(a) Uo (1—9)@7rYp(s)ds

€1
. (2.14)
b f (n — )% p(s) ds]
0

elde edilir, burada d =1 — bn®~ =1 > 0 dir.

Bulunan ¢4, (2.12) de yerine yazilarak

1

y(t) =m

t
f (1= ) ¥168=1 (£ — )= 1)p(s) ds
0

1
T@

il ! a-y-1 a-y-1
+ (1 F_ bna -y _1)F(CZ)J;) [((1 - S)T]) 14 . (T] — S) 14 )p(S) ds

bte1 1 (a -y -1)p(s)
+ b7 _1)1,(“)[11 ((1-s)n) ds

1
f (1—s)*7r1te-1p(s)ds
t

a—1

d

y(©) = j 616 ds + 2 [ 601,900 ds (2.15)
0

y(t) = j G(t,$)p(s) ds,
0

oldugu goriiliir, burada

a—1

G(t,s) =G.(t,s)+ G,(n,s), (2.16)

problemin Green’s fonksiyonudur, dyleki
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ta—l(l _ S)a -y -1 _ (t _ S)a—l

B I'(a) ’ I

Gl(t; s) = ta—l(l - S)a—]/—l 0<t<s<l1

k I'(a) ' B |

ve

G,(1, s) ,

R ED
: - , te [01], (2.17)
1—s);) 7
| (¢ ;)(7;)) , te [0,1],

dir.

Lemma 2.4 Sirasi ile (2.8) and (2.16) ile tanimli H(t, s) ve G(t,s) fonksiyonlar

asagida verilen esitsizlikleri saglar:

l. s,t € [0,1] i¢cinG(t,s) = 0, H(t,s) = 0, G(t,s) < G(s,9),
H(t,s) < H(s,s)

Il. s,t € [0,1]icin G(¢,s) = t*71G(1,5)
. s € (0,1)igin ming< ;< 5G1(t,s) = g1(s)G,(s,s) ve

MiNy< t<5G2(1,5) = g2(5)G (s, s)

olacak sekilde pozitif g, ve g, € C(0,1) fonksiyonlar1 vardir, bu fonksiyonlar
0<9 <m; <6< 1icin

{6a—1(1 _ S)a -y -1 _ (6 _ S)a—l

ta—l 1—=s a-y-1
gl(s) = J 9 a—1 ( )
s

if se [0,my],
if s€ [my,1],

ve
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(1—-5)8)" " = (5 —s)ar-1
02(s) = (a-sm)* 7 if s € [0,m] (2.18)

a-y-1

(2) if se€ [my,1],

S

seklindedir

V.

1 I'la —
MaXo< t<1 f G(t,s)ds = {F(; —y]z) ]}

Ispat ilk iki ispat (Wang, Xiang and Liu 2009) ve (Wang and Xiang 2010) nin
calismalarindakine benzer sekilde kolayca gosterilebilir, biz burada 3. ve 4.
ispatlar1 verecegiz.
G,(t, s) fonksiyonunu ele alalim, s < t i¢in
Lg (t,s) =t* 1 (1 —s)* 71— (t —s5)*?
vet < s< 1ligin
Jo, () =t (A —s)¥r 7t

fonksiyonlarini tanimlayalim.

Kolayca gorallr ki Lg, (t,s), s < t icinartmayanve J; (t,s), hers € [0,1]
icin azalmayan bir fonksiyondur. Bu durumda

1 L. (9,s), s€ [0,m,],
Ming< < 5G1(t,5) = { Gl( ) [ 1

m ](;1(6,5'), S E [mlﬂ 1]:

1 {19“‘1(1 —5)* vVl — (9 —s)e Y s € [0,m,],
" T(a) L5711 = s)* 71, s € [my,1],

elde edilir, burada 9 < m; <6
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19(1—1(1 _ S)a—y—l _ (19 _ S)a—l — 6a—1(1 _ S)a—y—l
denklemini saglar.

L, Ve Jg, nin monotonlugu kullanilarak

Sa—l(l___s)a—y—l
I'(a) '

maxgp< < 1)G1(t,s) = G1(s,8) = (2.19)

elde edilir, buradaki g, (s), (2.18) ile tanimlanmustir.

Benzer yaklasimi G, (7, s) fonksiyonuna uygulayarak

a-y—1

= (s _FZB ve max_(0 < t < 1)G,(n,5)
(1___S)a—y—1

I'(a)

G,(s,s)
(2.20)

elde ederiz, buradaki g, (s), (2.18) ile tanimlanmustir.

s € [0,my], s€ [0,my],s < tves <nigin

a-y—-1 a-y—-1

((1-5)6) — (6 —s)* vt « ((1=5)s)
((1- s)n)a_y_l I'(a)

1 a-y-1
<t [(@=98)" 7 = @ -9

92(5)G(s,s) =

oldugu gorilur.

g»(s) fonksiyonu artmayan oldugundan, 9 < § igin

a-y-1

e ) R
I'(a)

((1 — 5)19)

92(5)G(s,5) <

elde ederiz.
Boylece

MiNg<p t<5)G2(1,8) = g2(8)G,(5,5)
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esitsizligi saglanir.

Ayrica, g,(s) fonksiyonu azalmayan oldugundan s € [my,1], n < s,ved <§
icin

a-y—1

%
g2(5)Gz(s,5) = (;) F( ) [(1—s)nl* 7t

< F(ia [(1 - s)9]a—r-1

< [(1-s)s)er
“TI'(a)

elde edilir.
Boylece, her s,t € [0,1] igin
MiN(y<y < 5)G2(11,5) = g2(5)G,(s, )

oldugu gortiliir.

F(u) (v)

B(u,v) = fol t“=1(1 —t)""1dt Betaintegrali ve B(u,v) = esitligi

kullanilarak, (2.19) ve (2.20) denklemlerinden

1

MaXp< 1< 1 f G(t,s)ds
0

1 1
=—— | s*1(1-s)*7r1ds
e fo (1-5)

b 1
a-1 _ a-y—1
+dF(a)JO s 11 —-5) ds

_ ey ] (2.21)

F(Za Y)

elde edilir.

Lemma 2.5 (2.8) ile taniml1 H fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglar:
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1 r) ap-1
l. maxosi<q J, H(t,s)ds = 2By [1 + 1—ap-1§/f—1]’

Il. Bir pozitif gy € €(0,1) fonksiyonu vardir, dyleki
minﬁs tsSH(t;S) 2 gH(S)H(SIS)I S E (Oll)l

kosulu saglanir, burada

5P1(1—s)B1 — (6§ —s)P 1

B—1(1 — <\B-1
9He) = o ﬁ_lt (=) if se [0,my], (2.22)
(<_) if se [my1],

S

ved < my <§ dir.

Ispat Ispatlar Lemma 2.4 deki ispata benzer sekilde kolayca goriilebilir.

Hy(t,s) = HyGs,8) = 0=
MAX < ¢< ,s) = Hy(s,s) =
osts1 M1 1 ()
ve
(1-s)ft
max o< <1 H2(§,5) = Ha(s,s) = TG (2.23)
oldugu agiktir.

gu(s) fonksiyonu (2.22) deki gibi tanimlansin. ((2.23) den ve Beta integrali

tanimindan

1 T p-1
Mmaxosts1 Jo H(t,s)ds = F((zﬁ;) 1+ 1— Zp—lgﬁ—ll

(2.24)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Coziimlerin varlik sonuglarini elde etmek icin, ayrica, asagida ifade edilen

sabit nokta teoremlerini ve lemmalar1 kullanacagiz.
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Lemma 2.6 (Z. W. Lv 2014) E bir reel Banach uzay1, C < E bir koni ve Q, =
{y€ C|ly|l £ r} acgik yuvar olsun. T:C N Q. —» C operatdrii tamamen strekli
veVu€adQ, igcin Tu # u kosulunu saglasin, bu durumda

l. Eger || Tu|| < ||u]l, YVueadQ,isei(T,Q,C) =1,
Il. Eger || Tu|| = ||u]l, YueadQisei(T,Q,C) =0
olur.

C c E birkonive (E, ||.||) bir Banach uzay1 olsun. Her x,y € C ve A € [0,1]
icin

YAx +(1=Dy) =z 29 + (1 = DY)

kosulunu saglayan bir siirekli 1 fonksiyoneli konkav fonksiyonel olarak
tanimlanir. Ayrica K,L,r = 0 sabitleri icin,

Ck={yeCllyll <K}
ve

CWLK)={ye C:yp(y)= Land ||yl < K}
kiimelerini tanimlayalim.

Cozilimiin varligin1 veren sonug asagida ifade edilen Legget Williams sabit
nokta teoremine dayanmaktadir. (Leggett and Williams 1979), see also (D. Guo
1988), (Benaouda 2015).

Teorem 2.1 E bir Banach uzayi, C c E bir koni bir koni ve R > 0 bir sabit
olsun. Kabul edelim ki hery € Cy icina y(y) < || v || olacak sekilde bir konkav
pozitif ve siirekli fonksiyonel ve N: Cg — Cy bir siirekli kompakt déniisiim olsun.
0 <r < L <K< Rolacak sekilde r, L ve K sayilar1 verilsin.

(A;) Hery € C(y,L,K) i¢cin{y € C(y,L,K):¢(y) > L |lyll< K} #
@ve Y(N(y)) > L,
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(A;) Hery € C, igin || N(Y)|l <,

(A3) Her y € C(y,L,R) icin y(N(y)) > L ve [[N®)| > K

kosullar1 saglaniyorsa N operatoriiniin Cg de en az Ui¢ tane y;,y, ,ys sabit

noktasi1 vardir ve

Y1 € Cr' Y2 € {y € C(ll.l, L' R)LP(Y) > L}

ve

Y3 € ER - {C(IIJ, L' R) U Er}
olur.

Teorem 2.2 (Schauder-Tychonoff Fixed Point Theorem) X Banach uzay1 ve K,
X in kapali, sinirli ve konveks bir at kiimesi olsun. Eger T: K = K bir kompakt
donustim ise T, K da bir sabit noktaya sahiptir.

2.2 (2.2) Problemi i¢in Varhk Sonuglar

| v l|I= supo<i<1ly(t)] normu ile normlanmis E = C([0,1], R) Banach
uzaymi ve C ={y € E |y(t) = 0} kiimesini alalim. C, E de bir konidir.

1

1
(Ty)(®) = fo G(t,s)pq < fo H(s.f)f(f,y(r))dr>ds (2.25)

ile verilen T: C — Coperatériinii tanimlayalim. (2.2) probleminin bir ¢éziminin

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul T operatoriiniin bir sabit noktasinin olmasidir.

Lemma 2.7 Eger f € C([0,1] X [0, 4+0),[0,+)) ise bu durumda T:C - C
operatori tamamen sureklidir.

Ispat G(t,s), H(t,s) ve f(t,y(t)) fonksiyonlarmin siirekliliginden ve pozitif
olmasindan dolay1 T:C — C operatori de sureklidir.

Q c C smurli olsun. Bu durumda her 7 € [0,1] ve y € Q igin, | f(t,y(t))l <M
olacak sekilde bir pozitif M sabiti vardir. Boylece
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(Ty)(®)] =

1 1
fG(t,s)(pq <f H(s,r)f(r,y(r))dr)ds

1 1

Sf G(s,5)@q (f H(r,‘r)f(‘r,y(r)) dr)ds

LTea-n MT () A
rCa—y) d] [F(Zﬁ) < 1-— ap‘lfﬁ‘1>l

elde ederiz. Buise T () nin diizgiin sinirli oldugunu gosterir.

Ayrica G(t,s) ve H(t,s) fonksiyonlarinin [0,1] X [0,1] siirekli olmalarindan,
biliyoruz ki [0,1] x [0,1] de dizgln sureklidir. Bu yizden, s € [0,1] ve her
€ > 0 icgin dyle bir § > 0 sabiti vardir ki, her t{, t, € [0,1] ve |t; —t, | < &
icin

MT Pt
| G(t1,5) —G(ty,5)] < Pp lr(z(g)) < 1+ 1— Zp—lfﬁ—1>l €

elde edilir. Boylece her y € Q icin

ITy)E2) = (T 1
= -]- | G(tZ,S) - G(tlﬂs)l(pq <j. H(S,T)f(T,y(T)) dT)dS
0 0
< [y 16(ts8) = G(ty, )leq (Jy H@Df (1.y())dr ) ds
M) 1 ar” ' G G d
q [F(Zﬁ)( +W)l£ | (tZ'S)_ (tl,S)l S

<¢

—_ )

olur ki, Arzella-Ascoli teoremi kullanilarak, T() nin equi siirekli oldugu
sOylenir, Boylece T: C — C operatoriiniin tamamen stirekli oldugu elde edilir.

Teorem 2.3 Eger f € C([0,1] X [0,+0),[0,4+) ve f(t,y) y ye gore
azalmayan bir fonksiyon ise (2.2) BVP, B, kimesinde bir minimal v pozitif
¢coziimune ve bir maksimal w ¢Ozumiine sahiptir. Ayrica, m — oo igin [0,1]
araliginda v, (t) - v(t) ve w,,(t) = w(t) olur, burada
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1 1
vt = [ 6o, ( | 16015 vm @) ) ds (2.26)
0 0
ve
1 1
Wi () = f G(t,5)9q ( f H(s,r)f(s.wm_l(r))dr>ds (2.27)
0 0
seklindedir.
Ispat

[(@=y) ] [MlF(ﬁ) ( ab~! )r‘l
r2
F'Ca—vy) dl| T'(2B) 1 — qpr-1&p-1
olacak sekilde B, = {y € C:||y || £ r }alalim.

Adim 1: (2.2) BVP en az bir ¢6zlime sahiptir.

Her y € B, igin | f(t,y(t))l < M; olacak sekilde bir pozitif M, sayisi vardir ve

(Ty)(®)] =

1 1
fG(t,s)goq (f H(s,r)f(r,y(r))dr)ds
% %

f G(s,8)@q (f H(‘L’,T)f(‘[,y(‘[))d‘[) ds
0

_Ta-n M,T(B) ap1 =
ra—vy) d] [ r2p) < — ap~1gh-t > l

elde edilir. Bundan dolay1

<

T:B, > B,

dir.

Lemma 2. den T:B, — B, operatoriiniin tamamen siirekli oldugu goriiliir.
Boylece Schauder Sabit Nokta Teoremi kullanilarak, T operatorunin en az bir
sabit noktasinin var oldugu sonucu elde edilir. Sonug olarak (2.2) BVP, B, iginde
en az bir ¢6ztme sahiptir.
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Adim 2: (2.2) BVP, B, de bir pozitif ¢céziime sahiptir, bu ¢6zim minimal pozitif
¢cozimdur. (2.25) ve (2.26) dan ,

Uy (t) = (Tv,,—1) (1), t €[0,1], for m =123, ... (2.28)
oldugu goriilebilir.
Ayrica f(t,y), y ye gore azalmayan oldugundan

0=vy(t) < vi(t) < v (t) <+, t€]0,1],

elde ederiz. T kompakt oldugundan {v,,} bir dizisel kompakt kiimedir. Sonug

olarak, m — oo i¢in v,, - v olacak sekilde bir v € B, vardir.
y(t), (2.2) probleminin B, icinde herhangi bir pozitif ¢c6zUmii olsun. Ag¢iktir ki
0=v(t) < y(©) = (Ty)(®)
olur. Boylece,
() < y(), m=012,-- (2.29)

elde edilir. (2.29) da m — oo i¢in limit alirsak v < y(t) elde ederiz.
Admm 3: (2.2) BVP, B, de bir maximal pozitif ¢c6zlime sahiptir. t € [0,1] igin
wo(t) =1 vew;(t) = Twy(t) olsun. T: B, = B, oldugundan w; € B, elde
ederiz. Boylece

0< wi(t) <1 = wy(t)
olur. Ayrica f(t,y), y ye gore azalmayan oldugundan

e S W (B) < - < wp () < w(B), t € [0,1]

elde ederiz. Adim 2 dekine benzer yolla,

Wy, (t) > w(t) as m - «
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oldugunu goriiriiz ve
1 1
w(t) = f G(t,s)o, (f H(s, T)f(T,W(T))dT > ds

elde edilir.
y(t), (2.2) probleminin B, deki herhangibir ¢oziimii olsun. Agiktir ki
y(£) < wo(0)
saglanir. Boylece
y(t) < wy(t) (2.30)
olur.

(2.30) dam — oo igin limit alirsak, her t € [0,1] icin y(t) < w(t) sonucunu
elde ederiz

Bu kisimda,

f(ty) f(ty)
fO=lim,_ o+ sup ——————, fo =lim, Lo+iNfiejor] — T,
y= 0t SRRl o Wy 1D S XA R
f(ty) f(t,y)
fe=lim,, o sup ——— o =1lim, ;o iNfico1] —
yoroo SRR (Ll y 1) ot LA o Wl y 1)
limitlerini ve
_ T@-y) r(g) ap-1 a-1
T r'a-y) ] [F(Zﬁ)( a(p‘l)fﬁ‘l)] !

1 8
B, = J G(1,5) @ < J Mming< < s H(s, T)dT) ds
0 9

sayilarini tanimlayalim.

Teorem 24 f € C([0,1] X [0,4),[0,4)) olsun ve asagidaki kosullar

saglansin.
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(N1) fo = foo = F00,

(Nz) Hert € [0,1],y € [0,p4] icin f(£,y) < @, (Is || y I} olacak sekilde

p1 > 0 sabiti vardir.

Bu durumda (2.2) BVP nin

1 1 1 1
I<—<1I<—<+ I<—<1I<—<+
LB, BT Ve VSTB, B>

icin
0 <[lyslI<ps<lly |
olacak sekilde en az iki y; ve y, ¢6zUmU vardir.

Ispat Limit tanimindan

& _ Ft.)
=lim,_ o+ in ——— =4
o = Himy- o nfeetoal o @15 1)

oldugu i¢in
olacak sekilde p, € (0, p;) sayist vardir.

Qp, ={yE C:lyl<po}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda, her y € 0 Q,, igin Lemma 2.4 den

(Ty)(t) =J G(t,s) @q <f H(s,r)f(r,y(r))dr)ds
0

0

Zf t* G (1,59, (J H(s,7) @p (L II}’I|>dT) ds
0 0

1 5
> 1, f G(1,5) ¢, <f Ming< < s H(s, T)d‘[) ds |yl
0 9

elde edilir. Boylece,

(2.31)



27

ITyll= LB |yl
oldugu gortiliir.

Benzer sekilde ((2.31) kullanilarak,

ITyll=1lyll. VY y€odQ,
elde edilir.
Lemma 2. dan
i(T,Q,,,C) =0
olur.
Ayrica,
f&y)

— +w’

w = lim,_ » in —_— =
Joo =ty fectonl G5 T

limiti geregi
fey)zepallyll),  te[01],  yE€ [pg+)
olacak sekilde py > p; esitsizligini saglayan bir pg vardir.
Qs ={y € C:|lyll <po}
kiimesi tanimlansin.

Bu durumda her y € 9 Q,; icin, Lemma 2.4 kullanilarak

(Ty)(t) = f G(t,s) @q <J H(s,7) f(z,y(x))dr > ds
0

0
ZJ t*1G(1,5) @ <J H(S'T)(pp(l4||y||)dT>dS
0 0

1

5
>, J G(1,s) goq<J mingstng(S,T)dT> ds |yl
0 9

(2.32)
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elde edilir. Boylece
Tyl = LB1 |yl
olur.

Ayrica (2.31) ile birlikte

ITy =Myl vV yeadQ,
oldugu agikca goriiliir. Lemma 2. kullanilarak
i((T,Qp;,C) =0 (2.33)
elde edilir.

Son olarak Q, ={y€ C:||y|| <p;} kiimesini tanimlayalim, her
y €08, icinLemma 2.4, Lemma 2.5 ve (N,) kosulu kullanilarak

1 1
(Ty)(t) = f G(t,s) @q (f H(s, T)f(‘[,y(‘[))d‘[) ds
0

0

< 665,59, ( f Heo) <pp(zs||y||)dr> ds
_  Jaop ] I L) < ap~ )l"‘l .
STa—p) |- T d] [T@p 1 — qr-1¢h-1 '
oldugu goriiliir. Bu ylizden
ITyll < 5Byl
esitsizligi elde edilir. Ayrica (2.31) ile birlikte
ITyll<llyll, VyeoQ,
olur ki, Lemma 2. dan
i(T, Q

pC) =1 (2.34)

oldugu sonucuna varilir.
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(2.32)-(2.34) kullanilarak ve py < p; < pg I¢in
i(T,Qp:\ Q,,0)=—-1,  i(T,Q,, \Q,,,C) =1

elde dilir. Boylece T operatdrii, y; € Q, \Q,, Ve ¥y, € Q,:\Q, sabit
noktalarina sahiptir. Ag¢iktir ki, y;, vy, ler (2.2) BVP nin pozitif ¢bzimleridir ve
0 < |l y1lI< p1 <lly, || esitsizligini saglar.

Benzer sekilde asagidaki sonucu da elde ederiz.

Sonug 2.1 Kabul edelim ki f € €([0,1] X [0, +0), [0, +)) olsun ve asagidaki

kosular saglansin:

(N) fO=f2=0.

(N,) t € [0,1], y € [0,p;] icin f(t,y) = @,(Lell ¥ |I) olacak sekilde bir
p, > 0 sabiti vardir.

Bu durumda (2.2) BVP,

1 1 1 1
0<—<1I<K<—<+ Il<—<1I<K<—<+
1B, LB TV VS TR, BT

icin
0 <|lysll<pz <llyz Il
olacak sekilde en az iki pozitif ¢dzlime sahiptir.
2.3 (2.1) BVP icin Céziimlerin Coklugu
(2.1) probleminin bir ¢c6zimin( elde etmek igin 6ncelikle
By = {y:(=0,1] » R:Y|(—w0] € B,yl; € C*(J,R)}
kiimesini alalim ve ||.||; , B; kimesinde

1y lls =llyolls + sup{ly®]:0< t< 1}y € By
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ile taniml1 yar1 norm osun.

Tamm 2.3 (2.1) problemi bir y ¢6zimine sahiptir ki bu y € B; fonksiyonu J
Uzerinde

DF (g, (Dy(£))) = f(t,¥r)
denklemini ve
y(0) =0, D%(1)=aD%(),D%(0)=0, D¥y(1) =bD¥y(n)
kosullarimi saglar Syle ki, t € (—o0,0] igin y(t) = $(¢) olur.

J den R ye tiim siirekli fonksiyonlarin || v ||o: = sup{ |y(t)|:t € ]} normu ile
normlanmis Banach uzay1 C(J, R) ile gosterilir.

Simdi, B uzay ile ilgili aksiyomlar1 verecegiz:

(A;) Her t € [0,1] i¢in eger y: (—0,1) = R,y, € B ise bu durumda

asagidaki kosullar saglanir:
l. y: € B,
. | y(t)| < H|| y¢|lg olacak sekilde bir pozitif H sabiti vardir,

1. y denbagimsiz K(.),M(.):R, = R, fonksiyonlari vardir, burada K
strekli ve M yerel sinirlidir 6yleki

Il yells <= K@®sup {ly():0< s< ¢t} +M(@) [l yo lls
saglanir.

(A;) (Ay) deki y(.) fonksiyonu igin [0,1] de y;, bir B-degerli siirekli
fonksiyondur.

(A3) B uzay1 komple uzaydir.

K = sup{K(t):t € [0,1]} ve M = sup{M(t):t € [0,1]}
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ile gosterilsin.
= minerys1{ 91, 92(), gu(®)} ve
(2.35)
o =max {991,951, 11}

olsun.

Asagidaki kosullar, c¢oOziimlerin ¢oklugu ic¢in kuracagimiz teoremi

olusturmak igin gereklidir:
(H,) f surekli bir fonksiyondur,

(Hy) Her (t,u) € J x B icin surekli ve azalmayan bir g*: [0, ) — [0, )
ve surekli ve artmayan bir h*:[0,0) — [0, ) fonksiyonu vardir dyle ki ,
p1, P2 € C(J,R,) lerigin

p2OR (lul) < f&w) < p1(Oq Ul u D),
esitsizligi saglanir,

(Hs)

r p-1 L b
q*(Kr + Mll#llz)lIp1lleo F((Zﬂﬂ)) (1 Tz Zp—1gﬁ—1>] F((zcir —);/)) [1 * E]

<r

olacak sekilde bir r > 0 sabiti vardir,
(Hy)
1) 1)
[h* (KL + M [l |zl p2lleal?™ % [ [ o, ( [ HEs dr) ds] > 1
) )

olacak sekilde bir L > r sabiti vardir,

(H;)0<r<L<oR ve
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r) <1 ap~1 )}"‘1 I'(a—7y)

q* (KR + Mo lI)1Ip1 lleo T 2B 1—qp1¢h1 rQa—y)

+b]<R
i

olacak sekilde bir R sabiti vardir.

Teorem 2.5 Eger (H;) — (Hs) kosullar1 saglanirsa (2.1) probleminin en az (¢

pozitif ¢coziimi vardir.

Ispat Leggett-William sabit nokta Teorem Déniisiimiine dayanarak (2.1)

problemini sabit nokta problemine doniistiiriiyoruz.

N: B, — B;operatorinu

o(t), t € (—x,0],

N = j G(t,5) 9, (f H(m)f(r,yf)dr)ds, te [01]
0 0

seklinde tanimlayalim.

G(t,s) fonksiyonu (2.16) seklinde tanimlidir. Ag¢iktir ki, N operatoriiniin sabit
noktalart (2.1) probleminin ¢oziimleridir, ayrica p(s,ys) (2.11) deki gibi
tanimlidir. We define x(.): (—o0, 1] = R fonksiyonunu

(D), if te (—,0],
x(t) = {o, if te [01]

seklinde tanimlayalim.

Bu durumda, x, = ¢ dir. z, = 0 oacak sekilde her z € B with z, = 0 i¢in

— v _ [0, if t€ (=,0],
z(t) = {Z(t), if te[01]

ile taniml fonksiyonu Z ile gosterelim.

y(),

y(6) = f 6(t5) 9, ( f H(s,7) f(z, y:)dr> ds



33

integral denklemini saglasin.

y(.) fonksiyonunu y(t) = z(t) + x(t), 0 < t < 1 olacak sekilde bolelim ki
boylece her t € [0,1] icin y, = Z; + x; esitligi saglanir ve z(.) Fonksiyonu

1 1
z(t) = f G(t,s) @q (f H(s, 1) f(t,z; + x,)d‘r) ds

integral denklemini saglar.
By ={z€ C([0,1],R):zy =0} ve|l.|l1, By da
1z lls =llzollp + supflz(s)| : 0< s< 1} =zl
ile taniml1 yar1 norm olsun.

By , |- [|o normu ile birlikte bir Banach uzayidir. P: B, — B, operatorl

1 1
P(2)(t) = f G(t,s) @q <.I; H(s,7) f(z,z; + xT)dT> ds (2.36)

0

ile tanimlansin.
Kolayca gorilebilir ki, N operatori bir sabit noktaya sahiptir ki bu nokta P
operatoriiniin sahip olduguna esittir. Bu yilizden P nin bir sabit noktaya sahip
oldugunu gostermeliyiz.

Simdi P nin tamamen siirekli oldugunu gosterelim.

Adim 1: P surekli bir operatordur.

{z,}, By da z, = z olacak sekilde bir dizi olsun. Bu durumda,

| P(z)(t)| = G(t S) @q <J H(s,7) f(1,Z, + x,)dr) ds

Mla—7) (B) ap~1 a-1 _
ST@a-7) I2a-vy) d] IF(Zﬁ) < T—lfﬂ—l) X @qlll £C. 2
+x0 ]
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ve
| P(z,(t) — P(2)(D)]
 T@-n r(8) ar”! i
TQCa—-vy) y) d] lI‘(Zﬁ’) ( 1—aP-Dgh-1 )l
X [oqUl fFCozngy + x)ID — @qUl fFCzey + x)ID]
olur.

f siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in n — oo igin
IP(zn) — P(2)|lo > O
elde edilir.

Adim 2: P operatoru, B, daki sinirl kiimeleri yine bu uzaydaki sinirli kiimelere
donustiirir.

Bunu gostermek icin; verilen her & > 0 icin Oyle bir pozitif [ vardir ki her

Z€ By ={z€ By:llz]lp <¢*} elemami i¢in [Pzl < [ esitsizliginin

saglandigin1 géstermemiz yeterli olacaktir.
| P@O = [, | 6 9)q (f; Hs. D) f (0.7 +x)dr)| ds
1 1
< [ 650, ( | H(r.r)m(r)q(uz+xf||>dr> ds
0
_Ta-n I8 ar~! N
“TQRa-7) d] lr(zg)( ap——lng) 1P Mleo als )l =

burada

1 Z: +x: s < |z |15 + lIx:l5

< K(s)sup{|z(7) | : 0 <7< s}+M(s)l 2 s
+K(s)sup{|x(D)[: 0 <t < s} + M(s)|| xoll5

< Ksup{|z(z)|: 0<t< s}+ M| g

< KE+M|olls=¢ (2.37)
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dir.

Adim 3: P operatorl, B, daki sinirli kiimeleri es stirekli kiimelere doniistiiriir.

t; < t, olacak sekilde tq,t, € [0,1] ve Bg, By da siirh bir kiime secilsin.
Adim 2 dekine benzer sekilde, z € Bg olsun. Bu durumda,

1 1
| P(Z)(tZ) - P(Z)(tl)l < | f G(tl,S) (pq <.l- H(S, T)f(TIET +x‘r)dT> ds

1 1
_J. G(tz, S) (pq (f H(S) T)f(TlfT + x‘l’)dT> dS |
0 0

btz -t
d

<

maxse [0,1](|G1(t2,8) — G1(t,5)]) + maxse [0,1](|G1 (2, 5)

— G1(t1,9)])

1
X <pq<ll p Ilooq*(c*)f H(z,7) df)
0

elde edilir. G fonksiyonunun siirekliliginden, t, — t; igin esitsizligin sag tarafinin
stfir oldugunu goriiriiz. Bu bize P(B(0,¢)) n B, da es siirekli oldugunu gozterir.
Adim 1 den 3 e kadar elde ettigimiz sonuglar ve Ascoli-Arzela Teoremi P: B, —

B, operatoriiniin tamamen siirekli oldugunu soyleriz.
_ o
0 = {Z € By:z(t) = 0 ming g, 2(t) 2§|| Z|lo, tE ]}

kiimesi B, da bir koni olsun. P: ¢ — g nin iyi tanimli oldugunu gostermeliyiz.

z € p olsun, bu durumda Lemma 2. ve (2.36) dan

1

1
| P(2D)]|lo < f G(s,8) @q <f H(t,7) f(t,Z; + x,)dt) ds
0

0

5 5
<3 U G(s,8) @q (f H(t,7) f(t,Z; + x,)dt) dsl
9 9

elde ederiz.

Ayrica, Lemma 2. ve (2.25) kullaniarak

1

(P2)(t) = f G(t,s) @q (le(s, ) f(r,z; + xr)dr> ds
0

0
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a—-1

6 b9 )
> f 91(8)G,(s,s) + 92(5)G,(s,5) | g4 (f gu(@ H(t,0)f (1,2,
9 d 9

+ XT)dT> ds
5 5
>0 [.f G(s,8) @q <f H(t,7) f(t,z; + xr)dr> dsl
9 9

>Z 1P
> 1Pz o

elde edilir. Bu ise P:p — @ nin iyi tanimli oldugunu gosterir. (H;) — (H,)
ve (Hs) kosullar1 kullanilarak P:Cyr — Cx nin iyi tammli ve tamamen siirekli
oldugu gortiliir.
Y: 0 — [0, ) fonksiyonu
Y(2) = minge 9,52(t)

ile tanimlansm. 1 bir negatif olmayan konkav sirekli fonksiyoneldir ve

(@) <|lzllo for z€Cq
olur.

Geriye sadece Teorem 2.1 in kosullarinin saglandigin1 gostermek kaldi.

(Hy), (H3) ve (2.37) kullanilarak

| P2l = maxoc <1 | P(2)(0)]

1
< maXop< <1 {f (l Gl(tﬂs)l
0

a—1

bt ! =
+ 16,090 ) oy ([ WG D00

+ x; D] Pl(T)ldT) ds}
< Maxopsi<i {JO | G(t,5)| @q (JO H(s,©) q¢" (Kl z |lo
+ M||¢ ||B)p1(T)dT> ds}
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1 1
< .[ G(s,5) @q <J. H( 1) q" Kl z |lo + Mli¢ |I5) Pl(T)dT> ds

r Pt Ma -
< @q (q*(Kr + Ml ¢ )N P1 lloo r((zﬁﬁ)) ( 1+— zp_lg;m )) p((;a _}]/,))
b
3

<r
elde edilir.

Egerz € C (z/),L,i) ise budurumdaL < z(s) < é , S € [9,8] olurvebu
yuzden

{z€ C<1/J,L,g, 1/J(Z)>L}¢®

dir. Ayrica (H,) kosulundan

1

1
Y(P(2)) = ming< <5 {f G(t,s) @q <f
0 0

1 1

> mings es { f G(t,5) 9, ( f H(s, D) (| 7o + %0 ||)P2(T)dT>dS}
0 0

> ¢, (h* (KL

S5 S5
+ Ml )l p ||oo)minﬁstss{ L G(t,5) 9 ( L H(s,7) dr) ds}

H(s,7) f(z,Z; + xr)dr> ds }

elde edilir. Boylece Teorem 2.1 in (A;) kosulu saglanir.

Son olarak teoremin (A43) kosulunun saglandigini gosterelim. Eger z €
C(,L,R) ve || Pz|| >~ ise

1

P (P(z)) = MiNy<i<s {jo G(t,s) @q <J0 H(s,7) f(1,Z; + xr)dr> ds}

ol Pz||
L

v v

elde ederiz. Boylece, (A3) saglanir. Leggett and William sabit nokta teoremi
gosterir ki, N z,,z,, 25 sabit noktalarina sahiptir ve bunlar (2.1) probleminin
¢ozlmleridir. Ayrica
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7z, € Cp, z,€{ze CWY LR):Y(z)>L},zz€ CR—{(W,L,R)V C,}
elde ederiz.
Teorem 2.11 den, ¢ pozitif z,, z,, z3 ¢oziimi vardir dyleki
|z, || <7, L<a(zy(t)) ve a(zz(t)) <L olacak sekilde || z3 || > 1
esitsizlikleri saglanir.

Son olarak , problem (2.1), i¢ pozitif y,,y,, y; ¢c6zimine sahiptir ve

(o(0), if t € (—,0],
yi(t) = {Zl-(t), if te [01], forie {1,23}

seklindedir. Boylece ispat tamamlanir.
2.4 Ornekler
Bu bdliimde ana sonucumuzu destekleyen 6rnekler sunacagiz.

Ornek 2.1 Asagidaki problemi ele alalim:

D2 ®2 (D%y(t)) =M, te (0,1),
1+ ]y@l
(2.38)
0) = 0, D3y(1) = -, Dy (1> D3y(0) = 0, Diy(1) = =, D2y (1)
Ly ( ' 3’ 4)’ ’ 2’ 4)’
burada
3 3 1 s _ ,
a_zl 3_2) V—Z; p—q—; a = ) - )

ve f € C([0,1] X [0, +0),[0, +)).

2-1
AyricaM; = wand a?~! = G) = % dir. Kolay hesaplamalarla
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[(a—7) r'(g) b~ g
ZT2a=7) I'Qa — y) d] IMI r'(2p) ( 1—qr-1&h-1 >l ~ 15"

elde edilir. Boylece Teorem 2.3 kulanilarak, (2.38) BVP nin bir minimal pozitif
v ¢6zUma ile bir maksimal pozitif w ¢6ziimii oldugu sdylenebilir.

Ornek 2.2 Asagidaki problemi ele alalim:

7 3 t 2 1
Da(p3(Dzy(1))) = g[2(y @ I3 + 4lly D) + 1 ¥ Il te (0,1),
2
3 1 1 3 1 3 1 (1 (239)
y(0) = 0, Dzy(1) = (16>D2 y( ) D2y(0) = 0,DZ y(1) = ; D2y (Z)‘
burada
3 7 1 3 A 1 , 3
a=gB=gpy=3r=3 =3 a=4g —
£ £ 1>0 d= !
f F— 31 77 - 41 a y = - 4
Y = ive = % alalim. Kolayca goriiliir ki
['(a - p-1 -t
= ( ") ] [ a4 = 0.37744
F(Za Y) d r'(2p) 1 — qp~1§6-1

ve

— j (1—5)¢71 - (1—5)%-1ds

(1)
j((l—s)n)a T 1—(17—5)“ y- 1ds+ ((1 =) )a AR
3

1 abP-1 q-1
Q) <] o -of 1dT+1p—1€mJ 11 -1k 1dr>l
= 0.090137

elde edilir. p; = 8, ls = 2 segilerek

1
fty) =g QEA+8)+8) =4 =p,(slly I) = p3(8 % 2),
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elde edilir. Boylece (N,) kosulu saglanir. (N;) kosulunun da saglandig: kolayca
goraldr.

1
[2B1

1

<1<

Ayrica, I, =15 ve L, = 121igin 0 <——< 1<—<+oVve 0 <
5

l4—1

1 .
— < +oo elde ederiz.
IsB

Boylece, Teorem 2.4 ile (2.39) BVP, 0 < || y4|| < 8 < || y,|| olacak sekilde en
az iki y; ve y, c¢ozimine sahiptir.

Ornek 2.3
3 3 2 t
|(DE <<p2 <D§y(t)>> - % it te=1[01],
3e 10 V4 + t2
{ 3 1 3,1\ 3 1 1.1 /1 (2.40)
y©@ =0, D2y(1) = Dz(5) . DZy(0) = 0,DZy(1) =5 D7y 5,
Ly® = ¢@® if te (—oo,0],
problemini alalim, burada
3,3 1 1, 1. _1 1
a—z,ﬁ—z;y—z,p—q— Ia_sl _2F€_4F 77_4’
a—y—1=20
¢ fonksiyonunu || ¢ || = 11—0 olacak sekilde segelim. B, ,
B, = {u € C((—,0],R): limy_, _s,e¥ *u(H) sonlu}
Uzerinde

llully = supge (~w,01 € ¥ 1u(6)]

normunu alalim. uy € B, olacak sekilde u:(—o0,1] — R olsun.
Bu durumda

limg_, _ee¥ Pu(0) = limg_, _one¥ Pu(t + 0)

= limg,, _oe¥ @ u(0)
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= e¥tlimy_, _eV Ouy(8) < +oo
elde edilir. Boylece, u; € B, oldugu goriiliir.
K=M=1veH =1ic¢in
lull < K(@sup {{u(s) :0< s < t}+ M@ yo lly,
esitsizligi saglanir ve u(t) = u(t + ¢) elde ederiz.
Egert+6< 0
lue (Ol < sup {u(s) :0< s< ¢t}
olur, boylece her t + 8 € [0,1] igin
lue (Ol < sup{u(s)|: —o< s< 0}+ sup{|u(s):0< s< ¢t}
elde edilir.
Boylece
luelly <llullo + sup{u(s):0=< s<t}.

Agiktir ki (By, || u [[,) bir Banach uzayidir.

2|l yelle®
fE&9) =—5 o Gy ETX By
3e 10 V4 +t?

oldugu icin

TO=3mO=e M =D, pO=(—=) r=z0

2
V4 + t?
secebiliriz. f, q*, vy, h*, p, fonksiyonlarinin se¢iminden

PO lyID = f&,y) < pi@®Oq Uy D)
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esitsizligi elde edilir. Buradan birtakim hesaplamalarla

5 5
MiNg< t< 5 [L (Gl(t, s) + SGZ (n, s)) <L H(s,7)ds

aP-1 ) q-1
f H(¢, 1) dT) ds]

_i_l—ap‘lfﬁ‘1
1 3 .
= |—— 3 a-1 _ a-y-1 lf _ a=y— 1
) f_ 5% 1(1 —5) ds + % (n(1-19)) ds
3 2
i
X |— f §F-1(1 —1)f1dr
T
I
2—1
1 2 \]
3 € |
y |, A -0Ftde I|
-3 /|
= 0.18383,
ve ayrica
(1 (KL + M 19 Il palll®™ = b (1 4+ 555
(,'b B P21l - 100
ve

5 5
f G(t,s)g0q<J H(s,r)dr)ds > L
9 9

(A" (KL +M (| ¢ [l P2 llo]¥ X

oldugu goriiliir ki, bu bize

1 1
e~ 10(105"") x 0.18383 > L

esitsizliginin L = 0.15 secimi ile saglandigini gosterir.
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1
[q"(Kr + M || ¢ Il pallew 1272 = (r +_) 1

ve

Tla-n re) aP1 -1 B
F(Za ¥) d] l[‘(zg)( T‘lfﬁ‘lﬂ = 0.93333,

oldugundan

r p-1 Tt pa - b
lq*(K‘r + Ml ¢ |l Py Ilm% <1 Tz Zp—lgﬂ—1>l r((ZO; —];/)) H 5]

<r,
esitsizligi
1( + 1) 1% 093333 <
—_— X 0.
3\" T 100/¢ s 7
r = 0.10 secimi ile ayrica
1(R+ 1) 1% 093333 < R
—_— X 0.
3 100/ ¢ =

R = 0.17 secimi ile saglanir.

Boylece, Teorem 2.5 in tiim kosullar1 saglandigindan, Problem (2.40) ¢
pozitif y;, y, ve y; ¢oziimine sahiptir.
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3. LINEER OLMAYAN GECIKMELI KESIiRLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN iINTEGRAL KOSULLU BiR SINIR DEGER
PROBLEMININ POZITiF COZUMLERI

Bu bolimde sonlu gecikme terimi iceren bir kesirli mertebeden p-laplasyen
operatorlii integral sinir kosullu problemin pozitif ¢éziimlerinin varligi {izerine

kosullar1 inceleyecegiz. Ele alacagimiz
(Dﬁ((Pp(CDaY(t))) +fy) =0, t € [0,1],
y@)=¢ @), te[-1,0]
1
y(0)=y"(0)=0, y1)= kf y(s) ds,
0
L 9p(° D*y(0)) = [p,(“D¥y(0))]' =0,

(3.1)

integral sinir deger probleminde, 2 < a < 3,1<f < 2,0<k <2,°D% ve DA
lar siras1 ile Caputo ve Riemann-Liouville tirevler, 7 € R* olmak (zere
f:10,1] X C; = [0, +0) strekli fonksiyon t €10,1] ve
0 € [—1,0] olmak tizere y,(0) =y(t+6) , ¢p € C,(:=C[-1,0]) ve C,
| & ll—z0] = Maxge[—z0) | ® (B) | ile normlanmis bir Banach uzayr Oyleki
Cf={ye€ C[-7,0]|y(t) = 0, t € [-7,0]} ve son olarak p > 1, ¢, = ¢,
ve % + é = 1 olmak tizere ¢, (y) = |y|P~2y p-laplasyen operatérudir.

Bu kisimda oncelikle gerekli tanim ve lemmalar verilecek ardindan (3.1)
probleminin tek ve ¢ok sayida pozitif ¢ozlimiiniin varlig izerine kosullar1 veren
sonuclar elde edilecektir.

3.1 Temel Tanim ve Bilgiler

Oncelikle ana sonucumuzu elde etmek icin gerekli olan temel tanimlar,

lemmalar ve gerekli bilgiler sunulacaktir.

Tamm 3.1 ((Cabada and Wang 2012), (Ramdane and Guezane-Lakoud 2021)).
Bir f(t) fonksiyonunun « inci mertebeden Caputo kesirli tlirevi

1

PTO =0 fot(t — )P F(s)ds,

n—-1<a<n

(3.2)

ile tanimlanir.
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Tamm 3.2 (Li, Zhang and Jiang 2020) K bir reel Banach uzayi ve P © K, bostan
farkli, konveks, kapali bir altkiime olsun. Bu durumda

l. Ay e P, forallye PandA > 0,
Il. y,—y € P impliesthaty = 0,
kosullarini saglayan P kiimesine K da bir koni denir.

Tamm 3.3 (Li, Zhang and Jiang 2020), (Lu, et al. 2013) P, bir K reel Banach
uayinda koni olsun. Eger siirekli Y : P — [0, o) donilisiimii

Ytx+(1—-8)y) = tY(x)+ A —-0)Y (y), X,y € P, t € [0,1],

kosulunu saglarsa, bu durumda Y ye P kimesinde negatif olmayan surekli
konkav fonksiyon denir.

Benzer sekilde, eger strekli v: P — [0, o) fonksiyonu her x,y € P vet € [0,1]
icin

vitx+ (A -t)y) < tv@)+ A -tv(y)

esitsizligini saglarsa, bu v doniisiimii bir K Banach uzaymin P konisinde negatif
olmayan surekli konveks fonksiyondur, denir.

Lemma 3.1 (Li, Zhang and Jiang 2020), (Ramdane and Guezane-Lakoud 2021)
Kabul edelimki @ > 0 ve n = [a] + 1 olsun. Eger y € L[0,1] n C[0,1] ise bu
durumdac; ER, i = 1,2,...,n,i¢in

1% (Def(t)) = f(t) —c; — Cpt .. —Cp 71 (3.3)
olur.

Lemma 3.2 (3.1) integral sinir deger problem has a unique solution as follows:

1

f G(t,s) ®q (Iﬁf(s, ys)) ds, t € [0,1],
0
o(t), t € [-1,0],

y() = (3.4)
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olacak sekilde bir tek ¢bzlime sahiptir, burada

G(t,s)
2t(1 - ) M(a — k(1= 5)) —a@ - k)(t — )™ <1
_ J C-Kr@+1) ' -7 (35)
T 2t(1 =) Na— k(1 -5))
L Q-Kr(a+1)

olur.
Ispat u(t) = ¢,(°D*y(t))olsun, bu durumda (3.1) problemi

{Dﬁ u(t) + f(t,y) =0,

1(0) = 1/(0) = 0 (3.6)
sekline doniisiir ve
LDy (1) = gq(u(®), t € (0,1)
y(0) =y"(0)=0, y(1)=k ]O y(s) ds &7

olur. Lemma 2.2 ve (3.6) kullanilarak
u(t) = —IBf(t,y,) + c tF=1 + ¢, tF2
elde edilir.
Sinir kosullarindan 1(0) = u'(0) = 0 oldugu i¢in ¢; = ¢, = 0 ve bdylece

u(t) = -1°f(t, ;)

-1

= — t —5)B1
7). €= 9 ey ds. 39

elde edilir. Ayrica (3.7) ve Lemma den
y(t) = _Ia‘pq(lﬁf(t’Yt)) +co + 1t + cpt?

olur. y(0) = y"'(0) = 0 oldugundan ¢, = ¢, = 0, ve bdylece
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y(t) = —1%p(IPf(t,y0)) + et
yazanz. y(1) =k [ 01 y(s) ds kosulundan

1 (1 _ S)a—l
I'(a)

y() =k fo y(s)ds = — fo g (IPF(s,y))ds + ¢4

ve boylece

1 1(1_ )a—l
o=k [ Y5 ds + | s (P (s s

sabiti elde edilir. Bulunan ¢4, (3.9) da yazilirsa

1
Y(©) = 1%, (1P £(t,y0)) + kt f y(s) ds
0

1(1_ )a—l
vt | e s

olur. Burada H = foly(t) dt alirsak, (3.10) dan

f ft(t_ ™ 1g0q 18f (s, ys))dsdt+j kt Hdt

e
j ] (1 ;(S)) (pq ] Bf(s, ys))ds dt
1( —5)* k TA -9
— f m(pq(l f(s, YS))dS+2H+2J;) I'(a)

sonucuna variriz. Boylece

(2-K) ! (1 — )

+2f01(1_ il 1<pq(1 f(s,55)) ds

I'(a)

ve

3.9)

(3.10)

0q(IPf(5,75))ds
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-2 (11 -s)”
H=o kfo NCEE) Pq(IFPf(s,y5))ds

(3.11)

1 1(1—g)at
* 2—k fo T'(a) Pq(IPf(s,¥5))ds.

elde ederiz.

(3.11) i, (3.10) da yazarsak

trs _ a—-1
y(t) = _.f %(pq(lﬁf(sf ys}))ds
0

2k 1 1—=235)%
2 —tkj; 1E(a _:)1) Pq(IPf (s, y5]))ds

‘2t = 9 Ha —k(1=9) ~at =92 =B
) Jo (2—Kk)(a +1) Pq (Iﬁf(s' Y{s})) ds
121 - 9)*Y(a —k(1-5))
+ft Q2-Kl(a +1)

0o (IP£(s.3)) ds

1
:f G(t,S) (pq(lﬁf(S;yS))dS
0

¢6zUmin( elde ederiz, burada G(t,s) problemin Green fonksiyonudur.

Lemma 3.3 (Li, Zhang and Jiang 2020) (3.5) ile tanimli G(t, s) fonksiyonu

! Her t,s € (0,1) igin 0 < G(t,5) < == I'(@)}, burada 0 < k < 2,

1. Hert,s € (0,1)ve2 <a <3 ic¢in tG(1,s) < G(t,s) <

2a
o —z)G(l'S) burada 0 < k < 2,

ozelliklerini saglar.

Lemma 3.4 (EI-Shahed 2007), (Li, Sun and Zhao 2020), (Cui, Kang and Liu
2015) K bir Banach uzayi ve X < K bir koni olsun. 2, ve 2 ler 0 € 02, ve
0, c 0, olacak sekilde K nin agik alt kiimeleri ve T:X n (ﬁz \ .(21) - X

tamamen siirekli bir operator olsun. Eger
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l. Herye XnoR,icin||[Ty || <||y|l vehery e X Nna,icin
ITy =1yl

ya da

Il. Herye XnaR,icin ||Ty||< ||yl vehery € X na ) igin
Tyl =1yl

kosullarindan biri saglaniyorsa, bu durumda T nin X N (2, \ 2;) kiimesinde bir

sabit noktasi vardir.

Lemma 3.5 (Li, Zhang and Jiang 2020) Eger p € (0,3 ) bir sabit say1 ise bu
durumdahery € Pve s € [p,1— p]igin

Il vs ”[—‘r,O] =ully ||[0,1] , Iy ||[0,1] = SUPte [0,1] | y(®)]

ifadelerini saglayan bir sabit 4 € (0,1) sayist vardir, burada P kiimesi, seklinde

tanimlansin.
Lemma 3.6 daki gibi tanimlidir.
3.2 Coziimiin varhg iizerine sonuclar

Bu kisimda kullanacagimiz bazi gosterimleri ve gerekli olan hipotezleri
vererek baglayalim.

f(ty)

or (¥l o
f(ty)

-0t 4
A =01=0" go (1 Yl —z.01)
1-p
J sPla-VG(1,s)ds, wue (0,1), pE€ (0;2
p

foo = liMye ci | ylli_y gp>+o0

= limye c+

U

B, =
" 2(r+ )"
2a

T (B +1)""

| =
N——

B

1
f sPa-V G(1,s)ds
0

olmak Uzere

(H) [-7,0] da¢p = 0,
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(H)) te€ [01]vey € C} icin f(t,y)= 0,
(H3) fo = foo = +o,

(Hy) fo = fo =0,

(Hs) Eger my = || ¢ |[[-1,0] > O olacak sekilde bir sabit varsa bu durumda
my
FeN<o, (3)  1¥lmme Dml  te 01

(Hg) Eger mg = || ¢ ||[—r,0] > 0 olacak sekilde bir sabit varsa bu durumda

Hmg
ft,y) = e, ( B, ) Iy lli=z0] € [umg,mpl,  tE€ [p,1 —p]

saglansin.

C[—7,1] de T operatori

Ty(t) = »IO G(t,s) Pq (I'Bf(s, ys)) ds, t €[0,1],
P(t), t € [~,0]

seklinde tanimlansin.

Lemma 3.6 (H,), (H;) kosullari saglansin, || y [l[—z1] = maxie[—17 | y(©)] ile
normlanmig bir K = C[—1, 1] Banach uzayindaki P konisi;

P={y€e K| y=> 0ve y,[0,1] de konkav},
ile tanimlansin, bu durumda T(P) € P ve T:P — P tamamen sireklidir.
Ispat T operatdriiniin siirekli oldugu aciktir. 2. Kismin gergeklendigini gorelim.
Eger J, P de bir sinirhi alt kiime ise || y || < b olacak sekilde dyle bir b > 0
sayis1 vardir.

M1 = Supte [0,1],3/6 [0,p] | f(tl Yt)l + 1

olsun.
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Bu durumda, her y € Jicin

- 2MI
T -kr@rE+ 1)

| Ty(6)] = f (6,5 9, (1Pf(s.y0)) ds

elde ederiz. Boylece T (J), diizgtin sinirlidir.

y € Jvet; <ty ty,t; €[—1,1]olsun. Eger 0 < t; < t, < 1 ise budurumda

| (Ty)' ()| = 0q (1P£(5,75)) ds

120 =9)Ya—k(1-5))
J;) 2-Klr(a+1)

| e () as

120 - )Y a—k(1-5))
= -[0 2 -k (a+1) [ 00 (1765:29)

t(t —s)%2
_fo I(a—1) | Pq (Iﬁf(s' 3’5))
121 - ) Ya—k(1—5)) 5(s — 1)f1
" & (s —7)f !
o Ta—1) (’E" <jo F(B)) f (T:yf)a;r)
20— (@ -k -5) M;s
S]O Q-Kl(a+1) Q<F(ﬁ+1)) ds
t (t _ S)a—z M1$‘8 ;
+f0 -1 % <F(/>’+1)) ’
2aMI™? 1
— q-1 fo (1-s)*1ds

<
C-Kla+D(TE+1)
Mt
+ 1
M(a— DB+ 1)
4—k MI~t
S [ 1 =
2-krI'(a) (T(B + 1))q

ds

ds

ds

ds

ft(t —5)%2ds
0

olur ki béylece
[

| Ty(t) — Ty(t)| < |(Ty)' (s)|ds < My(t; — tq)

t1

elde edilir.
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Kabul edelimki —t < t; < 0 < t, < 1 olsun, bu durumda

ITY(6) = Ty(e)] = | Ty(&) = Ty(O)] + | Ty(0) = Ty (&)
< [ 1669 = 609 gq (1# £G30)| ds +] 9(0) = d(e0w)
2MI

<
(2= Kr@(rE+1n)
2MI

<
2-Kr@(re+1n)

— 2+ 6(0) — $(t)]

= lta—t| +1¢0)—¢(ty)]

elde edilir. Boylece T (J) es siireklidir ve Ascoli-Arzela teoreminden, T'(J) nin

relatively kompakt oldugunu sdyleyebiliriz.

Teorem 3.1 Kabul edelim ki (H,),(H,), (H3) ve (Hs) saglansin, bu durumda

(3.1) IBVP nine en az iki pozitif y; ve y, ¢oziimii vardir ve ¢oziimler

0<|ly1ll-z1 <mMu < || ¥2 ll[-z1]
esitsizligini saglar.

Ispat Kabul edelim ki (Hs) saglansinve Qp,, ={y € P: ||y |l[=c1] <My }
kiimesini tanimlayalim, hery € P N0 Q.

1

f G(t,s) @q (Iﬁf(s, ys)) ds, t €[0,1],
0
d)(t): t e [_T' O]
2am 1
1 Blgq-1) G , d , 0,1 ,
<{Bk(a —2)(T(B + 1))"‘1fo ’ (ts)ds,  re[0]]
| & lli-z0p t€ [-7,0]

< { m,;, teo0,1],
o ” ¢ ”[—‘L’,O]' t E [_TI 0]1

<@ -1

Ty(t) =

elde ederiz, bu ise bize
Y€ PNOQy, icin || Ty l—c1y < ||y =211,

esitsizigini verir.
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Kabul edelim ki (H3) saglansin. f, = o oldugundan, 0 < || y |[[=¢0] < 14 iGN
f(&,y) = @,(Ao I Y ll[=r,01) Olacak sekilde || ¢ ||[[—z,0] < 11 < my secebiliriz,
burada Ay > 0, 4By = 1 esitsizligini saglar. Qp, = {y € P:||ly |l[-z,13 < M1}
olsun, hery € PN ad Q, icin

(ry) (1) J T6(3,5) 04 (17 0) ds

1
sBla- 1)(; - s)cpq @p (1 ¥s li=r01) ) ds
(F(,8+1)) fp 2 ( )
J‘l p ﬁ( D 1
a- G - S)”)’”[o,ﬂds
2(r(/3+1)) J, 2’
j-l P Bg-1) 1
sBla- G—S>II3'II[— 11ds
—1 v
2(F(ﬁ+1)) p 2’
2 ||y =z

saglanir, bu da bize

I Ty -z 2 1Y ll-c1)y  for y € PN 0 Qy,

oldugunu gosterir.
Ayrica, fo, = o oldugundan, her || y |[{—70] = # 2 igin
f(&,y) = @p(A1 | ¥ |l[=z07) olacak sekilde n, > m; > || ¢ ||[—r,0] S€CeDiliriz,

burada, A; > 0 sayis1t A;By = 1 esitsizligini saglar.

Qn, ={y € P:|| Y ll[-z1) < n; } kiimesini tammlayalim, hery € PN 3 Q,,
icin

(Ty) (l> J (1 )coq 1 Pf(s, ys))

f b g (L
DG (3,5 ) 0a(@plys leo)ds
-1 q\rp s =T,
(F(ﬁ+1)) p 2’
fl P81 ¢ (L
SPaD G (2,5 )l llods
Z(F(ﬁ+1)) 7 2’
fl B g (L
06 (3,5 )1y llends
Z(F(ﬁ+1)) 7 2’ '
> 11y llpes

oldugunu goriiriiz ki bu da bize
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Ty lli-z11 = Y =z,
esitsizligini verir.
Boylece, seklinde tanimlansin.
Lemma 3.6 nin birinci ve ikinci kismindan ispat tamamlanur.

Teorem 3.2 Eger (H,),(H,), (H,) ve (Hg) kosullart saglanirsa , bu durumda
(3.1) IBVP nin iki pozitif y; ve y, ¢6ziimii vardir ve bu ¢dziimler

0 < lly1 ll[-z,11 < Mo < lly2 ll[-z.1]
esitsizligini saglar.

Ispat Kabul edelim ki (Hy) saglansin ve Qp, ={y€ P: ||y =717 < mo}
kiimesini tanimlayalim, her y € P N 0 Qyy, icin

(Ty) G) > fpl_pG (%S)% (Iﬁf(s.ys)) ds

> % fpl_pG(l. s) @y (Iﬁf(s, ys)) ds

m 1-p
> of I f sPa-1G(1,5)ds
2By(T(B+ 1)) p
=my= |y ”[—‘r,l]:

olur, boylece
ITY lli-z,11 = ly llf-z11
elde edilir.
Eger (H,) saglanir ve ayrica f, = 0 olursa, her 0 < ||y |[[=z0] < m, igiN
f&,y) < o,(N |7 lli=z01) olacak sekilde ||¢ ||[_z1) < My < mq segebiliriz,

burada N > 0 asyist NB; < 1 esitsizligini saglar.

Qm, ={y € P: ||y lll=1y < my }olsun, hery € P N3 Q,, icin
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1
Ty(t) < J;) G(t,5) @q (Iﬁf(s’%)) ds, t €10,1],
o), t € [-1,0].

2a N ' pa-n
=5 | SO eods, te 0]
Sqk(@=2)(TB+1)" o
& I~z t € [-1,0].

< ¥y -1

elde edilir, bu da bize

ITY lli-z11 < 1y -1
oldugunu gosterir.

Ayrica, fo, = 0 oldugundan, her ||y |[[=0 > Q i¢in f(t,y) < X ||y ll{=,0]
olacak sekilde bir Q > m,, vardir, burada X > 0 sayis1 (X +1)B; < 1

esitsizligini saglar.

Bir sabit m, > 0 sayis1 segelim Syleki m, > max { m, || ||[—z,0;, max {f (s, ys) |
0 < @p(llys li—z,0) < Q}X}olsunve Q.. ={y € P: ||y [[-1) < m, } kUmesini
tanmimlayalim. Hery € P N 3 Q,,, i¢in

( 2aQ
— G(1, 1Bf(s,y,))ds +
JIlys li—eor>e k(@ = 2) (1,5)¢q ( f(s,y )) s

2aQ
—G(1,5)p Iﬁf(s,ys) ds, t€[0,1]
fosnys li—zoy< K@ = 2) ! ( )

\ o (1), t € [—1,0]

Ty(t) <-4

{{sz +max{f(s,¥(s)) | 0< @, (||vs lj-z01) < Q) }B1,t €[0,1],
<

P ”[—‘L’,O]: t € [—T, 0]
m,, t e [0,1],

P l[-z0p, tE [-T,0]
<m, =|ly ||[—r,1]’

INA

ve esitsizlikte her iki taraftan norma gegersek, her y € P N 3 Q,,, i¢in

Ty l[-z11 < Y ll{-z1]
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elde ederiz.

Boylece, Lemma 3.4 iin birinci ce ikinci kismindan teorem ispatlanir.
Benzer sekilde, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 nin ispatarindan simdi verecegimiz

Teorem 3.3 ve Theorem 3.4 de kolayca elde edilir

Teorem 3.3 Eger (H,),(H,) lerve f, = oo, f,, = 0 kosullar1 saglanirsa, (3.1)

IBVP nin en az bir ¢éziimii vardir.

Theorem 3.4 Eger (H,),(H,) lerve f, =0, f,, = oo kosullar1 saglanirsa, (3.1)

IBVP nin en az bir ¢éziimii vardir.

Ornek 3.1

9 7 1 1
(D30, CD3y@) = -0 (- 2) +y3 (e —g) . ce (01,

5
y(t) = t8, te[—%,o],
) y 3 (1 (3.12)
¥(0) =3"(0) =0, y(1) =2 fo V() ds,

o2 ( D%y(o)> = [p> (DY (0))]' = 0,

kesirli diferansiyel denklemini ele alalim, burada a = g, B = E,T = %, p =2,
k=2, f6y) =+ (1) +y5 (= 1) olarak secilmisti
=3 V) =Y o)ty z)o secilmistir.
Iy ||[_3 o] — +o0 i¢in limite gectigimizde
=
1 1
(1 Y A 54 e o VA |
fey _vi(=8)+vi(eg) e )
@p (1 Iz, ( ) - (% 1Fay
P o) g, 1y 1, o]
3
=llyll.% +lyll % =0,
[-50] [-50]

oldugundan, f,, = 0 elde ederiz.

Ayrica, y(t) = a ||yll[r,0] 0lacak sekilde dyle bir a > 0 sabiti vardir ki,
||3’||[_10] — 0 icin limite gecersek
=
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fty)

3 2
Iyl *
@p (1Y ll{=z01 )= [-30

+yll ®y | = +eo
I
az bir pozitif ¢éziimii oldugunu gosterir

elde edilir. Bu ylizden f;, = 400 olur, bu da bize den dolay1 problem (3.12) nin en

Ornek 3.2

03 (o5 0500 == (e () +24(e- (). ee o
< o= ce[-()0]

11 (3.13)
YO =y"©@ =0, y1) =3 f y(s) ds,
0

2 (F D%y(0)> = [¢§(CD%y(0))]’ =

kesirli diferansiyel denklemini alalim, burada @ ==, f =

3

= E = ’ p = - k =
f(t y) =y3 (— —) + ys (— —) dirve y(t) = a||y|| _z0] olacak sekﬂde bir a
sab1t1 vardir, boylece ||y||[__ 0] — +o00 i¢in

f&y) y(%) (— %) + y(%) (_ 1) vl

1
R Y
3]

1
P 1
fon 7)., -39l
_ 24
Pp\IY1I[-7,0] %<I|y”[ 1 ]) ”y”3_l‘0
_2
=allylly 1 +Iyll 7 l - oo,
l [-3] -]
elde edilir, ayrica ||y||[_1 o] - 0icin
v
1 1
Iyll? 5+ 1Vl
fty) [-29) [-z0] 1 =
— 7 > =a + 15 1 5 4o
9V li—z0) - Iz * 171 T
[-30]

olur, boylece fy = +o0 and f,, = +oo ede ederiz ve (H;) kosulu saglanir
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Bununla birlikte

2a 1
B, = Bla-1 ¢(1,s)d
" ka-2(r@E+ ) fo ) s
) 2a flsﬁw—ﬂu — )% (ke = 2(1 = 9)))
Cka-2(@E+1D) o 2-ir(a+1)
5

- 721

1 1
olarak hesaplanir. m; = 2 alirsak, 0 < ||y||[_1 o] < 2icinf(t,y) < 234+ 25 <
-

p—1
(1:—4 7'[) elde ederiz, boylece (Hs) kosulu saglanmis olur. Bu yiizden, Teorem
3.1 in bir sonucu olarak (3.13) probleminin O<||y1||[_11]<2<||y2||[_1 1] olacak

4’ 4’

sekilde en az iki pozitif y; ve y, ¢ozliimii vardir
3.3 (3.1) BVP igin ¢ok sayida ¢oziimiin varhg zerine sonuclar
f:d XB - [0,+) Vve ¢ € Bolsun, burada B bir bazuzayidir. Ayrica
bir y fonksiyonu her t € [0,1] ve 8 € (—1,0] i¢in y;, y:(0) = y(t + 0)
seklinde tanimli B nin bir elemani olsun.
P c K, K dabir koni ve (K, ||.|]) bir Banach uzayi olsun. Bir siirekli
Y:P - [0,)
fonksiyonu, her x,y € Pve 1 € [0,1] igin
YAx +(1=Dy) =2 19px) + (1 - DY)
kosulunu saglayan bir konkav, pozitif ve siirekli nir fonksiyoneldir.
Her X > 0 sabiti igin
Py ={ye P:lyll <X}
kiimesini tanimlayalim.

Bu kisimda verecegimiz sonu¢ Leggett and Williams (Leggett and Williams

1979) sabit nokta teoremine dayanmaktadir.
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Teorem 2.1 den (3.1) IBVP nin bir ¢cézimdind bulmak igin 6ncelikle
By, ={y:(-=7,1] = R:¥|(-0) € B,¥ly € C*(J,R)},
kiimesini tanimlayalim ve B; kiimesinde
Ilylli=1yollz+sup{ly®:0< t< 1} y€B,
ile taniml1 yar1 normunu alalim.

Tamim 3.4 (3.1) IBVP bir y ¢6zimine sahiptir, burada y € B, fonksiyonu J
Uzerinde

D# (¢, (°D*y(t))) = f(s5,¥s)
denklemini ve

¥(0) = 0,y(0) = y"(0) = 0,y(1) = k [, y(s) ds, ¢,(CD*Y(0)) =
[0, (°D%y(0))]' = 0

kosullarini saglar ve y(t) = ¢(t), t € (—1,0] dir.

J den R ye tiim siirekli fonksiyonlarin, || y ||: = sup{ | y(t) |:t € J } normu ile
normlanmig Banach uzaymi C(J, R) ile gosterelim.

Simdi, B uzayimnin bazi aksiyomlarini verelim:

(Cy) Hert € [0,1] igin eger y: (—7,1) = R,y, € B ise asagidaki kosullar

saglansin:
y t € B!
| y(t)| < H|| y¢ || olacak sekilde bir pozitif H sabiti vardir,

K(),M():R, » R,,olanve
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| Vellz = K (@©sup{ | y(s)|: 0= s< t} + M) yollz

esitsizligini saglayan siirekli bir K ve yerel sinirl bir M fonksiyonu

vardir,
(C3) y; [0,1] de bir B-degerli siirekli fonksiyon,
(C3) B uzay1 komple uzaydir.
K = sup{K(t):t € [0,1]} ve M = sup{M(t):t € [0,1] }
sayilarini tanimlayalim.
Teoremi kurmak i¢in gerekli kosullarimiz asagida verildigi gibidir:
(Ny) f bir stirekli fonksiyon,
(Ny) Her (t,u) € J x B icin surekli ve azalmayan bir g*: [0, c0) — [0, )

fonksiyonu ile stirekli ve artmayan bir h*: [0, ) — [0, o) fonksiyonu ve
p1 € C(J,R;), vy € C(J,R,) fonksiyonlari igin

p2OR (lul) < f&w) < p1(Oq Ul u D),
esitsizigi saglansin,

(N3)

2
2 -r@ (@ +1))""

la"(Kr + M Il 1 ll]T™ < 7

olacak sekilde bir r > 0 sabiti vardir,
(Ny)

[W*(KL +M || ¢ Bl P2 llo] T
1
sPa-VG(1,8)ds = L

* 4(rg+ 1)) Lez

olacak sekilde bir £ > r sabiti vardir
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(N5) 0 <r <L <0R olmak lizere

2
Q2-kr(@(rE+1)

=1 [ (KR + MBI p1 ] <R

olacak sekilde bir R sabiti vardir, burada o = % dir.

Teorem 3.5 Eger (N;) — (Ns) kosullari saglanirsa, (3.1) IBVP en az ug¢ pozitif
¢6zUmi sahiptir.

Ispat Leggett-William sabit nokta teoremini kullanmak icin, 6ncelikle (3.1)
IBVP ni bir sabit nokta problemine doniistiirecegiz.

¢@®), te (-7,0],

T()() = j G(t,5) 0q (IFf(s,7))ds,  te [01]
0

ile tanimli

T: Bl - Bl
operatoriinii ele alalim, burada G(t,s), (3.5) ile tanimli, problemin Green
fonksiyonudur. Aciktir ki, T operatoriiniin sabit noktalari, (3.1) probleminin

cozimleridir.

x(.): (—1,1] - R fonksiyonu

_ ()b(t)' Lf te (_T'O];
x(t)_{ 0, if te [01]

seklinde tanimlansin. Bu durumda, x, = ¢ dir. Her z € B i¢in z, = 0 dir,

—,n _ (0, if te (—1,0],
z(t) = {Z(t), if te [01]

ile tanim1 fonksiyonu Z ie gosterelim. y(.),
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1
ﬂo=faw@%uww%»w

integral denklemini saglasin.

y(.) fonksiyonunu y(t) = z(t) + x(t) seklinde iki par¢aya ayiralim ki burada
her t € [0,1] iciny, =z, + x; ve z(.) fonksiyonu

—7)B-1 —
z(t) = fol G(t,s) @4 (fos G F(;) f(t,z; + x,)d‘r) ds.

integral denklemini saglar.

By ={z € C([0,1],R): z, = 0} kiimesini ve bu kiime Uzerindeki
Iz 1lx =llzolls + sup{| 2z(s)| : 0< s< 1}=]z]lo

ile tanimli || . ||; yar1 normunu alalim.
Bo, |I-1lo 1le normlu bir Banach uzayadir.
: S(s—ft
N(2)(t) = f G(t,s) ®q <f ——f(r, 2, + xr)dr> ds. (3.14)
0 o I

ile taniml1 V': By, — B, operatoriinii alalim.

Kolayca gorulir ki, T operatoriiniin sabit noktaya sahip olmas1 V' operatériinin
bir sabit noktaya sahip olmasina denktir. Bu nedenle V' nin sabit noktaya sahip
oldugunu gosterrmemiz yeterlidir.

seklinde tanimlansin.

Lemma 3.6 dan, V' operat6rii tamamen sureklidir.

o
0 ={z€Byz(t)=0 minte,z(t)2§ |zl|lo for t € J}

klimesi B, da bir koni olsun. V': ¢ = ¢ nin iyi tanimli oldugunu gosterecegiz.
z € p olsun, Lemma 3. ve (3.14) den
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Nl < -2 [¢a oo dr|d
|| (z)uo_mfo (,s)goq(fo w7+ 70 T> s

2a S(s—o)fr
< 3[—k(a_2) SEIG(LS) Pq (fo TG f(r,zf+xf)dr>dsl

elde edilir.

Ayrica, Lemma 3. kullanilarak, her t € [ igin

1 s _ \B-1
(Nz)(t) =f G(t,s) @q <f %f(‘r,fr+x1)dt>ds

1t S(s—1)B1 _
> Z_]; G(1,s) @q <j; Tﬁ)f(r,zr + x.[)d‘[> ds
2a S(s— T)ﬁ_l _
ol L e[| S rem s e

>0N
> 2 Nzl

>

olur ki, bu da bize V': ¢ = g nin iyi tanimli oldugunu gésterir. (N;) — (N,) ve
(Ns) kosullarmi kullanarak V': Pi — P nin iyi tamimli ve tamamen siirekli
oldugunu soyleriz.
P: 0 - [0, ) fonksiyonu
Y(2) = minge 9,52(t).

ile tanimlansin.
Agciktir ki, 1 bir negatif olmayan, konkav, strekli bir fonksiyoneldir ve

Y@ <lzllo, z€Px
olur.

Geriye sadece, Teorem 2.1 in hipotezlerinin saglandigini géstermek kaldi.

Kolayca goriliir ki, Teorem 2.1 in (4,) kosulu z € P, i¢in saglanir ve (N,),
(N3) kosullarindan

| M (@Dl = maxos <1 | N (2)(@)]
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1 s _ \B-1
= maxosts1{f |G (t,5)| @q (f %q*(llz
0 0

G dr) ds}

1 S _ \B-1
< MAXos< <1 {f |G(t,5)| @q (J %q*(ﬁk‘” Z |lo
0 0

+ M||¢ IB)pl(T)dT> dS}

< 1 [ XK + M+ (1@ )] p1 lleo] !
2 -k (@) (rE+1)

<,

elde ederiz, burada

1z +x: llz < |l Zellzg + |l ¢ |l

< K(S)sup{|z(®) |: 0< 1< s}+M(s)|[ 2l 8

+H (s)sup{| x(7) |: 0<T< s}+ M) x|l 8

< Ksup{|z(t)|: 0<Tt< s}+M| | 3

<Kr+M | lls (3.15)

dir.

Simdi, Teorem 2.1 in (A;) kosulunun saglandigini gérelim.

Egerz € P (¢,L,§) ise L< z(s) < § s € I elde edilir ve buradan

{ZE P<¢,L,§>,¢(z) >L}¢(Z)

oldugu gortiliir.
(N,4) kosulu ile

1 s _ \B-1
P(N (@) = minoz 1zq { [ 650, (f %f(r.ff+xr)df>d5}
0 0

1 s _ \p-1
> minte,{ fo G(6,5) @q (fo %h%umxr ||)p2<r)dr>ds}
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> [ (HL+M I Il P2 lloo]? % sPaDG(1,5) ds

1 f
4(] (ﬁ + 1))q—1 (seD
elde ederiz. Boylece teoremin (A,) kosulu saglanir.

Ayrica Teorem 2.1 in (A3) kosulunun saglandigini gosterelim. Eger z €
P(,L,R) ve || Nz || > Zise

1 s _ \p-1
V(N (2)) = ming, {f G(t,s) ¢, <f %f(r,?r + xT)dr> ds}
0 0

>0l Nz |
> L

elde ederiz. Boylece (A3) kosulu saglanmis olur. Leggett and William sabit nokta
teoreminden, V' oeratorinin

z, € B, z, € {z€ PW,LR):Y(z) > L}, z3 € P —{(W,L,R)U B}
olacak sekilde z;, z,, z3 sabit noktalarinin oldugu soylenebilir. Teorem 2.1 ile
| z1]l <7, £ <a(z(t)) ve a(z;(t)) < L olacak sekilde || z3 || > r

Esitsizliklerini saglayan ii¢ pozitif z;, z,, zz ¢cozimUniin var oldugu gosterilmis
olur.

Son olarak, (3.1) IBVP,

B (o), t € (-t,0],
yi(t) = {Zi(t), if te [01], i€ {123}

olacak sekilde y;,y, ve ys pozitif cozimlerine sahiptir.
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Ornek 3.3

(9 7 10| y, || eyl
D5(<pz (-CD3y(t))) = (thz) :

y@®) =¢@®), te (-1,0],

t E (:7 = [Oll]r

3 1
y©0)=y"(0) =0y =y f y(s) ds,
y 02(*D3y(0)) = [2(°D3y(0))]' = 0,

(3.16)

kesirli diferansiyel denklemini ele alalim, burada a = g, B = %, T= é, p =2

10|| y; || eE=I1Ye D
(1+t2)

k=2f(ty) =
I$ 1l =—¢ olacak sekilde bir ¢ alalim,
B, = {u € C((—7,0],R): limg_, _e¥ u(6) sonlu}
ile tamml B,, de
|| ull, = supge (e ? |u(6)]

normunu alalim.
Uy € By, olacak sekilde u: (—7,1] » R tammlayalim. Bu durumda

limg_, _.e¥%u(8) = lim_, e’ bu(t + 0)

= limg, _,e¥ = y(9)

= e’tlimy,, _,e7"%uy(0) < +o
olur. Bu ytzden u, € B, elde edilir.

lue ll < K(Osup {[u(s): 0< s < t}+ MOl yolly,

esitsizligi saglanir, burada K = M = 1ve H = 1dir. u(t) = u(t + ¢) ile
tanimlansin.

Egert +6 < 0ise

lue(Oll < sup {|u(s) |:0< s< t}.
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elde edilir. Boylece her t + 8 € [0,1] igin
lu @) < sup{lu(@s)|: —7<s<0}+ sup{|u(s)|:0< s< t}
esitsizligi saglanir ve bu yilizden
luelly = llullo+ sup {u(s) ;0= s=<t}

olur. (By, || u [|,) bir Banach uzayidir, buradan B,, nin bir faz uzay1 olugu
soylenir.

10| y, || ey
fty) =————o—
(1+1t2)

(t,y) € J X B,.

oldugu i¢in,

)

. y . .
) =10’ p1(t) = et h*(y) =100e™,  p,(t) =
y > 0,t € [0,1].

1+ t2

secebiliriz. f, q*, py, h* ve p, nin tanimlarindan
p2OR Iy D = f&y) < p{13®Oq =3y ID
elde edilir.

Kolay hesaplamalarla,

1
a(rg+ 1))

f sP@-D G(1,s)ds = 0.0022194.
sel

elde ederiz. Ayrica,

[R*(KL+M || $ )]l P2 | ]q‘1=h*(£+i>
B P2 |l 100

ve buradan
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(A" (KL+M || ¢ I P2 lle]?F % sPa=DG(1,s) ds

4(T : f
( (ﬁ + 1))q—1 SE]
> L,

olur ki, bu bize £ = 0.10 i¢in

(-5i5-2)
100e'\ 100 7/ x 0.0022194 > L

esitsizligini verir. Ayrica,

[g"r + M0 ¢ 1)y 192 = 5 (4=
Ve
= = 0.80159
(2 - k)I'(a) (T(B+1))4-1 ,
oldugundan

2
2-Kr@(rE+1)

=Tla"Kr + M lle) 1P ] < 1,

elde edilir ve bdylece r = 0.15 secerek

1( + 1) 1% 0.80159 <
10\ "100/¢ 7 =T

Ayrica R = 0.18 secerek

1 1
— —— el x 0. < = 0.
10 <R+ 100)9 0.80159 < R and we choose R = 0.18

elde edilir. Teorem 3.5 in tiim kosullar1 saglandig1 i¢in, Problem (3.16), y;,
¥, Ve y; pozitif ¢cozimerine sahiptir.
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4. M-NOKTALI P-LAPLASYEN LIiLEER OLMAYAN KESIiRLi BiR
BVP NiN POZITiF COZUMLERININ VARLIGI

Kesirli diferansiyel denklemlerin p-Laplasyen operatorlii ve ¢ift ¢ok noktali
sinir degerleri kosullariyla olusturulan problemlerin pozitif ¢oziimlerinin varligini
kapsayan az sayida c¢alisma vardir. Sonug¢ olarak, bu boliimde ele alacagimiz
calisma bu alandaki nadir ¢alismalardan biri olarak literatiire katki sunmasi ile

Oonem arz etmektedir. Ele aldigimiz

[ DF (9, (D%y(1))) + f(ty(®) =0,  te[o01],

(0) = 0,¢,(D*y(0)) = 0,
{ milz (pp( g ) m-—2 (4-1)

| (PYW) = ) axgp(DYENDTYW) = ) by

cok noktal, p-Laplasyen kesirli diferansiyel denkleminde, D% Df ve DY ler
standart Riemann-Liouville kesirli tlrevlerdir dyleki 0<a—-y—1 olmak
Uzere 1<a,f <2 0<y<1lve i=12--,m—2icin 0< a;b;,n;,é <
1 dir ve ma;n; <1, Y%b; & <1 kosullarini saglar. Ayrica f €
([0,1] x [0,400),[0,4)) ve p>1 igin  ¢@,(s) =|s|P~%s p-Laplasyen
operatorudur.

Bu boliimde oncelikle ana sonuglarda kullanilan baz1 gerekli tanimlar1 ve
lemmalar1 verecegiz. Problemimizin Green fonksiyonunu O6zellikleriyle birlikte
elde ettikten sonra ¢alismanin daha anlasilir olmasi i¢in bu bélimde gecen sabit
nokta teoremlerini de sunacagiz. Teoremlerin sonucu olarak once tek bir pozitif
¢ozlimiin varligmi ve ardindan da cokluk sonuclarmi verecegiz. Elde ettigimiz

sonuglar1 baz1 6rneklerle pekistirecegiz.
4.1 Temel Tanim ve Teoremler
[lk oarak bu boliimde gerekli olacak bazi tanim ve lemmalar1 verecegiz.

Lemma 4.1 (Z. Lv 2020) g € C[0,1] surekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda
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D*y(®)+g9() =0

m-—2

y(0) = 0,Dy(1) = > a&:D'y(n)

i=1

problemi

1
y© = [ 699
0
ile verilen bir tek ¢dzlime sahiptir, burada

G(t,s) = G1(t,5) + G,(t,s),

[ta—l(l _ S)a—y -1 _ (t _ S)a—l
I'(a) j -
t(x—l(l _ S)a—y—l

\ I'(a) ' = =

G.(t,s) =

ve A =1—-Y"72a;n""""" olmak lizere

i

G,(t,s)
Sozseplany A= 9 —ap g -9y o (42)
_ AT (@) tE [01],
Znis ss1 ainia_y_lta_l(l —s) vt
l AT (@) te [01],
seklindedir.

Lemma 4.2 y bir surekli fonksiyon olsun ve (4.1) BVP ni ele alalim.. Problem
4.1)

1
y(t) = fo G(t, ) p(s)ds,

ile verilen bir tek ¢oziime sahiptir, burada B =1 — Y% b; ff‘l olmak Uzere

1 p-1 M2 1
o(s) = JO H(t,s) g(s)ds +tB Z bijo H(E, s) g(s)ds,




72

seklinde tanimlidir, dyleki

(tB-1(1 — )P -1 _ (t — 5)B-1
t (1 S)F(B) (t—5s)  Ges<i<t
H(t,s) :4 tﬁ—l(l_s)ﬁ—l (e oot
L re) ' - 5=
ve
m—2
> biHEs)
i=1
( < s<&: i-ﬁ_l — ﬁ_l—i P — B -1
{IZO_S_&[b e BIS“)([;) A=) ]. t € [0,1], (4.3)
) Dgs<1bi fiﬁ_l(l = )ﬁ_l
k i 1 Br(ﬁ) S ’ Y- [0'1]'
dir.

Ispat (4.1) BVP ni basitlestirmek i¢in, D*y = w ve v = ¢, (w) ile gosterelim,
bdylece problem (4.1) becomes the following linear BVP

DEv(t) = g(t)

v(0) =0and v(1) = riz b; v(&), (4.4)
i=1
lineer sinir deger problemine doniisiir, burada g € L'[0,1] ve g = 0 dir.
Lemma 2.2 uygulanarak, problem (4.4) den
v(t) =it P+ o, tPF 2+ 1B g(t)
yazilir. v(0) = 0 oldugundan ¢, = 0 elde edilir ve
v(t) = i tP~1 = 1B g(t) (4.5)

olur. (4.4) probleminin ikinci smir kosulu olan v(1) = Y772 b; v(§;) esitliginden
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11 -s)f1 B = p-1_ fi(g —s)F?
ot —fo TR g(s)ds = 2, bil%fi L TG g(s)ds

elde ederiz. Buradan,

m-—2
& [1 - biff_ll
i=1 5
m-—

1 1-— B-1 $i i — B-1
- [ g s 2. b, Sy e

i=

ve B=1-Y"?p, Eﬁ ! olmak tizere

C1

1t - 1~ [é o
= 1-— P ds — b; i~ N ds,
5T ), -9 00— s IRSRCERTRE
oldugu gortiliir.

c, sabitini (4.5) esitliginde yerine yazarsak

ﬁ_l 1 m-2 fl
v(t)=BF(ﬁ) (1=~ gls)ds - Bmz G- goas
-1 j (¢ — $)F1 g(s)ds
= —)B-1 _ \B-1
F(ﬁ)f (t=s) r(ﬁ)f (1= g(s)ds

B-1 -1
+Br(ﬁ)Zbifi f (1 - )P g(s)ds

m—2

tB-1 $i
Br(ﬁ)z (6= )P g(s)ds

1
- _ \B-1
r®) ), r(ﬁ)f (1= g(s)ds
tB-1 (B-1

+mb1€ f (1 s)ﬁ 1g(s)ds + B F(ﬁ) blfl Ll(l _ S)ﬁ—l g(s)ds
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tB-1 é1

“BT™ 0
th=t

W)

(1= )Pt g(s)ds + -

$m—2

ba€E 7 f (1 - )81 g(s)ds
0
tP-1

BT(p)
th-1

$m—2 51
—mbm—zj; (Em-2 —8)P7" g(s)ds

1
+ b_a 87 f (1 - )F1 g(s)ds

m-—2

1 tB-1'C 1
= H ) d bi H ir d
| e gas + 2. | 65 a@ds

elde ederiz, burada

(tF1(1—s)B~1 —(t —s)F !

0<s<t<1

) r(B) vy

H(t's)_{tﬁ_l(l—s)ﬁ_l 0<t<s<1

re -
ve
o ZOS szi[bifiﬁ_l(l - S)ﬁ_l - bi(fi - S)ﬁ _1] te [0 1]
Z b;H(;,s) = b p-1 Br(ﬁ)ﬁ—l | -
= | Zassmabié A=) te[01]

BT(B)

ile tanimlidir.

Lemma 4.3 (Z. W. Lv 2014) Eger Y2 a; 07 < 1 esitsizligi saglanirsa,

i

(4.2) ile verilen G (t, s) fonksiyonu asagidaki 6zelikleri saglar:
l. Hers,t € (0,1) icin G(t,s) > O,

Il.  Hers,t € (0,1) icin G(t,s) <G(t,s) < G,(s,s) esitsizligi saglanr,
burada
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ve
-2 a-y-1,a-1 -1
e R

G (6s) = AT (@)

olmak Uzere

G(t,s) = G1(t,5) + G,(t,5)

ve

G.(s,s) = maxee(o1] G1(t,5) + maxee(oq) G2(t, )

seklindedir.

lIl.  Hers,t € (0,1) icin G(t,s) = t*1G(1,s)dir.

Lemma 4.4 (4.2) ile tamimlanan H(t, s) fonksiyonu asagidaki 6zelikleri saglar

Hers,t € [0,1]icin H(t,s) = 0ve H(t,s) < H(s,s),

Il. Her s, t € [0,1] icin
minﬁs tSGH(tl S) = gZ(S)H(S' S) fOT SE (0,1),
esitsizligi saglanacak sekilde bir pozitif g, € €(0,1) fonksiyonu vardir
ve her

0<9 <m; <6< 1icin

(6P-1(1=5)B-1— (5§ —5)P1
: tﬁj)(l —s)g—l D ifse fom)
92(s) = B-1
-

if s € [my,1]

S
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seklindedir,

. maxp<i<: fol H(t,s)ds = {:((2[2)} dir.

Ispat Ispat ii¢ adimda yapilacaktir.

Her (t,s) € [0,1] X [0,1] i¢in eger s < t ise, H(t, s) nin tanimindan

1 -1
HS) = 10 ((t =) = (t-s5)F1)
th-1
—§)B-1 — (1 — g)B-1
ZF(,B) ((1 s) (1-5) )
= 0,

elde edilir.

Eger t < sise kolayca goriilecegi gibi her (t,s) € [0,1] x [0,1] i¢in H(t,s) =
0 dir.

H(t, s) fonksiyonunu yardimi ile s < t igin
Lu(t,s) = t-1(1 = $)P~1 — (¢ — )1

fonksiyonunu tanimlayalim, buradan

d Ly(t,s)
at
< A=) 1—(B-1DA—-s5)F?
< (1-s)F1—(1-s)p2

<0

= (1= = (B = Dt — 5P

esitsizligi elde edilir ki, bu bize Ly (t,s) fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon
oldugunu gosterir. Bu yiizden

Ly(t,s) < Ly(s,s) forall 0 < s< t< 1. (4.6)

sonucunu elde ederiz. H fonksiyonunun tanimindan ve (4.3) den H(t,s) <
H(s,s) oldugu goriiliir.
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Benzer sekilde hert < s < 1 igin
B-1
Ju(ts) = (t(1 - )

tanimlayalim. Kolayca goriiriiz ki /5 (¢, s) fonksiyonu her s € [0,1] i¢in

azalmayandir ve boylece

LH(l9l S)I s € [0' ml];

mings 1= (69 =5 s se o 1)

re)
_ 1 {(19(1 )T —w-9F1  seomy],
) (50— )", s€ [my1]
oldgundan ¥ < m,; < & icin
- " —@-5f1 = (5(1-5)""
elde edilir.

Ly ve Jy fonksiyonlarinin monotonluk 6zelliklerinden

(5(1 — s))B_1

4.7
L) @

maxo<<1H(t,s) = H(s,s) =

yazilir ki, Lemma 4.4 de tanimlanan g, (s) fonksiyonu s € [0,m;] ve s< t
icin

(-8 "= (5 -s)F? (s - $)F !
(-9 r()
(@ -98)"" - -]

9g2(s)H(s,s) =

1
<
G

esitsizligini saglar. g, (s) azalmayan bir fonksiyon oldugundan, 9 < & i¢in

(1= )9) 7" = @ -s)k1
I'(B)

gZ (S)H(S, S) S
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elde ederiz.
Bu ylizden
Ming< s t<sH(t,s) = g,(s)H(s,s)
olur.

Ayrica, g,(s) nin s € [my,1], t < sand Y < § i¢in artmayan olmasindan

9\
g2(s)H(s,s) = (;) ) [s(1—s)]F?
1
[(1 - 5)81°~

)
esitsizligi elde edilir.
Bu nedenle, her s,t € [0,1] igin
Ming<s e<sH(t,s) = g2(s)H(s,s)
oldugu gortiliir.

Beta integral fonksiyonunun B(u,v) = fl t¥1(1 — t)"1 dt tanimindan ve

rare)
B(u,v) =

Twtv) esitliginden, (4.7) denklemi kullanilarak

t:B 1m2

1
max0<t<1<f H(t,s)ds + B blf H(Ei,s)ds)
0

l:

1
2

1 -1 1 B
=—— 1-— ds +— b; 1- d
F(ﬁ)Jo (s( s)) s+ B fo (s( s)) s

i=1

1a 3] @9

i=1

I®)
T T(2P)

elde edilir. Bu yiizden
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1 r
MaXo< t< 1 f H(t,s)ds = %

olur ki, bodylece ispat tamamlanur.

Bu kisimda, problemin ¢oziimiiniiniin varligi ile ilgili sonucu vermek i¢in

kullanacagimiz sabit nokta teoremini ve gerekli lemmalar1 sunacagiz.

Lemma 3.4 den, a,b,c > 0 sabit sayilarticin P.={y € P:|lyll< c} ve
P(O,b,d)={ye€ P:b<0(y),l|lyll< d} kimelerini tanimlayalim.

Lemma4.5 (Lu, etal. 2013) P, K reel Banach uzayinda bir koni olsun. P, =
{x€ P|||x|I€ c} ve her x € P, icin 6,

P de 0(x) <|| x| olacak sekilde, negatif olmayan, strekli ve konkav bir
fonksiyonel ve P(8,b,d) ={x € P|b <86 (x),| x| < d}olsun. Kabul
edelimki B:P, - P, tamamensiireklive 0 <a <b < d < c igin

(C){xe P6,bd)6(x)>b =0}ve x € P(6,b,d) igcin 6(Bx) > b,

(C;) x< a icin ||Bx| <a,

(C3) x € P(O,b,c) igin || Bx || > d olmak iizere 6(Bx) > b,
kosullar1 saglansin. Bu durumda B operatori

| x|l <a, b < 6(xy), a<|x;| ve 6(x3) <b

olacak sekilde en az ii¢ x4, x, ve x5 sabit noktaya sahiptir.
K =C[01], ||y || = maxp<¢<1| y(t)| 1ile normlu Banach uzayr olsun.
P konisini P ={y € K |y(t) = 0} ile tamimlayalim. P konisi Uzerinde negatif
olmayan konkav 6 fonksiyoneli 0 <9 <& < 1 olmak uzere 6 (y)=

Ming<t<s | y(t)| ile tanimlansin.

Lemmad4.6 T:P - K

1

Ty)(): = f G(t,s) p(s)ds 4.9)

0
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ile taniml1 operator olsun. Bu durumda T:P — P tamamen sureklidir.

Ispat y € P olsun, G(t,s), H(t,s) ve f(t,y(t)) fonksiyonlarinin pozitiflik ve
siirekliliginden, T: P — P operatOrinin siirekli oldugunu sdyleyebiliriz.

Qc P sinirl bir kiime olsun, boylece, her

y € Qicin || y || £ M olacak sekilde bir ~ pozitif M > sayisivardir. L =

_____

1
|@wan=_[0@@p@Ms

f G(t,s) @, (f H(s,7) f(z,y(x))dr
0 0

S'B_l m-—2 1
b, | HCE, L y(0))dr | d
=) L@ﬂmﬂmﬂs

b 1 Sﬁ_lm_z 1
< 191 f G(t,s) @q (j H(s,7)dt + ; z bif H(fi,T)dT)dS
0 0 i=1 "0

m—2 q-1
LT(B) 1
T (1 +§; bl-)

< Hoo0,

1
f G.(s,s)ds,
0

elde ederiz ki bu da bize T () nin diizgiin sinirlt oldugunu gosterir.

Ayrica, G(t,s) ve H(t,s) fonksiyonlarmin [0,1] X [0,1] de siirekli olmasindan
dolayr biliyoruz ki [0,1] X [0,1] de dlzglin sireklidir. Bu yiuzden, sabit bir
s € [0,1] igin ve her € >0 igin |t; —t, | < § olacak sekilde dyle bir § > 0

sabiti vardir ki
L (L 1N,
e\ B L7)|f

i=1

| G(t1,5) — G(t3,8)| < @y

olur.

Boylece, her y € Q igin

|(Ty)(t) = (Ty)(t)] < f |G (tz,s) = G(t1, ) p(s)ds
0
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1
fIG(tZ’S) G(tp )l F(Z(ﬁﬁ))< EE )]

L 1%
S(pqlr(23)<1+§ )]fwaz.s) G(t1,5)|ds

<¢

_— )

elde edilir ki, bunun anlami1 T () nin es siirekli olmasidir ve Arzella-Ascoli

teoreminden we T: P — P operatoriiniin tamamen siirekli oldugunu elde ederiz.

4.2 Pozitif ¢oziimlerin varhg:

Oncelikle

F(ﬁ)
K 2 “r(zﬁ) > 2b>l JG(S S)dsl

-1

ve

-1

5 )
N=l f t“"lG(t,s)qu< j gz(r)H(T,T)dr)dsl
9 9

sayilarini tanimlayalim.

Theorem 4.6 f(t,y) fonksiyonu [0,1] X [0,+) de sirekli olsun. Kabul
edelimki

(41) f(t,y) = ¢p,(Way) for (¢, y) € [0,1] X [0, a4];

(42) f(&,y) < ¢p(May) for (¢,y) € [0,1] X [0, a,]
olacak sekilde iki pozitif sabit var ve a, > a; > 0 saglansin. Bu durumda (4.1)
kesirli tiireve sahip dinir deger problemi a; < || y || £ a, olacak sekilde en az bir

pozitif y ¢Ozimine sahiptir.

Ispat Lemma 4.6 dan, T:P » P tamamen siireklidir ve (4.1) smir deger
probleminin y = y(t) gibi bir ¢éziime sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul y
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nin y = Ty(t) operatér denklemini ¢6zmesidir, diger bir degisle T:P — P

operatoriinlin sabit noktas1 olmasidir.
Ispat iki adimda tamamlanacaktir:

Adm1: Q;:={y € P|||y]| <aj}olsun.Hery € d Q; vet € [0,1] icin
0 < y(t) < a, elde ederiz. (4, ) kosulundan,

1

Ty)(D) = f G(t,5) p(s)ds

0

1 1 m-—2
> Na, f t*"1G(1,s) ®q (f 92(®) H(t, 1) (1 + B Z bl-) dT) ds
0

0 i=1

s 5 m-—2
2, | 161,90, ( | @ H (1 = bl-)dr>ds

i=1

=a =yl
elde edilir, boylece her y € 0 Q, igin
I Ty [IZlly |
olur.

Adm2: Q,:={y € P|||y|l < a,}olsun. Hery € 0 Q, vet € [0,1] igin
0 < y(t) < a, elde ederiz. (4,) kosulundan ise

1
ITY(Ol = mazos s, | 6(65)p()ds
0
— q—1
< wra | L4 1+1mz:2b flc( )d
< aZF(Z,B) B.li O*S,ss
i=
=a, =yl
oldugu goriiliir ve boylece he y € d Q, i¢in

| Ty lI<lly || for y € 0 Q.

elde edilir. Boylece (4.4) kullanilarak ispat tamamlanir.
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Ornek 4.1

P (@, (D%y(®)) + F(ty(®) =0,  te [01],
y(0) = 0,¢,(D%(0)) =0,

m-2 m—2 (4.10)
(DY) = D ap(DYED), DY) = ) b Dy,
i=1 i=1

sinir deger problemini ele alalim, burada

1
£t y(@) = 155 (135 +yio + 2t ),

ve f € C([0,1] X [0, +00), [0, +0)) dir.

Y= % ved = %alahm. Kolay hesaplamalarla A = %, B = 0.57666,

5 5 m-—2
=[L G(l,s)goq<Lgz(r)H(T,T)<1+%; bi>dr>ds]
)
= (f G.(1,s)ds
9

-1

5 o1
Gz(l s) ds> F(ﬁ)f g2(1) (1(1 — T)) (1

— _ _ a-1
= [(F( 51 1-(1-y9) ds
Pt ) T a9 =9 ds

f V(1 —s)ar1gg
N1
as a-y—1 a-y—1 a-y-1
1-— y-1_ - 14

a2 60‘ 1 a-y-1
AF(a)f T = 5)*r 1 ds)
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(@ oatnmar (oot

i=1

q-1

= 1.3368
ve
1mZ -1
U G.(s, S)(pq<f gz(r)H(Tr)<1+ Zbi>dr>ds]
_ _ a— llal 1a =1 _ a—
B (r()f(l s) yldsJ’Ar() =) yldS)
(B 1 1
% r(zg)( Ez ) I
— 0.0858.
elde edilir.

a; = 1vea, = 17 secgersek,
(t,y) €0,1] x [0,1] igin

fty) = (135 +y100 + Zt) > 135 > ¢,(Wa;) = 1.3368

100

ve

(t,y) € [0,1] x [0,17] igin

ft,y) = (135 + y100 + 2t> < 1.3803 < ¢,(Ma,) = 1.4586

100
oldugu goruldr.

Boylece Theorem 4.6 den, (4.10) BVP, 1 < ||y || £ 17 olacak sekilde en
az bir pozitif ¢c6ziime sahiptir.

Teorem 4.7 f(t,y), [0,1] X [0, +0) de siirekli olsun ve

(B1) f(t,y) < 9p(Ma), (t,y) €[0,1] X [0,a];
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(BZ) f(t;}’) = (pp(Nb) J (t»Y) € [19'6] X [b,C],

(B3) f(t»Y) S (pp(MC) ’ (t,Y) € [011] X [0' C]

kosullar1 saglanacak sekilde 0 < a < b < c sabitleri var olsun. Bu durumda,
(4.1) BVP ninen az ¢ y,,y, Ve y; ¢ozlimii vardir ve bu ¢6éziimler i¢in

maxp< <1l Y1) < a, b < mingcics | y2(B)| <maxpce<cq | y2(0)] < ¢,
a < maxpc<q | y3(0| < ¢, Mminge <sl y3(£)| < b
saglanir.

Ispat Lemma 4.6 dan T:P —» P operatdriiniin tamamen siirekli oldugunu ve
(4.1) BVP nin y = y(t) ¢odziimiine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun y nin

y = Ty(t) operatdr denklemini saglamast odugunu sdyleyebiliriz.

Egery € P.ise || y || < c olur. (B;) kosulundan

1

I TS marosie: f G(t,s) p(s)ds
0

m-2 q-1
rp) 1 !
SMC[F(Z[)’)<1+§; bi>] LG*(s,s)ds

=C

elde edilir. Boylece T: P, — P, oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, eger y € P, ise (B;) kosulundan || Ty || < a olur. Bdylece
Lemma 4.5 in (C,) kosuu saglanmis olur.

(bzc) ,0 < t < 1 segelim. Agiktir ki

€ P(6,b,c)olurveburadan 9 < t <6 icinb < y(t) < celde

(€C;) kosulunu saglamak igin, y(t) =

(b+c)
(&) = ==

edilir. Boylece,

0(Ty) = ming< < s| Ty(t)]
1 1 1 m-—2

> Nbf t*1G(1,8) @, (f g2 (0)H(t, 1) <1 +§ bi) dr)ds
0 0 .
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5 5 1m
ZNbLt“‘lG(l,s)q)q(Lgz(r)H(T,r)< EE ) )

i=1
=b

oldugu goriiliir be bu nedenle her all y € P(6,b,c) icin 8(Ty) > b elde edilir.
d = c secelim, bu bize Lemma 4.5in (C;) kosulunun saglandigini1 gosterir.

Benzer sekilde, eger y € P(6,b,c)ve ||Ty || >c=d ise 8 (Ty) > b elde

ederiz. Boylece Lemma 4.5 in (C3) kosuu da saglanir. Boylece, Lemma 4.5 den
(4.1) BVP,

maxo<<1 | Y10 < a, b < ming<i<s | y2(0)1,
a < maxo<i<1 | y3(®)l, Ming<e<s | y3(£)| < b

kosulunu saglayan en az ii¢ pozitif y,,y, ve y; ¢cozimine sahiptir.

Ornek 4.2
DA (<pp(D“y(t))) +f(ty®)=0  te[01],
(0) = 0,¢,(D%y(0)) =0,
milz <Pp( g ) m-2 (4.11)
OV = ), aepPYENDY YW = ) biD v
i=1 i=1

problemini ele alalim, burada

27 t y

—y34+—— fory<

207" " 1000
fley®)=420",

t
— 5 + > 1,
207° * 1000 /7Y
3 5 1 1 1 1
a’=51,'8=2,]/=51 p—q—Z m = 4‘ al—bl—z =b2=— $1=§,
UE _;! 62 =N = 5 fE C([O 1] [O, +OO), [ -|-OO)) ahnmlstlr
9 =2, 6=2,a=023b=1veC =100 secelim. Boylece A=_, B =

0.57666 , ' = 1.3368 ve M = 0.0858 oldugu hesaplanabilir.

f(t,y) fonksiyonu igin
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27

t
%)ﬁ +——< 0.0174 < @,(Ma) = 0.0197 , (t,y)

1000 —
€ [0,1] x [0,0.23],

27 2 t
t,y) =-=y5+—=2= 135> Nb) = 1.3368 , (t,
F(6Y) = 5575 + 5o #2(ND) (&)

€ [1 2]><[1 100]
3)3 ) )

fty) =

27 2 t
=—y5+——< 8. = o.

€ [0,1] x [0,100]
esitsizlikleri saglandigindan, Teorem 4.7 den (4.11) BVP nin
maxps <1 | y1(6)] < 0.23,

1< ming_ r<2 | y2 ()] < maxp<e<q | y2(8)| < 100,
3= 53
0.23 < maxy<i<1 | y3(t)] < 100, mini_, 2 |ys()] <1
3=t=3

kosullarini saglayan en az ii¢ y,;,y, V& yz c¢Oziimleri vardir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Tezin tamaminda, degisen sinir kosullarina sahip ¢ok ¢esitli Lineer Olmayan
Kesirli Sinir Deger Problemler (NFDE) i¢in en az bir, iki ve ii¢ (tekli ve ¢oklu)
pozitif ¢dziimlerin varhigini  kanithyoruz. {lgili NFDE'ler, p-Laplacian
operatoriinden, hem sonlu hem de sonlu terimli kosullardan olusur. Ayrica
gecikme terimleri olmayan ancak cesiti varyasyonlar1 olan ¢ok daha fazla NFDE
disiindiik. NFDE' lerdeki varyasyonlardan bazilari, integral sinir degeri
kosullarini, ¢ok noktali ¢ift sinir degeri kosullarini igeriyordu. Tezde ele alinan
NFDE' lerin ¢ogunun, bu alandaki c¢alismalara bircok katkisi olan Riemann-
Liouville ve Caputo fraksiyonel tiirevlerinin karma kombinasyonlarini igerdigi
belirtilmelidir.

Ayrica Guo-Krasnoselskii ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi, sonlu
gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin integral sinir deger
problemlerinde kullanildi. Bunun yanisira, gecikme terimleri olmayan lineer
olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin integral sinir degeri problemleri igin
Guo-Krasnoselskii teoremini ve bes fonksiyonelli sabit nokta teoremini dikkate
aldik.

NFDE'lerin ¢ift ¢ok noktali BVP'leri ile ilgili olarak, pozitif ¢dziimlerin
varhigimi ve ¢oklugunu dogrulamak igin bir monoton yinelemeli yontem ve sabit
nokta indeksi teorisini bir koni i¢inde uyguladik. Green'in fonksiyon o6zelliklerinin
kullanimiyla birlikte, Guo-Krasnosel'skii sabit nokta teoremi yardimi ile pozitif
cozlimlerin varlig1 lizerine sonuglar ede edildi. Ayrica ilgili boliimlerde ana

sonuclar1 dogrulayan basit 6rnekler de sagladik.

Gelecekteki ¢alismalar i¢in, bu tezde ele alinan NDFE tiirlerinin tiimii olmasa
da ¢cogunun c¢esitli kombinasyonlarini, elbette, bilimin bu ka¢inilmaz ancak hayati
alaninda daha uygun yaklagimlar1 baslatacak degistirilmis tekniklerle birlestirmek
faydali olacaktir. Tahmin edilebilecegi gibi, 6zellikle hem Riemann-Liouville hem
de Caputo fraksiyonel tiirevlerinin kombinasyonu ile kaynasmis gecikmeli ¢ift
coklu nokta ve integral sinir degeri kosullarin1 kapsayan daha fazla ¢aligmanin
kapsanmas1 gerekecektir. Laplacian operatdriiniin dahil edilmesi, bilim ve
uygulamalariyla ilgili daha fazla ilerlemenin bel kemigi olmaya devam ediyor ve
devam edecektir.
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6. TESEKKUR

Hayatimdaki tiim insanlar1 ve her seyi yaratan ve saglayan hem gogiin hem de
yerin yaraticisina tesekkiir etmek istiyorum. Beni bu harika Tiirkiye topraklarina,
tanimayacagim ve hig i1yi bag kuramayacagim her tiirlii ilgin¢ insanla getirdigin
i¢cin kutsanmig ve ayricalikliyim. Bunlarin baginda, akademisyenlerimdeki harika
ve yardimsever danigsmanlarim ve siipervizorlerim var. (Asil) danismanim Prof.
Dr. Serap Fatma TOPAL'a beni hi¢ bilmedigim ve hayalini bile kurmadigim
bliyiileyici bir diinya olan “Kesirli diferansiyel denklemler” diinyasi ile tanistirdigi
i¢in igtenlikle tesekkiir ederim. Bunun temel nedeni, arastirmam boyunca bana her
tiirlii destegi vermesi ve her tiirlii destegi saglamasi, annelik destegiyle adim adim
bana yardim etmesi, her zaman ufkun 6tesine bakan yeni bir kiiltiir gelistirmesidir.
Dogru zihniyet, rehberlik ve destekle higbir sey 6grenilmesi imkansiz veya basitce
“ogrenilemez” degildir, her sey ¢ok iyi 6grenilebilir ve 6grenilebilir. Prof. Dr.
Ozis Turgut'un beni ve siif arkadaglarimi matematik diinyasina farkli bir
yaklagimla tanistirirken, sayisiz alandaki zengin deneyimiyle yetistirdigi
calismalari takdir ediyorum. Ikinci olarak, komite ve jiiri {iyelerinin yaptig1 paha
bicilmez katkiy1 kelimelerle anlatilamaz. Cok tesekkiirler Prof. Dr. Fadime DAL
and Dog. Dr. Serife FAYDAOGLU.

“YURTDISI TURKLER VE AKRABA TOPLULUKLAR BASKANLIGIna
(YTB) ve bu seckin organizasyonda gdrev yapan tiim isci ve goniilliilere tesekkiir
ederiz. Bana bu bursu, 6denekleri ve rehberligi vererek bana hayatimi degistiren
bir deneyim kazandirmaya uygun olup olmadigini gordiigiiniiz i¢in tesekkiir
ederim.

Soyledigi gibi, hayir isleri evde baglar, Maraire ailesine egitimlerimin
baslamasindan ¢ok once ve hatta daha 6nce verdikleri sarsilmaz destek igin 6zel
bir tesekkiir. Bakim ve destek icin genel olarak tiim aileye minnettarim.Gergekten
de, her basarili erkegin arkasinda giiclii ve giiclii bir kadin vardir, sana 6zel
tesekkiirler giizel, destekleyici ve ¢aliskan daha 1yi yarim Lily. Zor zamanlarda
bile bir gii¢ diregi oldugunuz i¢in tesekkiir ederim, kalin ve zayif olarak
oradaydiniz, beni ve zorlu durumlarda bile her zaman kararli ve pozitif kalan
oglumuz Nyasha'y1 cesaretlendirdiniz. Bana her zaman asiladiginiz ve 6niimiizde
her zaman daha parlak giinlerin olacagini anlamamu sagladiginiz enerji i¢in
tesekkiir ederim Nyasha. Lily ve Nyasha, siz sonsuza kadar besleyecegim bir
nimetsiniz.“...gercek olanla sevinir. Sevgi her seye katlanir, her seye inanir,

her seyi umut eder, her seye dayanir. Sevgi asla son bulmaz.”



