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ÖZET 
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Bu tezin arkasındaki motivasyon, geniĢ bir doğrusal olmayan kesirli 

diferansiyel denklemler yelpazesi için hem tek hem de çok sayıda pozitif 

çözümün varlığının araĢtırılmasıdır. 

Ayrıca bu çalıĢmada, sonlu gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel 

denklemlerin integral sınır değer problemlerini ele alıyoruz. Problemlerin pozitif 

çözümlerinin varlık sonuçları Guo-Krasnoselskii teoremi ve Leggett-Williams 

sabit nokta teoremi temelinde elde edilir. 

Ek olarak, doğrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin baĢka bir 

varyasyonunun integral sınır değeri problemlerini ele alıyoruz. Problemin pozitif 

çözümlerinin varlık sonuçları Guo-Krasnoselskii teoremine dayalı olarak elde 

edilir. 

Ayrıca, integral sınır koĢullarına sahip kesirli diferansiyel denklemlerin 

lineer olmayan sınır değer probleminin farklı yapıları için pozitif çözümlerin 

varlığını araĢtırıyoruz. Prosedür, yeterli koĢullara sahip Avery ve Peterson'dan 

kaynaklanan sabit bir nokta teoremine ve integral sınır değer probleminin ana 

sonuçlarını elde etmek için Guo-Krasnoselskii teoremine dayanmaktadır. 

Son olarak, bu tez, Green'in fonksiyon özellikleri, Guo-Krasnosel'skii sabit 

nokta teoremi, monoton iteratif teknik ve yeterli koĢullarla birlikte p-Laplacian 

operatörlü kesirli diferansiyel denklemlerin tek ve çoklu pozitif çözümlerinin 

varlığına odaklanmaktadır. Konu ile ilgili örnekler, ilgili bölümlerdeki ana 

sonuçları açıklamak için sunulmuĢtur.. 

Anahtar sözcükler 

 

Riemann-Liouville kesirli türev, Caputo kesirli türev , p-Laplacian operatör, Sabit 

Nokta Teoremleri, Sınırsız gecikme , Sınır değer Problemi 
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Abstract 

 

The motivation behind this thesis is the investigation of the existence of 

both single and multiplicity of positive solution(s) for a broad spectrum of 

nonlinear fractional differential equations. 

Also, in this work, we consider integral boundary value problems of 

nonlinear fractional differential equations with finite delay. Existence results of 

positive solutions for the problems are obtained on the basis of the Guo-

Krasnoselskii theorem and the Leggett-Williams fixed point theorem.  

Additionally, we consider integral boundary value problems of another 

variation of nonlinear fractional differential equations. The existence results of 

positive solutions for the problem are obtained based on the Guo-Krasnoselskii 

theorem. 

Moreover, we investigate the existence of positive solutions for a unique 

class of nonlinear boundary value problem of fractional differential equations with 

integral boundary conditions. The procedure is based on a fixed point theorem due 

to Avery and Peterson with sufficient conditions and the Guo-Krasnoselskii 

theorem for obtaining the main results to the integral boundary value problem.  

Finally, this thesis focuses on the existence of a single and multiple 

positive solutions of fractional differential equations with p-Laplacian by means 

of the Green's function properties, the Guo-Krasnosel'skii fixed point theorem, the 

monotone iterative technique accompanied by established sufficient conditions 

and the Leggett-Williams fixed point theorem.  Comprehensive examples follow 

the main results in the respective sections. 
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Riemann-Liouville fractional derivative, Caputo fractional derivative , p-

Laplacian operator, Fixed point theorems, Infinite delay, Boundary value 

problems 
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ÖNSÖZ 

 

Bu tez çalıĢmasına baĢlarken amacımız, geniĢ bir doğrusal olmayan kesirli 

diferansiyel denklemler yelpazesi için hem tek hem de çok sayıda pozitif 

çözümün varlığının araĢtırılmasıdır. 

Ġkinci böümde, monoton iterasyon yöntemi, konideki sabit nokta indeks 

teorisi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi, bir p-Laplacian operatörlü ve 

sonsuz gecikmeye sahip doğrusal olmayan kesirli diferansiyel denklem içeren dört 

nokta sınır değer probleminin pozitif çözümlerinin varlığını araĢtırmak için 

uygulanmaktadır. 

Üçüncü bölümde, sonlu gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel 

denklem içeren integral sınır değer problemlerini de ele alıyoruz. Bu problemin 

pozitif çözümlerinin varlık sonuçları Guo-Krasnoselskii teoremi ve Leggett-

Williams sabit nokta teoremi temelinde elde edilmektedir. 

 Son bölümde,  Green's fonksiyonunun özellikleri kullanılarak, Guo-

Krasnosel'skii sabit nokta teoremi ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi 

aracılığıyla p-Laplacian operatörlü kesirli diferansiyel denklem içeren bir baĢka 

sınır değer probleminin tek ve çoklu pozitif çözümlerinin varlığı için gerekli 

koĢullar incelenmektedir.  

 Kapsamlı örnekler, ilgili bölümlerdeki ana sonuçları daha iyi anlamamıza 

yardımcı olacak Ģekilde planlanmıĢtır. 
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1. GĠRĠġ 

Bir modele dayalı sınır değer problemlerinin (BVP) en önemli 

özelliklerinden biri pozitif çözümlerin varlığının araĢtırılmasıdır. Bu, son yıllarda 

araĢtırmacılar için en önemli hedeflerden biri olmuĢtur. Bu çalıĢmaların 

bazılarında genellikle sabit nokta teoremleri, bazılarında ise monoton yöntemler 

olarak bilinen alt ve üst çözüm yöntemleri  kullanılmaktadır. 

Kesirli türev analizindeki çalıĢmaların hız kazanmasıyla, (Z. W. Lv 2014), 

(S. Q. Zhang 2010), fiziksel olaylar, mühendislik ve ekonomik süreçler 

incelenirken oluĢturulan sınır değer problem modellemelerinde kesirli türevler 

uygulanmıĢtır. Son zamanlarda, fizik, kimya, aerodinamik, polimer reolojisi ve 

diğer birçok alanda kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri içeren sınır değer 

problemleri düĢünülmüĢtür (Diethelm ve Freed 1999), (Gaul, Klein ve Kempffe 

1991), (Metzler, et al. 1995). ), (Mainardi 1997), (Glockle ve Nonnenmacher 

1995), (Gala, Liu ve Ragusa 2012), (Gala ve Ragusa 2016). Bu, kesirli 

diferansiyel denklemlerin çeĢitli alanlarda çalıĢan araĢtırmacıların dikkatini ne 

ölçüde çektiğini göstermektedir. Kesirli türevlere sahip olmanın avantajı, 

modellerde daha fazla serbestlik derecesi sağlamaları ve dolayısıyla gerçek yaĢam 

olaylarını modellemede daha etkili olmalarıdır. 

Kesirli diferansiyel denklemlere (FDE) ilgi, diğer alanların yanı sıra 

mühendislik, mekanik ve bilimdeki uygulamalarıyla sonuçlanan kesirli matematik 

teorisindeki ilerlemelerin ardından ortaya çıkmıĢtır (Ahmed, et al. 2019), 

(Hajipour, et al. 2018),  (Iqbal, et al. 2020), (Kilbas, Srivastava ve Trujillo 2006), 

(ġ. M. Ege 2017), (2018), (Weitzner ve Zaslavsky 2003), (Agrawal 2002), 

(Podlubny 1999), (Oldham ve Spanier 1974), (Agarwal, Benchohra ve Hamani 

2008), (Darwish ve Ntouyas 2010), (S. Zhang 2006), (Bai ve Lu 2005), 

(Benchohra, Cabada ve Seba 2009), (Stojanovic ve Gorenflo 2010), (Zhou ve Jiao 

2010), (Lakshmikantham ve Vatsala 2008), (Ege ve Topal 2019), (Ege ve Topal 

2017), (Alghamdi, et al. 2020), (Benbernou, Gala ve Ragusa 2014), ( Ragusa ve 

Razani 2020). 

Leggett-Williams teoremi (Zhang ve Liu 2013), (Sun, Ji ve Cui 2018) ve 

koniler üzerinde sabit nokta teoremi (Zhang) gibi kesirli sınır değer 

problemlerinin pozitif çözümlerin varlığını araĢtırırken kullanılan pek çok 

yaklaĢım vardır. Bu yaklaĢımlardan bazılarını kullanan çalıĢmalara örnek olarak, 

termo-elastisite, popülasyon dinamiği ve benzeri alanlarda çeĢitli 

uygulanabilirliğe sahip araĢtırmalardan olan (Qiao ve Zhou 2016) ve (Zhao ve 
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Wang 2016) gösterilebilir bu çalıĢmalarda integral sınır koĢullu kesirli 

diferansiyel denklemler karĢımıza çıkmaktadır.  

Kesirli diferansiyel denklemler alanında her geçen gün daha büyük bir ilgi 

ortaya çıkmaktadır. Daha spesifik örnekler vermek gerekirse, polimer reolojisi ve 

kimyasındaki süreçlerin matematiksel modellemesi alanında, ve bunun yanısıra 

bazı malzemeler ve iĢlemler için kalıtsal özelliklerin tanımlanmasında hayati bir 

araç olarak kesirli diferansiyel denklemler araĢtırmacılar tarafından tamamen 

benimsemiĢtir. Kesirli hesap teorilerindeki ilerlemeler, bu tür denklemlerin 

mühendislik ve mekanik vb. alanlardaki uygulamalarına yol açmıĢtır. (Ahmed, et 

al. 2019), (Hajipour, et al. 2018), (Iqbal, et al. 2020), (Ege ve Topal 2017) , 

(2019), (D. Guo 1988), (Leggett ve Williams 1979) . 

Önemli sayıda araĢtırmacı, doğrusal olmayan kesirli diferansiyel 

denklemlerin sınır değer problemleri için pozitif çözümlerin varlığı ve çokluğu 

üzerinde yoğunlaĢmıĢtır. Bu çalıĢmaların pek çoğunda Guo-Krasnosel'skii sabit 

nokta teoremi, üst ve alt çözümler yöntemi, Leggett-Williams sabit nokta teoremi 

ve Schauder sabit nokta teoremi gibiçeĢitli sabit nokta teoremleri uygulanmıĢtır 

(Zhang ve Liu 2013), (Sun, Ji ve Cui 2018), (Zhang ve Zhong 2016). 

Bunun yanısıra, çeĢitli çalıĢmalar kesirli matematiğe uyarlanmıĢtır ve 

bunlar biyoloji bilimi, geri besleme yükselteçleri, elektrik devreleri ve fizikle ilgili 

alanları içeren geniĢ bir uygulama alanını hedeflemiĢtir, bkz. (Podlubny 1999), 

(Kilbas ve Trujillo 2001), (Kilbas ve Trujillo 2001), ( Kilbas ve Trujillo 2002), 

(Kilbas, Srivastava ve Trujillo 2006). Kesirli analiz üzerine çok sayıda çalıĢma, 

baĢlangıçta, doğrusal baĢlangıç değerli kesirli diferansiyel denklemlerin 

çözülebilirliğine odaklandı (Bai 2010). Son zamanlarda, kesirli analiz teorisindeki 

geliĢmeler, bilimin tüm alanlarında yaygın olarak uygulanmasıyla FDE'lerin 

baĢlamasına ve dikkate değer bir Ģekilde geliĢmesine yol açmıĢtır, bkz. 

(Babakhani ve Gejji 2003), (Khan, et al. 2019), (Delbosco ve Rodino 1996). 

Zamanla, diğerlerinin yanı sıra Krasnosel'skii sabit nokta teoremi gibi sabit nokta 

teoremleri aracılığıyla doğrusal olmayan baĢlangıç değerli kesirli diferansiyel 

denklemlerin pozitif çözümlerinin varlığını ve çokluğunu inceleyen çok daha fazla 

çalıĢma yapıldı (Tian, Bai ve Sun 2019), (Ege ve Topal 2017), (2019). Ayrıca, p-

Laplacian sınır değer problemlerine geniĢletilmiĢ tamsayılı diferansiyel denklemli 

sınır değer problemlerinin pozitif çözümlerinin varlığı son yıllarda pek çok 

yazarın üzerinde yoğunlaĢtığı bir konu olmuĢtur (Bai 2010), (Avery ve Henderson 

2003), (Kong ve Wang 2000), (Regan 1993), (Yang ve Yan 2010). Bu tür 
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doğrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemler (NFDE'ler) üzerinde pozitif 

çözümlerin varlığı ve yokluğu üzerine integral sınır koĢulları ile sınır değer 

problemlerini içeren bazı çalıĢmalar incelenmiĢtir, bkz. (Bai 2010), (Ahmad ve 

Nieto 2012), (Karakostas 2013), ( Wang, Ahmad ve Zhang 2011), (Zhang ve Xu 

2013). Az sayıda makale, NFDE'leri bir p-Laplacian operatörüyle ele almıĢtır, 

bunlardan bazıları (Avery ve Henderson 2003), (Prasad ve Krushna 2014) gibi 

çalıĢmalardır. Ayrıca, farklı türde kesirli türevler, çeĢitli kesirli diferansiyel 

denklemlerde yalnızca birbirlerinden ayrı olarak geniĢ çapta araĢtırılmıĢtır. 

ġüphesiz ki, FDE'ler birçok araĢtırmacı tarafından bilim ve mühendislikte 

çok çeĢitli alanlarda kullanılan hayati bir araç haline geldi. Biyoloji, ekonomi, 

kontrol teorisi, kimya, fizik ve biyofizik gibi birçok alanda bu denklemlerin bazı 

örnekleri görülmektedir (Diethelm ve Freed 1999), (Gaul, Klein ve Kempffe 

1991), (Metzler, et al. 1995), ( Mainardi 1997), (Glockle ve Nonnenmacher 1995). 

Ek olarak, kesirli diferansiyel denklemlerin kullanımı, çeĢitli malzeme ve 

süreçlerin kalıtsal özelliklerine kadar geniĢlemiĢtir. Bu aynı zamanda, yıllar 

boyunca, yerel olmayan sınır koĢullarını içeren kesirli diferansiyel denklemlerin 

sınır değer problemleri (BVP) için çözümlerin varlığı ve tekliği üzerine, doğrusal 

olmayan teknikler aracılığıyla çalıĢmaya odaklanan birçok araĢtırmacının da 

dikkatini çekmiĢtir (Ege ve Topal 2017), (2019). 

Kesirli hesabın kapsamlı uygulamalarının, diğerlerinin yanı sıra kan akıĢı 

fenomeni, difüzyona benzer difüzyonlu taĢıma, dinamik sistemlerin kontrol teorisi 

ve sürekli ortam mekaniği gibi birçok bilim ve mühendislik alanında kapsamlı bir 

Ģekilde geniĢlemekte olduğu açıktır (Wang, Liu ve Kong, et al. al. 2019), (Guo ve 

Liu 2019), (Wang, Liu ve Wu 2019), (Wang, Liu ve Wu 2019), (Liu, Sun ve Wu 

2019), (Wang, Liu ve Wu 2020). 

Çok sayıda araĢtırmacının doğrusal olmayan kesirli denklemler içeren 

BVP'lerin pozitif çözümlerinin varlığının araĢtırılmasına yönelmiĢ olması, 

doğrusal olmayan kesirli diferansiyel denklemlere sahip sınır değer 

problemlerinin (BVP) incelenmesinin önemi bir kez daha açıkça kanıtlanmıĢtır 

bkz. (Chen ve Gao 2018). Kesirli diferansiyel denklem içeren BVP için pozitif 

çözümlerin varlığı üzerine çalıĢmalar geniĢletildi ve sonuç olarak hem diferansiyel 

hem de integral sınır değer problemlerinde (IBVP'ler) güzel sonuçlar verdi (W. 

Wang 2019). Kesirli diferansiyel denklemler, çeĢitli malzemelerin kalıtsal 

özelliklerinin tanımlanmasında etkili araçlar olduğundan, rezonanssız kesirli çok 
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noktalı problemler ele alınmıĢ (Wei, Bai ve Sun 2019), (Zhai, Wang ve Li 207), 

(Zhong, et al. 2018) ayrıca kesirli p-Laplace problemleri (Yao, et al. 2013), (Feng, 

Li and Sun 2018), (Hao, et al. 2017), (Liu ve Jia 2018), (Sheng, Zhang ve Bai 

2018), (Tian, Sun ve Bai 2017), (Wu, et al. 2018), (X. Zhang, et al. 2017), (Zou ve 

He 2018) üzerine de çalıĢmalar yoğunlaĢtırılmıĢtır. Son zamanlarda, doğrusal 

olmayan kesirli p-Laplacian operatörlü diferansiyel denklem içeren sınır değer 

problemlerinin pozitif çözümlerinin varlığı üzerine çok sayıda çalıĢma yapılmıĢtır 

bkz. (Tian, Bai ve Sun, 2019), (Khan, et al. 2019) , (Li, Chen ve An 2020), (Kang, 

et al. 2019). 

1.1. Genel Bilgiler 

Son yıllarda yapılan bir çaĢlıĢmada (Li, Luo and Zhou 2010) 

   
                          

        
  
 

       
   
 

      

lineer olmayan, kesirli türeve sahip sınır değere problemi ele alınmıĢtır. Bu 

problemde, 1<α≤ 2,  0≤β≤ 1 olmak üzere    
  ve    ler standart Riemann-

Liouville kesirli türevler,  0≤ a≤ 1,  ξ∈ (0,1),                       

ve f: [0,1]× [0,∞)→[0,∞) olarak alınmıĢtır. Bu çalıĢmada, sınır değer problemi 

(BVP) kendisine eĢdeğer bir integral denkleme dönüĢtürülmüĢtür. Ġncelenen BVP' 

nin pozitif çözümlerinin varlığını ve çokluk sonuçlarını göstermek için sabit nokta 

teoremlerinden faydalanılmıĢtır. Arzela-Ascoli teoremi ile tanımlanan operatörün 

tamamen sürekli olduğu gösterilmiĢ ve BVP 'nin birden fazla pozitif çözümünün 

olduğunu iddia eden bazı teoremler ispatlanmıĢtır. 

(Z. W. Lv 2014) tarafından yapılan çalıĢmada 

 
  
 

(  (   
     ))        (      )           

p-Laplacian operatörlü lineer olmayan kesirli diferansiyel denklem içeren m 

noktalı sınır değer probleminin pozitif çözümlerin varlığı ve çokluğu 

incelenmiĢtir. Bu çalıĢmada,    
    

  
 

 ve  
  
 

ler standart Riemann-Liouville 

kesirli türevlerdir ve                  olacak Ģekilde        

         eĢitsizlikleri sağlanacak Ģekilde seçilmiĢtir. Ayrıca  ∈         

 ∈    [   ]  [      [      ve ∑     
   
      olacak Ģekilde            

                 ile verilen sayılardır. Ele alınan problemde, 
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olacak Ģekilde                        ile tanımlı p-Laplasyen operatörü ve 

  
      dir. Yazarlar, monoton yinelemeli tekniği ve sabit nokta indeks 

teorisini bir koni içinde uyguladılar. BVP eĢdeğer bir integral denkleme 

dönüĢtürülür ve pozitif çözümün çokluğunun varlığı için özdeğer aralığı dikkate 

alınır. Arzela-Ascoli teoremi operatörün eĢ-sürekli olduğunu gösterdikten sonra 

operatörün tam sürekliliğini ispatlar. Ayrıca, Schauder sabit nokta teoremi ile 

operatörün en az bir sabit noktaya sahip olduğu ve BVP'nin tek bir pozitif çözüme 

sahip olduğu gösterilmiĢtir. Bu sonucun yanısıra BVP' nin birden fazla pozitif 

çözümünün varlığı da kanıtlanmıĢtır. Bu çözümlerden biri minimum pozitif 

çözüm, diğeri ise maksimum pozitif çözümdür. 

(Z. Lv 2020) yaptığı çalıĢmasında  

2
   

                                      

   
                                      

 

2
   

                                      

    
                                      

 

{
 
 

 
  

  
 

     ∑      
 

     

   

   

         

  
  
 

     ∑      
 

     

   

   

        

 

çok noktalı sınır değer koĢullarına sahip kesirli diferansiyel denklem sistemlerini 

ele aldı, burada                ve         olmak üzere    
   

  
 

 

lar standart Riemann-Liouville kesirli türevler,    [   ]   [      [     

sürekli fonksiyon           ∑     
     

                      
    ve 

        olacak Ģekilde       ∈         olarak alınmıĢtır. Ġncelenen bu çok 

noktalı sınır koĢullarına sahip kesirli diferansiyel denklem sistemlerinin pozitif 

çözümlerin varlığını belirlemek için γ içbükey ve (-γ) dıĢbükey operatörlerin sabit 

nokta teoremleri uygulandı. 

(Zhang ve Liu 2020),  
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{
 
 
 

 
 
    

       (          
           

       )         

          
        ∑  

 

   

   
          

   
         ∑  

 

   

   
         

 

problemini ele alarakpozitif çözümlerin varlığını incelemiĢtir, burada          

olmak üzere     
   standart Riemann-Liouville kesirli türev,            

              ∈                        [           

Carathéodory's koĢulunu sağlayan, i.e.,  her        ∈    için             

Lebesgue integrallenebilir  ve sürekli bir fonksiyon olarak alınmıĢtır.  

(Tian, Bai ve Sun 2019), 

{
  (  ( 

     ))    (      )                                                            

                                            
 

kesirli dört noktalı sınır değer problemini ele almıĢtır. Bu problemde      ∈   

            ,          ∈            ∈  [        

                       ve       için  
 

 
 

 

 
    olacak Ģekilde 

                   (  )
  

 ve     ise Riemann-Liouville kesirli türev 

olarak alınmıĢtır. Ayrıca  ∈    [   ]   [      [       olarak seçilmiĢtir. 

Yazarlar, p-Laplasyen operatörlü kesirli diferansiyel denklemlerin bir BVP için 

pozitif çözümlerin bazı varoluĢ sonuçlarını elde etmek için monoton yinelemeli 

yöntemi uygulamıĢlardır. 

1.2 ÇalıĢmanın Amacı 

Bildiğimiz kadarıyla, hem p-Laplacian operatörü hem de sonsuz gecikme ile 

kesirli diferansiyel denklemler için pozitif çözümlerin varlığını araĢtıran çok fazla 

çalıĢma bulunmamaktadır. Bu tür problemlerin uygulamaları henüz baĢlangıç 

aĢamasındadır. 

Yapılan literatür araĢtırmalarında, integral sınır değer problemlerini (IBVP) 

içeren çalıĢmalarla karĢılaĢılmakla beraber, gecikmeli kesirli diferansiyel 

denklemler için IBVP'nin karıĢık kesirli dereceli türevlerle kombinasyonu azdır. 
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Ġntegral sınır değer problemlerini (IBVP) içeren bazı çalıĢmalar ele 

alınmıĢtır, integral sınır değer problemlerine iliĢkin kapsamlı ayrıntılı yaklaĢımlar 

(Cabada ve Wang 2012) ve burada yer alan referanslarda görülebilir. Ancak, 

bildiğimiz kadarıyla, hem Caputo-Riemann Liouville türevlerinin bir 

kombinasyonunu hem de integral sınır değeri koĢullarını içeren sınırlı sayıda 

çalıĢma kabul edilmiĢtir; bunlardan bazıları (Song ve Cui 2020), (Khaldi ve 

Guezane-Lakoud 2017) , (Guezane-Lakoud, Khaldi ve Kılıçman 2017). 

Caputo ve Riemann-Liouville türevleri genellikle birçok durumda ayrı ayrı 

düĢünülse de, çok sınırlı sayıda çalıĢma iki kesirli mertebeden türevi birlikte ele 

almıĢtır, bunlardan birkaçı  (Song ve Cui 2020), (Khaldi ve Guezane-Lakoud 

2017), (Guezane -Lakoud, Khaldi ve Kılıçman 2017) Ģeklindedir. Bu 

çalıĢmalardan da anlaĢılacağı gibi, karıĢık kesir dereceli türevleri olan bu tür 

kesirli diferansiyel denklemlerin yeterince çalıĢılmadığına dikkat edilmelidir. 

Bumunla birlikte, p-Laplacian operatörü hem çift nokta hem de çok noktalı sınır 

değer koĢullarını içeren Caputo Türevleri ile birlikte Riemann-Liouville türev 

operatörünü birleĢtiren hemen hemen hiç çalıĢma yoktur. 

Sonuç olarak, tezimizde, bu bölümde bahsedilen bu boĢluğu doldurmak için, 

karıĢık kesirli dereceli türevleri içeren  sonsuz aralıkta çalıĢılan BVP ve sonlu 

gecikmeli IBVP lerini ele alarak bu problemlerin tek ve çoklu pozitif 

çözümlerinin varlığını araĢtırmayı hedefliyoruz. 
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2. LĠNEER OLMAYAN P-LAPLASYEN KESĠRLĠ BĠR SINIR DEĞER 

PROBLEMĠNĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠN VARLIĞI 

Bu bölümde sonsuz gecikmeli dört noktalı kesirli diferansiyel 

denklemlerin bir sınır değer problemi için pozitif çözümlerin varlığını 

inceleyeceğiz. Bu kısımda ele alacağımız problem 

 {

  (  ( 
     ))                                                       ∈     [   ] 

                                              

                                                                                            ∈        ] 

 (2.1) 

Ģeklindedir, burada       ve    lar standart Riemann-Liouville kesirli 

türevleridir.1<α,β≤ 2, 0<γ≤ 1 öyle ki 0≤α-γ-1,0≤ a,b≤ 1,0<ξ,η < 1 ve   ∶   ×   → 

[0,+∞ ) sürekli bir fonksiyondur, ,  ∈    ve   bir faz uzayıdır. Bir y fonksiyonu 

ve her  ∈ [   ] için    ,  ∈       ], olmak üzere               ile tanımlı  

B  nin bir elemanınıdır. Fonksiyonel diferansiyel denklemlerde nitel ve nicel teori 

çalıĢmasının temel kısmı, (Benaouda 2015), (Schumacher 1978) tarafından 

ayrıntılı olarak ele alınan uygun aksiyomları karĢılayan yarı normlu uzayı içeren B 

faz uzayı kavramı ile karakterize edilir  (Hino 1991), (Hale 1978). 

Bu kısımda öncelikle, ana sonuçlarda kullanılan bazı gerekli tanımları ve 

lemmaları vereceğiz. Ayrıca kolaylık olması açısından kullanacağımız sabit nokta 

teoremlerini de belirteceğiz. 

  Öncelikle, lineer olmayan 

 2
   (   ( 

     ))   (      )                                                     ∈       

                                                 
 (2.2) 

sınır değer problemini ele alacağız ve bu problemin varlık sonuçlarını vereceğiz. 

Bu problemi basitleĢtirmek için,       ve         alarak (2.2) problemini 

 8

           

             

             

 (2.3) 
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lineer problemine çevireceğiz, burada  ∈    [   ] ve     . Daha sonra (2.1) 

BVP için birden fazla çözümün varlık sonuçlarını vereceğiz. Son olarak, ana 

sonuçlarımızı göstermek için bazı örnekler sunacağız. 

2.1 Temel Tanımlar ve Ön Bilgiler 

Bu bölümde önce gerekli bazı tanımları ve lemmaları tanıtacağız. 

Tanım 2.1 (bkz. (Benaouda 2015), (El Sayed 1998)), (Cabada ve Wang 2012), 

(Liu, Min ve Wu 2020), (Liu, Min ve Wu 2020))  

  
      ∫

        

    

 

 

         

ile verilen integral, bir  ∈     [         fonksiyonunun  ∈     inci 

mertebeden kesirli integralini tanımlar, burada    bilinen gama fonksiyonudur. 

     için                    ,  elde ederiz, burada      için       
    

    
, ve      için          dır. Ayrıca        için            olur, 

burada    delta fonksiyonudur. 

Tanım 2.2 (bkz. (Benaouda 2015), (El Sayed 1998), (El-Sayed 1995), (Cabada, 

Wang 2012) ) [   ] aralığında verilen bir g fonksiyonunun   inci mertebeden  

Riemann-Liouville kesirli türevi  

   
      

 

      
(
 

  
)
 

∫               
 

 

   

ile tanımlanır. 

Bu kısımda verilecek olan lemmalar Problem (2.2) nin çözümlerinin varlığını 

göstermek için gereklidir. 

Lemma 2.1 (S. Zhang 2006) α >0 olsun,                      diferansiyel 

denklemi,   ∈   olmak üzere            
       

                

çözümüne sahiptir, burada       dan büyük yada eĢit olan en küçük tamsayıdır.  
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Lemma 2.2 (S. Zhang 2006), (Liu, Min ve Wu 2020), (Bai ve Lu 2005)  ∈

                ve      olmak üzere    fonksiyonunun    inci mertebeden 

türevi                kümesine ait olsun, bu durumda    ∈    olmak üzere  

                  
       

                

elde edilir, burada     dan büyük yada eĢit olan en küçük tamsayıdır  

Lemma 2.3   bir sürekli fonksiyon olsun, (2.3) sınır değer probleminin çözümü 

      ∫           
 

 

    (2.4) 

Ģeklindedir, burada               olmak üzere 

               
     

 
         

        

{
 
 

 
                          

    
              

                

    
                                                

 

 

       

 

{
 
 

 
 (      )

       
             

    
    ∈  [   ] 

(      )
       

    
                                             ∈  [   ] 

  
(2.5) 

ve  

        ∫             
 

 

    

ile verilir, öyleki  
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{
 
 

 
                      

    
             

            

    
                                               

 

ve 

         

{
 
 

 
 (      )

   
         

    
    ∈  [   ] 

(      )
   

    
                                       ∈  [   ] 

 

 

Ģeklinde tanımlıdır, burada            eĢitsizliği sağlanır. 

Ġspat Lemma 2.2 kullanılarak, Problem (2.3) den 

        
         

              

elde edilir. 

       olduğu için      olduğu görülür, böylece 

         
           

(2.6) 

 

elde edilir. 

               sınır koĢulu kullanılarak 

   ∫
        

    

 

 

              0    
    ∫

        

    

 

 

        1 

 

   
 

          
0  ∫

        

    

 

 

      

     ∫
        

    

 

 

       1 

(2.7) 
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bulunur.  

Bu    sabiti (2.2) de yerine yazılarak 

     ∫
        

    

 

 

      

 
    

          
0     ∫

        

    

 

 

       

 ∫
        

    

 

 

       1 

çözümü buunur. 

Eğer  

           

ise bu durumda 

     
 

    
∫ [                      ]

 

 

       

 
 

    
∫             

 

 

       

  
        

                
0 ∫ (                     )

 

 

       

 ∫             
 

 

        1 

 ∫        
 

 

       
        

          
∫        

 

 

       

            ∫       
 

 
         

olduğu görülür, burada 

 

                                         
        

          
         (2.8) 

dir, öyleki 
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{
 
 

 
                      

    
             

            

    
                                               

 

          

{
 
 

 
 (      )

   
         

    
    ∈  [   ] 

(      )
   

    
                                       ∈  [   ] 

 (2.9) 

 

ile tanımlıdır. 

          
            olduğu göz önüne alınırsa, (2.3) den dolayı 

biliyoruz ki problem (2.2)  nin çözümü  

                  (2.10) 

eĢitliğini sağlar, burada 

               (2.11) 

olduğundan,  Lemma 2.2, (2.10) ve (2.11) kullanılarak,  

                   
       

    (2.12) 

elde ederiz. 

       olduğu için      bulunur. Ayrıca       
      

        
      olduğu için 

 

                   
    

      
       

                                               
  

      
∫               

 

 
   

                                                       
    

      
       

 

(2.13) 

olduğu görülür. 

               sınır koĢulu kulanılarak 
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 ∫               
 

 

           

   . ∫               
 

 

                 / 

ve böylece 

 

   
 

     
0 ∫                 

 

 

  

  ∫                
 

 

   1 
(2.14) 

elde edilir, burada                dir. 

Bulunan   , (2.12) de yerine yazılarak 

     
 

    
∫                                 

 

 

  

 
 

    
∫                     

 

 

   

 
     

                 
∫ *(      )

       
            )     

 

 

   

 
     

                 
∫ (      )

             
 

 

   

 

      ∫            
 

 

   
     

 
∫            

 

 

     (2.15) 

                                   ∫           
 

 

    

olduğu görülür, burada 

                
     

 
         (2.16) 

problemin Green’s fonksiyonudur, öyleki 
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{
 
 

 
                          

    
              

                

    
                                                

 

ve 

 

       

 

{
 
 

 
 (      )

       
             

    
    ∈  [   ] 

(      )
       

    
                                             ∈  [   ] 

  
(2.17) 

dir.                                                                                                                                                    

Lemma 2.4 Sırası ile (2.8) and (2.16) ile tanımlı         ve        fonksiyonları 

aĢağıda verilen eĢitsizlikleri sağlar: 

I.    ∈  [   ]                                          , 

                    

II.    ∈  [   ]                          

III.  ∈                                              ve 

                               

olacak Ģekilde pozitif    ve   ∈         fonksiyonları vardır, bu fonksiyonlar 

               için  

      

{
 
 

 
                          

                

(
 

 
)
   

                       ∈  [    ] 

      ∈  [    ]  

ve 
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{
 
 

 
 (      )

       
             

(      )
       

(
 

 
)
       

                       ∈  [    ] 

      ∈  [    ]  (2.18) 

 Ģeklindedir 

IV.  

           ∫       
 

 

    2
       

         
[   

 

 
]3  

Ġspat  Ġlk iki ispat (Wang, Xiang and Liu 2009) ve (Wang and Xiang 2010) nin 

çalıĢmalarındakine benzer Ģekilde kolayca gösterilebilir, biz burada 3. ve 4. 

ispatları vereceğiz.   

        fonksiyonunu ele alalım,           

   
                              

ve         için  

   
                       

fonksiyonlarını tanımlayalım. 

Kolayca görülür ki     
              için artmayan ve      

       her  ∈  [   ] 

için azalmayan bir fonksiyondur. Bu durumda 

                  
 

    
 2

   
          ∈  [    ] 

   
           ∈  [    ] 

 

 

 
 

    
 {
                         ∈  [    ] 

                                                  ∈  [    ] 
 

 

elde edilir, burada            
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denklemini sağlar. 

   
 ve    

 nin monotonluğu kullanılarak  

                             
              

    
  (2.19) 

elde edilir, buradaki      , (2.18) ile tanımlanmıĢtır.  

Benzer yaklaĢımı         fonksiyonuna uygulayarak 

 

        
(      )

     

    
                         

 
          

    
 

(2.20) 

elde ederiz, buradaki        (2.18) ile tanımlanmıĢtır. 

 ∈  [    ]  ∈  [    ]      ve     için 

             
(      )

     
           

(      )
      

(      )
     

    
 

                            
 

    
 *(      )

     
           + 

olduğu görülür. 

                   artmayan olduğundan,      için  

             
(      )

     
           

    
  

elde ederiz. 

Böylece 
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eĢitsizliği sağlanır. 

Ayrıca,        fonksiyonu azalmayan olduğundan  ∈  [    ]     , ve      

için 

             (
 

 
)
     

 
 

    
 [      ]      

                           
 

    
[      ]      

                          
 

    
[      ]      

elde edilir. 

Böylece, her    ∈  [   ] için 

                                      

olduğu görülür. 

       ∫              

 
    Beta integrali ve        

        

      
  eĢitliği 

kullanılarak, (2.19) ve (2.20) denklemlerinden  

          ∫       
 

 

  

 
 

    
 ∫               

 

 

  

 
 

     
∫               

 

 

    

 

                                      
      

       
[   

 

 
] (2.21) 

elde edilir.                                                                                                                                  

 

Lemma 2.5 (2.8) ile tanımlı   fonksiyonu aĢağıdaki koĢulları sağlar: 
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I.            ∫       
 

 
   

    

     
*  

    

          +,  

II. Bir pozitif    ∈         fonksiyonu vardır, öyleki 

                               ∈         

   koĢulu sağlanır, burada  

       

{
 
 

 
                      

            

(
 

 
)
   

                  ∈  [    ] 

       ∈  [    ]   (2.22) 

   ve            dir. 

Ġspat  Ġspatlar Lemma 2.4 deki ispata benzer Ģekilde kolayca görülebilir. 

                           
            

    
   

ve 

                                             
        

    
 (2.23) 

olduğu açıktır. 

      fonksiyonu  (2.22) deki gibi tanımlansın. ((2.23) den ve Beta integrali 

tanımından 

             ∫       
 

 

   
    

     
0  

    

          
1 (2.24) 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.                                                                                                       

Çözümlerin varlık sonuçlarını elde etmek için, ayrıca, aĢağıda ifade edilen 

sabit nokta teoremlerini ve lemmaları kullanacağız.  
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Lemma 2.6 (Z. W. Lv 2014)  E bir reel Banach uzayı,      bir koni ve      

   ∈              açık yuvar olsun.           operatörü tamamen sürekli 

ve    ∈       için         koĢulunu sağlasın, bu durumda 

I. Eğer                  ∈     , ise              

II. Eğer                  ∈     , ise             

olur. 

      bir koni ve         bir  Banach uzayı olsun. Her     ∈     ve  ∈  [   ] 

için  

                                 

koĢulunu sağlayan bir sürekli   fonksiyoneli konkav fonksiyonel olarak 

tanımlanır. Ayrıca            sabitleri için,  

      ∈               

ve 

            ∈                            

kümelerini tanımlayalım. 

Çözümün varlığını veren sonuç aĢağıda ifade edilen Legget Williams sabit 

nokta teoremine dayanmaktadır. (Leggett and Williams 1979), see also (D. Guo 

1988), (Benaouda 2015).  

Teorem 2.1    bir Banach uzayı,       bir koni bir koni ve     bir sabit 

olsun. Kabul edelim ki  her  ∈     için a             olacak Ģekilde bir konkav 

pozitif ve sürekli fonksiyonel ve         bir sürekli kompakt dönüĢüm olsun. 

           olacak Ģekilde     ve   sayıları verilsin. 

          ∈                    ∈                            

               , 
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           ∈                   , 

            ∈                             ve              

koĢulları sağlanıyorsa     operatörünün    de en az üç tane             sabit 

noktası vardır ve 

  ∈       ∈    ∈                    

ve 

   ∈                   

olur. 

Teorem 2.2 (Schauder-Tychonoff Fixed Point Theorem)    Banach uzayı ve    , 

   in kapalı, sınırlı ve konveks bir at kümesi olsun. Eğer         bir kompakt 

dönüĢüm ise         da bir sabit noktaya sahiptir. 

2.2 (2.2) Problemi Ġçin Varlık Sonuçları 

                          normu ile normlanmıĢ      [   ]     Banach 

uzayını  ve       ∈               kümesini alalım.      de bir konidir.  

         ∫         

 

 

.∫        (      )
 

 

   /    (2.25) 

ile verilen       operatörünü tanımlayalım.       probleminin bir çözümünün 

olması için gerek ve yeter koĢul   operatörünün bir sabit noktasının olmasıdır. 

Lemma 2.7 Eğer  ∈    [   ]  [      [       ise bu durumda        

operatörü tamamen süreklidir. 

Ġspat                ve           fonksiyonlarının sürekliliğinden ve pozitif 

olmasından dolayı         operatörü de süreklidir. 

     sınırlı olsun. Bu durumda her  ∈  [   ] ve y ∈   için, |  (      )|     

olacak Ģekilde bir pozitif     sabiti vardır. Böylece 
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          | ∫         

 

 

.∫        (      )  
 

 

/   | 

 ∫         

 

 

.∫        (      )
 

 

   /    

 
      

       
 [   

 

 
] 0

     

     
.   

    

          
/1

   

 

elde ederiz. Bu ise       nın düzgün sınırlı olduğunu gösterir. 

Ayrıca         ve        fonksiyonlarının [   ]  [   ] sürekli olmalarından, 

biliyoruz ki  [   ]  [   ] de düzgün süreklidir. Bu yüzden,  ∈  [   ] ve her 

     için öyle bir        sabiti vardır ki, her       ∈ [   ] ve             

için 

                       0
     

     
.   

    

          
/1   

elde edilir. Böylece her  ∈   için 

                   

 ∫                     

 

 

.∫        (      )
 

 

   /    

                                 ∫                     
 

 
(∫        (      )  

 

 
 )    

                 0
     

     
.   

    

          
/ 1∫                   

 

 

   

                  

olur ki, Arzella-Ascoli teoremi kullanılarak,      nın equi sürekli olduğu 

söylenir, Böylece        operatörünün tamamen sürekli olduğu elde edilir.                                                                                                                                              

 

Teorem 2.3 Eğer  ∈    [   ]  [      [                     ye göre 

azalmayan bir fonksiyon ise   (2.2)  BVP,    kümesinde  bir  minimal     pozitif 

çözümüne ve bir maksimal     çözümüne sahiptir. Ayrıca,      için [   ] 

aralığında             ve            olur, burada 
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      ∫         

 

 

.∫        (         )
 

 

   /    (2.26) 

ve 

       ∫         

 

 

.∫        (         )
 

 

   /   (2.27) 

Ģeklindedir. 

Ġspat  

  
      

       
 [   

 

 
] 0

      

     
.   

    

          
/1

   

  

olacak Ģekilde       ∈               alalım. 

Adım 1: (2.2) BVP en az bir çözüme sahiptir. 

Her  ∈     için  |  (      )|      olacak Ģekilde bir pozitif     sayısı vardır ve 

          | ∫         

 

 

 .∫        (      )
 

 

   /    | 

                    |∫         .∫       
 

 

 (      )  /    
 

 

|   

                    
      

       
 [   

 

 
] 0

      

     
 .   

    

          
 / 1

   

 

elde edilir. Bundan dolayı 

         

dir. 

Lemma 2. den            operatörünün tamamen sürekli olduğu görülür. 

Böylece Schauder Sabit Nokta Teoremi kullanılarak,   operatörünün en az bir 

sabit noktasının var olduğu sonucu elde edilir. Sonuç olarak (2.2) BVP,     içinde 

en az bir çözüme sahiptir.  
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Adım 2: (2.2) BVP,     de bir pozitif çözüme sahiptir, bu çözüm minimal pozitif 

çözümdür. (2.25) ve (2.26) dan , 

                   ∈ [   ]                  (2.28) 

olduğu görülebilir. 

Ayrıca       ,   ye göre azalmayan olduğundan 

                           ∈ [   ]  

elde ederiz.    kompakt olduğundan      bir dizisel kompakt kümedir. Sonuç 

olarak,     için        olacak Ģekilde bir   ∈     vardır. 

       (2.2) probleminin    içinde herhangi bir pozitif çözümü olsun. Açıktır ki 

                       

olur. Böylece, 

                             (2.29) 

elde edilir. (2.29) da     için limit alırsak          elde ederiz. 

Adım 3: (2.2) BVP,      de bir  maximal pozitif çözüme sahiptir.  ∈  [   ]  için 

         ve              olsun.          olduğundan    ∈     elde 

ederiz. Böylece 

                    

olur. Ayrıca           ye göre azalmayan olduğundan   

                          ∈ [   ]  

elde ederiz.  Adım 2 dekine benzer yolla,  
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olduğunu görürüz ve   

     ∫         

 

 

.∫       
 

 

 (      )   /    

elde edilir. 

      (2.2) probleminin     deki herhangibir çözümü olsun. Açıktır ki 

            

sağlanır. Böylece  

             (2.30) 

olur. 

(2.30) da       için limit alırsak, her  ∈  [   ] için            sonucunu 

elde ederiz 

Bu kısımda,                                                                                                                                               

                ∈[   ]

      

            
                   ∈[   ]

      

            
   

                ∈[   ]

      

           
                  ∈[   ]  

      

           
 

limitlerini ve  

  
      

       
*   

 

 
+ *

    

     
(   

    

            )+
   

, 

   ∫       
 

 

  . ∫           

 

 

        /    

sayılarını tanımlayalım. 

Teorem 2.4  ∈    [   ]  [      [       olsun ve aĢağıdaki koĢullar 

sağlansın. 
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      Her   ∈  [   ]  ∈  [    ] için                      olacak Ģekilde 

     sabiti vardır. 

Bu durumda  (2.2) BVP nin 

   
 

    
   

 

   
           

 

    
   

 

   
    (2.31) 

için 

                  

olacak Ģekilde en az iki    ve     çözümü vardır. 

Ġspat  Limit tanımından 

                ∈[   ]

      

           
     

olduğu için  

                         ∈ [   ]  ∈  [    ] 

olacak Ģekilde   ∈        sayısı vardır. 

   
    ∈               

kümesi tanımlansın. Bu durumda, her  ∈      
 için Lemma 2.4 den 

        ∫       
 

 

  .∫       
 

 

 (      )   /     

 ∫     
 

 

        .∫       
 

 

           /         

      ∫       
 

 

  . ∫           

 

 

        /          

elde edilir. Böylece, 
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olduğu görülür. 

Benzer Ģekilde ((2.31) kullanılarak,  

                 ∈      
 

elde edilir. 

Lemma 2. dan  

        
      (2.32) 

olur. 

Ayrıca, 

               ∈[   ]

      

           
      

limiti gereği  

                     ∈ [   ]  ∈  [  
      

olacak Ģekilde   
     eĢitsizliğini sağlayan bir   

  vardır. 

   
     ∈            

    

kümesi tanımlansın. 

Bu durumda her  ∈      
   için, Lemma 2.4 kullanılarak 

        ∫       
 

 

  .∫       
 

 

 (      )   /    

 ∫           
 

 

  .∫       
 

 

           /   

     ∫       
 

 

  . ∫           

 

 

        /          
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elde edilir. Böylece 

                   

olur. 

Ayrıca  (2.31) ile birlikte 

                 ∈      
  

olduğu açıkça görülür. Lemma 2. kullanılarak 

        
       (2.33) 

elde edilir. 

Son olarak     
    ∈               kümesini tanımlayalım, her 

 ∈      
 için Lemma 2.4, Lemma 2.5 ve       koĢulu kullanılarak 

        ∫       
 

 

  .∫       
 

 

 (      )  /    

                 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

           /   

                     
      

       
 [   

 

 
 ] 0

    

     
.   

    

          
/1

   

        

olduğu görülür. Bu yüzden 

                  

eĢitsizliği elde edilir. Ayrıca  (2.31) ile birlikte 

                 ∈      
 

olur ki,  Lemma 2. dan  

        
      (2.34) 

olduğu sonucuna varılır. 
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(2.32)-(2.34) kullanılarak ve         
   için 

       
      

              
    

      

elde dilir. Böylece   operatörü,   ∈    
    

 ve   ∈    
      

 sabit 

noktalarına sahiptir. Açıktır ki,       ler (2.2) BVP nin pozitif çözümleridir ve 

                  eĢitsizliğini sağlar. 

                                                                                                                                                 

Benzer Ģekilde aĢağıdaki sonucu da elde ederiz. 

Sonuç 2.1 Kabul edelim ki   ∈    [   ]  [      [       olsun ve aĢağıdaki 

koĢular sağlansın: 

             . 

      ∈  [   ]  ∈  [    ]  için                     olacak Ģekilde bir 

     sabiti vardır. 

Bu durumda  (2.2) BVP,  

  
 

    
   

 

   
           

 

    
   

 

   
     

için  

                  

olacak Ģekilde en az iki pozitif çözüme sahiptir. 

2.3  (2.1) BVP Ġçin Çözümlerin Çokluğu 

(2.1) probleminin bir çözümünü elde etmek için öncelikle 

            ]            ] ∈       ∈           

kümesini alalım ve      ,     kümesinde 

                                      ∈     
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ile tanımlı yarı norm osun. 

Tanım 2.3  (2.1) problemi bir   çözümüne sahiptir ki bu   ∈      fonksiyonu    

üzerinde 

       
                

denklemini ve 

                                              

koĢullarını sağlar öyle ki   ∈        ] için            olur. 

   den   ye tüm sürekli fonksiyonların                      ∈      normu ile 

normlanmıĢ Banach uzayı        ile gösterilir. 

ġimdi,   uzayı ile ilgili aksiyomları vereceğiz: 

     Her    ∈  [   ] için  eğer               ∈     ise bu durumda 

aĢağıdaki koĢullar sağlanır:  

I.   ∈   , 

II.                  olacak Ģekilde bir pozitif    sabiti vardır, 

III.    den bağımsız                   fonksiyonları vardır, burada   

sürekli ve   yerel sınırlıdır öyleki 

                                                   

      sağlanır. 

            deki       fonksiyonu için [   ] de     bir   -değerli sürekli 

fonksiyondur.  

        uzayı komple uzaydır. 

               ∈  [   ]                          ∈  [   ]   
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ile gösterilsin. 

 

         ∈ [     ]                                  

                     

(2.35) 

olsun. 

AĢağıdaki koĢullar, çözümlerin çokluğu için kuracağımız teoremi 

oluĢturmak için gereklidir: 

       sürekli bir fonksiyondur, 

     Her       ∈       için sürekli ve azalmayan bir     [      [     

ve sürekli ve artmayan bir      [      [      fonksiyonu vardır öyle ki , 

     ∈            ler için 

      
                        

          

        eĢitsizliği sağlanır, 

      

0                  

    

     
 .  

    

          
/1

   
      

       
 [  

 

 
]

    

        olacak Ģekilde bir     sabiti vardır, 

      

[                    ]     0∫       
 

 

  .∫       
 

 

  /  1     

        olacak Ģekilde bir     sabiti vardır, 

                 ve 
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0                     
    

     
  .  

    

            
/1

   
      

       
 [ 

 
 

 
]      

       olacak Ģekilde bir   sabiti vardır. 

Teorem 2.5 Eğer            koĢulları sağlanırsa (2.1) probleminin en az üç 

pozitif çözümü vardır. 

Ġspat Leggett-William sabit nokta Teorem DönüĢümüne dayanarak (2.1) 

problemini sabit nokta problemine dönüĢtürüyoruz. 

         operatörünü 

        8

      ∈       ] 

∫       
 

 

  .∫       
 

 

         /    ∈  [   ] 
 

Ģeklinde tanımlayalım. 

       fonksiyonu (2.16) Ģeklinde tanımlıdır. Açıktır ki,   operatörünün sabit 

noktaları (2.1) probleminin çözümleridir, ayrıca         (2.11) deki gibi 

tanımlıdır. We define           ]     fonksiyonunu  

     {
          ∈       ] 

                            ∈  [   ]
 

Ģeklinde tanımlayalım. 

Bu durumda,      dır.       oacak Ģekilde her  ∈    with      için   

     {
        ∈       ] 

                      ∈ [   ]
 

ile tanımlı fonksiyonu   ile gösterelim. 

       

     ∫       
 

 

  .∫       
 

 

         /   
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integral denklemini sağlasın. 

     fonksiyonunu                         olacak Ģekilde bölelim ki 

böylece her  ∈  [   ] için           eĢitliği sağlanır ve      Fonksiyonu 

     ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   

integral denklemini sağlar. 

      ∈    [   ]           ve       ,     da  

                       ∶                   

ile tanımlı yarı norm olsun. 

   ,      normu ile birlikte bir Banach uzayıdır.          operatörü 

         ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   (2.36) 

ile tanımlansın. 

Kolayca görülebilir ki,    operatörü bir sabit noktaya sahiptir ki bu nokta    

operatörünün sahip olduğuna eĢittir. Bu yüzden   nin bir sabit noktaya sahip 

olduğunu göstermeliyiz.  

ġimdi   nin tamamen sürekli olduğunu gösterelim. 

Adım 1:   sürekli bir operatördür. 

        da       olacak Ģekilde bir dizi olsun. Bu durumda, 

           | ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   | 

 
      

       
 [  

 

 
] 0

    

     
.  

    

          
/1

   

   [            

       ]  
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ve  

                  

 
      

       
[  

 

 
] 0

    

     
.  

    

            
 /1

   

 

 [                                              ] 

olur. 

  sürekli bir fonksiyon olduğu için     için 

                  

 elde edilir. 

Adım 2:   operatörü,    daki sınırlı kümeleri yine bu uzaydaki sınırlı kümelere 

dönüĢtürür. 

Bunu göstermek için; verilen her     için öyle bir pozitif    vardır ki her   

 ∈       ∈               elemanı için            eĢitsizliğinin 

sağlandığını göstermemiz yeterli olacaktır. 

            ∫ |         (∫       
 

 
            )|

 

 
   

 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

                 /    

 
      

       
[  

 

 
] 0

    

     
.  

    

          
/               1

   

     

burada 

                          

                    ∶                       

                                     

                  ∶                   

                                    (2.37) 
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dır. 

Adım 3:   operatörü,     daki sınırlı kümeleri eĢ sürekli kümelere dönüĢtürür. 

        olacak Ģekilde       ∈  [   ] ve     ,     da sınırlı bir küme seçilsin. 

Adım 2 dekine benzer Ģekilde,  ∈     olsun. Bu durumda, 

                         ∫        
 

 

  .∫       
 

 

            /     

 ∫        
 

 

  .∫       
 

 

            /        

  0    ∈ [   ]                      
     

      
    

 
    ∈ [   ]          

           1    .            ∫       
 

 

  / 

elde edilir.   fonksiyonunun sürekliliğinden,        için eĢitsizliğin sağ tarafının 

sıfır olduğunu görürüz. Bu bize            ın    da eĢ sürekli olduğunu gözterir. 

Adım 1 den 3 e kadar elde ettiğimiz sonuçlar ve Ascoli-Arzela Teoremi      

    operatörünün tamamen sürekli olduğunu söyleriz. 

    ,  ∈                  ∈ [   ]      
 

 
            ∈    - 

kümesi    da bir koni olsun.       nin iyi tanımlı olduğunu göstermeliyiz. 

 ∈   olsun, bu durumda  Lemma 2. ve (2.36) dan 

         ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   

   0∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /  1 

elde ederiz. 

Ayrıca, Lemma 2. ve (2.25) kullanıarak 

        ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   
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 ∫ (             
     

 
            )

 

 

  .∫      
 

 

            

      /   

  0∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /  1 

 
 

 
           

elde edilir. Bu ise       nin iyi tanımlı olduğunu gösterir.           

ve       koĢulları kullanılarak         nin iyi tanımlı ve tamamen sürekli 

olduğu görülür. 

    [     fonksiyonu 

         ∈ [   ]     

ile tanımlansın.     bir negatif olmayan konkav sürekli fonksiyoneldir ve  

                   ∈    

olur. 

Geriye sadece Teorem 2.1 in koĢullarının sağlandığını göstermek kaldı. 

           ve  (2.37) kullanılarak  

 

                               

              2∫ .          
 

 

 
     

 
          /   .∫       

 

 

       

                /  3   

             2 ∫          
 

 

   .∫       
 

 

          

               /   3 
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 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

                          /    

   (                      
    

     
.   

    

          
 /)

       

       
 [  

 
 

 
]  

    

elde edilir. 

Eğer  ∈   (    
 

 
) ise  bu durumda         

 

 
   ∈  [   ] olur ve bu 

yüzden  

   ∈   (    
 

 
         }    

dir. Ayrıca      koĢulundan  

 (    )             2 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   3  

             2 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

                    /  3 

     
    

                          2 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

   /    3 

elde edilir. Böylece Teorem 2.1 in       koĢulu sağlanır. 

Son olarak teoremin      koĢulunun sağlandığını gösterelim. Eğer  ∈

           ve         
 

 
 ise  

  (    )              2 ∫       
 

 

  .∫       
 

 

            /   3 

            

      

elde ederiz. Böylece,      sağlanır. Leggett and William sabit nokta teoremi  

gösterir ki,            sabit noktalarına sahiptir ve bunlar (2.1) probleminin 

çözümleridir. Ayrıca 
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  ∈       ∈     ∈                      ∈                    

elde ederiz. 

Teorem 2.11 den , üç pozitif           çözümü vardır öyleki 

                        ve               olacak Ģekilde           

eĢitsizlikleri sağlanır. 

Son olarak , problem (2.1), üç  pozitif           çözümüne sahiptir ve  

      {
                                                      ∈       ] 

           ∈  [   ]       ∈           
 

Ģeklindedir. Böylece ispat tamamlanır.                                                                                                           

2.4  Örnekler 

Bu bölümde ana sonucumuzu destekleyen örnekler sunacağız. 

Örnek 2.1 AĢağıdaki problemi ele alalım: 

{
 
 

 
  

 
 (  . 

 
     /)  

           

          
                                                           ∈        

         
 
      

 

 
   

 
  (

 

 
)   

 
          

 
      

 

 
   

 
  (

 

 
)  

 (2.38)  

burada  

  
 

 
   

 

 
   

 

 
         

 

 
   

 

 
 

  
 

 
   

 

 
          

ve  ∈    [   ]   [      [      .  

Ayrıca      and      (
 

 
)
   

 
 

 
  dir. Kolay hesaplamalarla  
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[   

 

 
] 0  

    

     
.   

    

          
 /1

   

 
  

  
  

elde edilir. Böylece  Teorem 2.3 kulanılarak, (2.38) BVP nin bir minimal pozitif  

   çözümü ile bir maksimal pozitif   çözümü olduğu söylenebilir. 

Örnek 2.2  AĢağıdaki problemi ele alalım: 

 {

 
 
    

 
  

 
        

 

 
[          

 
           

 
         ]                ∈        

         
 
      (

 

  
) 

 
   (

 

 
)     

 
          

 
       

 

 
 

 
    (

 

 
)  

 (2.39) 

burada 

   
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
       

 

  
   

 

 
  

  
 

 
   

 

 
            

 

 
  

  
 

 
 ve  

 

 
  alalım. Kolayca görülür ki  

   
      

       
 [   

 

 
 ] 0

    

     
.   

    

          
/ 1

   

          

ve 

   
 

    
[∫                       

 

 

    

  
 

 
∫ (      )

      
           

 
 

 

   
 

 
∫ (      )

      
   

 
 

  ]  

  0
 

    
 .∫             

 

 

   
    

          
∫             

 

 

   /1

   

  

           

elde edilir.           seçilerek 
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elde edilir. Böylece       koĢulu sağlanır.      koĢulunun da sağlandığı kolayca 

görülür. 

Ayrıca,       ve       için     
 

    
    

 

   
    ve     

 

    
    

 

   
      elde ederiz. 

Böylece,  Teorem 2.4 ile (2.39)  BVP,                   olacak Ģekilde en 

az iki    ve     çözümüne sahiptir. 

Örnek 2.3   

 

{
 
 

 
  

 
 (  . 

 
     /)  

       
 

  
      
  √    

                                    ∈    [   ] 

        
 
      

 

 
  

 
 (

 

 
)   

 
         

 
      

 

 
 

 
  (

 

 
)  

                                                                                             ∈       ] 

 (2.40) 

problemini alalım, burada 

  
 

 
   

 

 
   

 

 
         

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
 

           

  fonksiyonunu         
 

  
 olacak Ģekilde seçelim.      , 

     ∈         ]                            

Üzerinde 

         ∈      ]  
           

   

normunu alalım.   ∈     olacak Ģekilde         ]     olsun.  

Bu durumda 

                                    

                       



41 
 

                            

elde edilir. Böylece,   ∈      olduğu görülür. 

      ve     için 

                                                  

eĢitsizliği sağlanır ve              elde ederiz. 

Eğer         

                                    

olur, böylece her    ∈  [   ] için  

                                                               

elde edilir. 

Böylece 

                                             

Açıktır ki             bir Banach uzayıdır.  

       
       

 

  
      
  √    

      ∈        

olduğu için  

 

      
 

 
                  

 
         (

 

√    
)          

seçebiliriz.                fonksiyonlarının seçiminden 
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eĢitsizliği elde edilir. Buradan birtakım hesaplamalarla 

          [ ∫ (        
 

 
       )

 

 

.∫       
 

 

  

 
    

          
 ∫       

 

 

  /

   

  ]  

  6
 

    
 4 ∫               

 
 

 
 

   

 
 
 
 

∫ (      )
     

 
 

 
 

   57 

      

[
 
 
 
 

 

    

(

 
 
 ∫             

 
 

 
 

  

 

 
 

  (
 
 ) (

 
 )

 
 
  

∫             

 
 

 
 

   

)

 
 

]
 
 
 
 
   

  

           

ve ayrıca 

[                    ]      (  
 

   
)  

ve  

[                       ]     0∫       
 

 

  .∫       
 

 

  /  1     

 

olduğu görülür ki, bu bize 

  
 
  

(
 

   
  )                 

 

eĢitsizliğinin        seçimi ile sağlandığını gösterir. 
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[                       ]    
 

 
(  

 

   
)    

ve 

      

       
[   

 

 
] 0

    

     
.   

    

          
/1

   

          

olduğundan 

0                     

    

     
  .  

    

          
/1

   
      

       
 [  

 

 
]

      

eĢitsizliği 

 

 
(  

 

   
)                  

       seçimi ile ayrıca 

 

 
(  

 

   
)                  

       seçimi ile sağlanır. 

Böylece, Teorem 2.5 in tüm koĢulları sağlandığından,  Problem (2.40) üç 

pozitif        ve    çözümüne sahiptir. 
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3. LĠNEER OLMAYAN GECĠKMELĠ KESĠRLĠ DĠFERANSĠYEL 

DENKLEMLERĠN ĠNTEGRAL KOġULLU BĠR SINIR DEĞER 

PROBLEMĠNĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠ 

Bu bölümde sonlu gecikme terimi içeren bir kesirli mertebeden p-laplasyen 

operatörlü integral sınır koĢullu problemin pozitif çözümlerinin varlığı üzerine 

koĢulları inceleyeceğiz. Ele alacağımız 

 

{
 
 

 
 
      

                     ∈  [   ] 

            ∈ [    ] 

                    ∫     
 

 

   

   
          [   

        ]    

 (3.1) 

integral sınır değer probleminde,                          ve    

lar sırası ile Caputo ve Riemann-Liouville türevler,  ∈    olmak üzere 

   [   ]      [      sürekli fonksiyon  ∈ [   ] ve 

 ∈  [    ]                            ,   ∈        [    ]  ve     

     [    ]      ∈ [    ]            ile normlanmıĢ bir Banach uzayı öyleki  

  
     ∈   [    ]              ∈  [    ]   ve son olarak    ,   

      

ve 
 

 
 

 

 
      olmak üzere                 p-laplasyen operatörüdür. 

Bu kısımda öncelikle gerekli tanım ve lemmalar verilecek ardından (3.1) 

probleminin tek ve çok sayıda pozitif çözümünün varlığı üzerine koĢulları veren 

sonuçlar elde edilecektir. 

3.1 Temel Tanım ve Bilgiler 

Öncelikle  ana sonucumuzu elde etmek için gerekli olan temel tanımlar, 

lemmalar ve gerekli bilgiler sunulacaktır.  

Tanım 3.1 ((Cabada and Wang 2012), (Ramdane and Guezane-Lakoud 2021)). 

Bir      fonksiyonunun   inci mertebeden Caputo kesirli türevi 

 
         

 

      
∫           

 

 

          

          

(3.2) 

ile tanımlanır. 
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Tanım 3.2 (Li, Zhang and Jiang 2020)    bir reel Banach uzayı ve     , boĢtan 

farklı, konveks, kapalı bir altküme olsun. Bu durumda 

I.    ∈   , for all  ∈    and       

II.     ∈    implies that    , 

koĢullarını sağlayan   kümesine   da bir koni denir. 

Tanım 3.3 (Li, Zhang and Jiang 2020), (Lu, et al. 2013)     bir     reel Banach 

uayında koni olsun. Eğer sürekli   ∶     [     dönüĢümü 

                                    ∈     ∈  [   ]   

koĢulunu sağlarsa, bu durumda    ye    kümesinde negatif olmayan sürekli 

konkav fonksiyon denir. 

Benzer Ģekilde, eğer sürekli       [     fonksiyonu her    ∈    ve  ∈  [   ] 

için  

                                 

eĢitsizliğini sağlarsa, bu   dönüĢümü bir   Banach uzayının    konisinde negatif 

olmayan sürekli konveks fonksiyondur, denir. 

Lemma 3.1  (Li, Zhang and Jiang 2020), (Ramdane and Guezane-Lakoud 2021) 

Kabul edelim ki     ve   [ ]    olsun. Eğer   ∈   [   ]    [   ] ise bu 

durumda   ∈              için 

                                
    (3.3) 

olur. 

Lemma 3.2 (3.1) integral sınır değer problem has a unique solution as follows: 

      8
∫       

 

 

  (         )     ∈ [   ] 

                                                   ∈  [    ] 

 (3.4) 
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olacak Ģekilde bir tek çözüme sahiptir, burada  

 

      

 

{
 
 

 
                                    

           
             

                    

           
                                                               

 
(3.5) 

olur. 

Ġspat          
        olsun, bu durumda  (3.1) problemi 

 {
                  

            
 (3.6) 

Ģekline dönüĢür ve 

 8

            (    )                         ∈      

                    ∫     
 

 

  
 (3.7) 

olur. Lemma 2.2 ve (3.6) kullanılarak 

                   
       

    

elde edilir. 

Sınır koĢullarından               olduğu için         ve böylece 

                                                           

                    
  

    
∫                

 

 

    (3.8) 

elde edilir. Ayrıca  (3.7) ve Lemma  den 

            
                    

  

olur.               olduğundan        , ve böylece 
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              (3.9) 

yazarız.        ∫     
 

 
    koĢulundan 

       ∫     
 

 

    ∫
        

    

 

 

    
                

ve böylece 

     ∫     
 

 

   ∫
        

    

 

 

    
            

sabiti elde edilir. Bulunan   , (3.9) da yazılırsa 

 

            
             ∫     

 

 

  

   ∫
        

    

 

 

    
            

(3.10) 

olur. Burada   ∫     
 

 
   alırsak,  (3.10) dan 

   ∫ ∫
        

    

 

 

  (         )   
 

 

   ∫   
 

 

    

 ∫   ∫
        

    

 

 

  (         )   
 

 

     

  ∫
      

      

 

 

    
            

 

 
  

 

 
∫

        

    

 

 

    
            

sonucuna varırız. Böylece 

     

 
   ∫

      

      

 

 

  (         )   

 
 

 
∫

        

    

 

 

  (         )    

ve 
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∫

      

      

 

 

    
           

 
 

   
 ∫

        

    

 

 

    
              

(3.11) 

elde ederiz. 

(3.11) i, (3.10) da yazarsak 

      ∫
        

    

 

 

    
            

 
   

   
∫

      

      

 

 

    
               

 
  

   
∫

        

    

 

 

  (         )      ∫
        

    

 

 

  (         )    

 ∫
          (         )                

            

 

 

  (   (      ))    

 ∫
           (         )

            

 

 

  (         )    

  ∫       
 

 

    
            

çözümünü elde ederiz, burada           problemin Green fonksiyonudur. 

                                                                                                                                   

Lemma 3.3  (Li, Zhang and Jiang 2020)  (3.5)  ile tanımlı        fonksiyonu 

I. Her    ∈       için           
 

   
        burada      , 

II. Her    ∈       ve         için                  
   

       
        burada       , 

özelliklerini sağlar. 

Lemma 3.4 (El-Shahed 2007), (Li, Sun and Zhao 2020), (Cui, Kang and Liu 

2015)    bir Banach uzayı ve       bir koni olsun.    ve    ler  ∈    ve  

      olacak Ģekilde   nın açık alt kümeleri ve       (     )     

tamamen sürekli bir operator olsun. Eğer 
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I. Her  ∈                            ve her  ∈         için  

            ,  

ya da 

II. Her  ∈         için                ve her  ∈               

             

koĢullarından biri sağlanıyorsa, bu durumda   nin            kümesinde bir 

sabit noktası vardır. 

Lemma 3.5  (Li, Zhang and Jiang 2020)  Eğer  ∈  (  
 

 
) bir sabit sayı ise bu 

durumda her  ∈    ve   ∈ [     ] için  

      [    ]           [   ]       [   ]       ∈ [   ]         

ifadelerini sağlayan bir sabit  ∈        sayısı vardır, burada   kümesi, Ģeklinde 

tanımlansın. 

Lemma 3.6 daki gibi tanımlıdır.  

3.2 Çözümün varlığı üzerine sonuçlar 

Bu kısımda kullanacağımız bazı gösterimleri ve gerekli olan hipotezleri 

vererek baĢlayalım.  

        ∈   
      [    ]      

      

       [    ]   
   

      ∈   
      [    ]   

      

       [    ]   
   

   
 

 (      )
   ∫              

   

 

    ∈         ∈ (  
 

 
 )   

   
   

      (      )
   ∫        

 

 

         

olmak üzere 

     [    ]           , 
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      ∈  [   ] ve  ∈    
                     , 

             , 

            , 

     Eğer         [    ]    olacak Ģekilde bir sabit varsa bu durumda 

          (
  

  
)       [    ] ∈  [    ]  ∈  [   ]  

     Eğer         [    ]    olacak Ģekilde bir sabit varsa bu durumda 

          (
    

  
)       [    ] ∈  [       ]  ∈  [      ] 

sağlansın. 

 [    ] de    operatörü 

      8
∫       

 

 

  (         )     ∈ [   ] 

                                                      ∈  [    ]

 

Ģeklinde tanımlansın. 

Lemma 3.6           koĢulları sağlansın,      [    ]       ∈ [    ]         ile 

normlanmıĢ bir    [    ]  Banach uzayındaki   konisi; 

     ∈                [   ]               

ile tanımlansın, bu durumda           ve           tamamen süreklidir. 

Ġspat    operatörünün sürekli olduğu açıktır.  2. Kısmın gerçeklendiğini görelim.  

Eğer      de bir sınırlı alt küme ise           olacak Ģekilde öyle bir      

sayısı vardır. 

       ∈ [   ]  ∈ [   ]                 

olsun. 
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Bu durumda, her  ∈    için 

         | ∫       
 

 

  (         )    |  
   

   

         (      )
      

elde ederiz. Böylece     , düzgün sınırlıdır. 

 ∈    ve            ∈ [    ] olsun. Eğer               ise bu durumda 

            | ∫
         (        )

           

 

 

  (         )    

 ∫
        

      

 

 

  (         )   |  

 ∫
         (        )

           

 

 

|   (         )|     

 ∫
        

      

 

 

 |   (         )|      

  ∫
         (        )

           

 

 

|   .∫
        

    

 

 

          /|     

 ∫
        

      

 

 

|   .∫
        

    

 

 

          /|      

 ∫
         (        )

           

 

 

   .
   

 

      
 /     

 ∫
        

      

 

 

   .
   

 

      
/     

 
      

   

           (      )
    ∫         

 

 

  

 
  

   

      (      )
    ∫         

 

 

    

 [
   

         
 ]

  
   

(      )
   ∶     

olur ki böylece 

                 ∫           
  

  

              

elde edilir. 
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Kabul edelim ki                     olsun, bu durumda 

                                                 

 ∫                  |   (          )|
 

 

     |       (    )| 

 
   

   

         (      )
                     

 
   

   

         (      )
                                

elde edilir. Böylece      eĢ süreklidir ve Ascoli-Arzela teoreminden,      nin 

relatively kompakt olduğunu söyleyebiliriz.      

Teorem 3.1 Kabul edelim ki                 ve       sağlansın, bu durumda  

(3.1) IBVP nıne en az iki pozitif     ve     çözümü vardır ve çözümler 

        [    ]           [    ] 

eĢitsizliğini sağlar. 

Ġspat  Kabul edelim ki      sağlansın ve     
    ∈   ∶       [    ]       

kümesini tanımlayalım, her  ∈         
 

      8
∫       

 

 

  (         )     ∈ [   ] 

                                                     ∈  [    ]

 

 {

     

        (      )
   ∫        

 

 

          ∈ [   ] 

     [    ]  ∈  [    ] 

 

 {
           ∈ [   ] 

     [    ]  ∈  [    ] 
 

      [    ]   

elde ederiz, bu ise bize 

 ∈         
      ‖     [    ]   ‖   [    ]   

eĢitsiziğini verir. 
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Kabul edelim ki      sağlansın.       olduğundan,         [    ]      için  

                   [    ]  olacak Ģekilde      [    ]         seçebiliriz, 

burada      ,         eĢitsizliğini sağlar.     
    ∈        [    ]       

olsun,  her  ∈         
 için 

    (
 

 
)  ∫  (

 

 
  )

   

 

   (         )    

 
   

(      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )   (   (      [    ]))     

 
   

 (      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )      [   ]   

 
   

 (      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )      [    ]     

       [    ]  

sağlanır, bu da bize  

      [    ]       [    ]        ∈          
 

olduğunu gösterir. 

Ayrıca,       olduğundan,  her      [    ]       için  

                  [    ]  olacak Ģekilde             [    ] seçebiliriz, 

burada,       sayısı         eĢitsizliğini sağlar.  

   
    ∈          [    ]        kümesini tanımlayalım, her  ∈         

 

için 

    (
 

 
)  ∫  (

 

 
   )

   

 

  (         )     

 
  

(      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )            [    ]      

 
   

 (      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )     [   ]   

  
   

 (      )
    ∫        

   

 

 (
 

 
   )     [    ]    

      [    ] 

olduğunu görürüz ki bu da bize  
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     [    ]        [    ] 

eĢitsizliğini verir. 

Böylece, Ģeklinde tanımlansın. 

Lemma 3.6 nın birinci ve ikinci kısmından ispat tamamlanır.     

Teorem 3.2  Eğer                 ve      koĢulları sağlanırsa , bu durumda  

(3.1) IBVP nin iki pozitif     ve    çözümü vardır ve bu çözümler 

        [    ]           [    ]  

eĢitsizliğini sağlar. 

Ġspat  Kabul edelim ki      sağlansın ve     
    ∈   ∶  ‖   [    ]     } 

kümesini tanımlayalım, her  ∈         
 için  

    (
 

 
)  ∫   (

 

 
   )

   

 

  (         )   

 
 

 
 ∫       

   

 

  (         )    

 
   

   (      )
    ∫        

   

 

         

          [    ]   

olur, böylece  

     [    ]       [    ]   

elde edilir. 

Eğer      sağlanır ve ayrıca       olursa, her        [    ]      için  

            ‖   [    ])  olacak Ģekilde     [    ]        seçebiliriz, 

burada     asyısı          eĢitsizliğini sağlar.  

   
    ∈   ∶  ‖   [    ]      } olsun,  her  ∈         

 için 
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      8
∫       

 

 

  (         )     ∈ [   ] 

                                                      ∈  [    ] 

  

 {

    

      (      )
   ∫        

 

 

           [    ]    ∈ [   ] 

    [    ]                                                                                         ∈  [    ] 

 

      [    ]  

elde edilir, bu da bize 

     [    ]      [    ] 

olduğunu gösterir. 

Ayrıca,       olduğundan, her     [    ]    için                [    ] 

olacak Ģekilde bir       vardır, burada       sayısı            

eĢitsizliğini sağlar.  

Bir sabit      sayısı seçelim öyleki                 [    ]              

           [    ]           olsun ve    
    ∈         [    ]       kümesini 

tanımlayalım.  Her  ∈         
 için 

      

{
 
 

 
 ∫

   

           [    ]  

         (         )    

∫
   

             [    ]  

        (         )        ∈ [   ] 

                                                                                       ∈  [    ]

 

 

 8
        {  (      )         (‖    [    ])    ) }    ∈ [   ] 

 
    [    ]                                                                      ∈  [    ]

 

 {
                          ∈  [   ] 
    [    ]          ∈  [    ]

 

        [    ]  

ve eĢitsizlikte her iki taraftan norma geçersek, her  ∈         
 için  

     [    ]       [    ] 
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elde ederiz. 

Böylece, Lemma 3.4 ün birinci ce ikinci kısmından teorem ispatlanır.                                                                                                                                     

Benzer Ģekilde, Teorem 3.1 ve Teorem 3.2 nin ispatarından Ģimdi vereceğimiz  

Teorem 3.3 ve Theorem 3.4 de kolayca elde edilir 

Teorem 3.3  Eğer            ler ve            koĢulları sağlanırsa, (3.1)  

IBVP  nın en az bir çözümü vardır. 

Theorem 3.4  Eğer            ler ve            koĢulları sağlanırsa, (3.1)  

IBVP  nın en az bir çözümü vardır. 

Örnek 3.1 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
  

 
     

  
 
           

 
 (  

 

 
)   

 
 (  

 

 
)     ∈  [   ] 

                                                                     ∈ [ 
 

 
  ]  

                                          
 

 
∫     

 

 

   

  .   
 
     /  [   

  
 
      ]    

 (3.12) 

kesirli diferansiyel denklemini ele alalım, burada   
 

 
   

 

 
   

 

 
     

  
 

 
         

 

 ( 
 

 
)   

 

  ( 
 

 
) olarak seçilmiĢtir. 

    
* 

 

 
  +

     için limite geçtiğimizde 

      

  (    [    ])
 

 
 
 ( 

 
 
)   

 
 ( 

 
 
)

  (    
* 

 
 
  +

)
 

    
* 

 
 
  +

 
      

* 
 
 
  +

 
 

   
* 

 
   +

     
    

     
* 

 
 
  +

 
 
      

* 
 
 
  +

 
 
       

olduğundan,      elde ederiz. 

Ayrıca,            [    ] olacak Ģekilde öyle bir     sabiti vardır ki, 

   
* 

 

 
  +

    için limite geçersek  
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       [    ] 
   0    

* 
 
 
  +

 
 
     

* 
 
 
  +

 
 
 1       

elde edilir. Bu yüzden        olur, bu da bize den dolayı problem (3.12) nin en 

az bir pozitif çözümü olduğunu gösterir. 

 Örnek 3.2 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
  

 
 (  

 
     

 
       )   ( 

 
 .  (

 

 
)/   

 
 .  (

 

 
)/)   ∈  [   ] 

         ∈ [ (
 

 
)   ]  

                   
 

 
∫     

 

 

   

  
 
.   

 
     /  [  

 
   

 
      ]   

 (3.13) 

kesirli diferansiyel denklemini alalım, burada   
 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
   

 

 
         

 

 ( 
 

 
)   

 

 ( 
 

 
)  dır ve          [    ]  olacak Ģekilde bir   

sabiti vardır, böylece    
* 

 

 
  +

     için 

      

  (   [    ]) 
 

 (
 
 
) ( 

 
 )   (

 
 
) ( 

 
 )

  
 
(   

* 
 
 
  +

) 
     

   
* 

 
 
  +

 
     

* 
 
 
  +

 
 

   
* 

 
 
  +

 
 
  

  0   
* 

 
 
  +

     
* 

 
 
  +

 
 
  1          

elde edilir, ayrıca    
* 

 

 
  +

   için 

 

      

      [    ] 
     

   
* 

 
 
  +

 
     

* 
 
 
  +

 
 

   
* 

 
 
  +

 
 
  

  0   
* 

 
 
  +

     
* 

 
 
  +

 
 
  1        

 

olur, böylece       and       ede ederiz ve       koĢulu sağlanır.  
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Bununla birlikte 

   
   

      (      )
    ∫         

 

 

         

 
   

      (      )
   ∫

                  [        ] 

           

 

 

   

 
 

   
 

olarak hesaplanır.      alırsak,        
* 

 

 
  +

    için          
 

   
 

  

 (
   

 
 )

   

 elde ederiz, böylece      koĢulu sağlanmıĢ olur. Bu yüzden,  Teorem 

3.1 in bir sonucu olarak  (3.13) probleminin  0<    * 
 

 
  +

<2<    * 
 

 
  +

  olacak 

Ģekilde en az iki pozitif    ve    çözümü vardır 

3.3  (3.1) BVP için çok sayıda çözümün varlığı üzerine sonuçlar 

  ∶       [      ve   ∈   olsun, burada   bir bazuzayıdır  Ayrıca 

bir   fonksiyonu her  ∈ [   ]     ∈       ]          ,                 

Ģeklinde tanımlı   nin bir elemanı olsun. 

          da bir koni ve         bir Banach uzayı olsun. Bir sürekli 

     [     

fonksiyonu, her    ∈    ve  ∈  [   ] için 

                                 

koĢulunu sağlayan bir konkav, pozitif ve sürekli nir fonksiyoneldir. 

Her      sabiti için 

      ∈               

kümesini tanımlayalım. 

Bu kısımda vereceğimiz sonuç Leggett and Williams (Leggett and Williams 

1979) sabit nokta teoremine dayanmaktadır. 
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Teorem 2.1 den  (3.1) IBVP  nin bir çözümünü bulmak için öncelikle 

            ]            ] ∈      ∈             

kümesini tanımlayalım ve    kümesinde 

                                       ∈      

ile tanımlı yarı normunu alalım. 

Tanım 3.4 (3.1) IBVP bir   çözümüne sahiptir, burada  ∈    fonksiyonu   

üzerinde 

       
                  

denklemini ve 

                           ∫     
 

 
      

         

[   
        ]     

koĢullarını sağlar ve            ∈        ] dir. 

  den   ye tüm sürekli fonksiyonların,                        ∈     normu ile 

normlanmıĢ Banach uzayını        ile gösterelim. 

ġimdi,   uzayının bazı aksiyomlarını verelim: 

 

     Her  ∈  [   ] için eğer               ∈   ise aĢağıdaki koĢullar 

sağlansın: 

  ∈  , 

                 olacak Ģekilde bir pozitif    sabiti vardır, 

                , olan ve  
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eĢitsizliğini sağlayan  sürekli bir    ve yerel sınırlı bir   fonksiyonu 

vardır,  

         [   ] de bir  -değerli sürekli fonksiyon, 

       uzayı komple uzaydır. 

              ∈  [   ]                      ∈  [   ]    

sayılarını tanımlayalım. 

Teoremi kurmak için gerekli koĢullarımız aĢağıda verildiği gibidir: 

       bir sürekli fonksiyon, 

     Her       ∈     için sürekli ve azalmayan bir    [      [     

fonksiyonu ile sürekli ve artmayan bir     [      [     fonksiyonu ve 

  ∈         ,   ∈          fonksiyonları için  

      
                        

          

eĢitsiziği sağlansın, 

      

 

         (      )
   

[                     ]       

        olacak Ģekilde bir     sabiti vardır, 

      

[                        ]    

 
 

 (      )
    ∫               

 ∈  

     

olacak Ģekilde bir      sabiti vardır 
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                olmak üzere  

 

         (      )
   

[                    ]      

olacak Ģekilde bir    sabiti vardır, burada   
      

  
 dır. 

Teorem 3.5  Eğer            koĢulları sağlanırsa,  (3.1) IBVP en az üç pozitif 

çözümü sahiptir. 

Ġspat  Leggett-William sabit nokta teoremini  kullanmak için, öncelikle (3.1) 

IBVP  ni bir sabit nokta problemine dönüĢtüreceğiz.  

        8

      ∈       ] 

∫       
 

 

  (         )     ∈  [   ]
 

ile tanımlı  

        

operatörünü ele alalım, burada          (3.5) ile tanımlı, problemin Green 

fonksiyonudur. Açıktır ki,   operatörünün sabit noktaları, (3.1) probleminin 

çözümleridir.  

          ]     fonksiyonu 

 

     {
           ∈       ] 
                      ∈  [   ]

 

Ģeklinde tanımlansın. Bu durumda,      dır. Her  ∈   için      dır,  

     {
       ∈       ] 

          ∈  [   ]
 

ile tanımı fonksiyonu   ie gösterelim.     ,   
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     ∫       
 

 

    
            

integral denklemini sağlasın. 

     fonksiyonunu                 Ģeklinde iki parçaya ayıralım ki burada 

her   ∈  [   ]  için          ve       fonksiyonu 

      ∫       
 

 
  (∫

        

    

 

 
            )     

integral denklemini sağlar. 

     ∈    [   ]           kümesini ve bu küme üzerindeki 

                        ∶                   

ile tanımlı        yarı normunu alalım.  

  ,       ile normlu bir Banach uzayadır.  

 

        ∫       
 

 

  .∫
        

    

 

 

            /    (3.14) 

ile tanımlı         operatörünü alalım. 

Kolayca görülür ki,   operatörünün sabit noktaya sahip olması   operatörünün 

bir sabit noktaya sahip olmasına denktir. Bu nedenle   nin sabit noktaya sahip 

olduğunu gösterrmemiz yeterlidir. 

Ģeklinde tanımlansın. 

Lemma 3.6 dan,    operatörü tamamen süreklidir. 

       ∈                 ∈        
 

 
               ∈      

kümesi    da bir koni olsun.       nin iyi tanımlı olduğunu göstereceğiz. 

 ∈   olsun,                    Lemma 3. ve (3.14) den 
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∫       

 

 

  .∫
        

    

 

 

            /   

   0
  

      
∫       
 ∈  

  .∫
        

    

 

 

            /  1  

elde edilir. 

Ayrıca,                    Lemma 3. kullanılarak, her   ∈    için 

         ∫       
 

 

  .∫
        

    

 

 

            /    

 
 

 
∫       

 

 

  .∫
        

    

 

 

            /    

  0
  

      
∫       
 ∈  

  .∫
        

    

 

 

            /  1 

  
 

 
           

olur ki, bu da bize       nin iyi tanımlı olduğunu gösterir.           ve 

      koĢullarını kullanarak         nin iyi tanımlı ve tamamen sürekli 

olduğunu söyleriz.  

    [     fonksiyonu 

         ∈ [   ]      

ile tanımlansın. 

Açıktır ki,     bir negatif olmayan, konkav, sürekli bir fonksiyoneldir ve  

              ∈    

olur. 

Geriye sadece, Teorem 2.1 in hipotezlerinin sağlandığını göstermek kaldı. 

Kolayca görülür ki, Teorem 2.1 in      koĢulu    ∈    için sağlanır ve      , 

     koĢullarından 
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             2 ∫         
 

 

   .∫
        

    

 

 

       

                 /   3  

            2 ∫         
 

 

   .∫
        

    

 

 

          

               /  3  

 
 

         (      )
    [ 

                     ]    

      

elde ederiz, burada 

                             

                    ∶                        

                  ∶                        

                  ∶                   

                                                       (3.15) 

dır. 

ġimdi, Teorem 2.1 in       koĢulunun sağlandığını görelim.  

Eğer  ∈   (    
 

 
) ise          

 

 
  ∈     elde edilir ve buradan  

 

{  ∈   (    
 

 
)          }    

olduğu görülür. 

     koĢulu ile 

 (     )             2 ∫       
 

 

  .∫
        

    

 

 

            /    3  

      ∈  2 ∫       
 

 

  .∫
        

    

 

 

                   /   3 
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   [                     ]    
 

 (      )
    ∫              

  ∈   

   

elde ederiz. Böylece teoremin      koĢulu sağlanır. 

Ayrıca Teorem 2.1 in       koĢulunun sağlandığını gösterelim. Eğer  ∈

         ve        
 

 
 ise 

 (     )      ∈  2 ∫       
 

 

  .∫
        

    

 

 

            /   3  

          

   

elde ederiz. Böylece      koĢulu sağlanmıĢ olur. Leggett and William sabit nokta 

teoreminden,   oeratörünün   

  ∈       ∈     ∈                     ∈                    

olacak Ģekilde          sabit noktalarının olduğu söylenebilir. Teorem 2.1 ile   

                    ve             olacak Ģekilde          

EĢitsizliklerini sağlayan üç pozitif          çözümünün var olduğu gösterilmiĢ 

olur. 

Son olarak, (3.1) IBVP, 

 

      {
                      ∈       ] 

           ∈  [   ]  ∈           
 

olacak Ģekilde                pozitif çözümlerine sahiptir. 
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Örnek 3.3 

 

{
 
 
 

 
 
  

 
 (     

  
 
       )  

          
          

      
  ∈   [   ] 

           ∈       ] 

                   
 

 
∫     

 

 

   

    
  

 
       [   

  
 
      ]    

 (3.16) 

kesirli diferansiyel denklemini ele alalım, burada    
 

 
   

 

 
   

 

 
     

  
 

 
        

          
          

      
. 

       
 

  
   olacak Ģekilde bir   alalım    

     ∈         ]             
                 

ile tanımlı    de  

‖         ∈      ] 
    |      

normunu alalım. 

   ∈    olacak Ģekilde        ]     tanımlayalım. Bu durumda 

         
                   

          

           
             

               
             

olur. Bu yüzden    ∈    elde edilir.  

                                                 

eĢitsizliği sağlanır, burada       ve     dir.             ile 

tanımlansın. 

Eğer        ise 

                                     



67 
 

elde edilir. Böylece her    ∈  [   ] için 

                                                                

eĢitsizliği sağlanır ve bu yüzden 

                                            

olur.             bir Banach uzayıdır, buradan    nin bir faz uzayı oluğu 

söylenir.  

       
          

          

      
      ∈       

olduğu için,  

      
 

  
                             

 

    
 

      ∈ [   ]   

seçebiliriz.                      nin tanımlarından  

      
                                        

elde edilir. 

Kolay hesaplamalarla,  

 

 (      )
   ∫        

 ∈  

                       

elde ederiz. Ayrıca, 

[                       ]      (  
 

   
) 

ve buradan 
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[                       ]    
 

 (      )
    ∫              

 ∈  

  

    

olur ki, bu bize        için 

    ( 
 

   
  )                 

eĢitsizliğini verir. Ayrıca, 

[                     ]    
 

  
(  

 

   
)     

Ve 

 

                      
           

olduğundan 

 

 

         (      )
   

[                      ]         

elde edilir ve böylece        seçerek 

 

  
(  

 

   
)                  

Ayrıca         seçerek 

 

  
(  

 

   
)                                      

elde edilir. Teorem 3.5 in tüm koĢulları sağlandığı için,  Problem (3.16),     

   ve    pozitif çözümerine sahiptir. 
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4. M-NOKTALI P-LAPLASYEN LĠLEER OLMAYAN KESĠRLĠ BĠR 

BVP NĠN POZĠTĠF ÇÖZÜMLERĠNĠN VARLIĞI  

Kesirli diferansiyel denklemlerin  p-Laplasyen operatörlü ve çift çok noktalı 

sınır değerleri koĢullarıyla oluĢturulan problemlerin pozitif çözümlerinin varlığını 

kapsayan az sayıda çalıĢma vardır. Sonuç olarak, bu bölümde ele alacağımız 

çalıĢma bu alandaki nadir çalıĢmalardan biri olarak literatüre katkı sunması ile 

önem arz etmektedir.  Ele aldığımız 

 

 

{
 
 

 
   (  ( 

     ))   (      )     ∈ [   ] 

         ( 
     )    

  ( 
     )  ∑   

   

   

  ( 
      )  

      ∑   

   

   

        

 (4.1) 

çok noktalı, p-Laplasyen kesirli diferansiyel denkleminde,       ve    ler 

standart Riemann-Liouville kesirli türevlerdir öyleki             olmak 

üzere                     ve               için                  

    dir  ve   ∑   
   
        ∑   

   
        koĢullarını sağlar. Ayrıca   ∈

  [   ]   [      [       ve        için                   p-Laplasyen 

operatörüdür. 

Bu bölümde öncelikle ana sonuçlarda kullanılan bazı gerekli tanımları ve 

lemmaları vereceğiz. Problemimizin Green fonksiyonunu özellikleriyle birlikte 

elde ettikten sonra çalıĢmanın daha anlaĢılır olması için bu bölümde geçen  sabit 

nokta teoremlerini de sunacağız. Teoremlerin sonucu olarak önce tek bir pozitif 

çözümün varlığını ve ardından da çokluk sonuçlarını vereceğiz. Elde ettiğimiz 

sonuçları bazı örneklerle pekiĢtireceğiz. 

4.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Ġlk oarak bu bölümde gerekli olacak bazı tanım ve lemmaları vereceğiz.   

Lemma 4.1  (Z. Lv 2020)  ∈   [   ] sürekli bir fonksiyon olsun.  Bu durumda 
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{

              

              ∑   

   

   

       
 

problemi  

     ∫       
 

 

         

ile verilen bir tek çözüme sahiptir, burada  

                         

        

{
 
 

 
                         

    
            

              

    
            

 

 

 

ve       ∑   
   
     

     
 olmak üzere 

       

 

{
 
 

 
 
∑ [    

     
                   

              ]       

      
  ∈  [   ] 

∑     
     

               
        

     
  ∈  [   ] 

 

(4.2) 

Ģeklindedir. 

Lemma 4.2    bir sürekli fonksiyon olsun ve  (4.1)  BVP  ni ele alalım.. Problem  

(4.1)  

     ∫       
 

 

        

ile verilen bir tek çözüme sahiptir, burada       ∑   
   
     

   
  olmak üzere 

     ∫       
 

 

        
    

 
 ∑   

   

   

∫        
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Ģeklinde tanımlıdır, öyleki  

        

{
 
 

 
                       

    
            

             

    
            

 

ve 

 

∑   

   

   

        

 

{
 
 

 
 ∑ [    

                        ]       

     
  ∈  [   ] 

∑             
            

     
  ∈  [   ] 

 

(4.3) 

dir. 

Ġspat  (4.1) BVP ni basitleĢtirmek için,        ve         ile gösterelim, 

böylece problem (4.1) becomes the following linear BVP 

 {

            

                ∑   

   

   

      
 (4.4) 

lineer sınır değer problemine dönüĢür, burada  ∈    [   ] ve      dir. 

Lemma 2.2 uygulanarak,  problem (4.4) den  

        
         

             

yazılır.         olduğundan      elde edilir ve 

         
           (4.5) 

olur. (4.4) probleminin ikinci sınır koĢulu olan      ∑   
   
         eĢitliğinden 
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   ∫
        

    

 

 

          ∑   

   

   

0     
   

 ∫
         

    

  

 

        1 

 

elde ederiz. Buradan, 

  [  ∑     
   

   

   

]

 ∫
        

    

 

 

        ∑   

   

   

∫
         

    

  

 

        

 

ve      ∑   
   
     

   
 olmak üzere 

 

   
 

      
∫         

 

 

        
 

      
∑   

   

   

∫          
  

 

          

olduğu görülür. 

   sabitini  (4.5) eĢitliğinde yerine yazarsak  

     
    

      
∫         

 

 

        
    

      
∑   

   

   

∫          
  

 

       

  
 

    
∫         

 

 

       

  
 

     
∫         

 

 

       
    

    
∫         

 

 

        

 
    

      
∑   

   

   

  
   

∫         
 

 

      

 
    

      
∑   

   

   

∫          
  

 

        

  
 

    
∫         

 

 

       
    

     
∫         

 

 

       

 
    

      
    

   
∫         

  

 

       
    

      
    

   
∫         
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  ∫          

  

 

          

 
    

      
        

   
∫         

    

 

      

 
    

      
        

   
∫         

 

    

       

 
    

      
    ∫            

    

 

        

 ∫       
 

 

        
    

 
∑   

   

   

∫        
 

 

       

elde ederiz, burada 

       

{
 
 

 
                       

    
            

             

    
                                     

 

ve 

 

∑   

   

   

         

{
 
 

 
 ∑ [    

                         ]       

     
  ∈ [   ] 

∑             
            

     
                           ∈ [   ]

 

ile tanımlıdır.                                                                                                                             

Lemma 4.3  (Z. W. Lv 2014)  Eğer  ∑   
   
     

     
   eĢitsizliği sağlanırsa,  

(4.2) ile verilen        fonksiyonu aĢağıdaki özelikleri sağlar: 

I. Her    ∈          için            , 

II. Her    ∈          için                         eĢitsizliği sağlanır, 

burada 
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           ve 

        
∑   

   
     

     
            

      
  

 

          olmak üzere  

                       

            ve 

            ∈[   ]              ∈[   ]         

 

          Ģeklindedir. 

III. Her    ∈          için                      dir. 

Lemma 4.4  (4.2) ile tanımlanan        fonksiyonu aĢağıdaki özelikleri sağlar: 

I.  Her    ∈  [   ]                    ve               ,  

II. Her    ∈  [   ]       

                                  ∈         

        eĢitsizliği sağlanacak Ģekilde bir pozitif   ∈         fonksiyonu vardır      

ve her  

                              için 

 

      

{
 
 

 
                      

            
     ∈  [    ] 

(
 

 
)
   

     ∈  [    ]
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          Ģeklindedir,  

III.            ∫       
 

 
   ,

    

     
- dir. 

Ġspat  Ġspat üç adımda yapılacaktır. 

 Her      ∈  [   ]  [   ]  için eğer       ise,        nin tanımından  

       
 

    
 ((      )

   
         ) 

          
    

    
 (                 ) 

                                     

elde edilir. 

Eğer      ise  kolayca görüleceği gibi her        ∈ [   ]  [   ] için        

   dir. 

       fonksiyonunu yardımı ile        için 

                              

fonksiyonunu tanımlayalım, buradan 

         

   
                        

                          

                      

     

eĢitsizliği elde edilir ki, bu bize           fonksiyonunun artmayan bir fonksiyon 

olduğunu gösterir. Bu yüzden  

                                       (4.6) 

sonucunu elde ederiz.    fonksiyonunun tanımından ve  (4.3) den          

         olduğu görülür. 
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Benzer Ģekilde her          için  

        (      )
   

  

tanımlayalım. Kolayca görürüz ki         fonksiyonu her  ∈  [   ] için 

azalmayandır ve böylece 

                
 

    
 {
         ∈  [    ] 

         ∈  [    ] 
 

 

 
 

    
 {
(      )

   
           ∈  [    ] 

(      )
   

                                     ∈  [    ] 
 

oldğundan          için 

(      )
   

           (      )
   

 

elde edilir. 

   ve    fonksiyonlarının monotonluk özelliklerinden 

                         
(      )

   

    
 (4.7) 

yazılır ki, Lemma 4.4 de tanımlanan        fonksiyonu    ∈  [    ]            

için  

            
(      )

   
         

(      )
   

 
(      )

   

    
 

 
 

    
 *(      )

   
         +  

eĢitsizliğini sağlar.       azalmayan bir fonksiyon olduğundan,     için 

            
(      )
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elde ederiz. 

Bu yüzden 

                                

olur. 

Ayrıca,       nin   ∈  [    ]      and     için artmayan olmasından 

            (
 

 
 )

   

 
 

    
[      ]     

 
 

    
[      ]     

 
 

    
[      ]     

eĢitsizliği elde edilir. 

Bu nedenle, her      ∈ [   ] için  

                                

olduğu görülür. 

Beta integral fonksiyonunun          ∫              

 
   tanımından ve            

       
        

      
 eĢitliğinden, (4.7) denklemi kullanılarak 

          (∫       
 

 

    
    

 
∑   

   

   

∫        
 

 

  ) 

 
 

    
∫ (      )

   
 

 

   
 

 
∑   

   

   

∫ (      )
   

 

 

   

  
    

     
 [  

 

 
∑   

   

   

] (4.8) 

elde edilir. Bu yüzden  
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           ∫       
 

 

    
    

     
   

olur ki,  böylece ispat tamamlanır.                                                                                            

Bu kısımda, problemin çözümününün varlığı ile ilgili sonucu vermek için 

kullanacağımız sabit nokta teoremini ve gerekli lemmaları sunacağız. 

Lemma 3.4 den,            sabit   sayıları için           ∈                                                                                                                   

             ∈                                                    

Lemma 4.5  (Lu, et al. 2013)   ,                                            

   ∈                             ∈            , 

                                      egatif olmayan, sürekli ve konkav bir 

fonksiyonel  ve              ∈                        olsun.  Kabul 

edelim ki          tamamen sürekli ve              için  

        ∈                            ∈                          

                               

       ∈                                                  , 

koĢulları sağlansın.  Bu durumda    operatörü  

                                        

olacak Ģekilde en az üç       ve     sabit noktaya sahiptir. 

   [   ]                          ile normlu Banach uzayı olsun. 

                  ∈               ile tanımlayalım.   konisi üzerinde negatif 

olmayan konkav                              olmak üzere       

                   ile tanımlansın. 

Lemma 4.6          

          ∫       
 

 

       (4.9) 
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ile tanımlı operatör olsun. Bu durumda         tamamen süreklidir. 

Ġspat   ∈    olsun,                  ve            fonksiyonlarının pozitiflik ve 

sürekliliğinden,        operatörünün sürekli olduğunu söyleyebiliriz. 

     sınırlı bir küme olsun, böylece, her  

 ∈                                 bir pozitif                .   

                               olsun,  bu durumda her   ∈   için  

          | ∫       
 

 

       | 

 |∫       
 

 

  (∫       
 

 

 (      )  

 
    

 
∑   

   

   

∫        
 

 

 (      )  )  | 

       ∫       
 

 

  (∫       
 

 

    
    

 
∑   

   

   

∫        
 

 

  )     

  [
      

     
(  

 

 
∑   

   

   

) ]

   

 ∫        
 

 

    

       

elde ederiz ki bu da bize       nin düzgün sınırlı olduğunu gösterir. 

Ayrıca,         ve        fonksiyonlarının  [   ]  [   ] de sürekli olmasından 

dolayı biliyoruz ki  [   ]  [   ] de düzgün süreklidir. Bu yüzden, sabit bir  

 ∈  [   ] için ve her       için              olacak Ģekilde öyle bir        

sabiti vardır ki 

                       [
      

     
(  

 

 
 ∑   

   

   

)]   

olur. 

Böylece, her  ∈   için 

                    ∫                  
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 ∫                  
 

 

 [
      

     
(  

 

 
∑   

   

   

) ]

   

   

   [
      

     
(  

 

 
∑   

   

   

) ] ∫                   
 

 

   

     

elde edilir ki, bunun anlamı       nin eĢ sürekli olmasıdır  ve Arzella-Ascoli 

teoreminden we        operatörünün tamamen sürekli olduğunu elde ederiz.  

4.2 Pozitif çözümlerin varlığı   

Öncelikle  

  [0
    

     
.  

 

 ∑   
   
   

/ 1

   

∫        
 

 

  ]

  

 

ve 

  0 ∫           
 

 

  . ∫            
 

 

   /   1

  

 

sayılarını tanımlayalım. 

 

Theorem 4.6         fonksiyonu  [   ]  [      de sürekli olsun.  Kabul 

edelimki 

                    for      ∈ [   ]  [    ]; 

                    for      ∈ [   ]  [    ] 

olacak Ģekilde iki pozitif sabit var ve         sağlansın. Bu durumda (4.1) 

kesirli türeve sahip dınır değer problemi              olacak Ģekilde en az bir 

pozitif     çözümüne sahiptir. 

Ġspat  Lemma 4.6 dan,         tamamen süreklidir ve  (4.1) sınır değer 

probleminin         gibi bir çözüme sahip olması için gerek ve yeter koĢul    
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nin          operatör denklemini çözmesidir, diğer bir değiĢle           

operatörünün sabit noktası olmasıdır.  

Ġspat iki adımda tamamlanacaktır: 

Adım 1:        ∈                olsun. Her  ∈       ve  ∈  [   ] için 

            elde ederiz.     ) koĢulundan, 

        ∫       
 

 

       

    ∫           
 

 

  (∫      
 

 

      (   
 

 
∑   

   

   

)  )   

     ∫           
 

 

  (∫      
 

 

      (   
 

 
∑   

   

   

)   )     

           

elde edilir, böylece her  ∈       için  

              

olur. 

Adım 2:        ∈                  olsun.  Her  ∈      ve  ∈  [   ] için  

            elde ederiz.       koĢulundan ise 

                    ∫       
 

 

       

      [
    

      
(   

 

 
∑   

   

   

)]

   

∫        
 

 

   

               

olduğu görülür ve böylece he  ∈      için 

                 ∈       

elde edilir. Böylece  (4.4)  kullanılarak ispat tamamlanır.                                                                                                                            
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Örnek 4.1 

 

{
 
 

 
   (  ( 

     ))   (      )     ∈  [   ] 

         ( 
     )    

  ( 
     )  ∑   

   

   

  ( 
      )     

      ∑   

   

   

        

 (4.10) 

sınır değer problemini ele  alalım, burada 

          
 

   
(     

 
       )  

  
 

 
   

 

 
   

 

 
                 

 

 
 

      
 

 
    

 

 
    

 

 
       

 

 
  

ve  ∈    [   ]   [      [        dir.  

  
 

 
  ve   

 

 
 alalım. Kolay hesaplamalarla    

 

  
,          , 

  [∫       
 

 

  (∫      
 

 

      (  
 

 
∑   

   

   

)   )    ]

  

 

 6.∫        
 

 

  

 ∫        
 

 

   / (
 

    
∫      

 

 

(      )
   

( 

 
 

 
∑   

   

   

)   )

   

7

  

 

  [  
 

    
∫            

 

 

   

 
  

      
∫   

                            
  

 

   

 
  

      
∫   

               
 

  

   

 
  

      
∫   

                           
  

 

     

        
  

      
∫   
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  (
 

    
∫       

 

 

(      )
   

(  
 

 
∑   

   

   

)   )

   

]    

            

ve 

  [∫        
 

 

  (∫      
 

 

      (  
 

 
∑   

   

   

)   )    ]

  

 

  [.
 

    
∫           

 

 

    
∑   

 
   

      
∫   

               
 

 

    / 

  4
    

      
(  

 

 
∑   

   

   

)

   

5 ]    

          

elde edilir. 

     ve       seçersek, 

     ∈ [   ]  [   ] için 

       
 

   
(     

 
      )                            

ve 

     ∈ [   ]  [    ] için  

       
 

   
(     

 
       )                           

olduğu görülür. 

Böylece  Theorem 4.6 den, (4.10) BVP,             olacak Ģekilde en 

az bir pozitif çözüme sahiptir. 

Teorem 4.7        , [   ]  [      de sürekli olsun ve   

                   ,        ∈ [   ]  [   ]; 
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                   ,        ∈ [   ]  [   ]; 

                   ,        ∈ [   ]  [   ] 

koĢulları sağlanacak Ģekilde           sabitleri var olsun. Bu durumda,  

(4.1) BVP nin en az üç       ve     çözümü vardır ve bu çözümler için 

                                                                   

                                                

sağlanır. 

Ġspat Lemma 4.6 dan         operatörünün tamamen sürekli olduğunu ve  

(4.1) BVP nin         çözümüne sahip olması için gerek ve yeter koĢulun   nin 

        operatör denklemini sağlaması oduğunu söyleyebiliriz. 

Eğer  ∈    ise         olur.       koĢulundan 

                    ∫       
 

 

       

   [
    

      
(   

 

 
∑   

   

   

)]

   

∫        
 

 

    

   

elde edilir. Böylece         olduğu görülür. 

Benzer Ģekilde, eğer  ∈    ise       koĢulundan             olur. Böylece  

Lemma 4.5 in      koĢuu sağlanmıĢ olur. 

     koĢulunu sağlamak için,      
     

 
         seçelim. Açıktır ki                               

     
     

 
∈          olur ve buradan           için            elde 

edilir. Böylece, 
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)   )    

    

olduğu görülür be bu nedenle her all  ∈            için         elde edilir. 

    seçelim, bu bize Lemma 4.5 in        koĢulunun sağlandığını gösterir. 

Benzer Ģekilde, eğer   ∈           ve               ise          elde 

ederiz. Böylece Lemma 4.5 in      koĢuu da sağlanır. Böylece, Lemma 4.5 den  

(4.1) BVP,  

                                             

                                               

koĢulunu sağlayan en az üç pozitif        ve    çözümüne sahiptir. 

Örnek 4.2 
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eĢitsizlikleri sağlandığından,  Teorem 4.7  den  (4.11)  BVP nin   

                         
       

 
    

 
 
 
                                     

                                     
 
    

 
 
 
             

koĢullarını sağlayan en az üç        ve      çözümleri vardır. 
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5. SONUÇ VE TARTIġMA 

Tezin tamamında, değiĢen sınır koĢullarına sahip çok çeĢitli Lineer Olmayan 

Kesirli Sınır Değer Problemler (NFDE) için en az bir, iki ve üç (tekli ve çoklu) 

pozitif çözümlerin varlığını kanıtlıyoruz. Ġlgili NFDE'ler, p-Laplacian 

operatöründen, hem sonlu hem de sonlu terimli koĢullardan oluĢur. Ayrıca 

gecikme terimleri olmayan ancak çeĢiti varyasyonları olan çok daha fazla NFDE 

düĢündük. NFDE' lerdeki varyasyonlardan bazıları, integral sınır değeri 

koĢullarını, çok noktalı çift sınır değeri koĢullarını içeriyordu. Tezde ele alınan 

NFDE' lerin çoğunun, bu alandaki çalıĢmalara birçok  katkısı olan Riemann-

Liouville ve Caputo fraksiyonel türevlerinin karma kombinasyonlarını içerdiği 

belirtilmelidir. 

Ayrıca Guo-Krasnoselskii ve Leggett-Williams sabit nokta teoremi, sonlu 

gecikmeli lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin integral sınır değer 

problemlerinde kullanıldı. Bunun yanısıra, gecikme terimleri olmayan lineer 

olmayan kesirli diferansiyel denklemlerin integral sınır değeri problemleri için 

Guo-Krasnoselskii teoremini ve beĢ fonksiyonelli sabit nokta teoremini dikkate 

aldık. 

NFDE'lerin çift çok noktalı BVP'leri ile ilgili olarak, pozitif çözümlerin 

varlığını ve çokluğunu doğrulamak için bir monoton yinelemeli yöntem ve sabit 

nokta indeksi teorisini bir koni içinde uyguladık. Green'in fonksiyon özelliklerinin 

kullanımıyla birlikte, Guo-Krasnosel'skii sabit nokta teoremi yardımı ile pozitif 

çözümlerin varlığı üzerine sonuçlar ede edildi. Ayrıca ilgili bölümlerde ana 

sonuçları doğrulayan basit örnekler de sağladık. 

Gelecekteki çalıĢmalar için, bu tezde ele alınan NDFE türlerinin tümü olmasa 

da çoğunun çeĢitli kombinasyonlarını, elbette, bilimin bu kaçınılmaz ancak hayati 

alanında daha uygun yaklaĢımları baĢlatacak değiĢtirilmiĢ tekniklerle birleĢtirmek 

faydalı olacaktır. Tahmin edilebileceği gibi, özellikle hem Riemann-Liouville hem 

de Caputo fraksiyonel türevlerinin kombinasyonu ile kaynaĢmıĢ gecikmeli çift 

çoklu nokta ve integral sınır değeri koĢullarını kapsayan daha fazla çalıĢmanın 

kapsanması gerekecektir. Laplacian operatörünün dahil edilmesi, bilim ve 

uygulamalarıyla ilgili daha fazla ilerlemenin bel kemiği olmaya devam ediyor ve 

devam edecektir.  
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ve yardımsever danıĢmanlarım ve süpervizörlerim var. (Asıl) danıĢmanım Prof. 

Dr. Serap Fatma TOPAL'a beni hiç bilmediğim ve hayalini bile kurmadığım 
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için içtenlikle teĢekkür ederim. Bunun temel nedeni, araĢtırmam boyunca bana her 

türlü desteği vermesi ve her türlü desteği sağlaması, annelik desteğiyle adım adım 

bana yardım etmesi, her zaman ufkun ötesine bakan yeni bir kültür geliĢtirmesidir. 

Doğru zihniyet, rehberlik ve destekle hiçbir Ģey öğrenilmesi imkansız veya basitçe 

“öğrenilemez” değildir, her Ģey çok iyi öğrenilebilir ve öğrenilebilir. Prof. Dr. 

Özis Turgut'un beni ve sınıf arkadaĢlarımı matematik dünyasına farklı bir 

yaklaĢımla tanıĢtırırken, sayısız alandaki zengin deneyimiyle yetiĢtirdiği 

çalıĢmaları takdir ediyorum. Ġkinci olarak, komite ve jüri üyelerinin yaptığı paha 

biçilmez katkıyı kelimelerle anlatılamaz. Çok teĢekkürler Prof. Dr. Fadime DAL 

and Doç. Dr. ġerife FAYDAOĞLU.  

“YURTDIġI TÜRKLER VE AKRABA TOPLULUKLAR BAġKANLIĞI”na 

(YTB) ve bu seçkin organizasyonda görev yapan tüm iĢçi ve gönüllülere teĢekkür 

ederiz. Bana bu bursu, ödenekleri ve rehberliği vererek bana hayatımı değiĢtiren 

bir deneyim kazandırmaya uygun olup olmadığını gördüğünüz için teĢekkür 

ederim. 

Söylediği gibi, hayır iĢleri evde baĢlar, Maraire ailesine eğitimlerimin 

baĢlamasından çok önce ve hatta daha önce verdikleri sarsılmaz destek için özel 

bir teĢekkür. Bakım ve destek için genel olarak tüm aileye minnettarım.Gerçekten 

de, her baĢarılı erkeğin arkasında güçlü ve güçlü bir kadın vardır, sana özel 

teĢekkürler güzel, destekleyici ve çalıĢkan daha iyi yarım Lily. Zor zamanlarda 

bile bir güç direği olduğunuz için teĢekkür ederim, kalın ve zayıf olarak 

oradaydınız, beni ve zorlu durumlarda bile her zaman kararlı ve pozitif kalan 

oğlumuz Nyasha'yı cesaretlendirdiniz. Bana her zaman aĢıladığınız ve önümüzde 

her zaman daha parlak günlerin olacağını anlamamı sağladığınız enerji için 

teĢekkür ederim Nyasha. Lily ve Nyasha, siz sonsuza kadar besleyeceğim bir 

nimetsiniz.“…gerçek olanla sevinir. Sevgi her Ģeye katlanır, her Ģeye inanır, 

her Ģeyi umut eder, her Ģeye dayanır. Sevgi asla son bulmaz.” 


