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OZET

Bu tez dy maksimum metrigi ile donatilmis R, maksimum diizleminde ve R},
maksimum uzayinda sirasiyla maksimum ¢emberine ve maksimum kiirelerine gore

inversiyon doniisiimleri ¢calisilmistir.

Tez yedi béliimden olusmaktadir. Ik boliimde tezin giris ve amaci bulunmaktadar.
Ikinci béliimiinde tez konusu ile ilgili literatiir arastirmasma yer verilmistir. Ugiincii
boliimde maksimum diizlem ve maksimum uzay geometrisindeki temel tanim ve
kavramlardan bahsedilmistir. Dordiincii boliimde maksimum ¢emberine gore inversiyon
dontlistimii ve sonuglar1 verilmektedir. Besinci boliimde ise 3-boyutlu maksimum uzayinda
kiiresel inversiyon tanimlanmakta ve bununla ilgili tanim, teorem ve sonuclar sunulmaktadir.
Altinci boliimde bu tez ¢alismasi ile ilgili bulgular ve tartigsmalara yer verilmistir. Son bolim

olan yedinci boliimde tez ile ilgili sonug ve Oneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Maksimum uzaklik, Chebyshev Uzaklig1i, Maksimum diizlem,

Maksimum uzay, Inversiyon
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SUMMARY

In this thesis the circle inversion and the spherical inversion is studied in R¥

maximum plane and R} maximum space donated with dy; maximum metric, respectively.

It consists of seven chapters. The first chapter contains the introduction and purpose
of the thesis. In the second chapter, the literature research related to the topic is given. In the
third chapter, the basic definitions and concepts in maximum plane and maximum space
geometry are mentioned. In the fourth chapter, the circle inversion in the maximum plane
and its results are given. In the fifth chapter, the spherical inversion is defined in 3-
dimensional maximum space and definitions, theorems and results related to the spherical
inversion are presented. In the sixth chapter, the findings and discussions related to this thesis

study are given. In the last chapter, the conclusions and suggestions are given.

Keywords: The maximum distance, The Chebyshev distance, The maximum plane, The

maximum space, Inversion
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1. GIRIS VE AMAC

n — boyutlu Oklidyen uzay R" deki X = (X4,X3,...,Xp) Ve Y= (Y1,¥,...,Vn)
noktalar1 arasindaki Oklidyen uzaklik

de(X,Y) = X =Yl =

ile hesaplanur.

Oklidyen uzaklik, verilen uzayda iki nokta arasindaki uzaklig1 elde etmede her zaman
yeterli olmayabilir. Ornegin iki yerlesim yeri arasindaki mesafe kus ucusundaki gibi diiz bir
dogru tizerinden degil de, bunun yerine sokak plani birbirine dik ya da paralel olan yollardan
gidilerek Olclilmesi gerekebilir. Bu durumda uzaklik taxicab uzakligi ile oOlgiilmelidir.
Minkowski tarafindan sunulmus, Oklidyen uzaklik ve taxicab uzakligim da igeren

Minkowski uzaklig1

1
1 p
Il = (D hl?
i=1

ile ifade edilir. X = (Xq,X3,...,X,) € R® dir. Minkowski uzakligi bir metrik ailesidir.
Minkowski uzaklig ile verilen norma p— norm (LP — norm) denir. n - boyutlu Oklidyen

uzaydaki herhangi bir X = (X4, X5, ..., X,) vektoriiniin p— normu

1
1 p
X1l = (Zmp)
i=1

ile hesaplanir. p = 2 iken Oklidyen (£? — norm) p = 1 iken taxicab norm (£ — norm) dr.
p = o iken LP — normlarinin limiti maximum norma (L® — norm) karsilik gelir.

X = (Xq,X3,...,Xy) vektoriiniin maksimum normu

IXlleo = max{|x4], [x2],..., [%nl}

dir.



n - boyutlu uzayda X ve Y noktalar1 arasindaki maksimum uzaklik X — Y vektoriiniin

maksimum normu olup
du(X,Y) = IX = Yllm = IX = Yllw = max{|x; —y;|,i=1,2,3,...,n}

dir. Literatiirde maksimum norm yerine Chebyshev normu, uniform norm, supremum norm,

infinity norm, ifadeleri de kullanilmaktadir.

Matematik, fizik ve bilgisayar gibi alanlarda uygulamalara sahiptir. K — NN ve K —
Means gibi birgok denetim ve denetimsiz makine 6grenme modellerinin ¢iktiyr tahmin
etmesi iki veri noktasi arasindaki uzakliga baglidir. Bu nedenle metrik bu modellerde
uzakligr hesaplamada 6nemli rol oynar. Makine 6grenme modellerinde kullanilan bazi

metrikler Minkowski, Manhattan, Oklidyen, Hamming ve Kosiniis gibidir.

Maksimum metrigi ticari hisse senetleri, kripto para birimleri gibi varliklarin hacim,
teklif, talep gibi Ozelliklerinin incelenmesinde kullanilir. Mesela kayiplar ve kazanglar

arasinda biiytik fark olan kripto para birimlerini belirleyen bir yol olarak kullanilabilir.

Cembere gore inversiyon Pergali Apollonoius tarafindan “Plane Loci” eserinde
sunulmustur, 1830 larda Steiner tarafindan sistematik olarak gelistirilmistir, (Ramirez vd.,
2015). Bu doniisiimiin geometrideki ¢esitli teoremlere ve problemlere bu doniislim
uygulamastyla daha anlasilir hale gelmistir. Ornegin Pappus zinciri, Feuerbach’s teoremi,

Ptolemi teoremi, Steiner Porism, Apollonoius problemi gibi.

Oklidyen diizlemde O herhangi bir nokta ve r € R* olmak iizere O — merkezli

r — yari¢apl bir P noktasinin goriintiisii 0P 1s1n1 tizerinde bulunan P’ noktasidir ve dg(O, P)
ve dg(0,P") uzunluklarinin ¢arpimu r? dir. Yani dg(0,P).dg(0,P’) = r? dir. Burada r
¢embere gore inversiyonun yarigapt O ise ¢embere gore inversiyonun merkezidir. Bu
doniisiim bolge i¢indeki noktalar1 disari, disaridaki noktalart ise igeri tasir. Cembere gore
inversiyon agcilart korur. Doniisiimiin temel 6zelliklerinden birisi bir dogrunun ¢embere

dontismesidir, (Ramirez vd., 2015).



Inversiyon ¢emberi yerine bir konik veya yildiz sekilli kiime (star—shaped set)
kullanilarak inversiyonlarin bir genellemesi verilmistir, (K. Gdawiec, 2014 — J. Ramirez ve
G. Rubiano, 2014). Daha sonra Oklidyen uzaklik yerine farkli Oklidyen olmayan uzakliklar
kullanilarak g¢embere gore inversiyonlar incelenmistir, (Bayar ve Ekmekei, 2014).
Inversiyon taniminda kiire ve elipsoid kullamlarak Oklidyen uzayda inversiyon doniisiimii
tanimlanmis ve ozellikleri verilmistir, (J. Ramirez ve G. Rubiano, 2016). Taxicab ve Cin
Dama uzaklig1 kullanilarak 3—boyutlu uzayda kiiresel inversiyonlar verilmistir, (Pekzorlu,

2019).

Bu c¢alismada maksimum uzaklik fonksiyonu kullanilarak, diizlemde ve uzayda
sirastyla maksimum ¢embere ve maksimum kiireye gore inversiyon doniistimleri sunularak,

ozellikleri verilmektedir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Cembere gore inversiyon Pergali Apollonoius tarafindan “Plane Loci” eserinde
sunulmustur. 1830 larda Steiner tarafindan sistematik olarak gelistirilmistir. Geometrideki
cesitli teoremlere ve problemlere bu donilisiim uygulanarak daha incelenebilir duruma
getirilmistir. Ornegin Pappus zinciri, Feuerbach’s teoremi, Ptolemi teoremi, Steiner Porism,

Apollonoius problemi gibi.

Coxeter'e gore cember lizerinde inversiyon ile donilisim 1831'de L. I. Magnus
tarafindan icat edildi. 1831'de matematik¢i Ludwig Immanuel Magnus, R yaricapli bir
cember icinde inversiyon ile olusturulan diizlemin doniisiimleri hakkinda bilgileri zamanla

yayinlamaya basladu.

Ramirez (2014), Cembere gore klasik inversiyonun bir genelmesi olan bir elipse gore
inversiyonu tanimlamis ve bazi 6zellikleri incelemistir. Elipse gore inversiyonlar altinda
dogrular, elipsler ve diger egriler ¢alisilmistir. Son olarakta elipse gore Pappus zincirinden

bahsedilmistir.

Bayar ve Ekmeke¢i (2014), Taksi diizleminde ¢embere gbre inversiyon tanimini
vererek nokta, dogru, cifte oran, harmonik eslenik taxicab koniklerinin inverslerini

incelemislerdir.

Bayar ve Pekzorlu (2020), Ug boyutlu Cin Dama uzayinda Cin Dama inversiyonlari
incelediler. Ayrica bu uzayda harmonik eslenik, ¢ifte oran dogru, diizlemlerin Cin Dama

kiirelerine gore inversiyonlarini incelediler.

Pekzorlu (2019), Bazi Oklidyen olmayan geometrilerde inversiyonlar iizerine
baslikli tez ¢alismasinda Cin Dama diizleminde ¢embere gore inversiyonu tanimlayarak
ozellikleri incelemistir. Daha sonra 3-boyutlu taksi uzaymda kiiresel inversiyon tanimin

yapmis ve Cin Dama uzayinda kiiresel inversiyonlar1 tanimlayarak, 6zelliklerini vermistir.



Salihova (2006), Maksimum metriginin geometrisi iizerine yaptigi tez ¢aligmasinda
maksimum uzaklik ve maksimum diizlemi incelemistir. Daha sonra Oklid diizlemi ile
maksimum diizlem geometrisinin yapilarini karsilastirilarak Oklidyen uzaklik ve maksimum
uzaklik arasindaki fonksiyonel iliski verilmistir. Oklidyen diizlemdeki bazi teoremlerin
maksimum diizlemdeki karsiliklari, maksimum diizlemin izometriler grubu, maksimum

diizleminde konikler ile ilgili teorem ve 6zellikleri incelenmistir.

Ermis ve Kaya (2015), dy maksimum uzaklik fonksiyonu ile R}, uzay geometrisini

sunmuslar ve R}y iin izometrilerini incelemislerdir.

Gelisgen ve Ermis (2019), Alpha diizleminde inversiyon tanimini vererek bu

inversiyonla ilgili 6zellikleri vermislerdir.

Sezgin (2014), Oklidyen diizlemde inversiyon tanimini, bir noktanin inversiyonunu,
bir noktanin inversiyonun analitik incelemesini ayrica dogrularin, ¢gemberlerin ve agilarin
inversiyonunu inceledikten sonra inversiyonun uzaklik ile iliskisini de incelmis ve daha
sonra taksi diizlemde inversiyon tanimin1 yapmis ve taksi diizlemde noktanin dogrularin

inversiyonunu incelemistir.

Yildirim (2018), Maksimum metrigi geometrisinde uzaklik formiilleri iizerine tez
calismasinda Oklid uzayindaki bazi temel kavramlar, maksimum uzaklik, maksimum
diizlemi ve maksimum uzay geometrisinde maksimum metrik ve baz1 uzaklik formiillerini

incelenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 3.1.1: n — boyutlu Oklidyen uzay R" deki X = (x4,X5,...,Xp) ve Y = (Y1, ¥,..., V)

noktalar1 arasindaki maksimum uzaklik
du (X, Y) = max{|x; —y;|,i = 1,2,3,...,n}

bi¢iminde tanimlanir. Bu uzaklik ile donatilmis uzaya n-boyutlu maksimum uzay denir. Bu
uzaklik RY; ile gosterilir. Ozel olarak n = 2 ve n = 3 iken R%; ve R3; ile sirasiyla maksimum
diizlem ve 3-boyutlu maksimum uzay belirtilir. Maksimum diizlem ve maksimum uzayin

noktalari, dogrulari, agilar1 6klidyen diizlem ve 6klidyen uzay ile aynidir.

Teorem 3.1.2: dy; uzaklik fonksiyonu bir metrik belirtir, (Salihova, 2006).

Tanmm 3.1.3: d ...ax + by + ¢ = 0 maksimum diizleminde bir dogru olsun. d dogrusunun
egimi m olmak tizere;

a) l[m| > 1 ise dogru, dikeysel dogru

b) Im| < 1 ise dogru, yataysal dogru

¢) [m| = 1 ise dogru, ayirag dogru

olarak adlandirilir, (Ekmekgi, 2001).

Tanim 3.1.4: P(X,,y,) € Ry noktasinin d...ax + by + ¢ = 0 dogrusuna olan dy
uzaklig1 dy (P, d); X(x,y) € dy olmak tizere dy (P, X) degerlerinin en kii¢tigii
du (P, =110 di (P, X)

olarak tanimlanir, (Salihova, 2006).

Teorem 3.1.5: P(x,,y,) € R noktasinin ax + by + ¢ = 0 denklemli d dogrusuna olan
maksimum uzaklig1

lax, + by, + |

dv(P,d) =

seklindedir, (Salihova, 2006).



3.2 Maksimum Diizleminde Izometriler
Teorem 3.2.1: R% de her 6teleme bir izometridi,. (Salihova, 2006).

Teorem 3.2.2: R% de izometrik yansimalarinin kiimesi
Ju=&x=0,y=0y=+x}

dogrularina gore dort yansimadan olusur, (Salihova, 2006).

Teorem 3.2.3: Maksimum diizlemin izometri belirten sadece dort tane dSnmesi vardir. R

de bu izometrik donmelerin kiimesi;
Ro = {r(0) |kE,k = 0,123}
2

(Salihova, 2001).

Boylece RZ dort yansima ve dort ddnmeden olusan D, dihedral grubu elde edilir.
Om(2) = Rg UM
ortogonal grubu dort yansima ve dért donmeden olusur.
Yani Oy (2) ortogonal grubu karenin simetri olan D, dihedral grubudur. Ayrica R deki
tiim izometriler
T(2).04(2)
den meydana gelir. Burada T(2), R nin &telemeler grubudur, (Salihova, 2001).

Tamm 3.2.4: R de A(aj,a;) ve B(by,by) iki nokta olsun. Bu iki nokta arasindaki
minimum uzakliklar kiimesi

Xldm(A,X) + du(X,B) = du(A, B)}

seklinde tanimlanir. Ayrica EB seklinde gosterilir.

Bu iki noktanin egimi m olsun. m = 1 iken AE]]3 ,AB dogru parcasina esittir. Yani
D —_—
AB = AB

dirr m — o0 ve m =0 iken kosegeni AB, kenarlari +1 egimli dogrular olan

O
AB’
dikdortgendir. Buna standart dikdortgen denir, (Salihova, 2006).



3.3 Maksimum Uzayinda izometriler

Teorem 3.3.1: R de her 6teleme R3; de izometri belirtir, (Ermis, Kaya, 2015).

Teorem 3.3.2: Ry, de sahip oldugu diizlemlere gére dokuz Oklid yansimasi
x=0y=0z=0x+y=0x—-y=0x+z2=0x—-2z=0y+z=0,y—2z=0}

diizlemine gore yansimalar izometridir, (Ermis, Kaya, 2015).

Teorem 3.3.3: §= % =§ denklemli £ dogrusuna gore rg:R3 — R3 bir donmesinin

izometri olmasi igin gerek ve yeter kosul rg € Ry = R; U R, U R; olmasidir dyle ki:

T T

R, = {re 0 € {E, T, 7} ,donme ekseni D ; de bir dogrultu Vektériidiir.}
2T 4m

R, = {re 10 € {?,?},dénme ekseni D , de bir dogrultu Vekt('jrijdiir.}

R; = {rg:0 € {n}, donme ekseni D ; de bir dogrultu vektorudiir. }

ve burada
D, = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),
D, =(1,1,1),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1),

D3 = (11110)1 (1r _110)1 (11011)1 (1r0r _1)1 (01111)1 (Orlr _1)
dir, (Ermis, Kaya, 2015).



4. MAKSIMUM DUZLEMINDE CEMBERE GORE INVERSIYONLAR

Oklidyen diizlem R? deki herhangi iki X = (x4,X;) ve Y = (y3, y,) nokta arasindaki
Oklid uzaklik

dg(X,Y) = (X1 = y1)? + (x2 — ¥2)?
ile hesaplanir. Oklidyen uzaklik yerine maksimum uzaklik kullanildiginda bu iki nokta
arasindaki uzaklik

dm(X,Y) = max{|x; —yi1l, [xz — y2[}
ile hesaplanir. Bu uzaklik ile donatilmis diizleme Maksimum diizlem denir ve R% ile
gosterilir. R% diizlemi Oklid diizleme benzemektedir. Noktalari, dogrular1 Oklid diizlem ile
aynidir. Acilar ayn1 yolla dlgiiliir. Iki nokta arasindaki uzaklik farkli oldugundan bu kavrami
iceren tanim ve teoremler degisiklik gostermektedir.
R% de bir M = (m;, m,) merkezli r — yarigapli (r > 0 ) cember

C=&X=xyldM,X)=rr>0}

= {&xy)max{|x —m,|, |y —m;|} =1, r > 0}
kiimesidir. R nin birim cemberi, M = (0,0) ve r = 1 aliarak
C = {&x y)Imax{[x|,[y|} = 1}

dir. (Sekil 4.1.1)

-3

Sekil 4.1. R Maksimum Diizleminde Birim Cember
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4.1 Maksimum Diizleminde Cembere Gore inversiyonlar

Tanim 4.1.1: R de Maksimum diizlemde C ¢gemberi, O merkezli ve r yarigapl olsun. C
¢emberine gore inversiyon I(q ) doniisiimii

lon Ry —0-> R —0

Iio(P) =P’

biciminde tanimlanir ve asagidaki sartlar1 saglar:
i) P/, ()3 15101 tizerindedir.
ii) dy(0,P).dy(0,P") =r?
P’ noktasima P noktasinin € ¢emberine gore inversi denir. Ustelik P ve P’ noktalar1 da
maksimum inverstir. C ye inversiyon ¢cemberi ve O noktasina inversiyon merkezi denir.
Oklidyen anlamda ¢cembere gore inversiyonlarin ¢emberin icinde kalan noktalar1 ¢emberin
disina, ¢emberin disinda kalan noktalar1 ¢emberin i¢ine tasidigi biliniyor. Asagidaki

teoremde bu 6zelligin maksimum anlamda da gecerli oldugunu gosteriyor.

Teorem 4.1.2: R de O—merkezli, r—yarigapli gember C olmak iizere I(o,r) inversiyonuna

gore C cemberinin disindaki noktalarin maksimum inversi C ¢emberinin i¢inde yer alir. Tersi

de dogrudur.

Ispat: R, de C = {X|dy(0,X) =T, r > 0} olmak iizere P noktas1 C ¢emberinin
disinda ise dy (0, P) > rolur. I(gy(P) = P’ ise
dy (0, P).dy(0,P") =r?
dir. Buradan
r?2 = dy(0,P).dy(0,P") > r.dy(0,P")
oldugundan r > dy (0, P") olur. Bu P nin maksimum inversi olan P’ noktasinin ¢emberin
icinde kaldigini gosterir. Tersini de benzer sekilde gosterebiliriz. P noktas1 C ¢gemberinin
i¢inde ise dy (O, P) <rolur. Iy (P) = P’ oldugundan
dy(0,P).dy(0,P") =r?
dir. Buradan
r?2 = dy(0,P).dy(0,P") < r.dy(0,P")
oldugundan r < dpy (0, P") olur. Yani P’ noktasi gemberin disindadir. (Sekil 4.1.2)
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Sekil 4.2. Maksimum Invers Noktalar

I(o,r) inversiyonu, inversiyon ¢emberinin merkezinde tanimli degildir. Inversiyon
tanim1 geregince P noktasi inversiyon ¢emberinin merkezine yaklastikca inversi olan P'
noktast PP’ 1gin1 yoniinde sonsuza dogru uzaklasir. Buradan hareket ile dizlemde
bulunmayan sonsuzda bir noktanin eklenmesiyle inversiyon merkezinin inversi
olusturulabilir. Yani maksimum diizlemine O, noktasi ekleyerek diizlem genisletildiginde,
R% U {0} inversiyon merkezi O noktasinin inversi O, sonsuz noktasi olur. Bdylece
doniisiim genisletilmis maksimum diizleminde birebir-drten bir doniisiimdiir. Ustelik R,

maksimum uzayinda Ifo,r) (P) = P oldugundan maksimum ¢embere gore inversiyonlar

involusyonludur. o

Teorem 4.1.3: R% maksimum diizleminde C, O=(0,0) merkezi ve r yarigapli gember olsun.
P # O olmak iizere P = (x,y) ve P’ = (x',y’) noktalar1 I,y inversiyonuna gore invers
noktalar ise P ve P’ noktalarinin koordinatlar1 arasinda
) r’x
x'= >
(max{]x], lyl})
,__ Ty
77 (max{Ix], Iy)?

esitlikleri vardir.

Ispat: R%, maksimum diizleminde C, O = (0,0) merkezi ve r yaricapli gember olsun.

C = {(xy)|max{[x|,[y[} =1,r = 0}
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ve P # 0O olmak iizere P = (x,y) ve P’ = (x,y") noktalar1 I ;) inversiyonuna gére invers

noktalar ise O, P, P’ noktalar1 dogrudastir. OP ve OP 1sinlart ayni yonlii oldugundan
OP’ =k. OP , k € R* ve
dy (0, P).dy(0,P") =r?
dir. Buradan
x',y") = (kx,ky) (1)
ve
(max{|x|, lyl}). (max{|x'], ly']}) = r? 2)
|kl. (max{|x],|y|}H? = r?

I.Z

K = i, Y2

elde edilir.(x, y), (x',y") ile dogrudas oldugundan k > 0 dir.

r2

K= Cmaxtind, Y12

ve
: r’x
X = >
(max{[x|, [y|})
, r’y
Y7 (max(lx], lyl)?
dir. O
Inversiyon ¢emberinin merkezinin (a,b) olmas1 durumunda asagidaki sonug elde
edilir.

Sonug 4.1.4: R maksimum diizleminde C, O = (a, b) merkezi ve r yaricapli cember olsun.
P # O olmak iizere P = (x,y) ve P’ = (x,y’) noktalar I¢o ) inversiyonuna gére invers

noktalar ise P ve P' noktalar1 arasinda

) r’(x —a)
X =a+ >
(max{|x —al, |y — b[})
r’(y—b
V' =b+ (y—b)

~ " (max{|x —al,|y — b[})?

esitlikleri vardir.
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Ispat: R%, maksimum diizleminde C, O = (a, b) merkezi ve r yaricapli gember olsun.
C ={x y)Imax{|x —al,|y —b[} =1,1r = 0}

ve P # O olmak iizere P = (x,y) ve P’ = (x/,y’) noktalar1 I (¢ ) inversiyonuna gére invers

noktalar ise O, P,P’ noktalar1 dogrudastir. OP ve OP’ 1sinlart ayni yonlii oldugundan
OP’ =k, OPk € R* ve
dy (0, P).dy(0,P") = r?
dir. Buradan
' —ay’ —b) = (k(x—a),k(y — b)) 3)

ve

(max{|x —al, |y — bl}). (max{|x" —al, [y’ — bl}) =r? (4)

(max{|x —al, |y — b[}). (max{k|x — al, kly = b[}) = r?

|k|. (max{|x —al,ly — b|})? = r?

elde edilir. k > 0 oldugundan
2

r
k =
(max{|x —al, [y — b[})?
ve

) r’(x —a)

X =a+ >

(max{|x —al, [y — b[})

r’(y—b
' =b (y—b)

=b+
(max{ly —al, |y — b[})?

dir. Ayrica bu ispat maksimum diizlemde biitiin 6telemeler uzakliklar1 korudugundan

Teorem 4.1.3 den i¢in inversiyon ¢gemberinin merkezi (a, b) noktasina 6telenerek x’ ve y’

koordinatlarinin degerleri bulunabilir. o

Teorem 4.1.5: R maksimum diizleminde ii¢ farkl1 dogrudas nokta O, P ve Q olsun. P ve Q

noktalarinin I¢gy inversiyonuna gore inversleri sirasiyla P’ ve Q' ise

r2 dM (P, Q)

duw(P’, Q") = (5)

esitligi gegerlidir.
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Ispat: R% maksimum diizleminde O, P ve Q noktalar1 dogrudas olsun Loon
inversiyona gore P, Q noktalarinin inversleri sirastyla P’ ve Q' olduguna gore
dw(0,P).dy(0,P") =r1? = dw(0,Q).dw(0,Q")
dir.
dm(P’, Q") = |dm(0,P") — dm(0,Q")I

r2 r2
- |dM(O,P) dM(O,Q)|
r?(dm(0,Q)—dm(0,P))
dm(0,P)dm(0,Q)

_ r2 dM (P, Q)
~ dy(0,P).dy(0,Q)

elde edilir. O
R% maksimum diizleminde O, P, Q noktalar1 dogrudas degil iken (5) esitligi genelde

gecerli degildir. Bunu bir 6rnek ile asagida aciklayalim.

Ornek 4.1.6: R maksimum diizleminde O = (0,0), P = (1,0), Q= (2,2) dogrudas

olmayan noktalarmni goéz dniine alalim. inversiyon ¢cemberinin yaricapt r = 1 olsun. Lo1)

inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin inversleri sirastyla P’ = (1,0) ve Q' = G,%) dir.

du(P,Q) =3, dm(P,Q) = 2 ve dy(0,Q) = 2 ve

rsz (P, Q)

an©,P).dn(0,Q

olup (5) esitligi saglanmaz.

Teorem 4.1.7: R maksimum diizleminde dogrudas olmayan ii¢ farkli nokta O, P, Q olsun.
I(o,r) inversiyonuna gére P ve Q noktalarmin inversleri sirastyla P’ ve Q" olsun. OP ve w
vektorlerinin egimleri

D, = {0,0}veya D, = {1,—1}
kiimelerinden birisine ait ise

r2 dM (P, Q)

du(P’,Q) =

esitligi gegerlidir.
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Ispat:

L.DURUM: OP ve w vektorlerinin egimleri D4 kiimesine ait olsun. Bu noktalarin x
ve y- eksenleri {izerinde olmas1 demektir. RZ maksimum diizleminde 6telemeler uzakliklar:
korudugu i¢in I(g ) inversiyonunun merkezini O = (0,0) almak genelligi bozmaz.

P=(p,0) v¢ Q=1(0,q) olsun. dy(O,P) =|p| ve dyu(0O,P)=|q| olup

d (0, P). d(0,P) = r? ve dy(0,Q).dy(0,Q) = r? esitliklerinden dyy(0,P") = = ve

2
dy(0,Q") = I%I dir. Teorem 4.1.3 geregince P ve Q noktalarmn Iy inversiyonuna gore

r? r?
o (Eoe-(o7)
p a

}=remax{g, o}
=r‘maxi—,—
Ipl " lal

inversleri

dir. Buradan

r2
q

dy (P, Q") = max {|§| ,

elde edilir. Asagidaki durumlar inceleyelim.

2
i) Ipl < |q| iken dy(P’, Q") =1 ve du(P, Q) = Iq] olup

I'sz(P, Q) _ rzlql _ i
du(0,P).dw(0,Q)  Ipl-Ial  Ipl

= dM(P,r Q’)
elde edilir.
2
ii) |p| > |ql iken dy (P', Q") =i~ ve dw(P,Q) = |p| olup

r’dy(P, Q) rZlp| r?
= —_ — = d P’, !
dw(0,P).dw(0,Q) Ipl-lal Iql m(P’, Q")

elde edilir, (Sekil 4. 3.)

n

@a

o

Sekil 4.3. Merkezil Maksimum Cemberine Gére Eksenler Uzerindeki Noktalarm Inversleri
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ILDURUM: OP ve w vektorlerinin egimleri D, kiimesine ait olsun. Bu noktalarin y = x

ve y = —x dogrular1 iizerinde olmas1 demektir.
P=(pp) ve Q=1(q,—q) olsun. dy(0,P)=Ip| ve du(O,P)=|q| olup,

dy(0,P).dy(0,P") =12 ve dy(0,Q).dy(0,Q") =r? esitliklerinden dy(0,P") = |r—:| ve

2
dy(0,Q) = IrTqI dir. Teorem 4.1.3 geregince P ve Q noktalarinin I,y inversiyonuna

r2 y2 2 —p2
Pr=(—,— VeQ’=(—,—>
<p p> a q

inversleri

dir. Buradan

2 2 2 2
du(P’,Q) = maxu%—% , %+%}
4 1 11 1
el
p al’lp q
2 {q—p| |Q+p}
= r’max ,|—
p-q 'l p.q

2

[p.ql

elde edilir. Asagidaki durumlar1 inceleyelim.

max{|q —pl,|q + pl}

i) |q — pl < |q + pl iken

dw(P',Q") = S8 ©)

dir. dy(P,Q) =max{lp—ql,lp+ql}=Ip+4l

olup (6) esitliginde yerine yazilirsa

r’dv(P,Q)
du(P',Q) = 2
elde edilir.
ii) [q — p| > [q + p| iken
AN — r%|q—p|
dw(P',Q") = T2 ™)

dir. dy(P,Q) = max{lp—ql,[p+ql}=[p—ql
olup (7) esitliginde yerine yazilirsa

rsz (P) Q)

dy(P’, Q) = dy (0, P).dy(0,Q)

elde edilir. o
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Oklidyen diizlemde ¢embere gore inversiyon altinda inversiyon merkezinden gecen
dogrular degigsmez kalirken merkezden gegmeyen dogrular inversiyon merkezinden gegen
cemberlere doniisiir. Asagidaki teoremlerde bu oOzelliklerin maksimum diizlemdeki

versiyonlart sunulmaktadir.

Teorem 4.1.8: Maksimum ¢ember inversiyonunun merkezinden gecen dogrular degismez

kalir.

Ispat: Oklidyen &telemeler R maksimum diizleminde birer izometri belirttiginden
inversiyon merkezini orijin almak genelligi bozmaz. R% maksimum diizleminde inversiyon
cemberi C, merkezi O = (0,0) ve yarigap1 r olan bir ¢cember ve ax + by = 0 denklemli
dogru £ olsun. £ nin maksimum ¢ember inversiyonu I (g y altindaki goriintiisii Teorem 4.1.3
geregince

x'r? y'r?

a >+b =0
(max(|x'], ly'D) (max(|x'], ly'D)

dir. Buradan
ax'r? + by'r? =0

olup, € dogrusu maksimum ¢ember inversiyonu altinda degismez kalir. (Sekil 4. 4.)

-2

-3

Sekil 4.4. Inversiyon Merkezinden Gegen Dogrunun Invaryantlig

Teorem 4.1.9: Maksimum ¢ember inversiyonunun merkezinden ge¢meyen dogrular

inversiyon altinda ¢gemberlere doniismez.
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Ispat: Oklidyen &telemeler R maksimum diizleminde birer izometri belirttiginden
inversiyon merkezini orijin almak genelligi bozmaz. R maksimum diizleminde inversiyon
cemberi C, merkezi O = (0,0) yaricap1 r olan bir cember ve ax + by + ¢ = 0 denklemli
merkezden gegmeyen dogru £ olsun. Bu durumda c # 0 dir. O noktasinin £ dogrusuna olan
uzaklig1 Teorem 3.2.3 geregince

||
lal + |b]

dir. € dogrusu ile C ¢emberinin arakesitteki nokta sayis1 S(€ A C) ile gosterilsin.

Bu durumda
2, dM(O, ‘g) <r
S(ZAC) =1<1veya oo, duy(0,¥) =r
0; dM(O, ’B) >r

¢ dogrusunun maksimum g¢ember inversiyonu I,y altindaki goriintiisi Teorem 4.1.3
geregince
x'r? y'r?

a +b +c=0
(max{|x'[,[y’'[})?  (max{[x’], |y|})?

dir. Buradan
ax'r? + by'r? 4+ c(max{|x', |y'|})? = 0
elde edilir.

1) S(# AC) = 0 olsun. Yani £ dogrusu C ¢emberini kesmesin. Bu durumda

|c|

dy(0,f) = ———
M(00) = Ty T

dir.

i)a=0veb #0ise
dy, (0, ¢) = |%| >r
dir. Bu durumda £ nin maksimum ¢ember inversi
by'r? + c(max{[x'l, [y'1})* = 0
dir. Bu denklem incelenirse,
e |x'| > |y'|ise by'r? + c(x")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede inversiyon

merkezini igeren bir parabol pargasidir.
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e [xX'| <ly'|ise by'r? + c(y")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede £
dogrusuna paralel dogru pargasi olur.
Boylece ¢ dogrusunun maksimum g¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen
parabol parcasi ve £ dogrusuna paralel bir dogru parcasinin belirledigi kapali bir egridir.

(Sekil 4. 5.)

Sekil 4.5.a = 0, b # 0 Iken Inversiyon Cemberini Kesmeyen £ nin Maksimum Cember

Inversi

ii)a#0veb=0ise
c
dy (0, %) = |;| >r

dir.

Bu durumda £ dogrusunun maksimum ¢ember inversi
ax'r? + c(max{|x'|, |y'|D? =0

dir. Bu denklem incelenirse,

o |x'| > |y'|ise ax'r? + c(x")? = 0 olup, bu denklem ilgili blgede £
dogrusuna paralel dogru parcasi pargasidir.

e |X'| <|y'|iseax’r? + c(y’)? = 0 olup, bu denklem ilgili bdlgede inversiyon
merkezini igeren bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gegen parabol

pargast ve £ dogrusuna paralel bir dogru parcasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 6.)
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g

Sekil 4.6.a # 0, b = 0 Iken Inversiyon Cemberini Kesmeyen £ nin Maksimum Cember

Inversi

.. b npr & b
iii) a # 0 ve b # 0 olsun. Burada egim m = y dir. Simdi egimin [m| = |—;| =1ve

Im| # 1 olmasi1 durumlarini inceleyelim.

I. Durum: |m| = |—2| = 1 olmasi durumunda ¢ dogrusu
Xx+y+c=0veya—x+y+c=0
dir. £ dogrusunun x + y + ¢ = 0 denklemine sahip iken maksimum ¢ember inversi
X+’ + = (max{x'] Iy [)? = 0

dir.

o [X'|>|y'|isex’"+y + r% (x")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

o |y'|=[x|isex" +y + r% (y")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen iki parabol

parcasinin belirledigi kapali bir egridir. Ayrica bu egri inversiyon merkezinden gegen ve £

ye dik olan dogruya gore de simetriktir. —x + y + ¢ = 0 durumunda da ayn1 sonugclar elde

edilir.

II. Durum: [m| # 1 olmasi1 durumunda € dogrusu
ax + by +¢c = Oveya—ax + by +c = 0

dir. £...ax + by + c = 0iken maksimum ¢ember inversi
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ax' + by’ + r%(max{lx’l, ly'lH?=0

dir.

o |X'| >|y'|iseax’ + by’ + riz(x’)2 = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

o |x'| <l|y'|iseax’ + by + riz (y")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gegen iki parabol

parcasinin belirledigi kapali bir egridir. Ayrica bu egri inversiyon merkezinden gegen ve

£ ye dik olan dogruya gore de simetriktir. —ax + by + ¢ = 0 durumunda da ayni sonuglar

elde edilir. (Sekil 4. 7.)

)
B | ’ \
2

Sekil 4.7.a # 0, b # 0 Iken Inversiyon Cemberini Kesmeyen # nin Maksimum Cember
Inversi

2) S(Y AC) = 2 olsun. Yani £ dogrusu C inversiyon ¢emberini iki noktada kessin. Bu
durumda

||

dM(O,{)) = m <r

dir.
i)a=0veb #0ise
C
dy (0, 2) = |B| <r
dir. Bu durumda # nin maksimum ¢ember inversi

by'r? + c(max{|x'|, |y’'[})* = 0
dir.
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e |xX'| > |y'| ise by'r? + c(x’)? = 0 olup, bu denklem ilgili bélgede £ dogrusu
ve inversiyon ¢emberinin arakesit noktalarindan ve inversiyon merkezinden gecen bir
parabol parcasidir.

e [X'| <ly'|ise by’r? + c(y')? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede ¢
dogrusuna paralel dogru parcasi olur.

Boylece ¢ dogrusunun maksimum ¢ember inversi, £ dogrusu ve maksimum
¢emberinin arakesit noktalari ve inversiyon merkezinden gecen bir parabol pargasi ve ¢

dogrusuna paralel dogru pargasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 8.)

Sekil 4.8.a = 0, b # 0 Iken Inversiyon Cemberini iki Noktada Kesen £ nin Maksimum
Cember Inversi

ii)a#0veb=0ise
dy (0, €) = |§| <r
dir.
Bu durumda £ nin maksimum ¢ember inversi
ax'r? + c(max{|x'|, |y'|D? =0

dir.

o |x'| > |y'|ise ax'r? + c(x")? = 0 olup, bu denklem ilgili blgede £
dogrusuna paralel dogru parcasi olur.

o |y'| = |x'|iseax'r? + c(y')? = 0 olup, bu denklem ilgili bélgede inversiyon
merkezinde ¢ dogrusu ve maksimum ¢emberinin arakesit noktalarindan gecen bir parabol

pargasidir.
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Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden, € dogrusu ve
maksimum c¢emberinin arakesit noktalaridan gegen bir parabol parcast ile £ dogrusuna

paralel dogru pargasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 9.)

-4 2 ‘ 4
2

Sekil 4.9.a # 0, b = 0 Iken Inversiyon Cemberini iki Noktada Kesen £ nin Maksimum

Cember Inversi

iii)a # 0 ve b # 0 olsun. O zaman ¥, ax + by + ¢ = 0 denklemli bir dogrudur. Bu

dogrunun egimine gore asagidaki durumlar incelenecektir.

I. Durum: |m| = |—§| = 1 olsun. Bu durumda |a| = |b| dir. £ dogrusu
X+y+c=0veya—x+y+c=0 (c|<r)
bicimindedir. £...x + y + ¢ = 0 iken maksimum ¢ember inversi
X'+’ + = (max({[x'],ly'[})* = 0
dir.
o [X'|>|y'|isex’ +y + r% (x")? = 0 olup, bu denklem ilgili bdlgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.
o |y'|=[x|isex" +y + r% (y")? = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.
Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gegen iki parabol
parcasinin belirledigi kapali bir egridir. Ayrica bu egri inversiyon merkezinden gegen ve ¢

ye dik olan dogruya gore de simetriktir. —x + y + ¢ = 0 durumunda da ayn1 sonugclar elde

edilir. Bu durumla ilgili grafik asagidaki gibidir. (Sekil 4. 10.)
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Sekil 4.10. a # 0, b # 0 Iken Inversiyon Cemberini iki Noktada Kesen £ nin Maksimum

Cember Inversi

II. Durum: [m| # 1 olsun. Bu durumda |a| # |b| dir. € dogrusu
ax + by +¢c = Oveya—ax + by +c = 0
dir. £...ax + by + c = 0 iken maksimum ¢ember inversi
ax' + by’ + r%(max{lx’l, ly'lH?=0

dir.

o |X'| >|y'|iseax’ + by’ + r%(x’)2 = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

e |y'| = |x'|iseax’ + by’ + r%(x’)2 = 0 olup, bu denklem ilgili bolgede

inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen iki parabol

parcasinin belirledigi kapali bir egridir. Ayrica bu egri inversiyon merkezinden gegen ve

£ ye dik olan dogruya gore de simetriktir. —ax + by + ¢ = Odurumunda da ayni sonuglar

elde edilir.

3) S(Y A C) = 1 veya o olsun. Yani £ dogrusu C inversiyon ¢emberini tek noktada veya

sonsuz noktada kessin. Bu durumda

|c|

dy(0,$) = ———— =
M(0:0 = T

r

dir.
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i) Im| = |§| = o0 olsun. Bu durumda a = 0 ve b # 0 dir. Ayrica
c
dy (0, ¢) = |B| —r

dir. Yani € dogrusu C inversiyon ¢emberini sonsuz noktada keser. Bu durumda £ nin
maksimum ¢ember inversi

by'r? + c(max{|x'l, ly'[})? = 0
dir.

e |x'| >|y'|ise by'r? + c(x")? = 0 olup, bu denklem ilgili bélgede inversiyon
merkezini igeren ve £ dogrusu ve maksimum ¢emberinin ortak kdse noktalarinda noktada
kesen bir parabol parcasidir.

e |x'| <|y'| ise by'r? + c(y’)? =0 olup, bu denklem ilgili bolgedeki £

dogrusu ile ¢akisik dogru pargasi olur.
Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen bir parabol
pargast ve £ dogrusu ile cakisik dogru parcasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 11.)

3

Sekil 4.11. m = oo iken Inversiyon Cemberini Sonsuz Noktada Kesen £ nin Maksimum

Cember Inversi

ii) |m| = |§| = 0 olsun. Bu durumda a # 0 ve b = 0 dir. Ayrica
C
dy (0, %) = |;| =r

dir. Yani € dogrusu C inversiyon ¢gemberini sonsuz noktada keser. Bu durumda £ nin
maksimum ¢ember inversi

ax'r? + c(max{|x'|, |y'|D?* =0
dir.
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e |xX'| > |y'|ise ax'r? + c(x’)? = 0 olup, bu denklem ilgili bdlgede inversiyon
¢emberinin bir kenaridir.

e |y'| = |x'|ise ax'r? + c(y’)? = 0 olup, bu denklem ilgili bélgede inversiyon

merkezini iceren ve inversiyon ¢emberinin iki kdse noktasindan gegen bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen bir parabol

parcasi ve € dogrusu ile ¢cakisik dogru parcasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 12.)

-3L

Sekil 4.12. m = 0 Iken Inversiyon Cemberini Sonsuz Noktada Kesen £ nin Maksimum
Cember Inversi

iii)a # 0 ve b # 0 olsun. £ A C tek noktada olmasi durumunda
dy(0,¢) =r,m # 0vem # o

olur.

I. Durum: ¢ ve C gemberi A; (r, r) kdse noktasinda kesisirse £ dogrusunun denklemi
y = mx +r(1 —m),
m < 0 olmalidir. £ dogrusunun maksimum ¢ember inversi
' = me'+ = (1~ m)(max{lx'Lly'[)?
dir.
o [X'|>|y'|isey =mx'+ % (1 — m)(x")? olup, bu denklem ilgili bolgede

inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

e |y'|=1x|isey’ = mx'+ % (1 — m)(y")? olup, bu denklem ilgili bolgede
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inversiyon merkezini igeren bir parabol pargasidir.
Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gegen iki parabol

parcgasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 13.)

4

Sekil 4.13. £ Dogrusunun C Cemberini A; Noktasinda Kesmesi Durumu

II. Durum: ¢ ve C ¢emberi A, (—r, ) kése noktasinda kesisirse £ dogrusunun denklemi
y = mx +r(1 + m),
m > 0 olmalidir. € dogrusunun maksimum ¢ember inversi
' = me' 4 (14 m)(max{lx'Lly'[)?

dir.

o |X'|>|y'|isey’ = mx'+ % (1 + m)(x")? olup, bu denklem ilgili bélgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

o |y'|=[x|isey’ =mx'+ % (1 + m)(y")? olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini igeren bir parabol pargasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen iki parabol

parcasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 14.)
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Sekil 4.14. £ Dogrusunun C Cemberini A, Noktasinda Kesmesi Durumu

III. Durum: ¢ ve C ¢emberi A;(—r, —r) kose noktasinda kesisirse £ dogrusunun denklemi
y =mx+r(m— 1),
m < 0 olmalidir. £ dogrusunun maksimum ¢ember inversi
' = mx’ 4~ (m — 1) (max(lx’] ly' I}

dir.

o [X'|>|y'|isey’ =mx'+ % (m — 1)(x")? olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini igeren bir parabol pargasidir.

e |y'|>|x'|isey’ =mx'+ % (m — 1)(y")? olup, bu denklem ilgili bélgede
inversiyon merkezini igeren bir parabol pargasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gegen iki parabol

pargasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 15.)

Sekil 4.15. € dogrusunun C ¢emberini A; noktasinda kesmesi durumu
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IV. Durum: ¢ ve C ¢emberi A, (r, —r) kise noktasinda kesisirse £ dogrusun denklemi
y=mx+r(—m-—1),
m > 0 olmalidir. £ dogrusunun maksimum ¢ember inversi
' = m'+ = (-m = D (max{l’Lly'[)?

dir.

o |X'|>|y'|isey’ = mx'+ % (—m — 1)(x")? olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini igeren bir parabol pargasidir.

e |y'|=>|x'|isey’ =mx'+ % (m — 1)(y")? olup, bu denklem ilgili bolgede
inversiyon merkezini i¢eren bir parabol parcasidir.

Boylece £ nin maksimum ¢ember inversi, inversiyon merkezinden gecen iki parabol

parcasinin belirledigi kapali bir egridir. (Sekil 4. 16.)

Sekil 4.16. £ Dogrusunun C Cemberini A, Noktasinda Kesmesi Durumu

Teorem 4.1.10: R% maksimum diizleminde O merkezli bir gember maksimum gember

inversiyonu I (g y altinda yine O merkezli bir gembere doniisiir.

Ispat: R%; maksimum diizleminde 6telemeler korudugundan maksimum cember
inversiyonun merkezini orijin almak genelligi bozmaz. Bu yiizden R% maksimum
diizleminde 1o,y maksimum ¢ember inversiyonu olmak tizere €', merkezi O = (0,0) ve
yarigapt r’ olan maksimum gember

¢' = {(x y)Imax{|x|,[y]} =r',r' € R* }
dir.
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C’ ¢emberinin I,y maksimum ¢ember inversiyonu altinda goriintiisii

Vx,y € R% icin
rZ
max{|x|, |y|} = —__ (max{[x'|, ly'[) =1’
YU tmax{x'], Iy’ T2 Y

ifadesinden
12
max{[x'|,[y’'|} =r",r" = =

I.I

2
elde edilir. Bu merkezi O = (0,0) ver” = rr—, yarigapli maksimum ¢emberidir. (Sekil 4. 17.)

-4

Sekil 4.17. ]R{I%,[ Maksimum Diizleminde O Merkezli Bir Cemberin Maksimum Cember

Inversi

4.2 Cifte Oran

Tamm 4.2.1: X ve Y noktalar1 £ yonlii dogrusu iizerinde iki nokta olmak iizere R

maksimum diizlemde XY dogru pargasinin yonlii maksimum uzunlugu

dy(X,Y), XY ve £ ayn1 yonde ise

dy [XY] = { —
m[XY] —dy (X Y), XY ve ¢ ters yonde ise

bi¢iminde tanimlanir. dy [XY] = —dy[YX] dir.

X, Y, Z noktalar1 ayn1 yonlii dogru iizerinde ve Z noktas1 X ve Y noktalar1 arasinda

ise bu XZY bi¢iminde ifade edilir. (Salihova,2006)
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Tanmim 4.2.2: R} maksimum diizlemde A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogrudas dort farkli

nokta olsun. Bu noktalarin maksimum ¢ifte oran1 (AB, CD)y
du[AC] dy[BD]

(AB, CD)w = . [AD] " dy[BC)

bi¢iminde ifade edilir.

Sonug 4.2.3: R% maksimum diizlemde A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dort farkli nokta
olsun. C ve D noktalarinin her ikisi A ve B noktalarinin arasinda olma ve olmama
durumlarinda (AB, CD)y ¢ifte orani pozitiftir.

Ispat: R% maksimum diizlemde A, B, C, D yonlii dogru iizerinde dort farkli nokta
olsun.

a) C ve D noktalarinin her ikisi de A ve B arasinda olsun. Yani noktalarin dizilisi
ACDB, ADCB, BCDA, BDCA dizilislerinden birisidir. Her bir dizilis i¢in ¢ifte oran
incelenirse:

i) ACDB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dy[AC] dy[BD] :dM(A,C) (—dm(B,D))
dw[AD] "dw[BC]  dw(A,D) (—dy(B,C))

ii) ADCB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dy[AC] dy[BD] :dM(A,C) (—dm(B,D))
dw[AD] "dw[BC]  dw(A,D) (—dy(B,C))

iii) BCDA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

_dulAC] du[BD]  (—dy(A,C)) dy(B,D)
(AB,CD)m = 5 TAD] “an[BC) ~ (—dw(A D)) (B, 0)

>0
iv) BDCA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

_ du[AC] dw[BD] _ (=dm(A C)) dw(B,D)

(AB,CD)y = dy[AD] “dy[BC] ~ (—dy(A,D)) “dy(B,C) >0

b) C ve D noktalarinin her ikisi de A ve B arasinda olmasin. Yani noktalarin dizilisi
CABD, DABC, CBAD, DBAC, CDAB, DCAB, CDBA, DCBA, ABCD, ABDC, BACD,
BADC dizilislerinden biridir.



i) CABD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

ii) DABC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

iii) CBAD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

iv) DBAC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

v) CDAB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

vi) DCAB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

vii) CDBA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

viii) DCBA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

ix) ABCD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

_ dw[AC] dy[BD] =(_dM(A'C)) dv (B, D)
dm[AD] “dum[BC] du(A,D) " (—dum(B,C))
dy[AC] dy[BD] _ duv(A,C)  (—dw(B,D))
dum[AD] "dw[BC]  (=dm(A,D)) = du(B,0C)
dy[AC] dy[BD] _ du(A ©) dy (B, D)
dm[AD] " dum[BC] du(A,D) " (—dm(B,C))
du[AC] dyw[BD] _ dv(A,C)  (—dw(B,D))
dm[AD] "dy[BC]  (=dm(A,D)) = dw(B,0C)
du[AC] dn[BD] =(_dM(A'C)) (—dm(B, D))
dm[AD] "dw[BC]  (—dm(A,D)) " (—du(B,C))
dv[AC] dn[BD] =(_dM(A'C)) (—dm(B, D))
dm[AD] "dm[BC]  (—dm(A,D)) " (—=du(B,C))
dv[AC] dn[BD] =(_dM(A'C)) (—dm(B, D))
dm[AD] "dw[BC]  (—dm(A,D)) " (—du(B,C))
dv[AC] dn[BD] =(_dM(A'C)) (—dm(B, D))
dm[AD] "dm[BC]  (—dm(A,D)) " (—=du(B,C))

du[AC] dw[BD]  dm(A,C) dM(B,D)>O
dy[AD] "dy[BC]  dy(A, D) “dy(B,C)

>0

>0

32
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x) ABDC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

_ dw[AC] du[BD] _ dyu(A,C) dy(B,D)

(AB. D = G, [AD] “au[BC] ~ dw(A D) d(B,0)
xi) BACD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani
dy[AC] dy[BD dy(A,C) dy(B,D
(AB, CD),; = ml ].M[ 1 _ du( ).M( )>0
du[AD] dm[BC]  dm(A,D) du(B,C)
xii) BADC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani
dy[AC] dy[BD dy(A,C) dy(B,D
(AB, CD)y = m[AC] dm[BD]  dum(A C) dw( )>0

dy[AD] "dy[BC]  dm(A,D) “dy(B,C)

Sonug 4.2.4: R maksimum diizlemde A, B, C, D yonlii dogru iizerinde dogru iizerinde dort
farkli nokta olsun. {A, B} ve {C, D} nokta ikililerinin her biri digerini ayirir ise (AB, CD)y

maksimum ¢ifte orani negatiftir.

Ispat: R% maksimum diizlemde A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogru iizerinde
dort farkli nokta olsun. {A, B} ve {C, D} nokta ikililerinin her biri digerini ayiriyorsa nokta
dizilisleri ACBD, CADB, DACB, ADBC, CBDA, DBCA, BCAD, BDAC bi¢imindedir. Her
bir dizilis i¢in noktalarin ¢ifte orani incelenirse:

i) ACBD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dv[AC] dw[BD] dw(A,C) dw(B,D)
dm[AD] "dm[BC] ~ dum(A D) "(—du(B,0))

ii) CADB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB, CD)M =

du[AC] du[BD] _ (~du(A0)) (~du(B,D))
du[AD] “du[BC] ~  dw(AD) (~du(B,0))

iii) DACB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

_ dy[AC] dw[BD]  dm(A,CQ)  (-dw(B,D))
(AB,CD)w = GTAD] “du[BC] — (—dw(A D)) " (=dw(B,C)

iv) ADBC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] dw[BD]  dm(A,C) (—du(B,D))

(AB,CD)y = dy[AD] * dy[BC] = dy(A, D) © dy(B,C)
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v) CBDA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

_dulAC] du[BD] _ (~dw(A.C))  dw(B,D)
(AB,CD)v = 3 TAD] " GuIBC] ~ (—dw(A,D)) “(—dn(B, )

vi) DBCA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD] _ (=du(A ) (=du(B,D))
du[AD] “du[BC] ~ (—dw(A,D)) "~ du(B,C)

vii) BCAD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB,CD)y =

dm[AC] dw[BD] _ (=dw(A,C)) dm(B,D)

(AB,CD)y = du[AD] "dy[BC] = dy(A,D) dy(B,C)

vii) BDAC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dy[AC] dy[BD] > dy (A, C) dy(B,D)
dm[AD] "du[BC] ~ (—dm(A D)) "du(B,C)

Oklidyen diizlemde inversiyon ¢emberinin merkezinden farkli dogrudas dért A, B,

<0

(AB,CD)y =

C, D noktasmin ¢ifte orani inversiyon invaryant kalir. Bu 6zellik maksimum diizlemde

asagidaki teoremde incelenmistir.

Teorem 4.2.5: R% maksimum diizleminde inversiyon merkezinden farkli dogrudas dort

noktanin maksimum ¢ifte oran1 maksimum ¢embere gore inversiyon altinda invaryant kalir.

Ispat: R% maksimum diizleminde dogrudas dort nokta O merkezli ryaricaph
¢embere gore inversiyon I ) ve O noktasinin farkli dogrudas dort nokta A, B, C, D olsun.
A, B, C, D noktalarinin I ) inversiyonuna gore inversleri sirastyla A’, B', C’, D" olsun.

(Sekil 4. 18.)

3 2 4

Sekil 4.18. Yon Degisimi
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R% de inversiyon ¢emberinin merkezine yaklastikca noktalarin inversiyon altindaki
goriintiileri merkezden uzaklasir. Inversiyonun bu 6zelliginden dolay1 (Oklidyen diizlemde
oldugu gibi) R% maksimum diizleminde cembere gore inversiyon altinda AB yonlii dogru
parcasinin inversi olan A'B’ yonlii dogru pargasinin yonleri zittir.

Ustelik {A,B} ve {C,D} nokta ciftleri i¢in herbirinin digerini ayirmasi veya
ayirmamasi Ozelligi inversleri olan {A’, B’} ve {C’, D'} nokta ciftlerinde de gegerlidir. Yani

bu 6zellik maksimum diizlemde ¢embere gore inversiyonlar altinda korunur. (Sekil 4. 19.)

y ]

Sekil 4.19. Ayirma Ozelligi

O zaman A, B,C,D noktalarmin I,y inversiyonuna gore inversleri olan A’,B’,C’,D’

noktalarinin maksimum ¢ifte oranini inceleyelim:

du[A'C'] dy[B'D’ duw(A’,C") du(B',D’
B, 0y = |BIACT duBDY) _ dy(A,C) d(B',D)
duIAD] dy[B'CT| ~ dy(A, D) du(B’,C)

rsz(A, C) rsz (B, D)
B r2dy (A, D) r2dy (B, C)

dm(0,A) -dy(0,D) dn(0,B)-dy(0,C)
_ du(A0)  du(B,D)

dm(A,D) dyu(B,C)
_ du[AC] _du([BD]

du[AD] dy[BC]

elde edilir.O
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4.3 Harmonik Eslenik

A, B, C noktalar1 ayn1 yonlii dogru iizerinde ve C noktas1 A ve B nin arasinda ise C noktasi
AB dogru pargasini bdler ve olugan ydnlii maksimum uzunluklarm orani

dm[AC]

dy[CB] =A>0

dir. Eger C noktas1 AB dogru pargasini distan bdlityorsa oran

dv[AC]

—A<0
dycB] "<

dir. Buradaki C noktasma bélme noktasi denir. Yani C noktast AB dogru pargasini A

oraninda boler.
C+BC=A A=0
dir.

C ve C’ noktalar1 AB dogru pargasini sirastyla icten ve distan ayni oranda ve ters

yonde bolen iki nokta olsun. Bu durumda

du[AC] du[AC]
du[CB] ~  dm[C'B]

dir.

Ayrica dogrudas A, B, C noktalari i¢in
dy[AC] dg[AC]

du[CB] dg[CB]
dir. (Salihova, 2006)

Tamm 4.3.1: R maksimum diizlemindeki iki nokta A ve B olsun. AB dogrusunu
dm[AC]  dym[AD]
dm[CB] ~ dm[DB]

oraninda bdlen AB dogru pargasi iizerindeki C ve D noktalarina A ve B yi harmonik béler

denir.
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C ve D noktalarina A ve B noktalarina gore maksimum harmonik esleniktir denir.A, B, C,D

dogrudas noktalarina maksimum harmonik kiime denir ve H(AB, CD)y ile gosterilir.

Sonu¢ 4.3.2: R% maksimum diizleminde A ve B noktalarina gére C ve D noktalarinin

maksimum harmonik eslenik olmasi igin gerek ve yeter kosul (AB, CD)y = —1 olmasidir.

Ispat: C ve D noktalar1 A ve B noktalarina gére maksimum harmonik eslenik ise

_ dyulAC] dy[BD]
(AB,CD)w = 3 TAD] dw[BC] ~

dir. Tersine (AB,CD)y = —1 iken
dm[AC] dw[BD] dum[AC] dm[AD]  dyv[AD]

du[AD] " dy[BC] ~ du[BC]  dw[BD] _ dy[DB]

olup C ve D noktalar1 A ve B ye gére maksimum harmonik esleniktir. O

Teorem 4.3.3: R maksimum diizleminde merkezi O = (0,0) ve cap1 AB dogru pargasi olan

cember C ile belirtilsin. C ve C' noktalar1 OB 1511 iizerinde AB dogru pargasini sirasiyla igten
ve digtan bolen noktalar olsun. Bu durumda A ve B noktalarina gore C ve C' noktalarinin
maksimum harmonik eslenik olmalar1 i¢in gerek ve yeter kosul C cemberine gore maksimum

inversiyon altinda C ve C' noktalarinin invers noktalar olmasidir.

Ispat: R% maksimum diizleminde € maksimum ¢emberinin merkezi O = (0,0) ve
cap1 AB dogru parcasi olsun. (r = dy(0,A) = dy(0,B)) C ve C' noktalar1 AB dogru
parcasini sirasiyla i¢cten ve distan bolen noktalar ise

du[AC] du[AC]
du[CB] ~  dm[C'B]

dir. Kabul edelim ki A ve B noktalarina gore C ve C’ noktalari maksimum harmonik
eslenik olsun. Bu durumda
(AB,CC" )y = -1

dm[AC] dm[BC']
dm[AC'] dyu[BC]

dir. Burada dy;[BC] = —dy(C, B) dir.
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C noktast OB 1s1n1 {izerinde AB dogru parcasini igten boldiigii icin € gemberinin i¢inde olup
du(C,B) =r—dy(0,0),
duy(A,C) =r+dy(0,C)
dir. Benzer sekilde C' noktasi OB 1s1n1 iizerinde AB dogru pargasini distan boldiigiinden
dolay1 C', C gemberinin disinda olup
dm(A,C') =r+dy(0,C),
du(B,C") =dyw(0,C") —r
dir. Buradan
(r+dw(0,0)) (dwm(0,C") —r1) _
(r+dm(0,C")) (—r + du(0,0) '
(r+ dm(0,0)). (dw(0,€") = 1) = —(r + dw(0,C")).(-r + dw(0,0))
= rdy(0,C") — r? + dy(0,C").dy(0,C) — rdy (O, C)
= —rdy (0, C) +r? — dy(0,C").dy (0, C) + rdy(0,C")
= dy (0, C).dy(0,C") = r?

dir. Buna gore C ve C' noktalar1 C ¢emberine gére maksimum inverstir.
Tersine C ve C'noktalar1 C ¢emberine gore maksimum invers noktalar olsun. Bu
durumda
dy(0,C).dy(0,C") =r?

dir.
dm[AC] dw[BC']  dm(A,C) dw(B,C)
dm[AC']" du[BC]  dm(A,C) " —du(B,0)
_ rdy(0,C") — r? + dy(0,C").dy(0,C) — rdy(0,C)

—rdy(0,C) —r? + dy(0,C").dy(0,C) — rdy(0,C")
_ 1r(dw(0,C") —rdy(0,0))

r(dm(0,C) — rdy(0,C")
=-1

(AB,CC )y =

elde edilir. Boylece C ve C' noktalar1 A ve B noktalarina gore harmonik esleniktir.c
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5.3—BOYUTLU MAKSIMUM UZAYINDA MAKSIiMUM KURESEL
INVERSIYONLAR

Bu béliimde maksimum metrik ile donatilmis uzayda maksimum kiiresine gore
inversiyon tanimlanmaktadir. Maksimum uzayda tanimlanan bu yeni doniisiimiin bazi
ozellikleri verilmektedir. Maksimum uzayda diizlemlerin, kiirelerin ve diger egrilerin
maksimum inversleri incelenmektedir.

Inversiyon déniisiimiiniin pek ¢ok genellemesi literatiirde mevcuttur. Ornegin C
inversiyon ¢emberi yerine paralel dogrular, merkezsel konikler veya star shape kiimeleri
alinarak inversiyon doniisiimleri elde edilmektedir. (Childress, 1965; Nickel, J. 1995;
Ramirez, 2013; Gdawiec, 2014; Ramirez, 2014; Ramirez and Rubian, 2014). Farkl
uzakliklar (Ornegin; taxicab uzakligi, p-uzaklik, Cin Dama uzakhigi, a uzakligi gibi)
kullanilarak da 6klidyen olmayan diizlemlerde inversiyon doniisiimleri elde edilmektedir.
(Bayar ve Ekmekei, 2014; Gelisgen ve Ermis, 2019; Nickel, 1995; Pekzorlu, 2019; Ramirez
et al, 2015).

Inversiyon doniisiimii kiire ve elipsoid kullanilarak 3-boyutlu uzaya genellestirilmis
ve bu doniisiimiin 6zellikleri incelenmistir. (Ramirez and Rubian, 2016). 3-boyutlu uzayda
inversiyon taniminda taxicab uzaklig1 ve Cin Dama uzaklig1 kullanilarak Oklidyen olamayan
uzaylarda inversiyon doniisiimleri elde edilmistir, (Pekzorlu ve Bayar, 2020(a); Pekzorlu ve
Bayar, 2020(b); Pekzorlu, 2019).

R3 Oklidyen uzayinda herhangi iki nokta X = (X1,X5,%3) , Y = (v1,V2,y3) olmak

lizere bu iki nokta arasindaki Oklidyen uzaklik

de(X,Y) =V (x4 —y1)? + (X2 — ¥2)%+ (X3 — y3)?

ile hesaplanir. Oklidyen uzaklik, dg, yerine maksimum uzaklik, dy, kullanildiginda bu iki

nokta arasinda maksimum uzaklig1

dm(X,Y) = max{|x; —yil, [x2 — y2l, [x3 — y3l}
dir. Bu uzaklik ile donatilmig uzaya Maksimum uzay denir, R3; ile gosterilir. R3; uzaymin
lineer yapisi, uzaklik fonksiyonu hari¢ , dogrulari, diizlemleri ayn1 olup, agilar ayni sekilde

Olcilir.
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R3; uzayinda M = (m;, m,, m3) merkezli r —yarigapl kiire
K ={XldyM,X) =1, r> 0}
= {xy z)|lmax{|x —mq|, |y — m,|,[z—ms|} =1, r> 0}
noktalar kiimesidir.
M = (0,0,0) ver = 1 alinarak maksimum birim kiiresi
K ={Kxy z)|max{[x|, lyl, |z|]} = 1}
noktalar kiimesidir. (Sekil 5. 1.)

b 3 25

Sekil 5.1. R$; Maksimum Uzayinda Birim Kiire

R3; deki maksimum birim kiiresi R® Oklidyen uzaym diizgiin altiyiizliisii yani

kiiptiir.
5.1 Maksimum Uzayda Kiiresel Inversiyonlar

R3; Maksimum uzaymda O merkezli ve r yarigaph kiire K olsun. X maksimum
kiiresine gore
Lic: R} — {0}—R§; — {0}
I (P) =P’
dontisiimii olup P’ noktasi ()3 15101 lizerinde ve
dy (0, P).dy(0,P") =r?
dir. K maksimum kiiresine “inversiyon Kkiiresi”’, O noktasina “inversiyonun merkezi”,

r — yaricapina “inversiyon yaricap1” denir.
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R}, de inversiyon merkezi O dan farkli her P noktasi igin

I (P) = P’
olsun. Bu durumda dy; (O, P). dy (0, P’) = r2 ve P’ € OP dir. Eger
Iy (P') =P”

ise dy (0, P").dy (0,P"") = r2 ve P" € OP dir. Buradan
dw(0,P") = du(0,P")
olup, P’ = P elde edilir. Yani R3; maksimum uzayindaki her P # O noktas1 i¢in
Iy (I3e (P)) =P
oldugundan I3 maksimum kiiresel inversiyonu involusyonludur.
Oklidyen uzayda kiiresel inversiyonlarm kiirenin i¢indeki noktalar1 kiirenin disina
tagidig bilinmektedir. Asagidaki teoremde bu 6zelligin maksimum uzayda gegerli oldugu

gosterilmektedir.

Teorem 5.1.1: R}, maksimum uzaymnda O — merkezli, r — yarigapl kiire K olmak {izere
I kiiresel inversiyonu K kiiresinin digindaki her noktanin inversini X kiiresinin i¢ine tasir.

Tersi de dogrudur.

Ispat: R3; de O — merkezli, r — yarigapl kiire
K ={X|dy(0,X) =r, r> 0}
dir.
K kiiresinin disindaki her P noktasi i¢in
dy(0,P) >r
dir. [ ya gore P noktasinin inversi P’ ise
I, (P)=P’ ve dy(0,P).dy(0,P") = r?
dir.
r?2 = dy(0,P).dy(0,P") > r.dy(0,P"),
r > dy(0,P")
olup, P’ noktasi geometrik olarak XK kiiresinin i¢indedir, (Sekil 5. 2.)O
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Sekil 5.2. Merkezil Maksimum Kiiresinde invers Noktalar

Teorem 5.1.2: Ry maksimum uzayinda O — merkezli r — yarigapl kiire % olmak iizere
I3 maksimum kiiresel inversiyonu K kiiresi tizerindeki her noktay1 degismez birakir, yani

P € K igin I4 (P) = P dir.

Ispat: VP € K igin dy(O,P) = r dir. Kabul edelim ki P noktasinin maksimum
kiiresel inversi P’ olsun. Bu durumda I3 (P) = P’ olup,
dy (0, P).dy(0,P") =r?
dir. Buradan
dy(O,P") =r
elde edilir. Yani P’ € K dir. Ayn1 zamanda P’ noktas1 )3 1511 iizerinde oldugundan

P = P’ elde edilir.O

Ornek 5.1.3: R}, maksimum uzaymnda kiiresel inversiyon merkezi O = (0,0,0) ve
inversiyon yarigapt r = 1 olmak tizere P = (1,0,0) noktasinin maksimum kiiresel inversini
bulalim.

dy(O,P)=1=r
dir. P nin maksimum kiiresel inversi P’ noktasi ise I3 (P) = P’ olup,

dm(0,P).dy(0,P") =1
duw(0,P') =1

dir. P’ noktas: OP 15101 iizerinde oldugundan

P’ =P = (1,0,0)
dir.
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Ornek 5.1.4: R}, maksimum uzaymnda kiiresel inversiyon merkezi O = (0,0,0) ve
inversiyon yarigapt r = 1 olmak tizere P = (2,2,2) noktasinin maksimum kiiresel inversini
bulalim.

dv(O,P) =2
dir. P nin maksimum kiiresel inversi P’ noktasi ise I3 (P) = P’ olup,

dM(O, P) dM(O, P’) =1
1
dir.

P’ noktast OP 15101 lizerinde oldugundan

=

N| =

11
2°2

)

) )

dir.

Ornek 5.1.5: ]Rf\’,[ maksimum uzayinda kiiresel inversiyon merkezi O = (0,0,0) ve
inversiyon yaricapi r = 1 olmak tlizere P = (%, 0,0) noktasinin maksimum kiiresel inversini
bulalim.

du(0,P) = 1

3
dir. P nin maksimum kiiresel inversi P’ noktasi ise I3 (P) = P’ olup,
dm(0,P).dy(0,P") =1

dy(O,P") =3
dir. P’ noktas: OP 15101 lizerinde oldugundan

P’ = (3,0,0)
dir.

Teorem 5.1.6: R} maksimum uzayinda I maksimum kiiresel inversiyonun merkezi
0 = (0,0,0) ve yaricap1 r olsun. Her P # O noktasinin I3 ya goére maksimum kiiresel inversi

P’ ise

P = (ﬁ)z P

esitligi gecerlidir.



Ispat: R3; maksimum uzayinda K inversiyon kiiresi O = (0,0,0) merkezli ve

r — yarigapli ise
K = {X|dy(0,X) =r, r> 0}

dir.

Her P = (x,y,z) # O noktasinin I ya gore maksimum kiiresel inversi
P' = (x',y’,z") olsun. Bu durumda

dm (0, P).dy(0,P") = r?

dir.

P’ noktast OP 1s1n1 tizerinde oldugundan O, P, P’ noktalar1 dogrudas olup

_—

OP’ = AOP
olacak sekilde A € R* vardir. Buradan
&y, z") = Axy,2)
dir.
dm(0,P") = Ady (O, P)
olup
Ady (0, P)? = r?

r2

A=—
dm (0, P)?

elde edilir. Buradan

P = (ﬁ)z P

dir. O
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Sonu¢ 5.1.7: R}, maksimum uzayinda Iy maksimum kiiresel inversiyonun merkezi

0 = (0,0,0) ve yarigap1 r olmak tizere her P = (x,y,z) # O noktasinin maksimum kiiresel

inversi P’ = (x',y’,z") noktasi ise

r )2
X' = X
(max{IXL lyl, |zI}

. 2
y _(max{|X|,|y|,|Z|}) Y

r )2
z' = z
(max{IXL lyl, |zI}

dir.



45

Teorem 5.1.8: R} maksimum uzayinda Iy maksimum kiiresel inversiyonun merkezi

0 = (a,b, ¢) ve yarigapi r olsun. Her P # O noktasini, I3 ya gore maksimum kiiresel inversi

P’ noktasi ise

P’—O=< )Z(P—O)

r
dm (0, P)
esitligi gegerlidir.

Ispat: R3; maksimum uzayinda K inversiyon kiiresi
K ={(xy,z)max{|x—al,|ly—bl|,|z—c}=r, r> 0}
dir. Her P # O noktasinin I4 ya gore maksimum kiiresel inversi P’ noktasi olsun. Bu
durumda
dy (0, P).dy(0,P") = r?
dir. P’ noktasi OP 1511 iizerinde oldugundan
0P’ = \OP, 1 € R*,

PP—0=AP-0)

dir. Buradan
|P" = Ofm = [A(P = O)|m = A|(P = O)|u
dir. Yani
dm(0,P") = Ady (O, P)

dir.

A(du(0,P))” = r2
2

r

A=—"""-=75
dm (O, P)?
dir. Boylece

r

p’—o:(m)z(p—m

elde edilir. O

Sonu¢ 5.1.9: R}, maksimum uzayinda Iy maksimum kiiresel inversiyonun merkezi
0 = (a,b, c) ve yarigap1 r olmak iizere O dan farkli her P = (X, y, z) noktasinin maksimum

kiiresel inversi P’ = (x,y’, z") noktasi ise

x’=( d )Z(X—a)+a

max{|x —al,|ly —bl, |z —c|}
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. 2
' “b)+b
y (max{lx—al, Iy—b|,|Z—C|}) & =b)
- 2
7! = Z—c)+c
(max{lx—al, Iy—b|,|2—0|}) ( )

dir.

R3; maksimum uzayinda biitiin telemeler izometri oldugundan yukarida verilen
teorem ve sonug¢ (0,0,0) noktasmi (a,b,c) noktasina doniistiiren oteleme dontistimii

kullanilarak da hemen elde edilir.

Teorem 5.1.10: R3; maksimum uzayinda I maksimum kiiresel inversiyonun merkezi O ve
yarigap1 r olsun. O, P, Q ii¢ farkli dogrudas nokta olmak tizere P ve Q noktalarinin maksimum

kiiresel inversleri P’ ve Q' ise

rsz (P, Q)

dy(P', Q') = dy (0, P)dy (0, Q)

esitligi gecerlidir.

Ispat: R3; maksimum uzayinda O, P, Q ii¢ farkl1 dogrudas nokta olsun. I maksimum
kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olsun.

Bu durumda
dy (0, P).dy(0,P") = r?,
dm(0,Q).dw(0,Q") =r?
dir. O,P’,Q" dogrudas oldugundan
dw(P’, Q") = |dm(0,P") — dm(0, Q)]

r? r

dy(0,P)  dyw(O, Q)|

r2 (dM (O, Q) - dM (O, P))
dM (O, P) dM (O, Q)
rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir. O
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R3; maksimum uzayinda dogrudas olmayan ii¢ nokta igin Teorem 5.1.10 daki esitlik her
zaman gecerli degildir. Bu esitligin gecerli oldugu durumlar asagidaki teoremde ifade

edilmektedir.

Teorem 5.1.11: R} maksimum uzayinda I3 maksimum kiiresel inversiyonun merkezi O ve

yarigapt r olsun. P # O ve Q # O olmak iizere O, P, Q ii¢ farkli dogrudas olmayan noktalari

P . . . . - -
icin P ve Q nun maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olsun. OP ve OQ isinlarinin

dogrultular

D; = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}
veya

D, = {(1,1,1),(-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)}
veya

D3 — {(11110)1 (1r _110)1 (11011)1 (1r0r _1)1 (01111)1 (Orlr _1)}
kiimelerinin birine ait ise

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

esitligi gegerlidir.

Ispat:

L.LDURUM: OP ve WQ) 1sinlarinin dogrultular1 D; kiimesine ait olsun.

1) OP 1siminin dogrultusu (1,0,0) ve 0Q 1sininin dogrultusu (0,1,0) iken P ve Q noktalari
sirasiyla x ve y eksenleri tizerinde olup P = (p,0,0) ve Q = (0,q,0) dir. I maksimum

kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak

uzere
dw(0,P).dy(0,P") =r?,dy(0,Q).dw(0,Q") = r?
dir.
dw(0,P) = |p[ ve dw(0,Q) = Iq| olup,
r? r?
du(0,P’) = o Ve du(0,Q) = Tl

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r2 r2 r2
P’ = P= (p,0,0) = (—,0,0),
dw(0,P2"  |p/2zP P
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r? r? r?
V=002 0= (0’?0>
elde edilir.
du(P’, Q") = max{ f f ,O} = rzmax{i,i,O}
Pl [q pl’lal
dir.

2
i) Ip| < lql iken dy(P', Q") = i ve du(P, Q) = |ql olup,

Pdu(P,Q) gl _ 1’

- __=d (P,r ’)
1m0, P)dn (0,0 _Ipllal _Ip MR
elde edilir.
2
ii) [p| > lql iken dy (P', Q") = 1= ve du(P, Q) = [p| olup,
r2dy (P, Q) r?lp|  r? M
= = = — = dy(P’,Q)

dy(0,P)dy(0,Q)  Ipl-lgl ~ Iq
elde edilir.

2) OP 1sininin dogrultusu (1,0,0) ve 0Q 1sininin dogrultusu (0,0,1) iken P ve Q noktalar1
sirasiyla x ve z eksenleri {izerinde olup P = (p,0,0) ve Q = (0,0,q) dir. I3 maksimum
kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak
uzere

dw (0, P).dy(0,P") =r?, dw(0,Q).dw(0,Q) =r?
dir.
dm(O,P) = |p| ve du(0,Q) = |q] olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = m

dir.Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r?
p’ = p= 00)=(—.00)
am©0, P2 = oz P00 (p )
r2 r2 r?
,= = (0’ 10)=<0101_>
U =02 " gz q

elde edilir.

r2

1 1
— } = rzmax{—,O,—}
q lpl” " lal

2

r
du(P’,Q") = maX{ > ,0,

dir.
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2
i) Ip| < lql iken dy(P', Q") = i ve dw(P, Q) = |ql olup,

Pdy(P,Q) gl _ 1’

- __=d(P’r ’)
1m0, P)dn (0,0 _Ipllal _Tp MR
elde edilir.
2
ii) [p| > lq| iken dy (P', Q") = 1= ve du(P,Q) = [p| olup,
rdy(P,Q) r’|p|  r?
5 = = —=du(P’,Q)

dw(0,P)dy(0,Q)  Ipl-lql Il
elde edilir.

3) 0P 1sininin dogrultusu (0,1,0) ve w 1isininin dogrultusu (0,0,1) iken P ve Q noktalarinin
sirastyla y ve z eksenleri tizerinde olup P = (0,p,0) ve Q = (0,0,q) dir. I3 maksimum
kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak
uzere

dy (0, P).dy(0,P") =12, dy(0,Q).dy(0,Q") = r?

dir. dy (0, P) = [p| ve dy(0,Q) = Iq] olup,

r? r?
dy(O,P") = H vedy(0,Q) = m

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r?
P, = P = (1 rO) = (01_1 0>1
du(0,P)? Jp|z P p

r? r? r?
I = = 0, ,0 = 0,0,_
V= 5002 " fqrz @20 ( J
elde edilir.
2l |r? 1 1
dy(P’, Q") = max{0,|—|, [— =r2max{0,—,—}
q Ipl” lql
dir.
2
i) Ip| < lql iken dy(P', Q") = i ve du(P, Q) = |ql olup,

rtdu(P, Q) 2l r?
= =_=d P’, /
(0. P)dw(0,Q) ~ Tpllal 1ol - M)

elde edilir.
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2
ii) Ip| > |q| iken dy (P, Q) = i~ ve dw(P,Q) = Ip| olup,

erM(P, Q) _ rzlpl _i
dm(0,P)dM(0,Q)  Ipl-lal — Iq

= dM(PIJ Q’)

elde edilir.

ILDURUM: OP ve w 1sinlarinin dogrultular: D, kiimesine ait olsun.
1 opP 1sininin dogrultusu (1,1,1) ve w 1sininin dogrultusu (—1,1,1) iken P = (p, p, p)
ve Q = (—q,q,q) dir. I3 maksimum kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin
maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak iizere

dw(0,P).dy(0,P") =r?,dy(0,Q).du(0,Q") = r?
dir.
dm (0, P) = [p| ve du(0, Q) = |q] olup,

2 rZ

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r? r? r? r?
P, - <_;_1_> ve Q’ = <__l_;_>
P P Dp qa q q
elde edilir.
2 2| |2 p2
du(P’,Q) = max{—+— ) ———}
p a p q
(S TR
=r max{—+—|,|———|}
p ql1p q
2
= maxy|q + pl, [q —
ol Tl {la+pl.lq —pl}
dir.
i) |q—pl < |q+ pl iken
r’|q + p|
dy(P’,Q") = ol v dm(P,Q) = max{|q + pl,|q — pl} = |q + p|
dir.
r’|q + p| r’dy(P,Q)
dw (P, Q) = = -

Ipl-la] — dw(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.
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ii) [q — p| > [q + p| iken

r¥|q — pl
du(P’,Q) = Tohial ve dy(P,Q) = max{|q + pl,Iq — pl} = [q — pl
dir. Buradan
ré|lq — pl r?dy (P, Q)
dw(P', Q") = = =

Ipl-la] — dw(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.

2) [0 isininin dogrultusu (1,1,1) ve w isininin dogrultusu (1, —1,1) iken P = (p, p, p) ve
Q = (q,—q, q) dir. Iz maksimum kiiresel inversiyonuna gére P ve Q noktalarinin maksimum
kiiresel inversleri P’ ve Q' olmak iizere

dw (0, P).dw(0,P") =r?,dy(0,Q).du(0,Q") = r?
dir. dy (0, P) = |p| ve du(0, Q) = Iq| olup,

2 rZ

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = m

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r? r¢  r? r?
o (EE) o (E2E)
Pp P Dp q qa q

elde edilir.
r2 r2| |r¢ r?
dM(P’,Q’)=max{———,— —,}
p ql|lp q
, 1 1711 1
=r max{———|,|—+—|}
p ql'lp q
r2
= maxi|q —pl,|q +
ol Tl {la—pl.1q+ pl}
dir.
i) |q —pl < |q + p| iken
r¥|q + pl
du(P’,Q") = Tohial ve dy(P,Q) = max{|q + pl,Iq — pl} = [q + pl
dir.
r|q + pl r?dy (P, Q)
dy (P, Q) = = =

Ipl-la] — dw(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.
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ii) [q — p| > [q + p| iken

r¥|q — pl
du(P’,Q) = Tohial ve dy(P,Q) = max{|q + pl,Iq — pl} = [q — pl
dir.
ré|lq — pl r?dy (P, Q)
dw(P', Q") = = =
Ipl-1q]  dm(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.

3) [0 isininin dogrultusu (1,1,1) ve w isininin dogrultusu (1,1, —1) iken P = (p, p, p) ve
Q = (q,q, —q) dir. Ix maksimum kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin
maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dw (0, P).dw(0,P") =r?,dy(0,Q).du(0,Q") = r?
dir. dy (0, P) = |p| ve du(0, Q) = Iq| olup,

2 rZ

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = m

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.
r2 r?| |r¢ r?
dM(P’,Q’)zmax{———,— —}
P q|fp q
, 1 111 1
=T max{———|,—+—}
p al'p g
r2
= maxi|q —pl,|q +
ol Tl {la—pl.1q+ pl}
dir.
i) [q—pl < |q+ pl iken
r¥|q + pl
du(P’,Q") = Tohial ve dy(P,Q) = max{|q —pl,|q + pl} = |lq + pl
dir.
ré|q + pl r?dy (P, Q)
dw(P', Q") = = =

Ipl-la] — dw(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.
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ii) [q — p| > |q + p| iken

r¥|q — pl
du(P’,Q) = Tohial ve dy(P,Q) = max{|q —pl,|q + pl} = [q — pl
dir.
ré|lq — pl r?dy (P, Q)
dw(P', Q") = = =
Ipl-1q]  dm(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.

4) 0P isininin dogrultusu (—1,1,1) ve w 1isininin dogrultusu (1, —1,1) iken P = (—p, p, p)
ve Q =(q,—q,q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin
maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dw (0, P).dw(0,P") =r?,dy(0,Q).du(0,Q") = r?
dir. dy(0,P) = |p| ve du(0,Q) = Iq| olup,

2 rZ

r
dM(O’P’)::TET\KEdM(CL(y) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.
2 r2 r2 r2 r2 r2
dM(P’rQ’):maX{____)_ _r___}
p al'lp af'[p aq
, 1 171 1391 1
ol 232 3
p al’lp ql'lp q
r2
= max{|—q - pl,|q +pl,|lq — pl[}
[pl-Tal AT PLET PR TR
dir.

i) [-q—pl < |q+plvelq—pl <Iq+pliken

. . r?lq+pl
du(P',Q") = ohial ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,|q + pl,lq—pl} = |q + pl

dir.

r¥|q + pl _ r’dy(P,Q)
Ipl-lql  dm(0,P)du(0,Q)

dM(PC(y) =

elde edilir.
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ii) |—-q — pl < |q — pl ve |[q + pl < |q — p| iken

r’|q — p|
du(P’,Q") = il ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,|q + pl.lq—pl} = |q — pl

dir.
ré|lq — pl r?dy (P, Q)
dM(P,r Q’) = = z
Ipl.lql  dm(0,P)dw(0,Q)
elde edilir.
iii) [ — p| < |—q —pl ve |q + p| < [—q — p| iken
, o T?l=q—pl B B
dy (P, Q") = ol al ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,Iq+ pl,lq—pl} = |—-q —pl
dir.
r’|—q — p| r?dy(P,Q)
dM(PIJ Q’) = — d
Ipl. q] dy(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.

5) opP isininin dogrultusu (—1,1,1) ve w isininin dogrultusu (1,1, —1) iken P = (—p, p, p)
ve Q =(q,q9,—q) dir. Iy maksimum Kkiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin
maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dw (0, P).dy(0,P") =r?, dw(0,Q).dw(0,Q) =r?
dir.
dm(0,P) = [p| ve du(0, Q) = |q] olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.

2 2

r r 2 2

r r 2 2

r r

—_—_ _—— __l__

p ql'lp al'lp 4
1 1701 171 1
B
p ql’'lp ql’lp ¢q
2

r
= ———maxy|—q—pl,lq—pl, lq+
ol {l—a—npl.la—pl.lq + pl}

}

du(P’,Q") = max{

= rzmax{

dir.
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i) [-q—pl < |q+plvelq—pl <Iq+pliken

. . r?lq+pl
du (P, Q") = ohial ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,|q +pl,lq—pl} = |q + pl

dir.

r¥|q + pl _ r’dy(P,Q)
Ipl-lql  dm(0,P)du(0,Q)

dM (P,r Q’) =
elde edilir.

ii) [-q—pl < |q—pl ve |q + p| < |q — pl iken

r¥|q — pl
du (P, Q") = il ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,|q+ pl,lqg—pl} = |q — pl

dir.
r?|q — pl r?dy (P, Q)
dM(P,rQ,)z =3 z
Ipl.lql  dm(0,P)dw(0,Q)
elde edilir.
iii) | — pl < |—q—pl ve |q + p| < |—q — p| iken
, . r’l-q—pl
du(P’,Q) = il ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,Iq+ pl.lq—pl} = |-q —pl
dir.
. . r?l—q—pl r?dy (P, Q)
dy(P',Q) = = =
elde edilir.

6) 0P 1isininin dogrultusu (1, —1,1) ve w isininin dogrultusu (1,1, —1) iken P = (p, —p, p)
ve Q =(q,9,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin
maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dy(0,P).dy(0,P") =12, dy(0,Q).dy(0,Q") = r?

dir. dy (O, P) = |p| ve dy (0, Q) = |q| olup,
2 2

r r
du(0,P") = o e dw(0,Q) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r’  r? r? r r¢ r?
o (EE ) g (B2
p p p qa q a

elde edilir.
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r’ r? r’ r?| |r? r?
dm (P, ’)=maX{———, ————|.|= —}
M. Q p a|'l p al'lp g
, 1 1 1 171 1
-com - -3 )
P qq p qIp q

2

r
= ———max{la—pl,|-q - pl.la+ pl}
[pliql ot PTA T PLETR

dir.
i)|[-q—pl < |q+plvelq—pl <l|q+pliken

, Tl +pl B B
du(P’,Q") = il ve dy(P,Q) = max{|—q —pl,|q + pl,lqg—pl} = |q + pl

dir.

r?|q + pl dl r’dy(P,Q)
Ipl-lql  dm(0,P)du(0,Q)

dM (P,r Q’) =
elde edilir.

ii) |—-q — pl < |q — pl ve |[q + pl < |q — p| iken

r’|q — p|
du(P’,Q) = ol ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,|q + pl.lq —pl} = |q — pl

dir.
r¥|q — pl r?dy (P, Q)
du(P',Q) = = :
elde edilir.
iii) | — pl < |—q—pl ve |q+ p| < |—q — p| iken
, . r’l-q—pl
du(P’,Q) = il ve dy(P,Q) = max{|—q—pl,Iq+pl.lq—pl} = |-q —pl
dir.
r’|—q — p| r?dy (P, Q)
dM(P',Q’)z = d
Ipl. 1q] dy(0,P)dy(0,Q)
elde edilir.

IILDURUM: OP ve w 1isinlarinin dogrultulart D5 kiimesine ait olsun.
1) 0P 1isininin dogrultusu (1,1,0) ve w 1isiinin dogrultusu (1, —1,0) iken P = (p,p,0) ve
Q = (q, —q, 0) dir. I maksimum kiiresel inversiyonuna gore P ve Q noktalarinin maksimum

kiiresel inversleri P’ ve Q' olmak iizere

dM(OJ P) dM (O, P’) = rZ, dM(OJ Q) dM (O, Q’) = r2
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dir. dy (0, P) = |p| ve du (0, Q) = Iq| olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = —Vve dM(O, Q’) = —
Ip| lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r?  r?
P’ = <—,—,0> veQ = (—,——,0)
p P q q

elde edilir.
r2 r?| [r? r?
d (P’,Q’)=max{———,— —,O}
M p aql'lp q
L1 11 o1
=r max{———|,|—+—|,0}
p qllp q
2
= max{|q — p|,|q + pl, 0}
ol Tal {fla—pllg+p
ve

dy(P,Q) = max{|lp—ql,|p +ql}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

2) 0P isininin dogrultusu (1,1,0) ve w 1sininin dogrultusu (1,0,1) olsun. Bu durumda
P=(p,p,0) ve Q=(q,0,q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak {izere

dy (0, P).dy(0,P") =12, dy(0,Q).dy(0,Q") = r?

dir. dy (0, P) = [p| ve dy(0,Q) = Iq] olup,
2 2

r r
dy(0,P’) = — vedy(0,Q) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince
r? r? r2 r?
P’ = <—,—,0> veQ = (—,O,—)
pp q q
2

2

dy (P, Q") = max{ ,
p a

elde edilir.

I.2

q

I.2

p )

}



, 1 11
= rimax{[5 =l 31l
p ql’lpl’lq
2

r
= —max{|q—pl,lql, Ip]}
Ipl gl dd T PLIALID

dir.

dy(P,Q) = max{lq—pl,lql,Ipl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.
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3) 0P isininin dogrultusu (1,1,0) ve w 1sininin dogrultusu (1,0, —1) olsun. Bu durumda

P=(p,p,0) ve Q=1(q,0,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q

noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere
dm (0, P).dy(0,P") =1?, dy(0,Q).dw(0,Q) =r?
dir.
dw(0,P) = [|p[ ve dw(0,Q) = Iq| olup,
2 2

r r
dy(0,P’) = — vedy(0,Q) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r? r?
P’ = <—,—,0> veQ = <—,O,——>
p p q q

elde edilir.
2 rZ rZ r2
d (P’,Q’)=maX{———,—, ——}
M p ql'lp q
, 1 1711 1
o= -3
p ql'lp q
r2
= max{|q — pl,1ql, [-pl}
Pl g mxtia = pl lal1=p
dir.

dy(P, Q) = max{|q — pl,|ql, |-pl}
dir.
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Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

4) opP 1sininin dogrultusu (1,1,0) ve w 1sininin dogrultusu (0,1,1) olsun. Bu durumda
P=(p,p,0) ve Q=(0,q9,q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dy (0, P).dy(0,P") =12,

dw(0,Q).dw(0,Q") =r?
dir. dw(0, P) = |p| ve dw(0, Q) = |q| olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = m

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r? r?
SNEER -
p D q q

elde edilir.
r?| |r?  r?| |r?
dM(P’,Q’)zmax{—,———,—}
p p a a
emax{l] -] L}
= r’max]|—|, [-——|, |-
pl1p ql Iq
2
= max{|ql,|q —pl, Ipl}
Ipl1ql k4T PLIP
dir.

dy(P,Q) = max{|ql,|q —pl, |p[}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

5) opP 1sininin dogrultusu (1,1,0) ve w 1sininin dogrultusu (0,1, —1) olsun. Bu durumda
P=(p,p,0) ve Q =(0,q,—q) dir. I3z maksimum Kkiiresel inversiyonuna gére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dM(OJ P) dM (O, P’) = rZ, dM(OJ Q) dM (O, Q’) = r2
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dir. dy (0, P) = |p| ve du (0, Q) = Iq| olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.
2 r2 I.2 r2
d (P’,Q’)=max{— ———, ——}
M p|'lp al’| a
, 1711 1 1
-l -4 -3
pl'lp q q
r2
= max la—nopl, |—
il {lal,lqa = pl,[—pl}
dir.

dy(P,Q) = max{lql,|q — pl,|-pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

6) 0P isininin dogrultusu (1, —1,0) ve w 1sininin dogrultusu (1,0,1) olsun. Bu durumda
P=(p,—p,0) ve Q=1(q,0,q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dm (O, P).dy(0,P") = r?, dm(0,Q).du(0,Q) = r

dir. dy (0, P) = [p| ve dy(0,Q) = Iq] olup,
2 2

r r
dy(0,P’) = — vedy(0,Q) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince
r2 —r? r2 r?
P’ = <—,—,O> veQ = (—,0,—)
p P q q
2

2

dy(P', Q) = max{ ,
p a

elde edilir.

r2

q

I.2

p )

}
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r
= max{|q — pl,|—ql, |—pl
pl.1q "~ Pl 1mal =el
dir.
dm(P, Q) = max{|q — pl,|—ql, |—pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)

du(P’,Q) =

elde edilir.

7) 0P 1sininin dogrultusu (1, —1,0) ve w 1sininin dogrultusu (1,0, —1) olsun. Bu durumda
P = (p,—p,0) ve Q =(q,0,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere
dw(0,P).dy(0,P") =r?,dy(0,Q).du(0,Q") = r?
dir.
dw(0,P) = |p| ve dw(0,Q) = |q| olup,
2 2

r r
dy(0,P") = — vedy(0,Q") = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

2 —p2 12 12
P = (T2 0) ve = (S0- )
p b q q

elde edilir.
r’ r? r?| |r?
du(P’,Q") =max{——— == —}
p q p q
maxflo~ o |- |}
=r’max{|-——|,|——|, |-
p q pl 1q
rZ
= max{|q — pl,|—ql, Ipl}
pl-1q] 0T PLTALIP
dir.

dy(P, Q) = max{|q — pl,|—ql,Ipl}
dir.
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Buradan

rsz (P, Q)

(P Q) = 36 P au(0,0)

elde edilir.

8) opP 1sininin dogrultusu (1, —1,0) ve w 1sininin dogrultusu (0,1,1) olsun. Bu durumda
P=(p,—p,0) ve Q=(0,q,q) dir. I maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dm(0,P).dy(0,P") =r?,dn(0,Q).dw(0,Q") = r?

dir. dy (0, P) = [p| ve du(0, Q) = Iq] olup,
2 2

r r
du(0,P") = o e dw(0,Q) = Tl

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r2 LI
P’ = <—,—,O> veQ = (0,—,—)
p P qa q

elde edilir.
2 rZ r2 rZ
d (P’,Q’)=max{— ————,——}
M pl’l p al’| g
emax{l] =< -2 |-}
=rmaxi|—|,|[—=———|,|——
p p q q
rZ
= max{|ql,|-q — pl, [-pl
Tl {lal,|=q—pl,|-pl}
dir.

dy(P,Q) = max{|ql,|—q — pl, |-pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)

dy(P', Q') = dy (0, P)dy (0, Q)

elde edilir.

9) 0P 1sininin dogrultusu (1, —1,0) ve w 1sininin dogrultusu (0,1, —1) olsun. Bu durumda
P = (p,—p,0) ve Q =(0,q,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dm (O, P).dy(0,P") = r?, dm(0,Q).du(0,Q) = r
dir.
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dw(0,P) = |p| ve du(0,Q) = Iq] olup,

2 I.Z

r
dM(O, P’) = m ve dM(O, Q’) = —

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.
2 r2 I.2 r2
d (P’,Q’)=max{— -———, —}
M p|’| p al'la
max{[o], |- -] ]}
=r'maxy|—=|,|—-=—=|,|=
p p ql'lq
r2
= max{|q|, |—q — pl,
il {lal,[=a—npl,Ipl}
dir.

dy(P,Q) = max{lql,|—q —pl, Ipl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

10) 0P 1sininin dogrultusu (1,0,1) ve w 1sininin dogrultusu (1,0, —1) olsun. Bu durumda
P=(p,0,p) ve Q =(q,0,—q) dir. I3z maksimum kiiresel inversiyonuna gére P ve Q
noktalarimin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere
dm (O, P).dy(0,P") = r?, dm(0,Q).du(0,Q) = r
dir.
dym (0, P) = |p| ve dy(0,Q) = |q| olup,
2 2

r r
dy(0,P") = — vedy(0,Q") = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince
r2 r? r? r?
P’ = <—,0,—> veQ = (—,0,——)
p P q q

2 I.Z

elde edilir.

2 r?

_+_
p q

}
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, 1 11 1
(i3 )
p qbip q
2

r
_ max{|q — pl, |q + pI}
Ipl 1ql o Hd T PLIATR

dir.
dy(P,Q) = max{|q—pl,Iq+pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)

du(P’,Q) =

elde edilir.

11) 0P isininin dogrultusu (1,0,1) ve @ 1sininin dogrultusu (0,1,1) olsun. Bu durumda
P=(p,0,p) v¢ Q=1(0,q,q) dir. I3z maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak {izere

dy (0, P).dy(0,P") =12, dy(0,Q).dy(0,Q") = r?
dir. du(0,P) = |p| ve du(0,Q) = Iq| olup,

2 rZ

r
dM(O, P’) = —Vve dM(O, Q’) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r¢  r? r? r?
o (E02) - (o25)
p p q q

elde edilir.
r? r?| [r? r?
B e Ml
p q p a
max{l]. |- [~
= r’maxi|—-|,|——|,|-— -
p qql 1Ip q
2
= ———max{lql, |-pl,|q — pl}
Ipl1q oAb ITPLIATR
dir.

dy(P,Q) = max{|ql,[-pl,|q — pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.
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12) 0P 1sininin dogrultusu (1,0,1) ve w 1sininin dogrultusu (0,1, —1) olsun. Bu durumda
P=(p,0,p) ve Q=(0,q,—q) dir. I3z maksimum kiiresel inversiyonuna gére P ve Q
noktalarimin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere
dw (0, P).dy(0,P") =r?, dw(0,Q).dw(0,Q) =r?
dir.
dw(0,P) = |p[ ve dw(0,Q) = Iq| olup,
2 2

r r
dy(0,P’) = — vedy(0,Q) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r’ r? r2 r?
o (E0E) (0. -5)
p p q q

elde edilir.
r? r?| [r? r?
dy (P, Q") =max{— =—, [— —}
p q p a
L (L 1
v |- 2
p ql Ip q
rZ
= max{|q|, |-pl,|q + pl
ol lal {lal,1-pl,1q + pl}
dir.
dv(P,Q) = max{lql,|—pl,|q + pl}
dir.
Buradan
r’dy (P, Q)
dM(PIJ Q’) = 2
elde edilir.

13) 0P isininin dogrultusu (1,0, —1) ve w 1sininin dogrultusu (0,1,1) olsun. Bu durumda
P=(p,0,—p) ve Q=1(0,q,q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarimin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere

dm (O, P).dy(0,P") = r?, dm(0,Q).du(0,Q) = r

dir. dy (0, P) = [p| ve dy(0,Q) = Iq] olup,
2 2

r r
dy(0,P’) = — vedy(0,Q) = —
Ipl lql
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dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

r? r? r? r?
P’ = <—,0,——> veQ' = (0,—,—)
p p qa q

elde edilir.
r? r? A
d (P’,Q’)=max{—,—— ————}
M p|’l a|'l p q
emaxl]. |- -5 - 5l
= r’maxi|-|,|——|,|-———
p q P q
2
= ———max{|ql,|-pl,|—q —
ol Tl {lal, I=pl,1—q — p[}
dir.

dy(P,Q) = max{|ql,|-pl,|—q —pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.

14) ()3 1isininin dogrultusu (1,0, —1) ve w 1isiinin dogrultusu (0,1, —1) olsun. Bu durumda
P = (p,0,—p) ve Q =(0,q,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q
noktalarimin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak iizere

dm (O, P).dy(0,P") = r?, dm(0,Q).du(0,Q) = r
dir.

dw(0,P) = |p| ve du(0,Q) = Iq] olup,

2 I.Z

r
dM(Or P’) = Vve dM(Or Q’) =1
Ip| lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince
r? r? r2  r?
o (T = (o)
p p qa 4q

r2

dy(P', Q) = max{ ol

elde edilir.

r’ r?
__+_
p q

I.2

q

}



, 1 13 1 1
pl'l a’l 'p q
2

r
- max{|ql, |-pl,|-q + pl}
Ipl1ql U ITPLITA TP

dir.
dy(P,Q) = max{|ql,|-pl,|—q +pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)

du(P’,Q) =

elde edilir.
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15) 0P 1sininin dogrultusu (0,1,1) ve 0Q isininin dogrultusu (0,1, —1) olsun. Bu durumda

P=(0,p,p) ve Q =(0,q,—q) dir. Iy maksimum kiiresel inversiyonuna goére P ve Q

noktalarinin maksimum kiiresel inversleri P’ ve Q" olmak tizere
dy(0,P).dy(0,P") =r?, dy(0,Q).dw(0,Q") = r?
dir. dy (O, P) = |p| ve du(0,Q) = |q| olup,

2 rZ

r
dM(O, P’) = —Vve dM(O, Q’) = —
Ipl lql

dir. Teorem 5.1.6 ve Sonug 5.1.7 geregince

elde edilir.
2 (2] ¢z p2
dy (P, Q") =max{0, ———, —+—}
p a p a
L1 111
=r max{———|,|—+—|}
p qIp q
2
= max{|q —pl,|q + pl}
pl.1q U4 PLIATR
dir.

dy(P,Q) = max{|q —pl,|q + pl}

dir. Buradan

rsz (P, Q)
dM (O, P)dM (O, Q)

dM(PIJ Q’) =

elde edilir.
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Teorem 5.1.12: R maksimum uzayinda maksimum kiiresel inversiyon ¢emberisin

merkezinden gegen diizlemler maksimum kiiresel inversiyonlar altinda degismez kalir.

Ispat: R}, maksimum uzayinda I maksimum kiiresel inversiyonun merkezi O ve
yaricapt r olsun. Otelemeler maksimum uzakligi korudugundan I inversiyonunun

merkezini orijin olarak almak genelligi bozmaz. O = (0,0,0) noktasindan gecen

Ax+By+Cz=0
denklemli o diizleminin I altindaki goriintiisii
r2x’ r2y’ r?z’

A +B +C =0
(max{[x'[, [y’l, 1z'[D? — (max{[x'|, ly’'l, 1z'[)?  (max{|x'|, |y'l, [z'|})?

olup
Ax"+ By +Cz' =0

elde edilir. Bu a diizleminin 4 altinda degismez kaldigini1 gosterir. O

Sonug¢ 5.1.13: R3; maksimum uzayinda I, maksimum kiiresel inversiyonun merkezinden

gecen dogrular degismez kalir.

Ispat: R}, maksimum uzayinda I maksimum kiiresel inversiyonun merkezi O ve
yaricapi r olsun ayrica R3; maksimum uzayinda I;- maksimum kiiresel inversiyonuna gore
inversiyonun merkezinden gegen her diizlemin goriintiisii kendisidir. Otelemeler maksimum
uzaklig1 korudugundan I nin merkezi orijin almak genelligi bozmaz. O dan gegen bir
dogrusu orijinden gecen iki diizlemin arakesiti olarak ifade edilebilir. R} maksimum
uzayinda a ve [ sirasiyla orjinden gegen A;x + By + C;z=0 ve A,x+ B,y +C,z=0
denklemli diizlemler ve A;, B;, C; (i = 1,2) lerden en az bir tanesi sifirdan farkli olsun.

L=aAf
£={(x,y,2)| Aix+Bjy+Cz=0, i =12}
olup, Teorem 5.1.12 geregince a ve B, Iy altinda degismez kaldigi icin £ de degismez

kalir.O
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Teorem 5.1.14: R3; maksimum uzayinda merkezi maksimum kiiresel inversiyonun merkezi
M Y Y

olan herhangi bir kiirenin maksimum kiiresel inversi yine merkezi maksimum kiiresel
inversiyonun merkezi olan bagka bir kiiredir.

Ispat: R}, maksimum uzayinda Iy maksimum kiiresel inversiyonun merkezi O ve

M x

yaricapi r olsun. Otelemeler maksimum uzaklig1 korudugundan Iy nin merkezi orjin olarak
almak genelli§i bozmaz. R3 maksimum uzayinda I, maksimum kiiresel inversiyonun
merkezi O = (0,0,0) ve yarigap1 r olsun. Ry de O —merkezli ve r' —yarigapl kiire

K' = {(xy z):max{|x|, |yl, |z|} = r'}

dir.
K’ maksimum kiiresine I3 maksimum kiiresel inversiyonu uygulanirsa
r 2
max{|x’ 112’} = ¢’
<rnaX{IX’I, ly’l, |z’|}> {x'L 1yl 1z'[} =1,
I.Z
max{|x'|, [y'l, 1z'|} = =

2
elde edilir. Bu O —merkezli ve r'"’ = i—, —yarig¢apl baska bir maksimum kiiresidir.

Ornek 5.1.15: R3; de maksimum kiiresel inversiyon merkezi O = (0,0,0) ve yaricap1
r = 1 olmak iizere O —merkezli ve yarigap1 2 olan kiirenin maksimum kiiresel inversini
bulalim.
0 = (0,0,0) — merkezli r’ yani r’ = 2 yarigapl kiire
X' = {(xy,z): max{[x], |yl, [z|} = 2}

dir. X' ye I3 maksimum kiiresel inversiyonu uygulanirsa

1 2
( ) max{|x'|, [y'], |z'[} = 2

max{|x'[, [y'l, [z’ [}
2
max{[x'[, [y'l, [2'|} = >

elde edilir. Bu O —merkezli ve r'’ = % —yaricapl bagka bir maksimum kiiresidir.

Teorem 5.1.16: R}, maksimum uzayinda maksimum kiiresel inversiyon kiiresinin biitiin

ylizleri, koseleri ve kenarlar1 degismez kalir.

Ispat: I;; maksimum kiiresel inversiyon kiiresi inversiyon altinda degismez

kaldigindan ispat agiktir. O
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5.2 Cifte Oran

Tanim 5.2.1: R$; maksimum uzayinda A, B, C, D yonlii dogru iizerinde dogrudas dort farkls

nokta olsun. Bu noktalarin maksimum ¢ifte oran1 (AB, CD)y

_dylAC] dy[BD]
(AB, CD)w = 3 TAD] * dy[BC]

bigiminde ifade edilir.

Sonug¢ 5.2.3: R3; maksimum uzaymda A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogru iizerinde dért
farkli nokta olsun. C ve D noktalarinin her ikisi A ve B noktalarinin arasinda olma ve

olmama durumlarinda (AB, CD)y ¢ifte orani pozitiftir.

Ispat: R}, maksimum uzayinda A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogru iizerinde
dort farkli nokta olsun.

a) C ve D noktalarinin her ikisi de A ve B arasinda olsun. Yani noktalarin ACDB,
ADCB, BCDA, BDCA dizilislerinden birisidir.
i) ACDB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dy[AC] dy[BD] :dM(A,C) (—dm(B,D))
dw[AD] "dw[BC]  dw(A,D) (—dy(B,C))

ii) ADCB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dy[AC] dy[BD] :dM(A,C) (—dm(B,D))
dw[AD] "dy[BC]  dw(A,D) (—dy(B,C))

iii) BCDA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

du[AC] dum[BD] _ (=dm(A,C)) dw(B,D)

(AB. DI = 5, AD] “a[BC] ~ (—dw(AD) du(B,C)

iv) BDCA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] dy[BD] _ (—dm(A,C)) dum(B,D)
dm[AD] "dw[BC]  (—=dm(A,D)) "dm(B,C)

(AB, CD)M S
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b) C ve D noktalarinin her ikisi de A ve B arasinda degil ise ¢ifte oran pozitiftir. Yani

noktalarin dizilisi CABD, DABC, CBAD, DBAC, CDAB, DCAB, CDBA, DCBA, ABCD,

ABDC, BACD, BADC dizilislerinden biridir.
i) CABD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

_ dml[AC] dm[BD] _ (=dm(A C))

dm(B,D)

AB,CD)y = . =
(AB. CO = 3, TAD] "du[BC] ~  duw(A D)
ii) DABC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD]  dyu(A,C)

(=dm(B,0)

(=dm(B, D))

(AB,CD)y =
iii) CBAD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

(B, D)y = IACL dulBD] _ (—du (A,C)

du[AD] "du[BC] ~ (—=dm(A D))

dm (B, C)

dm(B,D)

dw[AD] "du[BC] ~  dm(A,D)
iv) DBAC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB, CD),, = MIAC] dwlBD]_ _ du(A,C)

(=dm(B,0)

(=dm(B, D))

v) CDAB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD] _ (=du(A,C))

du[AD] "du[BC] ~ (—=dm(A D))

dm (B, C)

(=dm(B, D))

(AB,CD)M = dM[AD] : dM[BC] - (—dM(A, D))

vi) DCAB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD] _ (=du(A,C))

" (—du(B,0)

(=dm(B, D))

(AB,CD)M = dM[AD] : dM[BC] - (—dM(A, D))

vii) CDBA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB, D)y = MACL dulBD] _ (~du(4,0))

" (—du(B,0)

(=dm(B, D))

dum[AD] "dm[BC] ~ (—dm(A D))
viii) DCBA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB, D)y, = du[AC] dum[BD] _ (=dm(A )

(—du(B,0)

(=dm(B, D))

dm[AD] "du[BC] ~ (—dm(A,D))
ix) ABCD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD]  dy(A,C)

"(—du(B,0))

du(B,D)

(AB,CD)w = 4 " TAD] “dn[BC] ~ du (A, D)

>0

“du(B,C)

>0

>0



x) ABDC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

_ dw[AC] du[BD] _ dyu(A,C) dy(B,D)

(AB. D = G, [AD] “au[BC] ~ dw(A D) d(B,0)
xi) BACD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani
dy[AC] dy[BD dy(A,C) dy(B,D
(AB, CD),; = ml ].M[ 1 _ du( ).M( )>0
du[AD] dm[BC]  dm(A,D) du(B,C)
xii) BADC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani
dy[AC] dy[BD dy(A,C) dy(B,D
(AB, CD)y = m[AC] dm[BD]  dum(A C) dw( )>0

dy[AD] "dy[BC]  dm(A,D) “dy(B,C)
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Sonug¢ 5.2.4: R3; maksimum uzaymda A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogru iizerinde dért

farkli nokta olsun. {A, B} ve {C, D} nokta ikililerinin her biri digerini ayirir ise (AB, CD)y

maksimum g¢ifte oran1 negatiftir.

Ispat: R}; maksimum uzayimda A, B, C, D yénlii dogru iizerinde dogru iizerinde dort

farkli nokta olsun. {A,B} ve {C,D} nokta ikililerinin her biri digerini ayirtyorsa nokta

dizilislert ACBD, CADB, DACB, ADBC, CBDA, DBCA, BCAD, BDAC bi¢imindedir. Her

bir dizilis i¢in noktalarin ¢ifte orani incelenirse:

i) ACBD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] dv[BD] dw(A,C) dw(B,D)
dm[AD] "dm[BC] ~ dum(A D) "(—du(B,0))

ii) CADB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

(AB, CD)M =

du[AC] dy[BD] _ (~dy(A C)) (~du(B,D)
dm[AD] " du[BC] dyv (A, D) '(—dM(B, C))

iii) DACB dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orant

_ dy[AC] du[BD]  dm(A, Q) (—du(B,D))
(AB,CD) = G TAD] “au[BC] ~ (—dw(A D)) " (—dw(B,0))

iv) ADBC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] dw[BD]  dm(A,C) (—dum(B,D))
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v) CBDA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

_dulAC] du[BD] _ (~dw(A.C))  dw(B,D)
(AB,CD)v = 3 TAD] " GuIBC] ~ (—dw(A,D)) “(—dn(B, )

vi) DBCA dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

du[AC] du[BD] _ (=du(A ) (=du(B,D))
du[AD] “du[BC] ~ (—dw(A,D)) "~ du(B,C)

(AB,CD)y =
vii) BCAD dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dm[AC] dw[BD] _ (=dw(A,C)) dm(B,D)

(AB,CD)y = du[AD] "dy[BC] = dy(A,D) dy(B,C)

vii) BDAC dizilisi i¢in noktalarin ¢ifte orani

dm[AC] dy[BD] du(A,C)  dum(B,D)

du[AD] du[BC]  (—dm(AD)) du(B,C) ~ °

(AB,CD)y =

A, B, C, D noktalarindan herhangi biri kiirenin merkezinde degil ise inversiyon

altinda c¢ifte oran degismez kalir. O

Teorem 5.2.5: Ry, maksimum uzayinda maksimum cifte oram kiireye gore inversiyon

altinda degismez kalir.

Ispat: R}, maksimum uzayinda dogrudas dort nokta A,B,C,D ve O merkezli r
yarigapli  kiire gore inversiyon Ij maksimum kiiresel inversiyonu olsun.
A, B, C, D noktalarmmin I3 maksimum kiiresel inversiyonuna goére inversleri sirastyla
A',B’,C’,D’ olsun. Oklidyen uzayda oldugu gibi R3 maksimum uzayinda kiireye gore
inversiyonlar1 altinda AB yonlii dogru pargasinin inversi olan A'B yonlii dogru pargasinin

yonleri zittir. (Sekil 5. 3.)
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Sekil 5.3. Yon Degisimi

Inversiyon kiiresinin merkezine yaklastik¢a noktalarin inversiyon altindaki goriintiileri
merkezden uzaklasir. Inversiyonun bu 6zelliginden dolay1 Oklidyen uzayinda oldugu gibi
R3; maksimum uzayinda kiireye gore inversiyonlar: altinda AB yonlii dogru pargasinin
inversi olan A'B’ yonlii dogru pargasinin yonleri zittir.

Ustelik {A,B} ve {C,D} nokta ciftleri igin herbirinin digerini ayirmasi veya
ayirmamasi Ozelligi inversleri olan {A’, B’} ve {C’, D'} nokta ciftlerinde de gegerlidir. Yani

bu 6zellik maksimum uzayda kiireye gore inversiyonlar altinda korunur. (Sekil 5. 4.)

Sekil 5.4. Ayirma Ozelligi

O zaman A, B, C, D noktalarinin Iy maksimum kiiresel inversiyonuna gore inversleri olan

A’,B’,C’, D'noktalarinin maksimum gifte oranini inceleyelim:
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du[A'C'] dy[B'D']|  du(A,C) dw(B,D")

A’B,, CIDI — —
I Wl =13 TADT Ay B'C| ~ dy (A D) (B, C)
rsz(A, C) rsz (B, D)
B r2dy (A, D) r2dy (B, C)

dy(0,A) -dy(0,D) dy(0,B)-dy(0,C)
_du(A Q) du(B,D)

dm(A,D) duw(B,C)
_ dwlAC] dy[BD]

dy[AD] dy[BC]

elde edilir. O
5.3 Harmonik Eslenik

Tamim 5.3.1: R3; maksimum uzayinda iki nokta A ve B olsun. AB dogrusunu

du[AC] _ du[AD]
dw[CB]  dym[DB]

oraninda bdlen AB dogru pargasi iizerindeki C ve D noktalarina A ve B yi harmonik béler
denir. C ve D noktalarma A ve B noktalarina gére maksimum anlamda harmonik esleniktir
denir. A, B, C, D dogrudas noktalarina maksimum harmonik kiime denir ve H(AB, CD)y; ile

gosterilir.

Sonu¢ 5.3.2: R}, maksimum uzayinda A ve B noktalarina gére C ve D noktalarinin

maksimum harmonik eslenik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (AB, CD)y = —1 olmasidir.

Ispat: C ve D noktalar1 A ve B noktalarina gére maksimum harmonik eslenik ise

_dulAC] dy[BD] _
(AB, CD)w =, [AD] dy[BC]

dir. Tersine (AB,CD)y = —1 iken

dm[AC] dw[BD] dm [AC] dw[AD] _ du[AD]

du[AD] dy[BC] ~ ~  dy[BC]  dw[BD] _ dy[DB]

olup C ve D noktalar1 A ve B ye gére maksimum harmonik esleniktir.
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Teorem 5.3.2: R3; maksimum uzaymda merkezi O = (0,0,0) ve capt AB dogru pargasi olan

kiire & ile belirtilsin. C ve C’ noktalar1 OB 111 iizerinde AB dogru pargasini sirasiyla igten
ve digtan bolen noktalar olsun. Bu durumda A ve B noktalarina gore C ve C' noktalarinin
maksimum harmonik eslenik olmalari i¢gin gerek ve yeter kosul K kiiresine gore maksimum

kiiresel inversiyonu altinda C ve C’ niin invers noktalar olmasidir.
y

Ispat: R} maksimum uzayinda K maksimum kiiresinin merkezi O = (0,0,0) ve ¢ap1
AB dogru parcasi olsun. (r = dy(0,A) = dy(0,B)). C ve C' noktalar1 AB dogru parcasini
sirastyla icten ve distan bolen noktalar ise

du[AC]  dm[AC']
du[CB] ~  dw[C'B]

dir. Kabul edelim ki A ve B noktalarina gére C ve C’ noktalari maksimum harmonik eslenik
olsun. Bu durumda
(AB,CC)y = -1
dw[AC] dm[BC']

dy[AC'] dw[BC] ~

dir. Burada dy;[BC] = —dy(C, B) dir. C noktasi OB 1511 {izerinde AB dogru pargasini i¢ten
boldiigii i¢in K kiiresinin i¢inde olup
dm(C,B) =r —dy(0,0),
dm(A,C) =r+dy(0,0)
dir. Benzer sekilde C' noktasi OB 1511 iizerinde AB dogru pargasim distan boldiigiinden
dolay1 C', X kiiresinin disinda olup
dm(A,C") =r+dy(0,C'),
du(B,C") =dy(0,C") —r
dir. Buradan
(r+dw(0,0)) (dwm(0,C") —r1) _
(r+du(0,C")) (—r + du(0,0))
(r+ dw(0,0)). (dw(0,C") — 1) = —(r + dw(0,C")). (—r + dw(0, C))
= rdy(0,C") —r? + dy(0,C").dy(0,C) — rdy (0, C)
= —rdy(0,C) +r? — dy(0,C").dy (0, C) + rdy(0,C")
= dy (0, C).dy(0,C") = r?

)

dir. Buna gore C ve C’ noktalar1 X kiiresine gdre maksimum inverstir.
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Tersine C ve C' noktalar1 K kiiresine gore maksimum invers noktalar olsun. Bu
durumda
dm (0, C).dy(0,C") =r?

dir.
dm[AC] dw[BC']  du(A,C) dw(B,C)
dm[AC']" dm[BC]  dm(A,C") —du(B,O)
_ rdy(0,C) - r? + dy(0,C").dy(0,C) — rdy (0, C)

—rdy (0, C) —r? 4+ dy(0,C’).dy(0,C) — rdy(0,C")
_ r(dw(0,C") —rdy(0,0))

r(dum(0,C) — rdyu(0,C"))
=-1

(AB,CC )y =

elde edilir. Boylece C ve C' noktalar1 A ve B noktalarina gére harmonik esleniktir.o
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Genel olarak yedi boliimden olusan bu tez ¢alismasinin ilk boliimiinde, n — boyutlu
Oklidyen uzay R* de X = (X4,X5,...,%X,) ve Y = (y1,V, ..., Vy) noktalar1 arasindaki Okliyen
uzaklik tanimi yapilmistir. n — boyutlu Oklidyen uzayda herhangi X = (x4,X5,...,X,)
vektoriiniin p — normu tanimlanmis buradan X = (X4, X5,...,X,) vektoriiniin maksimum
normu tanimlanip X ve Y noktalar1 arasindaki Maksimum uzaklik tanimi yapilmistir ve

Oklidyen diizlemde inversiyon hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde; Taksi diizleminde, Taksi uzaymnda, Cin Dama uzayinda ve cembere
gore klasik inversiyon ve Maksimum metrik, Maksimum diizlem iizerine yapilmis

calismalar hakkinda ¢alismalar incelenmistir.

Ucgiincii boliimde, Maksimum diizleminde ve maksimum uzayimdaki temel tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

Dordiincii bolimde, Maksimum diizleminde bir M(m,, m,), merkezli r — yarigaph
(r > 0) cember
C ={Xxy)ldyM,X) =r,r> 0}
= {&y)Imax{|x —my|,|[y —my|} =1, r > 0}
kiimesidir. R nin birim cemberi, M = (0,0) ve r = 1 aliarak
C = {&x y)Imax{[x|,[y|} = 1}
kiimesidir. R% de O merkezli ve r yarigapli C gemberine gore inversiyon I(o,r) dOniistiimii
lion: Ry —0—>Ry — 0
Iiop(P) =P’
biciminde tanimlanir ve agsagidaki sartlar1 saglar:
i) P/, OP 15101 lizerindedir.
ii) dy(0,P).dy(0,P") =r2.

P’ noktasina, P noktasinin C ¢emberine gore inversi denir.
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Daha sonra maksimum diizleminde ¢ember gore inversiyonu ile ilgili teoremlere ve
sonuclara yer verilmistir. Ayrica Maksimum diizleminde cifte oran ve harmonik eslenik

kavramlar1 ile maksimum ¢ember inversiyonu arasindaki iliski incelenmistir.

Besinci boliimde, 3— boyutlu Maksimum uzayinda M = (my, m,, mz) merkezli,
r —yarigapl kiire
K =Xl dyM,X)=r, r>0}
= {xy,2)|max{|x —m4|, |y —m,|, [z —mz[} =r, r> 0}
noktalar kiimesidir.
M = (0,0,0) ver = 1 alinarak maksimum birim kiiresi
K ={&xy,z)Imax{|x|, lyl, |z|} = 1}
noktalar kiimesi oldugu belirtilmistir. Daha sonra R3; Maksimum uzayinda O merkezli ve
r —yarigaph K kiiresine gore
Lic: R} — {0}—R}; — {0}
Iy (P) =P’
dontisiimii olup P’ noktasi )3 15101 lizerinde ve
dy (0, P).dy(0,P") =r?
dir. K maksimum kiiresine “inversiyon Kkiiresi”’, O noktasina “inversiyonun merkezi”,
r — yaricapina “inversiyon yaricap1” denir.
Maksimum uzayinda kiiresel inversiyon tanimindan hareketle elde edilen teoremlere
ve sonuglara yer verilmistir. Ayrica Maksimum uzayinda ¢ifte oran ve harmonik eslenik

tanimlar1 verilip, Maksimum kiiresel inversiyonlar altinda bu kavramlar incelenmistir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu tezde 6nce Maksimum diizlemde ¢embere gore inversiyon tanimi verilmis ve
Ozellikleri incelenmistir. Daha sonra Maksimum c¢ember ve dogrularin arakesitleri
incelenmis ve bunlara gére dogrularin Maksimum ¢ember inversiyonlari altinda goriintiileri
ayrintili olarak tespit edilmis ve Mathematica programi kullanilarak dogrular ve
inversilerinin grafikleri ¢izilmistir. Son olarak 3-Boyutlu Maksimum uzayinda inversiyon
tanimi1 verilerek dogru, nokta, diizlem ve kiirenin inversleri ile ilgili sonuclar ve teoremler
verilmis, Maksimum kiiresel inversiyonlar altinda harmonik eslenik ve ¢ifte oran kavramlari
incelenmistir.

Inversiyon kavrami Oklidyen olmayan diger geometrilerde de tanimlanabilir ve
genellestirilebilir. n—boyutlu uzaylarda hiperkiireler ile inversiyon tanimi yapilabilir.
Oklidyen diizlemde inversiyonun uygulandig1 problemler, Oklidyen olmayan diizlemlerde

incelenerek, tanimlanan inversiyonlar bunlara uygulanabilir.
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