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HILBERT CEKIRDEKLI LINEER OLMAYAN SINGULER INTEGRAL DENKLEMLER
ICIN VARLIK VE TEKLIK TEOREMLERI

Filiz iBRIM

Matematik Boliimii, Yiiksek Lisans Tezi, 2001
Tez Danigmani: Prof. Dr. Binali MUSAYEV

Ortak Danisman: Yrd. Dog. Dr. Murat ALP

OZET

Bu ¢aligmada Hilbert ¢ekirdekli lineer ve lineer olmayan singiiler integral

denklemler igin varlik ve teklik teoremleri incelenmistir.

Birinci bolim yapacafimiz incelemede kullanilan esas kavramlan ve temel
bilgileri igermektedir. Bu boliimde metrik uzaylar, normlu uzaylar, metrik uzaylarda
Banach sabit nokta prensibi, normlu uzaylarda Schauder prensibi ve metrik uzaylarda
Banach sabit nokta prensibinin bir degistirilmis sekli verilmektedir.

Ikinci boliimde Hilbert cekirdekli singiiler integralin gerekli 6zellikleri incelenmis
ve bu bilgiler esasinda Hilbert gekirdekli lineer ve lineer olmayan singiiler integral
denklemler ig¢in varlik ve teklik teoremleri ispatlanmugtir. Elde edilen sonuglarin bir
konform déniisiimii probleminin ¢6ziimiine uygulamasi gosterilmigtir. Teorem 2.2.1,

Teorem 2.4.1 ve bu teoremin Teorem 2.4.7 de verilen uygulamasi orjinaldir.

Anahtar kelimeler : Hilbert uzayi, Hilbert ¢ekirdekli lincer ve lineer olmayan
singiiler operatérler ve denklemler, kompakt kiime, tamamen siirekli operatdr, konform

doniigiimii.



THE EXISTENCE AND UNIQUENESS THEOREMS FOR NONLINEAR SINGULAR
INTEGRAL EQUATIONS WITH HILBERT KERNEL

FiLiz IBRIM

The Department of Mathematics, Master Thesis, 2001
Thesis Supervisor : Prof. Dr. Binali MUSAYEYV, Yrd. Dog. Dr. Murat ALP

SUMMARY

In this study, existence and uniqueness for linear and nonlinear singular integral

equations with Hilbert kernel is examined.

First section contains the base concepts and basic knowledge that we have used in our
examination. In the first part, metric spaces, norm spaces, the fixed point princible of Banach in
metric spaces, the princible of Schauder in norm spaces and a changed form of the mixed point

princible of Banach in metric spaces are given.

In the second part, the important peculiarities of Hilbert kernels singular integral is
examined and in princible of this knowledge the existence on uniquness theorems for linear and
nonlinear singular integral equations with Hilbert kernels are proved. The provided results is
applied to the solution of a confirm transformation problem. Theorem 2.2.1, Theorem 2.4.1

which are proved about this subject and its applications in the Theorem of 2.4.7 are orijinal.

The key words: Hilbert space, Hilbert kernels linear and nonlinear singular operators

and equations ,compact pile, completely continual operator, conform transformation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZziNi

SIMGELER
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dy(.,.)

"'"w
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Hu(t)= ——2—1; J'u(s) cig S—glds

Au(t)= —% J' f@,s,u(s)) ctgs—;—{ds‘

ACIKLAMALAR

Reel sayilar kiimesi
[0,400) arali

Bir uzayda tammh metrik

Bir uzayda tamimli norm

[a,b] aralifinda siirekli fonksiyonlar kiimesi
C|a,b] uzayinda tanimh metrik

H, (0<a S 1) uzayinda tanimli norm

[a,6] araliginda O <a <1 iissii ile Holder

kosulunu saglayan fonksiyonlar kiimesi

Hilbert gekirdekli lineer singiiler integral

Hilbert ¢ekirdekli linecer olmayan singiiler

integral



BOLUM 1
GiRIS VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde ileride cle alinacak lincer ve lincer olmayan singiiler integral
denklemlerin incelenmesinde temel teskil eden kavram ve sonuglar ile ilgili 6n bilgiler

verilmektedir. Bu bilgiler kaynaklarda gisterilen (Musayev,Alp,2000) kitabindan alinmistir,

1.1 Metrik Uzaylar

Tanm 1.1.1: Bos olmayan bir X kiimesi ve bir
d:XxX >R, (x, ) —=>d(x,y)
doniigiimii verilsin. Eger bu o doniigimii Vx, y,ze€ X igin
(Ml_) dx,y)=0x=y,
(M) d(x,y)=d(y,x),
M) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iiggen esitsizligi)
ozclliklerini -~ saghyorsa, X vgkiizcrindc uzaklik fonksiyonu yada metrik adimi alir. Bu

durumda (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir.

Ornek 1.1.2: X = R olmak iizere
d:R XR—>R, ,(x,y)—>d(x,3)=|x~ |
scklinde tammlanan d doniigiimii R iizerinde bir metriktir. Bu metrige R iizerinde
mutlak deger metrigi denir. Gergeklen:
1. Vx,ye R igin
dx,y)=x-y|=0x-y=0cx=y,

2. Vx,ye R igin

dx, ) =x = y| ==y - )| = (- D}y - x| =d(y,x),



3. Vx,y,ze R igin
x—y=lx—z+z-y<|x—z|+|z -y
oldugundan
d(x,y)<d(x,2)+d(z,p)
iicgen csitsizligi clde edilir. O halde (R,d) bir metrik uzaydir.

fleride reel (kompleks) say1 n-lilerinin kiimesini R"(C") ile gdsterecegiz.

Ornek 1.1.3: X = R"(veya X=(C")olsun.
(@) d;: X x X-»R,,
(x, )—d, (x, J’):lek Vi |§
P

(b)yd, Xx X->R,,

(x.2)=d, (x9)=(X[x, =y, | ") 7 (1 <p<o0);
k=1
) d,: X x XoR,
(x,y)——)dm(x,y):max{lxk —yklzk:l,...,n}

scklinde tammlanan doniigimler X =R" (veya X =C") iizerinde birer meltriktir.

Ornek 1.1.4: X bos olmayan bir kiime ve B(X)de X den R ye tammli biitiin stnirls

fonksiyonlar kiimesi olsun.

d:B(X) x B(X)-R,,(f,g)—d(f,g)=sup{f (1) - g(t)|:re X}

scklinde tanumh o donigimi B(X) kiimesi iizerinde bir metriktir.

Ornek 1.1.5: l_a,b]CR(a,b €R) iizerinde tammlr biitiin siirckli fonksiyonlarin kiimesi
Cla,b] olsun. f,geCla,b] igin

d,(f.g)=max{|f (1)~ g(t): 1 €la,b]}



scklinde tammlanan  d_ :Cla,b]xCla,b] > R, doniisimi  Cla,b] iizerinde  bir

metriktir.

Ornek 1.1.6 : 1< p<oo olmak iizere f,g e Cla, b} igin

1
P

b
d,([f.8)= (jl.f (s) - g(s)] ”a’sJ
bigiminde tammlanan d, : Cla,b|xCla,b| = R, doniisimi Cla,b| izerinde bir metrik

ve dolayisiyla (('la,b],d,,) bir metrik uzaydir.

Tamm 1.1.7: f:|la,h] > R ,(—0 <a <b <+o) fonksiyonu verilmig olsun. Eger her bir
1,1, €la,b] igin

[#4

| - f()| < Al -1,

olacak sckilde 4>0 ve a<(0,1] sayillan varsa f fonksiyonu |a,b] iizerinde Holder
Kogulunu saglar denir. A ve a sayilanina sirasiyla Holder katsayvisi ve Hdolder iissii
denir. |a,b]| iizerinde e issii ile 11older kogulunu saglayan biitiin fonksiyonlar kiimesi
H_la,b} (veya kisaca H ) ile gosterilir.

H_la.blc Cla,b] oldugu agiktir. o, <a, ise Hazl_a,bchalla,b] oldugu

kolaylikla gosterilebilir.

FFakat bunun tersi dogru olmayabilir. Ornegin, herhangi

[¢

1,,l, €]0,1] igin <l -1l

1o -1

OD<ax<)
oldugundan

u(t)=1" e H_|0,1]
olur. “‘Ote yandan herhangi ¢ € [0,1] igin

(1) — 1(O)| = ¢*

oldugundan ' € (a,l) sayist igin 7 — 0 iken

T.C. YOKSEXOCRETIM KURULD



e (1) — 1 (0)] 1 =" 5 4o

dolayisiyla w¢ H , dir.

H_ la,b] (0 <a<1) kiimesi verilsin.

ueH,a,b] icin Ha)= sup{|u(t,)—u(l2 V-] 0.0, [a,bl} olsun.
u,ve H_ la,b| igin

dw,v)y=d_(u,v)+H@u-v;a) (I.1)
scklinde tammlanan o : H [a,b|x ] fa,b| — R, déniisimiinin  H |a,b]| iizerinde bir

metrik oldugu gosterilebilir. (11iiscynov,Muhtarov,1980)

Tanim 1.1.8 : Bir (X,d) metrik uzayi, x, € X noktast ve pozitil » sayis1 verilsin.

S, (x,)=fxe X: d(x,x,)<r},
g,(xo) :{xe X :d(x,x,) < r}

vC

o, (x)) =fre X 1 d(x,x,)=r}
kiimelerine sirasiyla x, merkezli ve rvyaricaplt acik yuvar. kapali vuvar ve yuvar viizevi
y 0 yarnigaplt ag palt ) Yy )

denir. §,(x,) agk yuvarna x, € X noktasinin bir komgulugu  (r-komgulugu).

0
S,(xg)=8,(x,)/{x,} kiimesine dc x, € X noktasimn delinmis komsulugu (delinmis r-

komsulugu) denir,

(X,d) bir metrik uzayr, 4 c X alt kimesi ve x e X noktast verilsin. liger

. .
Ve>0igin S, (x)A#0ise, x noktasma A mn bir limit noktas: denir. Ac X
kiimesinin biitiin limit noktalarindan olusan A4’ kiimesi ile 4 min noktalarindan olugan

kiimeye Ann kapamgi adi verilir ve A ile gosterili. A =4 ise A kiimesine X de

‘kapalt bir kime adi verilir. Bc X ve xeB olsun. S, (x)c B olacak sekilde bir

&>0 sayist varsa, x noktasina Bnin bir i¢ noktas: denir. B nin i¢ noktalarinin



0 0
kiimesinc B kiimesinin i¢i denir ve Bilc gosterilir., B=B isc B kiimesine X de ag¢ik

bir kiime denir.

Tanm 1.1.9 : (X,d) bir metrik uzay olmak iizere. f: N —> X [fonksiyonuna X de
(veya JXigindc) bir dizi adi verilir ve  f(n)= f(x,) ile gosterlir. (n,),N iginde

H, <ng,k=12,. ve E‘E.l”k =00 kosullarim saglayan herhangi bir dizi olmak iizerc

(x, )1k eN dizisine (x,) dizisinin bir alt dizisi denir.

Tamm 1.1.10 : (X,d) metrik uzay1 iginde bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Iiger,
}z]-—?; d(x,,x,)=0 isc, bagka bir deyisle, cger Ve>0 ve 3In, e N>Vn>n_ igin
d(x,,x,) <& oluyorsa, (x,) dizisi x,noktasina yakinsivor denir ve

X, =X, yada limx, =x,

new

seklinde gésterilir.

Tamm 1.1.11: (X,d) bir metrik uzay ve A, X in bos olmayan bir alt kiimesi olsun.
d(A) =sup{d(x,3):x,y € A}

sayisina A kiimesinin ¢apr denir. d(A) <o ise A ya X de swurl bir kiime denir. X

igindeki (x,) dizisinin terimlerinden olugan kiime X de simrl ise (x,) dizisine X de

swirly bir dizi denir.

Tamm 11,12 (X,d) bir metik uzay ve Xin iginde bir dizi (x,) olsun. Ve>0
igin  m,n>n, oldugunda d(x,,x,) <& olacak sckildle & sayisina  bagh  bir

n, € N sayist varsa (x,) dizisine X iginde bir Cauchy dizisi adi verilir.

Teorem 1.1.13 : Asagidaki Onermeler dogrudur.

(a) Metrik uzay igindeki yakinsak her dizi Cauchy dizisidir.



(b) Metrik uzay igindeki her Cauchy dizisi simehdir.

(¢) Bir (X,d) mectrik uzaymda bir (x,) Cauchy dizisi x € X noktasina yakinsak
bir (x, ) alt dizisinc sahipse (x,) dizisinin kendiside x ¢ yakmsakr.

(d) (X,d) bir metrik uzay olmak iizere (x,) ve (y,). X iginde bir Cauchy dizisi

isc (d(x,,y,)) reel sayr dizisi yakinsakur.

Tamm 1.1.14 : Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi X iginde bir limite

sahipsce, bu (X,d) mectrik uzayma tam metrik uzay adv verilir.

Ornek 1.1.15: R kiimesi R iGizerindeki mutlak deger metrigine gore tamdir.
Ornek 1.1.16 : R" kiimesi Ornckl.1.3 deki d, (1< p<oo) metrigine gore tamdur.
Ornek 1.1.17 : (Cla,bl,d,) uzayr tamdur.

Lemmal.l.18 : w,ve H_|a,b] igin d(u,v)=d (u,v)+H(u—-v;a) olmak iizere

(Ha[a,b],d) melrik uzayr tamdir.

ispat: H,_|a,b] iginde bir Cauchy dizisi (f,) olsun. Bu durumda Ve >0 igin

dn.e N oyleki n=>n_,m=n_ esitsizliklerini saglayan Vm,m e N sayilan igin

d(fu, fu) <& (1.2)
olur. $u halde (1.1) e gore Vnymen, igin

do(fr Su) <& (1.3)
olur. (Cla,bl,d,) uzayr tam oldugundan 3f, € Cla,b| oylc ki

limd,,(f,,f,)=0 e

dir.



fo € H la,b] oldupunu gisterelim. (f,) dizisi H,|a,b] iginde bir Cauchy

dizisi oldugundan siirhdir, yani AM > () sayist vardir ki,

d(f,, 0 <sM ,n=12,.

dir. O zaman V{1, €|a,b| noktalann ve Vne N igin

24

fn(ll)_‘./n(’Z)ISMlll —12

oldugu elde ¢dilir. Bu esitsizlikte 7 — oo iken limite gegeceginde (1.4)°e gore

Ifo(’l)”fo(’z )ISMV] =1,

[24

oldugu ve dolaysiyla f, € H,|a,b| oldugu goriilir. Simdi limd(f,, f,)=0 oldugunu
n oo
gorelim.
(1.2)'ye gore herhangi 1,,/, €|a,b| noktalan ve Va,m > n, sayilan igin
H(f, - fma) <&

veya

.fn(’l)_fnr(tl)~lfn(t2)—.f‘m([2 )]| <8|l| —_12'(1

olur. Bu csitsizlikte sabit n#>n_ i¢cin m—oc iken limite gegersek Vm>n, sayisi ve

Vi1, €|a,b] noktalan i¢in ((1.4)'¢ gire lim f, (1) = f,(1) oldugundan)

St = £ =1 £, (1) = [ ()] < gl =8| (1.5)
oldugu clde cdilir. (1.4) ve (1.5) ten }1i£g)d(f”,'f0):0 oldugu ve dolayisiyla
(H,la,bl,d) metrik uzaymnin tam oldugu goriiliir.

R iizerinde tammh gergel degerli ve ae(0,1] issii ile 116lder kosulunu
saglayan biitiin - 27 -periyotlu  fonksiyonlardan  olugan  kiime (1.1) mctrigine gére tam
metrik uzaydir. Bu uzaya kaynaklarda 1l6lder uzayr denir ve HQ[O,Zﬂj (veya kisaca

ﬁ,z) ile gosterilir.

Tamm 1.1.19 : (X,d) metrik uzayt ve [ X kiimesi verilmis olsun. E igindeki her

dizinin, limiti £ den olan yakinsak bir alt dizi varsa, F kiimesine X de kompaks



kiime adi verilir. X kompakt kiime ise (X,d) :metrik uzaymna kompakt metrik uzay ad

verilir,

Tamm 1.1.20 : (X,d) metrik uzayinda agik kiimelerin bir ailesi D =(D,),.o olsun.

Lger bir I X kiimesi i¢in /< U D), oluyorsa D ailesine [ kiimesinin bir agtk
a0
ortiisii denir. Bfer Qo < Q) sonlu ve Lc U D,ise Dy= U D, ailesine I
° 20, 0 acn, A

kiimesinin sonlu alt ortiisii ad1 verilir. F~ kiimesini orten /) ailesinin her kiimesinin

capt & > () sayisindan biiyiik degilse /) ortiisiine /< kiimesinin & -drtiisii - denir.

Tamm 1.1.21 : (X,d) metrik uzayt ve L c X kiimesi verilsin. Eger Ve >0 sayisi
igin £ kimesinin sonlu g -6rtiisii varsa /< kiimesine X ‘de  tamamen sourlt bir

kiime dcenir. Tamamen sirlt bir kiimenin smurli oldugu agikur.

Teorem 1.1.22 : (IlausdorfY)
(X,d) metrik wzay1 ve [~ < X kiimesi verilmis olsun. /5 ‘nin X "de kompak!

olmas! igin gerek ve yeter kosul Ve >0 igin /< 'nin sonlu g -Grtiisiiniin ~ var olmasidir.
Sonug 1.1.23: (X,d) tam metrik uzaymnin her kompakt alt kiimesi kapali ve simirhdir.

Teorem 1.1.24 : Kompakt (X,d) metrik uzay: tamdir.

ispat: X iginde bir Cauchy dizisi (f,) olsun. (X.d) metrik uzayt kompakt
oldugundan (f,) dizisinin limiti f, € X olan yakinsak bir (f, ) alt dizisi vardur.
Vke N igin

d(fes fo) <d(foo f,)+d (S, 1)
esitsizliginde & —5 o iken limite gegersck

}r{m d(fy, [, )=0 ((f,)-Cauchy dizisi oldugundan)



ve
limd(/,,/,) =0
olduguna porce
limd(f,,£,)=0
oldugu ve dolayistyla (f,) dizisinin X dc yakinsak oldugu elde edilir. Demek ki,

(X,d) tam metrik uzaydir.

Tamm 1.1.25: (Cla,hl.d,) metrik uzayr ve 15 < Cla,b] alt kiimesi verilsin.
(a) Bger Yfeld ve Viela,b| igin I‘/(I)ISM olacak gckilde bir M >0 sayisi
varsa [, kiimesi diizgiin simirlidir denir.
(b) Eger Yfell ve Ye>0. VI,1, €la,b} igin
I -t|<o = 1) - 1) <
olacak sekilde bir & =8(g)>0 sayist varsa, [ kiimesinin clemanlart aym

dereceden siireklidir denir.

Teorem 1.1.26 : (Arzela- Ascoli)

Kapali ve st |a,b]c R araligy ve Cla,b] uzaymnmn bir [ alt kiimesi
verilsin. /£ kiimesinin C[a,b] de kompakt olmas1 igin gerek ve yeter kosul /[ nin

diizgiin sinirl ve elemanlarinin da aym dereceden diizgiin siirekli olmasidir.

Ornek 1.127 : M>0 olmak  iizerc (H;la,pl,d)  Holder  uzaymin
H, M)={xe H a,bl:d(x,0)<M}= KM (6) kapali kiimesi (( '[a,bl,dm)’dc kompakt
bir kiimedir.

Gergekten, Vf e H (M) igin

d(f,0)=d . (f,0)+H(f;a)sM
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oldugundan, ¥f e H, (M) ve Vie|a,bligin |[f(O)|<M ve V&>0 igin 5:(%).

alirsak, V1,1, €la,b] ve Vf e H (M) igin

I —1,

<)~ U <Mt —1,|" <M&" =&

olur. Dolayisiyla, H_ (M) kiimesi (('la,b],a'm)’dc diizgiin stmrli ve aym dereceden
stireklidir. Buradan da Tcoreml.1.26 geregince H (M )’nin ((TIa,b'I,dm)‘de kompakt
bir kiime oldugu goriiliir.

Teorem1.1.24 ve Ornek!.1.27 den agagidaki lemmanin dogrulugu goriilir.

Lemma 1.1.28 : H (M) kiimesi ('(|a,/)|,u",‘) uzaymin {am alt uzayidir.

u,ye H (M) igin

"

d(u,v) = ( j |u(0) = v(o)f dt)

seklinde tammlanan o, : H, (M)x H_ (M) — R, doniigiimiiniin bir metrik oldugu agikur.
Lemma 1.1.29 : (Ha (M),dz) metrik uzayt tamdir.

ispat: (f,), (Ha(M),dz) iginde bir Cauchy dizisi olsun. Lemma 1.1.28°¢ gore
limd,(f,, /) = limd, (£, /y) =0

olacak gckilde bir f, € H (M) [fonksiyonu vardir. Buradan f, € L[a,b] ve

limd,(f,, f,) =0 oldugu clde cdilir.

Lemma 1.1.30: H (M) kimesinde o, ve d, metriklere gore yakinsamalar denkdir.

ispat: w,,u, € H (M) , n=12,.. olsun.

imd, (u,,u,) = 0= limd,(u,,u,)=0
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oldugu agiktir, Bu sonucun fersinin de dogru oldugunu gosterelim.
x,x thela,bl ve fell (M) olsun. h>0 igin

xth xth

1 1
S = I i+ j [/ (x)- f ()}

ve h<( igin

;: 1 X ] X
f(x) 7:{ ,,f(')d”ﬂ h[f(x)*f(t)]dt

oldugundan Vx €|a,b] ve h#0 igin
M he

|
|/ (0)| € —=dy([.0)+

J[/Tl It a
oldugu clde cdilir.
uyt, e H,(M) ,(n=12,.) ve limd,(u,u,)=0 olsun. Yeteri kadar
n—o

biiyiik 7 -ler igin sonuncu esitsizlikte s =d,(w,,u,) alirsak
2M
i, (x) = 0, ()| < oy 2 (o0, 115) + —]———dz" (u,, 1)
+a

csitsizligi clde cdilir. Buradan da

limd, (u,,u,) = 0= limd,_(u, ,u,) =0

oldugu anlaslir.

1.2 Normlu Uzaylar

Tanm 1.2.1 : X bos olmayan bir kiime ve K cismi R veya C olsun.
+i X x X=X, (ny)o>x+y,

2K xX > X, (a,x)—>ax

islemlerini  tammlayalim. Her x,y,z€ X ve

doniisiimleri  ile toplama ve ¢arpma

a,be K igin asagidaki kosullar saglansin:
. x+y=y+ux

2. x+(y+z2)=(x+y)+z;



3. Her xe X igin x+0=x ’esilligini saglayan bir tck & € X (sifir elemani)
vardir;

4. ller xe X igin x+(~x)=0 csiligini saglayan bir tck —x € X vardir,;

5. ller xe X igin l.x=x;

6. a(x+y)=ax+ay;

7. (a+b)x =ax+bx;

8. (ab)(x) = a(bx).

Bu durumda X kimesine K cismi ilizerinde bir vekidr nzayi (lineer uzayi) ve
clemanlarma da vektir veya nokta adi veriliee. K R alimesa X ¢ bie reel vekior wzay
ve K = C ahnirsa Xe bir kompleks vekior uzayr adi verilir.

Vektor uzayin tanmumindan su basit sonuglarn elde edebilecegimiz kolayca goriiliir:

(@) Her xe X igin Ox =6,

(b) ller ac K igin af =6,

() (-Dx=-x

(d) x#6 olmak lizere ax = bx isc a=b

() az0 ve ax=ay isc x=Y;

() y,ze X vektorleri verildiginde x + y = z denkleminin tek bir x € X ¢oziimii

vardir,

Tanm 1.2.2 : X bir vektér uzayr ve ¥, X in bir bos olmayan alt kiimesi olsun. ¥, X

vektor uzayindaki islemlere gore kendi bagina bir vekior uzayr olusturuyorsa, Y ye X in

bir (lincer) alt uzayr denir.

Tamm 1.2.3 : X bir vektér uzay1  olmak iizere x,,x,,..,x, € X  verilsin.
a,,a,,...,a, € K olmak iizere
ax, +a,x, +..+a,x

nn

seklindeki bir toplama x,,x,,...,x, nin bir /ineer kombinasyonu denir.
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G+McX
isc M den alman her sonlu sayidaki vektoriin lincer kombinasyonlarinn kiimesine M nin
gereni (Span) denir ve Span M olarak  gosterilir. Span M. X in bir alt uzayuir ve bu alt

uzaya M nin tretigi alt uzay denir. M =@ isc SpanM =0 olur.

Tamm 1.2.4 : X bir vektor uzayr ve M = {x,,xz,...,xn}c X olsun.
a,,d,,...,a, € K
olmak iizere ax, +a,x, +...+a,x =0 csilligi, ancak ve ancak,
ay=da, =..=da, =0
olmast halinde pergeklesiyorsa  x,,x,,...,x,  vektorlerine lineer bagimsiz. aksi halde

lineer bagimli dir denir.

Tamm 1.2.5 : X bir vektor uzayt ve M, X in bos olmayan bir alt kiimesi igin
I. M lincer bagimsizdic:

2. X SpanM

ise, Mye Xin bir tabam veya bir bazi denir.

Lger M = {.\’l,xz,...,xn}.X in bir tabam isc her xe X vektorii

a,,a,,..,a, € K
olmak iizere x =a,x, +a,x, +...+a,x, scklinde teck bir gosterime sahiptir.

Lger X vekor uzaymmn bir sonlu tabam varsa X' ¢ sonlu boyutln bir vektér
uzayt, aksi halde sonsuz boyutlu bir vektor uzayr adv verilir. Sonlu boyutlu bir X' vektor

uzaymin bir tabamindaki vekiérlerin sayisia X ' in boyniu denir ve BoyX ile gosterilir,

Tamm 1.2.6 : ¥, ve V,, X vektor uzaymin iki ‘alt uzayr olsun. Iger Vx e X elemam
y el ve y,el, olmak iizere x =y, +y, scklinde tck bir gdsterime sahip ise, X
vektor uzayr ¥, ve Y, uzaylarmmn dirckt toplamidir denir ve X =Y, @Y, olarak

yazhr. ¥, ye ¥V, in (yada ¥, ¢ ¥, nin) X dcki cebirsel tiimleyeni denir.
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liger ¥, ve ¥,, X vektor uzaymin iki alt uzayn isc
Y={y, +y,:p, €Y,y el,}
olmak iizere
Boy(Y, +V,)= BoyY, + BoyY, — Boy(Y, nY,)
dir. Bu durumda,
Boy(Y, ®Y,)=BoyY, + BoyY,
oldugu agiktir.
‘ger X, veX, aym cisim izerinde tammli vektér uzayr ise x,y, € X, ve
Xy, Y, € X, vektorleri Gizerindeki cebirsel iglemleri

(x5, X, ) H(VLy,)) = (x + 1,0+ 3,),
a(x,,x,) = (ax,,ax,)

scklinde tanimlarsak X = X | x X, kartezyen carpimrt bir vektdr uzayma doniistiiriiliir.
X, Xy, X, aymt cisim {izerinde tammli vektdr uzaylannin kartezyen ¢arpinu
X,xX,x .. xX,

ve bu garpim dizerinde cebirsel islemler agikar bigimde tanimianir.

X, =X,=...=X
durumunda
XxXx ..xX

carpimu X" ile gosterilir.
Bir X vekior uzaymin bir ¥ alt kiimesi verilsin. Eger y,,y, €Y oldugunda
M :{yeX:y:lyl+(l—/1)y2,()s/1£l}cY
oluyorsa, Y alt kiimesi dishiikeydir (konvekstir) denir.
Herhangi bir D kiimesi ve bir X vektor uzayr verilsin. Tamm kiimesi D ve
goriintii kilmesi X in bir alt kiimesi olan biitiin fonksiyonlar kiimesi
(f+)(O)=fO)+g W), (af)(y=af(1),1eD,aec K (1.6)
cebirsel islemleri alunda bir vektdr uzayt olusturur ve [L(D;X) ile gosterilir. Farkh D
kiimeleri ve farkli X vektor uzaylari durumunda gesitli 5(D; X) vektsr uzaylan elde

cdilir.



Ornek 1.2.7 : C(la,b|;R) urayi. D |a,b] ve )(':('la,bl,la,bI lizerinde stirckli ve
(1.6) islemleri altinda reel bir vekior uzayr olusturan reel degerli biitiin - fonksiyonlar
kiimesi olsun. Bu durumda C(la,b|;R)= L(la,b};Cla,b]) reel bir vekidr uzayidir.
Benzer sekilde, C'(Ja,b];C7) kompleks vektor uzayr tanimlantr. |

Eger X vcktdr uzayr hem de metrik uzay ise X e lineer metrik uzay adi verilir.

Tanm 1.2.8 : X bir K cismi iizerinde bir vektdr uzayr olsun.

X >R, x|

doniigiimic Vyv,ye X ve Vae K igin

(NI [4=0 x=0;
(N2) x| = el ;
(N3) ||x+y||$||x||+"y" (iggen csitsizligi)
ozelliklerini saghyorsa X iizerinde norm adint alir ve bu durumda (X ,““) ikilisine bir

normiu vektor uzayt denir. (N1) - (N3) ézclliklerine norm aksiyomlar: denir.

(X,]]) normlu bir uzay olmak iizere

d:XxX —> R, :d(x,y)=|x-y|

seklinde tanimlanan uzaklik fonksiyonunun X iizerinde bir metrik oldugu kolayca
goriiliir. Gergektlen, Vx,y,ze X igin

dx,)=0|r-y|=0x-y=0=x=y,

dx, ) =x =y = |- (=0 =y - x| = d(3.5)
ve (N3) aksiyomundan dolays

dey) ==z 2

<o~z + ]z - ¥
=d(x,z)+d(z,y)

oldugundan d, X iizerinde bir metriktir. Bdylece, V(X ,||||) normlu uzaydan bir
(X,d) metrik uzayr elde edilebilir. Bu yolla elde edilen d metrigine || normunun

indirgendigi metrik denir.



Lemma 1.2.9 : (\’,””) normlu bir uwzay, x,ye X igin d(x, y):"x* y" ve aek
olsun. Bu durumda

(a) Vx,y,ze X ic;in dix+z,y+2)=d(x,y) (dnin otcleme ozelligi),

(b) u’(ax,ay)zla[d(x,y) (d nin mutlak homojenlik Gzclligi)

ozellikleri dogrudur.

Tamm 1.2.10 ;. (X,}) normlu uzay igine bir dizi (x,) ve x, € X olsun. Eger

lim[

n

xn _x()“ = ()

isc (x,) dizisi x,noktasina vakinsiyor denir ve

x, —> X, yada limx, =x,

n o

olarak ifade edilir. Normlu uzayda tamimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama

adt verilir.

Bir normlu uzay (X ,||“) ve bunun bir alt kiimesi 4 olsun.

d(A) :sup{"x—y":x €A, ye A}Z 0
sayisina A kiimesinin ¢apr denir. Lger bir Ac X kiimesinin ¢apt sonlu ise A
kiimesine smurli kiime denir. X icindeki (x,) dizisine karsthik gelen noktalar kiimesi

siirl ise (x,) dizisine sumrli dizi adi verilir.

Tanm 1.2.11 : (X ,”") normiu bir uzayi ve bunun iginde bir dizi (x,) olsun. Her

>0 i¢in mn>n, oldugunda ||x -X,

<& olacak sckilde &°a bagh bir =,

n

bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Lemma 1.2.12 : (X,d) bir mctrik veklor uzayt ve d  metrigi dteleme ve mutlak
homojenlik  6zelliklerine sahip olsun. O halde x€ X igin ||x| =d(x,0) olmak iizcre

(X,d) ve (X ,"") uzaylarinin topolojik yapilari aymdir, yani (X,d) (X ,|H|) icinde her
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yakinsak, simirli ve Cauchy dizisi (X ,||||) (X,d) iginde sirastyla yakinsak, simrlh ve

Cauchy dizisidir.

Tamm 1.2.13 : Bir (X ,“") normiu uzaydaki her Cauchy dizisi X i¢inde bir limte

yakinsiyorsa, bu (X ,"") normlu uzayina ram normlu uzay veya Banach uzayr denir.

Ornek 1.2.14 : (Cla,b],K) uzay ||f||m:max{| f(x)|:te|a,b’|} normuna gore bir

Banach uzayidir.

Ornek 1.2.15: H la,b] (V<a<l) uay I/

=d(f,0)= "/"a +H(f,a) normuna

[/4

gore bir Banach uzaydir.

Ornek 1.2.16 : (Ricsz-Fischer Teoremi)

L,(L2), 1< vekidr uzay1 f el (I)) igin

I, b1, ~{firov]

normuna gore bir Banach uzayidir.

Tanm 1.2.17: X ve Y bos olmayan kiimeler ve . D < X olsun. Dnin her elemanina
Y nin bir elemanim karsihk getiren bir kurala D den Y ye bir operatér veyé doniigiim
denir. A operatoriiniin x ¢ kargilik getirdigi cleman A(x) ile gosterilir. A operatériiniin
xeDyi , A(x)eY ye gotirdiigiinii belirtmek igin, A:) —Y  gosterimi kullansr.
(Bu gosterim, 1) yi Yye gonderen A operatorii veya 4,12 den Y ye seklinde okunur).

Bu durumda D ye A operatrimiin tamm kiimesi denir ve genellikle D(A) ile
gosterilir.

R=R(A)={ye¥ y=Ax)xe DA}

kiimesine A operatriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir. A operatriiniin yaptig

bu islem
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XoOD(A)>RA Y

scklinde. veya kisaca A: X — ¥V bigiminde gosterilir. Bu gisterimde
D(A)# X veya R(A)=Y

olabilir.

Tamm 1.2.18 : X,Y ve Z kimeleri ve A: X —>Y ve B:Y —>Z operatorleri
verilsin. R(A) < D(B) ise Vxe X i¢in A(x)eY oldugundan

B(A(x))e Z
dir. X den 7 ye  (BAYX) - B(A(X)).xc IX(A) ile tammh operatire B ile A
hileskesi denir  ve BA ile gosterilir. [latta AB  operatoriiniin tanimh olmasi (Bu  yalmiz

Z = X olmasi halinde gegerlidir.) durumunda da genellikle AB = BA olur.

Tanm 1.2.19 : A X — Y operatorii igin A(X) =Y oluyorsa, A operatoriine drien veya

surjektif, aksi taktirde operatore igine operatdr adi verilir. Buna gore eger A  orten bir

operator isc Vy €V igin A(x) = y olacak sckilde x € X vardir.

Tanm 1.2.20: 4: X — ¥ operatorii i¢in herhangi x;,x, € X igin
x, 2 x, = A(x)) # A(x,)

yada, buna egdeger bir baska deyisle
A(x))=A(x,) > x, =x,

oluyorsa, A operatoriine birebir veya injektif operator denir.

Tamm 1.2.21 : llem birebir hem de orten olan operatire  birebir orten veya bijektif

operatér denir.

Tamm 1.2.22: X ve Y metrik uzaylart ve A: X — Y operatorii verilsin. Asagidakiler

saglandiginda A operatorii x, € )(A) noktasinda siireklidir denir.
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(a) Ve>0.30 >0 ryVxe D(A) igin d (x,x,) < iken d (A(x),Ax,))<¢&
dir.
(b) x, € )(A) noktasina yakinsayan V(x,)c D(A) igin lim A(x,) = A(x,)

(veya lim‘dy(A(x),A(x(,)):()) dir.

Tamm 1.2.23 : Eger A: X — 7Y operatori D(A4) 'min her noktasinda siirekli ise, A

operatorii. 1)(A) iizerinde siireklidir denir.

Teorem 1.2.24 : X ve VY normlu uwzaylan ve A: X —Y operatsrii verilsin. A4
operatoriiniin - siirekli olmasi igin gerek ve yeter kosul Y uzayinda agik (veya kapali)
VI* < R(A) kiimesi igin A "(17) < I(A) kiimesinin X uzayinda agik (veya kapalt) bir

kiime olmasidir.

Tanim 1.2.25: X ve Y nommlu uzaylar ve A tamm kiimesi  [)(A) c X ve goriintii
kiimesi R(A) <Y olan bir operatér olsun. iger A operatorii D(A) 'mn X de siirh
her kiimesine KR(A) mn Y de suurlt bir kiimesini kargihk getiriyorsa A operatoriine

stmirlt bir operatér adi verilir.

Tamm 1.2.26 : X. ve Y aym bir K cismi iizerinde iki lincer uzay ve A: X Y
operatorii  verilsin. Eger D(A), X in bir alt uzay1 ,Vx,y e D(4) ve Va,feK igin

A(ax + fy) = aA(x)+ PA(Y) isc A operatiriine lineer operatdr denir.

Teorem 1.2.27 : A: X — Y bir lineer operatér olsun. A tek bir noktada siirckli ise, her

noktada siircklidir.

Tamim 1.2.28: A: X — Y bir lincer operatirii verildiginde Vx € D(A4) igin

4] < ¢l .7
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olacak sckilde sabit bir ¢ > () sayisi varsa A operatorii I A) iizerinde smrlidir denir.
(1.7) esitsizligini saglayan ¢ > () sayillanmin en kiigik alt sminnma A: X — Y sirl
lineer operatériiniin normu denir ve ||4|| ile gésterilir.

4] = intfe > 0: Vx & D(A) igin |Ax]| = c|x]}
1.3 Banach Sabit Nokta ve Schauder Prensipleri

Tanm 1.3.1 : (X,d) bir metrik uzay1, /D C X kapali kiimesi ve A: /1) — D operatirii
(veya déniisiimii) verilmis olsun. Eger her bir Vx,y e D igin
d(Ax, Ay) <a d(x, y) (1.8)

olacak sgckilde O<a <l sayism varsa A:D — D operatorine daralma operatérii
(daralma déniisiimii) denir.

Ax" =x"
olacak sekilde x™ € DD vektoriine A: 1) —> [) operatoriiniin  sabit noktasi denir.

Banach uzayinda Banach sabit nokta prensibinin ispatt (Musayev,Alp,2000) kitabinda

verilmigtir. Biz bu prensibin tam metrik uzayda ispatim verecegiz.

Teorem 1.3.2 : (Metrik uzaylarda daralma déniigiimii prensibi)

(X,d) tam metrik uzaymin ) X kapali kiimesinde A:D) — D daralma
operatdriiniin ¢k bir x" € 1) sabit noktasi vardir ve her bir x, € 1) baslangic nokfasi
i¢in

x,=Ax,, n=12,.. (l.‘))

n n
scklinde tammlanan (x,) dizisi (itcrasyon prosesi) x" vekigriine yaklagir ve (x,)

dizisinin x" a yakinsama hiz

n

d(x,,x") < 1a d(x,x,) (1.10)

-

esitsizligi ile verilir.
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= Ax

"

d(x,,,x,)=d(Ax,, Ax

ispat: x x, =Ax, ,n=12,.. oldugundan (1.8)e gore

n+l

)<ad(x,,x,)

n-1
dir. Benzer esitsizlikler sirayla kullanilarak
d(x,,, %)< a” d(x;,x,)
clde cdilir. Bundan dolayr Vp,ne N igin

d(x x")gd(x,ﬂp,x',,,p‘])+~--+d(x,”|’xn.)

ntp?
nt p-1 ny
_<_(a +..ta )d(x,,x(,)

1-a’
= a"d(x,x
1_a 170

dir. limeag” =0 oldugundan son csitsizlie pore (x,) dizisi Cauchy dizisidir. X tam
g $ g2¢ 2 n y

1730

metrik uzay oldugundan  lim x, —x" olacak sckilde bir x" € X vektorii  vardir,

Vn=0,12,.. igsin x, €D ve D kapall oldugundan x* e D dir. (1.8)¢c gore
d(xm,,Ax*): d(Axn,Ax*)Sa a’(x,,,x"), n=0,2,..
ve

lim a’(xn,x’):()

-y

olduguna gore lim d(xml,Ax*):() veya lim x

1-pe0

= Ax" dir. Buradan x" = Ax" , yani

n+l
x" e vektorii x = Ax denkleminin bir ¢oziimiidir. Bunun tck bir ¢éziim oldugunu
gosterelim. y* €D vektorii de x = Ax  denkleminin bir ¢oziimii olsun. Bu durumda

¢y e - ayfsal -y

dir ve dolaysiyla ”x* —y*" =0 ,yani x" =" almnr. (1.11) esitsizliginde p — oo iken

limite gecersck (1.10) esitsizligi elde edilir.

Kaynaklarda daralma doniigiimii prensibine Banach sabit nokta prensibi de denir.
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Sonug 1.3.3: A4 operatrii (X,d) tam metrik uzaymda tanmlt ve A(X) < X olsun,
Iiger A operatoric X iizerinde daralma operatorii ise, A opcraﬁiriiniin‘lck bir x" el
sabit noktasi vardir ve her bir baslangic x, € D vektorii igin (1.9) seklinde tammlanan

(x,) dizisi x* vektdriine (1.10) hizla yaklagir.

Sonug 1.3.4 : (X,d) tam metrik uzaymn b—'r (@) ={xe X :d(x,a)< r} kapalt yuvarinda
tanimli A:Er(a)—)X operatorii verilmiy olsun. 4 operatérii Er(a) iizerinde daralma
operatorii ve d(Aa,a) <(l—a)r isc A operatoriiniin ek bir“: x Eb—'r(a) sabit noktasi
vardir. ller bir baglangig x,, eg,.(‘a) vektori igin (1.9) seklinde tammlanan (x,) dizisi

x* vektoriine (1.10) hizla yaklasir.

Tamm 1.3.5: X ve V birer metrik vzay, [7: X — Y tamm kiimesi
D(INYc X

olan lineer olmayan bir operator ve x, € D(I") olsun. Eger:

(@) D(I) kiimesinde x, noktasina yakmsayan Y(x )c IX[7) dizisi igin Y
icindeki (]"(xn)) dizisi de F(x,)eY noktasina yakinsarsa [ operatorii x, noktasinda
stireklidir denir.

(b) I operatorii Vx € D(I7) noktasinda siirekli ise, /7 ye D(I7) iizerinde
stireklidir denir.

(¢) I operatori D([F') iizerinde siirekli ve D(F) iginde her smurlt alt kiimeye

Y nin kompakt bir kiimesini karsihk getiriyorsa, F ye tamamen siirekli bir operator

denir.

(d) M c D(F) olmak iizere sup{

F(x)" X €E M}< +oo ise, I ye M iizerinde

sintrlt operator denir.
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Tamm 1.3.6 : X lincer unaymn sonlu § = {x,. eX:i= l,2,...,k} kiimesi verilmis olsun.

k k
A 20i=12,.,k ve Z/L =1 olmak iizere Zﬂ,ixi bigimindeki  biitiin  lincer
i1 i=1

kombinasyonlardan olusan kiimcye 8 nin dighiikey gereni denir ve (,(S) ile gosterilir.

Bu durumda (7 (5) nin digbiikcy ve kapali bir kiime oldugu agikur.

Teorem 1.3.7 : (Brauyer)

D sonlu boyutlu X normlu vektér uzayinm simirli kapah digbiikey bir alt kiimesi
olsun. 4:0) — X operatorii siirekli ve A(D)Yc D ise, Amin D iiverinde sabit noktast

vardir.

Teorem 1.3.8 : (Schaudcer)

4 operatoric X' normlu uzayinin digbiikey kapali /) alt kiimesini kendisine

doniigtiiriic, yani F(D)c D. Lger I' operatorii [ lizerinde tamamen siirekli ise onun

D) dizerinde sabit noktast vardir.

ispat: D c X digbiikey kapali bir kiime, F': ) — 1) operatérii siirekli ve (D) c D
kompakt bir kiime olsun. O zaman lausdor(f tcoremi dolayisiyla her & >0 sayis1 igin
17(D) kiimesinin sonlu {.S',:())l ) A T )} ortiisii vardr. (.'(,{y,, ...,yn}: D, dersek
Dy c D oldugu ve ayrnica Dy in X uzaymn sonlu boyutlu lineer alt uzaymmn bir alt
kiimesi oldugu agiktir. Bu alt uzayin boyutu {y,,...,yn} kiimesinin lincer bagimsiz
clemanlarinin sayisina baghdir.

Her xe D), igin

=[5 < Sl S
[ i il
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oldugundan /1), smrlt bir kiimedir. /1), kiimesinin kapah ofdugu agikur. Dolaysiyla 1),
sonlu boyutlu uzayin digbiikey kapali ve smurh bir kiimesi olduguna gore 1), kiimcsi

igin Brauyer tcoremi gegerlidir.

Brauyer fcoremindeki séz konusu olan operatrii olugturalim. x € /) igin

&~ |Fx =y b1 = ]| < & ise;
H(x) = ‘ -
0 Jlx-ylzeise, k=1,.,n

olsun. 4, (x):D—> Rk =1,...,n) I'()l]kﬁi)f}}l]larlllln D izerinde  siirekli  oldugunu
gosterelim. -

(x,)cD, p—>o iken x,->x, ve ”Fxo -V ” <g olsun. O zaman F
operatdrii 1) iizerinde siirckli oldugundan Ix , —> I'x, olur. Bu durumda Vp > p, igin
"1"x,, -V, “ <¢ olacak gekilde p, € N sayist vardir. Dolayisiyla, g, (x ), (k =12,...,n)
fonksiyonlarinin tanimina gore p — x  iken |

i (x,) = 6= |F(x )= v > £~ 4%, =yl = e (x0)

olur.

(xy)— yk“Za‘ oldugunda g, (x) [lonksiyonunun siirekliligi tamimdan goriiliir.

Boylece 1, (x)e C(D;R),k =1, ...,n.

ler xe D igin g(x)= Z,tlk(x) >0 ve g(x)e C(D;R) oldugu agikur.
P k P

'F; x——l—i,u (x)y
’ g(x) ¢ g

biciminde tammlt [y : D) — X operatoriinii gz oniine alalim. D, digbiikey bir kiime

oldugundan /(D)< D, ve I nin D iizcrinde siirekli oldugu agiktir:

Dolayisiyla, Brauyer teoremine gore, [,x, =X, olacak bigimde X, € I), nokias:
vardir. Simdi /I nin ) dc sabit noktaya sahip oldugunu gosterelim. Bu nedenle

|£xs = x,|| biiyiiktigiini degerlendirelim.
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%, = x| = ||I«'x0 = Iyx
Z.UA (xo)[l oXo — yk]
( Xo) ||'e

Do (x| Fx, — )kll
< 1y () 0
Z :uk (X(,

1 (%)

<&

dir. Monoton azalan ve

limg, =0

nt

I, -x,

m

olacak bigimde x, € [), noktalarimin varhigr gosterilebilir. /(1)) kompakt bir kiime
oldugundan (/x, ) [(D) dizisinin yakmsak ([, ) alt dizisi vardur.

lim/x, =x"

k >

dersek, 1) kapali oldugundan x" € 1) olur.

L3
X, = x|
k

esitsizliginde & —» oo iken limite gegersck

X —x'"s

ny

xmk B ['xﬂl

lim/x, =x"
koo %

ve I7,x" noktasinda siirckli oldugundan Jx* = x" oldugu, yani J opcratriiniin

x" € D sabit noklasina sahip oldugu elde edilir.
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2. HILBERT CEKIRDEKLI INTEGRAL DENKLEMLER iCiN VARLIK VE
TEKLIiK TEOREMLERI

2.1 Hilbert Cekirdekli Singiiler integralin Bazi Ozellikleri

b
Bilindigi gibi J f(x)dx belirli (Riemann) integrali tanimlanircken hem {[a.b]

intcgrasyon araliginin hem de f (x) integrant fonksiyonunun sinirh oldugu kabul edilir. Bu
intcgral kavramunin integrasyon araliginin sinirsiz, integrantin simirsiz. ve hem integrasyon

araliginin hem de integrantin smursiz. oldugu durumlar igin genisletilmesi gerekir. Bu tiir

integrallere has olmayan integraller ad verilir.

abe R  olmak iizere f:[|a,b]—> R fonksiyonu |a,b—¢] (0<&<b-a)

aralifinda Ricmann anlaminda integrallenebilen olsun. Bu durumda /" in |a.h] iizerinde has

olmayan integrali

b

b-¢&
[reorde=tim_ - f 7y 2.1)

b
limiti olarak tanimlanir. Eger (2.1) limiti var ve sonlu ise I f(x)dx integrali yakinsak, limiti

a

yoksa veya oo (-0 yada too)ise integral iraksaktir denir.

Benzer sekilde, f :(a,b] > R fonksiyonunun [a,b] iizerinde has olmayan integrali
h h .
[feode=tim_ . [ fds 2.2)

limiti olarak tanimlamr.
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S lonksiyonu |a,b] kapali arahginn bir ¢ € (a,b) noktasinda smursiz ve |a,c—g, |

ve |c+e,,b] (&€ (0,c-a) ,e e (0,h—c) ) araliklan iizerinde Riemann anlamunda

integrallencbilen olsun. Bu durumda f ’nin [a,b] araliginda has olmayan integrali

b e=ry h
j_/'(x)dx = ,112(1)( J"/'(J\')dx+ I'/'(x)dx) (2.3)
a g},_—)O a ctEn 2

limiti olarak tammlanir. Eger (2.3) limiti g, ve &, sayilan birbirinden bagimsiz olarak sifira

yaklastifinda meveut ise (2.3) integrali yakinsak, limit yoksa veya oo ( -0 yada +o0 ) isc

integral wraksaktir denir.

h
Eger (2.3) limiti yalmzea ¢, = &, = & = 0 durumunda mevcut isc If(x)dx integrali

o

b
Cauchy csas degeri anlaminda yakinsaktir denir. Bu limite has olmayan If (x)dx integralinin

a

Cauchy esas degeri ady verilir ve

b = b
pv. [ fCndx = lim( [ f()det [ f(x)d) (.4

c+E

scklinde gosterilir.

. dx . .
Ornek 2.1.1. 1{as olmayan J'——/1 , 4 > 0 integralinin yakinsaklik durumunu inceleyelim.
oM T

Coziim: 4 > 0,1 =1 olsun. Bu durumda (2.1)" ¢ gore

I-&

Y odx . dx
J. P llmi:-—)()‘ I )
o (1-x) o (I-x)

-6

(1 _ x)]—,l
£:50* 1-A

1A

=-1lim

0

! 1-- A
0 , A<lise
400 , A>lise
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A =1 isc (2.1) ¢ gore

] 1-5

j dx = hmr »0! J' _.(ji

o (I=x) g o I—x
=—lim__.In(1-x),*

=—lm_ _ Ing

RN
= -}a0

olur. Demek ki, verilen has olmayan integral A <1 oldugunda yakinsak, A =1 oldugunda isc

waksaktr.

5

. Ix . '
Ornek 2.1.2. Tlas olmayan I ‘ 3 integralinin yakinsak olup olmadigim gosterelim. Traksaklk
0t~

durumunda Cauchy csas degerini hesaplayalim.

Coziim: (2.3)c gore

5 2-5 d 5
J’ K lim I X+ _" 4
px=2 a3 0 ¥=2 ,, X2

= !111)13 (ln(2 —X)

£,—0

.
2+

24 +1n(x~2)

= ]in(1) (Ing, ~In2+In3~Ing,)
r:'z_—)m

= In 3 + lim(In i)
-0 &

£,—0 2

&
_ C g v - : | PR
yazabiliriz. €, vc g sayilart birbirinden bagimsiz olarak sifira yaklastuginda lllTé(hl —) limiti
&> 6‘
;-0 2

5

dx
meveut olmadigindan I

has olmayan integrali yoktur. Bu integralin Cauchy esas degerini

bulahm.

ey
¢
&
N
[
e e
L3
Sy
o
L&
N
Ce—y
k ™~
I s
[\®)
T.C. YOKSEKOCRETIM KURDLD

DOKOMANTASYON MERKEZ



= tim (In(2 - x)[2* +In(x ~2)

5
24¢

= lim(In3~In2)

~1n¢)

oldugundan

5

dx 3
V. = ln(=
pv jx_z )

0

dir. Benzer gekilde
TS
V. jetg—ds=0
p f g5

ve genel olarak V7 € R ve Va)0 igin

t+a S'—‘t
v. [cgitas=0
pv. [og=—

t-a

oldugu gosterilebilir.

Ornek 2.1.3: xe H_|0,2n] (0 <a <1) olmak iizere has olmayan

2z

Ix(s)ctg tia's
: 2

integralinin Cauchy esas degeri anlaminda yakinsak oldugunu gosterelim.

Coziim : Verilen integral

2z s—1 2z s—1 2 s—1
x(s)ctg——ds = | Ix(s)—x() |ctg ——ds + x() | clg ds
g()g2 ![() 0] o= ()!sz

bigiminde yazlabilir.

2z
s—1
V. | ctg——ds=0
pv. [ cig >

0

oldugundan son esitlikten
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p.v. ! x(5) ctgs—;—tds= pv. ![x(s)—x(z)]czg%—’ds

esitligi elde edilir.

Ote yandan herhangi s.f €[0,27]igin

s — s — " s—1
[x(s)—x(t)]ctg%—t- < H(x,a) I l_ cos > ’l
sin ——
2
< 2H(x:a)
s =4

2z
oldugundan ve 0 <a <1 igin has olmayan I
0

i i ldug
|s——t|'"" integrali yakinsak oldugundan

T [x(s) - x(t)]ctg f—;—t—ds

‘integrali yakinsaktir. Buna gore

2z . 2z .
p-v. I x(s) ctgii—{ds = ! [x(s) - x(l)]ctgs—z—t—ds

0

olur. Dolayistyla, verilen integral Cauchy esas deger anlaminda yakinsaktir.

x€ H_[0,27] olmak iizere Cauchy esas defer anlaminda tanimh

2z
H x(f) = —517; | x(s)ctgf;—’ds 2.5)
o

30

operatdriine bakalim.  Kaynaklarda bu operatore Hilbert Déniigiimii (Operatéri) adi

veriliyor.

H  operatoriiniin (ﬁ a [0,27[],||.||a) uzayinda incelenmesinde agafida ispat

edecegimiz Teorem 2.1.4 ve Sonug 2.1.5 onem tagimaktadir.

Teorem 2.14: ¢ ve s degiskenlerine gore 2z periyotlu  f(Z,s) fonksiyonu igin

hethangi (1,,5,),(t,,5,) €[0,22] icin
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|f(t1a51)'f(t2’sz)| <K — | + K5, =5/ (2.6)
olacak sekilde K, >0,K, >0 sabitleri ve 0 <a <@, <1 sayilan varsa

~

LT e syerg St
f(= > _!f(t,s)ctg 5 ds

fonksiyonu her bir #€[0,27] igin

7"k, Q@7
a

HGE
ve herhéngi t,,1, €[0,27] noktalar: igin
[7a) - 7)) s @k, +e )0 -] 2.8)

kosullanim saglar. Burada ¢, >0,c, >0 sabit sayilan K, ve K, sayilanna bagh degildir.

(Hiiseynov,1947)

fspat: Vee(0,7) ve Vxe|-m,7] igin esas deger anlaminda

’T ctg-s—;—ids= 0

X—&

ve 2m periyotlu g fonksiyonu ve herhangi 77 reel sayist igin

[aeoxis= [atsxs

‘oldugundan f(t) integralini, §=s5-+17 doniigiimii yaparak

Fo= [res-fenlag=ds

= [Uts - rwnleg Sas

bigiminde yazabiliriz.

(2.6) kosulu dikkate alinirsa

lf(t)‘ <K, ilsl" clg %‘ds =2K, :!'s"clg %ds

elde edilir.
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1 .o
Herhangi SE(O,L;—) icin cigs<— olduguna gore son esitsizlikten
s
~ T 4K
| F@| <4k, [s=ds i LA
0 a
elde ederiz. Buradan da (2.7) esitsizliginin dogru oldugu anlasilir.

Simdi (2.7) esitsizliginin dogru oldugunu gérelim. Bu esitsizligin herhangi

1,1+ Ael-n,n) (0 <A< %) noktalan icin gosterilmesi yeterlidir. 1,7 + Ate |-z, 7|

ve O0<As S% olsun.
Bu durumda 7(t + At) - 7(t) farki

F+AD-f()= j £(1+ A s)erg S 20 2 Sl S j 1, s)clg—»i-ds

-2A1 t42At w4t
s—1—-At
= + | + 1+ At,s)clg——ds
[ [+]+] )f( 5)cig=—

—m+t  1-2A1 t+2At

_( t—f[m +‘+jA’ + T ) f(t,s) ctgi;—’é ds

-+t =241 (+2A1

bigiminde yazlabilir. Ote yandan

—m+t t+2At

-2A¢t T+t s—1
( I + _[ )ctg—z—ds=0 , esas deger anlaminda

t+2At ++2At

s—1 ‘ s—1— At
CthdS——O ve J ctg—-—z———ds 0

t-2At 1248

oldugundan
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t+2A¢

Fa+a-FoO = [[f@+dts)-f@+dte+M0)] ctg === 12 A
t-2At
:T\i/(t )= ft,0] C’g—ds+
t-2At
+(r jAr+ TJU(HA’ )~ f(t+A, t+A¢)](c,g —12-—A1*ctgs;,)dg

t-2A¢t e+t

+( I I )[f(t+At s)-f(, s)]ctg——dv
—7+t t+2At

oldugu elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki integrallere sirasiyla J,,J,,...,Js deyip

onlan degerlendirelim.

(2.6) hipotezinden dolay:

+2AL

Wil<K, Jls—t-Ad"lc (g amith AU[FE
241 2
-y t+2At
K, [(s Ay g R gs 4 K, (51— Mg T Al g
-2 2 t+At 2
3At s
=2K, | s®.ctg —ds
< 4.3 .Kz (A1)

buluruz. Benzer gekilde

o

pkz 2 (A"

esitsizliginin dogru oldugu da gosterilebilir. Simdi .J, integralini degerlendirelim.

g ST st )
| B T s—i-M st
2 2 Slns Slns
2 2

olduguna gore

At t-2At Is_t_Atla

| < K Jsin =

-+t

sin
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(

. At
sin —
2

< % oldugundan)

K, . % (t+ A)”
|J3|s—5—AtJ' 4t

2

—~At F 4 z_a
J. + I A dr
o) gin Z Jsin T d

28 gin — |sin
2

T

<2 KzAt(

olur.

M<t<m-M=> O0<tr<t+Al<7 ve buna gore

L THA L T+ M T .
sin 5 I:sm 5 >sm5 ve O<m—Al<t<sm oldugunda isc

sin£>sin >sin£— I
2 4 ﬁ

oldugundan

.

n-M ] " a
Vil <2 KA | ——de 47 [ ——dr

.2 . T+ At
25t §In” — -0t §in
2

(

n—-At n
<27 K,Af| n? jr"”zdt+s/—2_7r“ J. —-f#—

2At z-At §In

\

_ a-1 a-1 a-1
=2""K,Al| x° (=A™ n? 2° (0) +27° 21n|zg 7+ A
a-1 a-—1 4

)

bulunur,

T+ Al

lnl g

T M n
=ln| 1+1g| —+—|-1g—
( g[4 4) g4)

. M
sin —

(n At) T
cos| —+— |cos =
4 4) 4

=In| 1+




AYS
s —
4

_(7[ At)\/f

cos| —+— |—

4 4 ) 2
At

2J2 cos(E + —A—’)
4 4
T
< O
164/2 cos 2=
32

<

olduguna gore

-1 -1
WAETIR Y P ) SRy, SN -

a~1 O
164/2 cos 2=
32
4a—l ZK 22a—4K
By I 5= [(An”
1-a cos =
12

olur. Simdi .J, integralini degerlendirelim.

At ”J'-‘ (s—1—A)*

sin —
Ss—1— A

V=K,
sin ————-Hsin R —
2 2

ds

24 gin — [sin T A
2
K, &% t%dt
< 4
- Al j T—Ar

.. T,
240 810 — . SN ———-
2 .
<m’K,M Ir"‘zdr
241
2!z—|ﬂ_ZK .
<———2 (A"
I-a
elde ederiz. Benzer gekilde

lV¢| < 2K d(A1)"

oldugu anlasilir.
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Demek. ki, 0<AIS% olmak iizere herhangi 7,7+ Afe€|-x,x] igin

K, +4dK, Y(A*  (2.9)

402" +3%) N Q="' +4° g’ N 2774 72
a I—-a

[Fa+an-Fo|<
COS —
32

oldugu elde edilir.

Simdi Z;—SA!SZ][ ve L+ Ale|l-m, | olsun. Bu durumda (1.8) den

Fa+an-7@)|<|7 @+ an|-|7 @)

4 o 4 a
< K, + Z
a

K,

K, (2.10)

(23
a V4 8
81+a

1~

arn

<

K, (AN~

oldugu elde edilir. (2.6) ve (2.7) den

8l+a 4 2tz+3a 2anl +4a—l 2 2(1-4 2
. ( )+( s A

¢
ar a [-a cos o
32

¢, =4d ve ¢, =max
olmak iizere (2.8) esitsizliginin dogru oldugunu elde ederiz.

Sonug 2.1. 5: 2z periyotlu x(/) fonksiyonu ve V1,1, €[0,27] igin
|x(1,) - x@,)| < fjt, - 1| @.11)

olacak gekilde />0 sabiti ve 0 <a <1 sayisi varsa

- 1% s—1
X(N=——1x 1o ——ds
(t) 27[! ()elg =
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fonksiyonu her bir £ €]0,27] igin
()< 21 @.12)
a P

ve herhangi 1,7, €]0,27] igin

[24

[%(t)-%(t,)| < La).llt, —1,

(2.13)

kosullanim saglar. Burada

1+ a
L(a):{1+2 +3 L 4}

b
T.Q l-a na

dir. (Privalov,1950)

Teorem 2.1.6 : (2.5) ifadesiyle tammli H operatorii H .10,27] (O(a(l) uzayinda simirlt lineer
: f 27
bir operatordiir ve D(@) = L(a) +— olmak iizere
a

|H] < D(@) (2.14)

esitsizligi dogrudur. (Gakhov,1966,Mushclisvili,1968)

ispat : (2.12) ve (2.13) den sirasiyla her bir £ € [(),27t] icin

IH(x)(l)l = |J7:'(/)| < %}l ( I < H(x;) oldugundan )

sv—ZEH(x;a) (2.15)
a
ve V1,1, €[0,27] igin
[H (x)(t) ~ H ()(t,)] = [F(1,) - X(0,)
< L(a)d|t, - 1,|"
= L@)H (), -1, (2.16)
oldugu elde edilir. (2.15) ve (2.16) den
[ =i o, +H (H (x)0)
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< 27” H(x;a)+ L, H(x;x)

= L(@)H (x;a) [ H(x;@)<[x| ~oldugundan |
< L@,
dir. Dolayisiyla (2.14) csitsizliginin dogru oldugu anlasilir.
t ve s degiskenlere gbre 27 periyotlu g (fs) fonksiyonu igin O<a<a, <1 ve

[, 20,1, >0 sabit sayilar olmak iizere V(t,,5)(1,,5,)e D= |-z, 7] igin

g(tl’Sl)_g([2aS2)|S[l|ll —1

2y +[2 ISI _ Szlrl
csitsizligi saglanmyorsa, g(¢,s) fonksiyonu H, .(,1,,D) smfina aittir diyccegiy.

geH,,, (,,1,,D) ve xe H [0,27] olmak iizere

1% s—1
H x(1)= 5 !g(l, s)x(s)cthds (2.17)

operatdriinii g6z 6niine alalim.

Teorem2.1.7: ge H,,, (;,};,D) ise (2.17) ifadesiyle tammli H _ operatorii H Jo,27]

(0{a(l) uzayinda sinirh lineer bir operatérdiir ve

a

Ar

M(a,aq,)) =

(I +d,)+ el +e, (], 1-d,) olmak iizere “Hg," < M(a,a,) csitsizligi
a :

dogrudur.

ispat:  g(,8)eH,,, (K\,K,,D), xeH J02z],  fU,9)=gt,9)x(s) v
(t;,8),(,,5,) € D olsun.

lf(tnsl)_f(tzssz )l = Ig(tlasl )x(s)) - g(ty,5,)x(s, )I
= g5~ gt 5)h(s) + g1~ 8835, M5, )+ 815, 5)lx(s,) — x5,

<8t 5~ gt 5)be(s,)| + 8ty 50) — gty 5, (s, )+, 5,)[x(s)) - x(s,)]|
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=gt~ gLy 5 MxCs ] 1 |8 80) = 8,5, x| 1 (5,8, x(s,) - x(s,)
<hln = o], +hls ~ 5", +dols - 5. |,

= [lllll _t2'a, +(l, +d0)lsl "Szla] Il

olur, burada dy =max{lg(t,):(,)e D}, K, =4, . K, =(,+d,)d, otmak
izere Teorem 2.1.4°den dolay:

Ly v dyel, ve Vi1, e[0,27]
a

|# x| <

I x(t) = B x(@0,)| <le ity + e, (4 +dy)lidf - 11"
oldugu elde edilir. Son iki esitsizlikten

[#:)

_=|H, )| +HH (<X

4 a
S[ Z (IZ +dn)+cgl| +c, (,2 +d0)]!|x"a
veya
4 a
ol =gt vy e vl s

oldugu elde edilir.

2.2 Hilbert Cekirdekli Lineer Singiiler Integral Denklemlerin Ardiik  Yaklagim
Yontemiyle Coziimii

Bu kesimde - g(x,s),x ve s degiskenlerine giore 27  periyotlu- ve

h(x)e H o [0,277] sifinda verilen fonksiyon, A herhangi bir parametre, u(x) ise

biliri:’heyen fonksiyon olmak iizere
A% S—x .
u(x) = 5 j g(x,su(s)ctg ———2-a's +h(x) (2.1%)
Ty

scklinde lincer singiiler integral denklem igin varlik ve teklik teoremi ispatlanmaktadr.
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(2.18)  denklemindcki integral Cauchy csas degeri anlanminda tanimlandigindan bu

denkleme singiiler integral denklem adi verilir.

D=102z), g(x,s5) e H, . U.L,D) O<a<aq <) ve wue ﬁa[O,Zﬂ’I
olmak iizere G(x,s)=g(x,s)u(s) olsun. Bu durumda V(x5 )(x,,85,)€ D igin

IG(xI »81) = G(xy,s, )l = lg(.xl S u(s,) — g(x,, 5, Ju(s, )I

<

£(x;,8,)~ g(x,,8,) || u(s, )|+l g(x,,s,) ].Iu(s, )—u(s, )|

s[ll by = x| s, — 5, | de (,0) +d,H(w;0)|s, = 5,|"
= hd,, (0,00, - x,|" +[,d,, (u,0) +d  H(w; )]s, - s,|"

yazabiliriz. Burada d, = max{|g(x, 5)|: (x,5) € D},

O halde Teorem.2.1.4 ye gére
~ 1% s—Xx
G(x)=—— [G(x,5) c1g " Zdis
2r 5, 2
fonksiyonu ig¢in

ar [od.(,0) 1 d 11 ;)]
a

(“i(x)ls
ve Vx,,x, €[0,27] igin

|G’(x)l <

G(x)~Gx)| < {edid., (1,0)+ ¢, L, (u,0) + dyH (w;2)] Y, - 5, |"
olur. Buradan -

24

e 4 4
d(G,B)S[ Z lz+(l,c,+12c2)]dm(u,0)+|:47[ d0+c2d,,]H(u;a):Ld(u,9) (2.19)
a

yazabiliriz. Burada

4z “
L :max{ ad L, +lc, +i,c, ,4—”—d0 +c2d0}
a a

dir. ne ﬁa [0,27] ve

S—X
ds

2r
(H u)(x)=H ju(x)= —% I')‘g(x, sS)u(s)ctg
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ve
Au=2AH u+h (2.20)

olmak iizcre (2.18) dénklemini
u=Au 2.21)

operator denklemi seklinde yazabiliriz.

(2.19) ve (220) den A operatoriiniin (ﬁ a[0,27r],d) metrik  uzayin
(ﬁa[O,Zﬂ'],d) uzayma doniistiirdiigi  goriliir. Bu  operatériin bir  daralma dontigiimii
oldugunu gorclim. w,,u, € ﬁa[(),27r| olsun. (2.19) den

d(Au,, Au,) = I/I Id(ng,, H,u,)= |/1 Id(Hg (1, —u, ),O)S [/1[1, d(u,,uy)
clde edilir. Buna gére ’llL <1 isc

4:(@ 10271,d) > (i, [027),d)
operatorii bir daralma doniisiimii olur.

Boylece, daralma doniigiim prensibine gére (3kz Teorem 1.3.2) agagidaki tcorem

ispatlanmus olur.

Teorem 2.2.1: ge H, . (,L,,D),(0<a<a <) ve he ﬁ,,[O,Z;r] fonksiyonlar
verilmis  olsun. /= |/1 IL <1 ‘ise (2.18) denkleminin H L10,27] uzayinda tek bir
u' e H «10,27] ¢bziimii vardir. Herhangi baslangig u, € H L10,27] fonksiyonu igin
terimleri

s =

x
ds+1/
5 s +h(x)

A 2r
u,(x)= o jg(x, Su, (s)clg
0

seklinde tamimlanan (u,, (x)) dizisi #”(x) fonksiyonuna ve d(u,v)=d_(u,v)+H (v —-v,)

metrigine goére yakinsaktir. Ayrica

d(u,u")< qu,lj‘y; d(u,u,)

esitsizligi dogrudur.
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2.3 Hilbert Cekirdekli Lineer Olmayan Singiiler integral Denklemlerin Schauder

Prensibi Yardimyla Incelenmesi

D =[-m,n]"x(~0,00) kiimesinde tammli ve x,s degiskenlerine gore 27
periyotlu ¢@(x,s,u): D — R fonksiyonu verilmis olsun. Bu kesimde

s—Xx
2

u(x) =2 I¢ [x,s,u(5)lcrg ds (2.22)

scklinde lincer olmayan singiler integral denklemleri igin varlik ve f(eklik teoremleri
verilecektir.

x ve § degiskenlerine gore 27 periyodlu, @(x,s,u): D —> R fonksiyonu ve
V(x,,8,1,),(x,,5,,4,) € D igin

|BCxy,1,10) = (5,0, S D Jxy = x| + s =5, + L, — 1, (2.23)
olacak sekilde O<a<a, <1 ve [,[,,I, pozitif sayillan mevcut olsun. Bu durumda

@ (x,s,u) fonksiyonu H, . (/,,4,,1; ) silina aittic diyceegiz.

Lemma 23.1: x ve s  degiskenlerine gire 2x periyotlu ¢ (x,s,0): D — R
fonksiyonu igin (2.23) kosulu saglansin. Bu durumda &6yle A, >0 sayis1 vardir ki

V0 <jA| < 4, igin

(Au)(x) = A ’j¢ (x,5,u(s))cig > ; X ds

bigiminde tammh A operatorii H (M) kiimesini kendisine doniistiiriic  (gevirir) :

A(H M) H (M)

ispat: we H (M) olmak iizere f(x,s)=@(x,s,u(s)) olsun. Bu f(x,s) fonksiyonu
icin Teorem 2.1.4 kosullarinin saglandigimi gorelim.

V(x,s),(x+Ax,s + As) e |-z, 7] igin (2.8) kosulundan dolay:
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[/ (x+ Ax,s+ As) = f(x,8)| = |1 Ax, s+ As,u(s + As)) - ¢ (x,5,0(5))
<L|A™ + L|As]™ + Lju(s + As)—u(s)|
< LA™ + (1, + 1L,M)AS",

£ (5,5 = |6 Cx, 5,0(5)) <[ (x, ,1(5)) —  (x,5,0) + [ (x,5,0)
< Lju(s) +|p (x, 5,0)

<LM+m
olur. Burada m = max{|¢ (x, s,())l 2 (x,5) €]0,27 ) } dir.
u(x) = (An)(x) dersek Teorem 2.1.4 * ¢ gore

()] <|A |4—7ra—(m +1,M)
a

|uGe+ Ay~ u()| < |2 [e, +c,(t, +LM)]|AY"

bulunur. Buna gore

0<|/1‘</10:min an , M
4z%(m+L,M) ¢l +c, (I, +1,M)

oldugunda u e H_ (M), yani A operatorii H (M) kiimesini kendisine doniistiiriir.

Lemma 2.3.2: x ve s dcgiskenlerine gire 2w periyotlu ¢(x,s,u) fonksiyonu igin
(2.23) kosulu saglandiginda A:H_ (M) —> H_ (M) operatori d, (u,v)=u—v|,

metrigine gore siireklidir.

ispat : g, € H,(M) (n=12,...) ve limd _(u ,u,)=0 olsun. limd, (Au, ,Au,)=0

oldugunu gosterelim.

(A, ) (x) = (Auy ) (x) = 4 j[¢ (5,20, (5)) = (x, 5,1, (s))]ctg a ; X ds

=A T”¢(x,x +s,u,,(x+s))—¢(x,x+s,uo(x+s))]ctgL2Y_ds

oldugu agiktir. 77 € (0,7) herhangi bir sayr olmak iizere Au, — Au, farkim su sekilde

yazabiliriz:
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(Au, )(x) = (Auy)(x) = 2 ﬁ?’ (e, + 5,00, O+ 5)) = @ (e, x + 5,20 (2 + s))]clgi;dv
A f [ G x50, G +-99) = 3,1, (00) = (2, x 5,00 (x +-9) + $, , ()erg S ds

T s
+ lﬂqﬁ (x,x + s, (x + s))— ¢(x, X+8,0,(x+ s))]clg-?: ds
L
Bu esitliin sag tarafindaki integralleri sirasiyla J,,J,,J/, gibi isaretleyelim.
Vx,s €|-n,x] igin

“¢ (e, x +s5,20, (x +5)) = ¢ (x, x + 5,1, (x + .s'))" < hju, (x+5) -1, (x+5)

</, ”u” —u,|,

olduguna gore

Vi< 2t - Iloumzclg-g—dv

= M {lsul’n - "o"w!Clg% ds
<2 |1, =[5
]
= 2|l o, 1) In =
n

dir. Benzer sekilde
AR 2]/1|l3 d (u,,u;)n>
1

bulupur. §imdi de J, integralini degerlendirelim.

sl SM { :“212 | + Lo, (x +8) ~ 1, ()] +1, ]u(, (x+38)—u, (x)”. ds
-7

c1g~
,gz

<24, +L,M))A| }]s‘a ds

cly 2

2

=4(, +1,M)|2 \is”ctg—;—ds
0

<8(1, +1,M) |/1|-’10;
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buluruz. Demek ki, Viee N ve VO <y <z igin

(A, ) (0) = (Auy ) ()| < AA Y. (2t ) I 2 4+ 8L, + 1M |Z’i
n a

csitsizligi saglanir.

Ycteri kadar biiyiik # dogal sayisi i¢in bu esitsizlikte n=d_ (u,,1,) alirsak

(At Aeg) < QR[0T 80, + LA L= o)
T (u,,1,) : a

esitsizligi clde cedilir. Buradan

Er}ga’m (w,,u,)=0=> 'ljmdw(Au", Auy)=0
bulunur.

H, (M) kimesi (C10,27 l.d,) uzaymda disbiikey ve kapahdie.  Siirckli
A:(H, (M),d,)— (H (M),d,) operatorii (C]0,27],d, ) uzaymn disbiikey ve kapali
H_ (M) kiimesini onﬁn kompakt bir altkiimesine doniistiirdiigiinden Schauder Prensibine

gorc A operatoriiniin A (M) kiimesinde en az bir sabit noktast vardir.
Demek ki, Schauder teoremi gereginee su tcoremin dogru oldugunu séyleycbiliriz.

Teorem 2.3.3: D= [— 7r,7r]2 X (— 0, oo) kiimesi tizerinde tanimli ve x, s degiskenlerine gire

27 periyottu @(x,s,u): D — R fonksiyonu verilsin. Eger V(x,,s,,4,),(X,,5,,%,)€ D igin

(x5 551) = By, 53,0 | S Ly =3, |* +Dy]sy —5,|" + Loy — s olacak  sekilde

WKala {1 ve 1,11, pozitif sayilart varsa, dyle 4,50 sayist vardir ki V()(I/'Llsl(, icin (2.22)
i

denkleminin H (M) kiimesinde en az bir ¢Oziimii vardir.

§2.3 deki sonuglari incelerken kaynaklarda gosterilen  (Hiiseynov,1947;

Hiiseynov,Muhtarov,1980; Iliiseynov,1980) eserlerinden yararlantingtir.
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2.4 Hilbert Cekirdekli Lineer Olmayan Singiiler integral Denklemlerinin Ardisik

Yaklagimlar Yéntemi ile Incelenmesi

Once Banach sabit nokta prensibinin  (Teorem 1.3.1) agapgidaki  degigtirilmis

formunun ispatint verelim.

Teorem 2.4.1 : : (X,d") bir kompakt metrik uzayi verilmis olsun. Eger

(@) X iizcrinde Gyle d” metrigi tammlannugtr ki X iginde o’ metrigine gore
yakinsak her (x,) dizisi d” metrigine pore de yakinsakur;

(b) A: X — Xoperatori  d” metrigine gore daralma doniigiimiidiir, yani
Vx,ye X igin

d"(Ax, Ay) <1d"(x, )
olacak sckilde /> () sayis1 vardir;

kosullart saglaniyorsa x = Ax denkleminin tck ¢6ziimii ardisik yaklagimlar yontemi ile

bulunabilir. Ardigik yaklagimlar o’ metrigine gore yakinsakur.

ispat: Banach sabit nokia prensibinin uygulanabilmesi igin (X,d") metrik uzayimn d”
metrigine gore de tam oldugunu gosterelim. (x,), X iginde d’ metrigine gore bir
Cauchy dizisi olsun. (X,d") metrik uzayr kompakt olduguna gire (x,) dizisinin d’

meltrifine gore yakinsayan (x,,k) alt dizisi vardir.

d' metrigine gore }clr)lg X, =X, , yani 111)1;{ d'(x, ,x,)=0 olsun. Teoremin (a)
hipotezine gore }‘1_1)1;1} d’(x, ,%,) =0 yazabiliriz.
d"(x,,%,) < d”(xkyxnk )+d”(xnk »Xg)
esitsizliginde k& — oo iken limite gegersek, lim d"(x,,x,)=0 ((x,),d" metriginc
~»0

gore bir Cauchy dizisi olduguna gore ) ve Lim d’(x, ,%,)=0 olduguna gore
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}‘i_t)]‘ld"(xk,xo):() oldugu ve dolayisiyla (x,) dizisinin " metrigine gore yakimsak
oldugu anlagihr. Buda (X,d") mctrik vzaymin tam oldugunu gosterir.

x=Ax  denkleminin ¢dziimi x; olsun. x, € X, x, =Ax, ,,n=12,.. olmak
tizcre

limd'(x,,x;)=0 (2.24)

n--»ao0
oldugunu gosterelim. Vne N igin
d"(x,,x3)=d"(Ax, ,Ax;)<1d"(x, ,x)) <P d"(x, 5,x0) < ... <1"d"(xy,%7)

esitsizligi dogru oldugundan ve lim/”" =0 olduguna gére

limd"(x,,x,)=0 (2.25)
clde ederiz.

..... L3

(x,) dizisi igin limd'(x,,x;) 7 0 olsun. Bu durumda (x,) dizisinin
LLES S8

d'(x, ,x3)=d (2.20)

olacak sckilde (x,,k) bir alt dizisi ve bir o >0 sayist vardir. (X,d") metrik uzayr

kompakt oldugundan (x dizisinin d' metrigine gore yakinsak (x alt dizisi vardir,
p "k B g y "km

limx, =X , yani

m-»® L

limd'(x,, =0 (2.27)
olsun, x, = Y; oldugunu gosterelim.

d’ lizere yakinsamadan d” iizere yakinsama g¢iktigindan (2.27) ‘¢ gore

'1"121 d "(x,,km , X, )=0 (2.28)
olur. (2.25) den dolay1

,l,,ifnlo d "(xnkm ,X,)=0 2.29)
dir. (2.28) ve (2.29) dan x, =¥, oldugu, yani

'Inm d'(x, ,%)=0 (2.30)

oldugu clde cdilir.
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(1.3) cyitsizliginde (x,, ) dizisi yerine onun (x, ) alt dizisini alirsak
d,(xnp,,, ,Xg)=d (2.31)
oldugu elde edilir. (2.30) ve (2.31) den d =0 oldugu anlastlir. Bu ise d >0 olmast ile

H—>0

bir geliski oldugundan limd'(x,,x;)# 0 olmast yanhistr. Demek ki, imd'(x,,x;) =0
B

dir.

NOT: ispatlanmuis tcoremde A4 operatori d’ metrigine gore bir daralma  déniisimii

olmayabilir.

(2.22) denkleminin ¢dziimii igin ardigik yaklasimlar yéntemine gore, wy(x)Ye H (M)
herhangi bir baglangig yaklagim olmak tizere terimleri:

S—X

u (x)y=A21 j¢(x, s,u,  (s))crg ds.n=123,... (2.32)

scklinde tanimlanan (un (x))yaklaslk ¢oziimler dizisi (iterasyon proscesi) olusturulur. Belirtelim
ki Teorem 2.1.4 den, [aydalanarak \/O(]/l] <A, ve Va=123.. i¢in u (x)e H_ (M) olacak
sekilde bir 4, > Osayisinin var oldugunu gésterebilifiz. Simdi (2.20) formiilleri yardimiyla

tanimlanan (un (x)) dizisinin yakinsak oldugunu gosterelim.

Lemma 2.4.2 : V (x)=u, (x)—u, ,(x) fonksiyonu igin

V,(0|<K, .

V,(x+Ax) =V, ()| < K, |Ax|"
kosullan saglansin. Eger x, s degiskenlerine gire 27 periyotlu @(x,s,u): D —» R fonksiyonu

D iizerinde u degiskenine gore tiirevlenebilen ve V(x,,s,,u,),(x,,5,,#,) € D igin

¢ ',,(_x,,sl,u,)—gfrﬁ'"(xz,sz,u2 )I < dx, = x|+ bls; = 55| +cJuy — (2.33)
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olacak gckilde Oa{a,{l ve a,b,c poztif tam sayilan var olsun. Bu durumda,
W,(x,s) =(x,s,u,(s)—d(x,s,u, (s)) fonksiyonu V(x,s),(x+Ax,s+As) e -7, 7}
igin

W, (x + Ax,s+ As) = W, (x,5) < K, |, |Ad™ + b Jas]" ] (2.34)

kosulunu saglar. Burada a, ve b,‘ pozitif sabitleri #1 den bagimsizdirlar,

ispat: (x,s), (x + Ax,s + As) € [- =, ] olsun.
1

P (x,5,u,)—P(x,5,u,) = I¢ 8,01 Du, +1tu, ](u2 —u,)dt
0

esilligi dogru olduguna gére
W, (x+Ax,s +As)-W, (x,5) =

=@(x+Ax, s+ As,u, (s + As)) - ¢ (x + Ax, s + As, t, (5 +AS)) —d(x,5,1,(s)+P(x,s,1, (5))

It

Dy = S ey, —

¢, +Ax,s + As, (1= O, (5 +AS) + 1, (s + As)W, (s + As )i —

0,8, (1= D, (8)+ 1, ()V, (8)dl

1
= I[¢ SO+ Ax, s+ As, (1—- D, (s +As)+u, (s+As) =@ (x,5,(1=0u, ,(s)+1u, (s)‘)]

1
V(s + MYl + [, (e,,(1= Ou, () + 110, (), (5 + As) = V()
0 ’

yazabiliriz.

Y(x,s)e [—ﬂ,il’]z ve Vhe [—M,M] i¢in

. (x, s,u)! <|g, (x,s5,u)— ¢, (x, s,o)l +|4,(x,5,0)
< cfu| +|g, (x, s, o)l
<cM +d

bulunur. Burada o = max{|¢(x, 5,0)|: (x,8) e[~ n,rr]z} dir.
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Simdi (2.34) cyitsiliginin saglandigim gosterelim. (2.33) kosulundan
W, (x+Ax, s + As) =W, (x,5)| <

|
<[
0

V,(s+As)di + j [V L06,8,(1= 0, 1 (8) +11,(5)) — 6, (x5, 5,0)| + |, 5,0)| ]
Q

B, (x + Ax,s+ As,(1- O, (s +As) + 1, (s + As)) = 6, (x,5,(1— e, (5))

V,(s+As)~V,(s)dt
< (alAx™ +BjAs|” + cMIAS" K, +(d + MK, |As|"
=K, JalAd™ + (b +d +2cM A"

oldugu anlagilir.
Teorem 2.1.4 den yararlanarak su lemma ispatlanabilir.

Lemma 243 : V (x)=u,(x)—u,,(x) fonksiyonu Lemma 2.4.2 in kosullanm saglarsa

S—X

V.,.(x)=21 IW,, (x,8)ctg ds fonksiyonu Vx,x +Ax € [- m, 7] igin

Vot (0] < |/1|£(b +d +2cM)
(24

WV (x+ Ax)y =V, () <|Acya+ ¢y (b +d + 2cM A"

kosullarim saglar, buradaki ¢, ve ¢, sabitleri Teorem 2.1.4 deki sabitlerdir.

Simdi terimleri (2.32) formiilleri yardimiyla tanimlanan (7, (x)) dizisinin limiti (2.22)
integral denkleminin bir ¢6ziimii oldugunu gosterelim. Bunun igin
1o () + (t, () = 4y (X)) ...+ (1, (X) — 11, (X)) .. (2.35)

fonksiyon serisinin yakinsak oldugunu gistermeliyiz.
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Lemma 2.4.3’¢ gore le](x)l:Iuml(x)—»u".(X)l(lll
o

(b+d+2cM)K, olur.

Herhangi q € (0,1) sayis1 igin A* parametresini

Az

A
e

(b+d+2cM){q

gibi seqclihl. O hatde
Kn+| <qKn <' - '<qu()

olacakuir. Pozitif terimli Z:q"K0 serisi yakinsak oldugundan Weierstrass testine gore (2.35)
n=A)

fonksiyon serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir. (2.35) fonksiyon serisinin #. kismi toplamy
S, (x) =1, (x)+ (@t () =1, (X)) + ...+ (u, (x) =, (X)) =1, (x) oldugundan (u,(x)) dizisi

de diizgiin yakinsaktir.

limu, (x)=u(x) olsun. w(x) fonksiyonunun (2.22) integral denkleminin bir ¢oziimii

oldugunu gosterelim.

S—X

(Au)x) = A [, s,u(s)ctg ——=ds : (H,(M),p,)—>(H ,(M),p.)

operatorii siirckli oldugundan

S—X

u,(x)=2 J'¢(x, sy, ($))etg ds, n=12...

csitliklerinde # — oo iken limite gegersek

S§—X
ds

u(x)=4 7j¢(x, s, u(x))cig

oldugu, dolayisiyla #(x) fonksiyonunun (2.22) denkleminin bir ¢oziimii oldugu elde edilir.

v(x) fonksiyonu da (2.22) denkieminin bir ¢6ztimii, yani
v(x)=24 I¢(x, s, v(s))clg%ds

esitligi de saglansin.



Imu, (x) = v(x) oldugunu gosterelim.

-0

Q, (x,5)=@(x,5,v()) —P(x, 8,1, ,(5))
olmak iizere

X—39

Y (x)=v(x)—u (x)=41 I Q (x,s)tyg 5 ds

olsun. ¥, (x) Nfonksiyonu igin

¥, (x)| <A,

¥, (x+Ax) =, (x)| < A, |Ax]
kosullarmin ve x,s degiskenlerine pire 2 periyotlu ¢d(x,s,1) tonksiyonu igin Femma 2.3.2
nin kosullarinin  saglandiging kabul edelim. Bu durumda T.emma 2.3;2 de oldugn gibi
V(x,5),(x +Ax,s + As) e |-z, 7 [ igin

0, (x + Ax, s + As) - Q, (x, s)| < A, lr,lela +7, |A,SI"] F
esitsizliginin dogrulugu gosterilebilir. Burada 7, ve r, 17 den bagumsiz pozitif sayilardur.

Buna gore Teorem 2.1.4 geregince

[P, ()| <|A|RA, |

W, (x + A) =, ()] < |A]RA, | A"
bulunur. Burada R, n indisinden bagimsiz pozitif sabit sayidir. VO(r(l ig¢in A parametresini
|/1]R(r(1 kosulundan segersck 111,1; Y (x)=0 , dolaysiyla ,l’i-r)gun(x) =v(x) oldugu eldc
edilirf Yakinsak dizinin limiti tck oldugundan w(x)=v(x) , yani (2:22) integral denkleminin
¢Oziimiiniin tek oldugu ispatlannus oldu.

Boéylece agagidaki sonucun dogru oldugu ispatlanms oldu.

Teorem 2.4.4: D= [— 7r,7t]2 x It kiimesinde tanimh x,s degiskenlerine gire 27 periyotiu
p(x,s,u): D —> R fonksiyonunun D iizerinde u deiskenine gore ¢, tiirevi varsa ve

V(x,,s,,u,),(x,,5,,u,)€ D igin
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[#Cars sy510,) = $(%,, 55,1 < L, — x| + Lis, =" + L, —u,|,

|¢; (x,,5,,0,) - ¢; (%,,5,,1, )I <alx, = x,|" +bls, - 5,|" +cn, ~u,|
kosullart saglandiinda ( 0{a(a, (I ve |, obysly,a,b,c sabit sayilardir. ) Gyle 1,)0 sayist
vardir ki O(|Z| < 4, olacak sekilde her 1 igin (2.22) denkleminin Holder kosulunu saglayan tek

¢Oziimi vardir ve bu ¢6ziim ardigik yaklagimlar yontemi ile bulunabilir.

(2.22) denkleminin &zel bir hali olan

S—x
ds 2.36
> (2.36)

u(x)=21 jqf(s, u(s))ctg

seklindeki denklemi géz 6niine alalim.

(Pu)(s) = ¢ (s,u(s)) ve (Jv)(x)= ]{v(s)ctg i ; Y ds dersek

(Cu)(x)= I ¢(s,u(s))clgs—;£ds operatdrii ¢ ve J operatorlerinin bileskesi, yani C = J¢

-

bigiminde yazabiliriz.

Lemma 2.4.5: D, = [—' n‘,;r] X (—o0,00) kiimesinde tammli s degiskenine gre 2, periyotiu

¢(s,u) fonksiyonu V(s,,u,),(s,,u,) € D, igin
l¢(sn,”1)*¢(52,”2 )l Sl4lsl *‘szla +1g I"l _"2| (2.37).

kosulunu saglasin. Burada O{a{l ve 1,,1; negatif olmayan sabit sayilardir. Bu durumda

Ay=mind, M
Ll +IM|J)

olmak iizere O(Illsﬂﬂ oldugunda C operatorii H,(M) kiimesini kendisine qeviﬁyor, yani

CH, (M) H, (M) dis.

Ispat: ue H «(M) ve V(s) = g(s,u(s)) olsun. (2.25)¢ gore Vs,,s, € [— 7[,7[] i¢in

V() =V ()| =151 u(5,)) - 45, u(s, )|
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<his = sa|" +hfuts) - u(s,)|

124

<(/, +15/W)[.s', -8,

ve Vsel- m,x)igin, I, = max{|¢(s,())| vel- 7(,77]} olmak iizere
V()] = (s, u(5)) — $(5,0)] + |B(s,0)]
<IM 41,
oldugu clde cdilir. /,{/, gibi scgersek son iki esitsizlikten
V(sy=@(s,u(s)e H (I, +I.M)

oldugu anlasilir. Sonug 2.1.5 ¢ gore (7 operatirii H  (0{a(1) uzayinda sinirh oldugundan

e, <1, Jou
buluruz. Burada

"']”a = Sup{”',""u :"""u s I}

= (I4 + ’5M )u'I”u

(24

dir.

Lemma 2.4.6 : | cmma 2.4.5 in koyullan saglandiginda Vu,,u, € H (M) igin
dy(Cuy,Cuy ) < ledy (1y,1,)

esitsizligi dogrudur.

ispat: N.N.Lusin tcoremine (Mihlin,1962) gire u.l" " . <[, oldugundan Vu,,u, € H (M)
igin

dy(Cuy,Cuy) = |Ciy = Cny

.

-, so),
< ”¢u, ~Qu,

I

1

= { ﬂ¢(‘s', 1, (8))—@(s,u, (.s'))|: ds )
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!
y

= /5{ ;"[ul ($)—u, (S)l2 ds}

=, (u,,u.)

olur. Buna gore

|A|< 4, = min I—,~——AI——~——
I (I + MO

oldugunda AC' operatorii (M) kiimesini kendisine doniigtiiniir ve , metrigine gore bir
daralma operatoriidir. Dolayisiyla  ‘Teorem 2.4.1°¢ gire asagidaki tcoremin dogru oldugu

anlasihr,

Teorem 2.4.7: ), = [- n‘,ir] X (-%,%) kiimesinde tammh s degiskenine gore 27 periyotlu
@(s,u) fonksiyonu igin (2.37) kosulu saglandiginda V()(le](/l'“ igin (2.36) denkleminin
H (M) kiimesinde tck bir we H (M) ¢oziimii vardir ve bu ¢oziim u, € H (M) herhangi
baslangig yaklagim olmak tzere

y-Xx
2

dy .n=123... (2.38)

nu,(x)y=24 I¢(s,un [($))erg

bigiminde tanimh (,(x)) dizisinin limiti gibi bulanabilir. Ustelik,

. A"
dy(u, u)< El ) )—-d:("‘,ll“) =123, (2.39)

l_l'uls

cyitsizligi dogrudur.

Not: H (M )kimesinde d, ve o, metriklerine gore yakinsamalar denk olduguna gore
terimleri (2.38) formiilleri yardinuyla tammlanan (,) dizisi u’ ¢oziimiine (2.39) den dolays

d, metrigine gore yakinsak oldugundan d, metrigine gire de yakinsaktir.

§2.4 dcki sonuglan incelerken kaynaklarda gdsterifen (Hiiscynov,Muhtarov,1980;

Hiiscynov,1980; Babayev,1960; Geht, 1955) eserlerinden yararlaniimugtir.
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2.5 Bir Konform Déniisiimii Problemi Uzerine

z ve w kompleks diizlemleri sirasi ile D ve G bolgelerinde f: D—> G, w=f(2)
doniigiimii (fonksiyonu) verilsin. Ayni zamanda agi ve 6lgii degistirmeyen doniisiime konform
doniigtimii - adr verilir.  Bilindigi gibi. f'(z) #0 olacak sckilde her  z € /) noktasinda

[ D— ( doniigiimii bir konform donityiimiidiir.

(' kompleks diizleminde A bir parametre ve (6, p) kutupsal koordinatlar olmak
iizere simr denklemi p =14+ A4 (@) olan G bolgesi verilmis olsun. (Bkz. $ekil 1)

f:D,-»>G

il > ( >
N N

sckil |

p=1+Ay(6)

f2),D, ={eC:]z| <1} dairesini G bolgesine donigtiiren bir fonksiyon olsun.

z=¢" igin

Inf(-z) = In(l +/1¢//(9))+i(9—(p) (2.40)

oldugu agiktir.
S(z)

z z 1

In =u+iv dersck D), dairesinde  harmonik  u(x,y) +iv(x,y)

fonksiyonu igin u{cos @,sing) = u(p). vicosp,sing)=1(p) ve v(0,0)=0 olmak iizere
u=(l+Ay(@),v=0-¢
olur.

S—@ ds

-
P

l T
V() = —,)—”- Iu(x)clg
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bagintisi dogru oldugundan az Gnce sozi cdilen f(z) fonksiyonunun bulunmasi problemi

| 5=
8(p)-¢ =5 Iln(l +2 W(B(.s‘)))c'lg ? z(pds’ (2.41)

bigimindcki  lincer  olmayan  singiiler  integral  denklemin  ¢6ziimiine  déniistiiriiliir.
(Iiiscynov, 1940)

Bger (2.41) denkleminin bir 6,(@) ¢Ozimii  bulunmugsa, v, (@) =6,(p) —¢
fonksiyonu bulunur. Buna gore

f(z)= f(re"”)—l\(()())+—.|-u(R )B—L—j—r—e—d.s'

Re* —re’®
ifadesinden

I(z )—hmlnf( ):—]-J‘u(l,s)i"—iids'
£ 2r 7 e’ ~z

R
ds]

Simdi (2.41) denkleminin tek bir @,(¢) ¢iziimiine sahip oldugunu gorelim,

ve buradan da istenen

fz)=1=z pr[;li—rj. In(1+ Ay (0. (s)))

fonksiyonu bulunmuy olur.

Bunun igin, @(8) =In(1+ A6) fonksiyonu igin (2.37) kosulunun, yani V8,,0, igin
|¢(01)_¢(0: )IS/S |0| B 0:|

kogulunu sagladigimi gosterelim.

Lemma 2.5.1: w(6) ve 6(¢) fonksiyonlan igin
lw(6,)-w(0,)|<1.|6, - 6, (2.42)
00 -0 ) <1y o, - " (2.43)
0 < f <1 kosullan saglandipinda ¢(8) = In(1+ 10) ve

7'((p)=¢(9((p))f|n(l+/11//(9((p))) fonksiyonlant i¢in V6,,8, ve Vo, @, icin sirasiyla

|#(6,)-4(6,)| <
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(@) =Tt <hlo, - sl

kosullari saglanir. Burada /,,/, ve M pozitif sabit sayilar olmak iizere, I, ve [y pozitif

sayitlan M, [, [;, A sayilan yardimuiyla bulunur: /, = M/, [, lli

Ispat : Ortalama dcger tcoremine goire

A

In(l+ 2y (B(p,)) - In(1 + Ay (B8(p,)) = v @ (W (6(p,) - v (B(p,))) (2.44)

dir. A parametresini yeteri kadar kiigiik segmekle herhangi ¢ > () sayis1 igin
ll + ly/(B((p)1> ¢

olacak sckilde bir A %0 sayist bulunabilir. Bu durumda

1
1+ Ap(0)

<M

dir. Buna gore, (2.44) den
|6(6,)-8(0,)|<M|A|l, |6, - 6,]|=1, |6, - 6.
clde edilir. Ustelik, (2.42) ve (2.43) i kullanarak (2.44) den

[7(@)) - T'(e:)

5/‘4|'1 ‘/,,/7 l‘/’l )

"=1, o, —@,|”

<M|2|/16(p,) - 6(p,)

bulunur.

90(‘P) =@,

0. (p)=¢ ——]— Iln(l +Ay(0, ,(.s')))clg A ds, n=12,...
27 2

bigiminde tammli (6, (¢)) dizisini gozoniine alalim.
Q,(go)eﬁ p (U< B <) oldugu agikardir. Eger 6,(@) fonksiyonu L katsayist
ve 0< <l issii ile 116lder kosulunu saglarsa l.emma 2.5.1 ¢ gire 8,,,(9) fonksiyonu

i¢in

/

0,.(0)-6,,(p, )[SI‘/’x — P, +|1[A14((/’| -9,

kosulunun saglandips gosterilebilir. 4" sayisi
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I‘/’l @ <A'I'|(/’| "(/’zlﬂ
. o s 1-A" .
olacak sckilde segildiginde ll]< igin
lenll((pl )—0,.(9,) <L|90| ‘(/’3‘/’¥

oldugu clde edilir. Demek ki, Y =0,12,... igin

¥il

9"((p] )—Bn(wz)

<Llp, - o,
olur.

(9"(qp)) dizisi'nin yakinsak oldugunu gorelim. (@) fonksiyonunun tiireviencbilir
oldugunu ve V4,,6, igin

(2.45)

\'//,(9] )= !//'(62 )< Imlg] - 02

kogulunun saglandigini farzedelim. (2.42) ve (2.45) kosullant saglandiginda I.emma2.4.1¢

benzer olarak asagidaki femmanin dogrulugu ispatlanabilir.

Lemma 2.5.2: y . (s)=6,(s)-6,,(s) fonksiyonu igin

lw,(9)|<K, .

(//"(S] ) - V/n(s2 )I < Knlsl - SZ I !
kosullar saglandiginda

w,(s) :ln(l + Ay (Hn(.s')))—ln(l +Ayp (6, ,(s)))

fonksiyonu igin

|, (s))—w,(s)|<BK, |4 |]s, - 5,|"

kosulu saglamir. Burada B. » ve A dan bagimstz olan sabit sayidir.

Bu lemmadan faydalanarak (6,(@)) dizisinin bir 6,(¢) fonksiyonuna mutlak ve
diizgiin  yakinsakhgy gosterilebilir.  6,(¢) fonksiyonunun (2.39) denkleminin  bir tek

¢Oziimii oldugu §2.4 dckine benvzer yekilde gisterilir.
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