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OZET

Bu tez dort bolitmden olugmaktadr.

Birinci bélimde metrik uzaylarla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmigtir.

Ikinci bolimde o— yerel sonlu ve o— ayrik drtiiler aracilifiyla Stone Teoremi ve
iyi bilinen Nagata-Smirnow metriklenebilme teoremlerine yer verilmigtir. Yine
bu bélimde Nagata-Smirnow Teoreminin bir sonucu olan Bing Metriklenebilme

Teoremi anlat:lmigtir. Bu boliim Hanai-Morita-Stone Teoremi ile bitirilmistir.

Uciincii bolimde parakompakthik, collection-wise normallik ve zayif parakom-
pakthik kavramlar: tammlanarak Bing(Bing Metriklenebilme Kriteri), Arhan-
gelskii, Alexandroff ve Alexandroff-Urysohn metriklenebilme teoremlerine yer
verilmigtir.

Son béliimde birinei sayilabilir uzaylarm yerel tabanlar: {izerine basit bir kogul
konularak baz1 yeni ve iyi bilinen metriklenebilme teoremleri anlat:lmigtar.




ABSTRACT

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to fundamental definitions and basic results on

metric spaces.

In the second chapter the Stone Theorem and the well-known Nagata-Smirnov
metrizability theorem are given by using the g—local finite and o-discret cover-
ings. The Bing Metrization Theorem is also obtained as a result of the Nagata-

Smirnow Theorem. The chapter closes with the Hanai-Morita-Stone Theorem.

In the third chapter the cohcept of paracompactness, collectionwise normal-
ity and weak paracompactnes are defined to establish the famous results of
Bing (Bing Metrization Criterion), Arhangelskii, Alexandroff and Alexandroff-
Urysohn.

“In the final chapter, a simple condition on local basis of a first countable space
is considered and it is shown that some new and some well-known metrization

theorems can be deduced from it.
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1. Temel Tanim ve Sonuglar

Topolojik uzaylar igerisinde metriklenebilir uzaylar sinifinin ¢ok énemli bir yeri bu-
lunmaktadir. Bu nedenle topolojik uzaylar i¢in uygun metriklenebilme kogullarimn
aragtirilmast, bu alanda caliganlarin {izerinde sik durduklar konular arasindadur.
Konuyla ilgili literatiirde ¢ok sayida ¢aligma bulunmaktadir. Bu ¢caligmada, ilging
olmas: agisindan, 6zellikle ¢ok iyi bilinen Nagata-Smirnov, Arhangelskii-Stone ve
Bing metriklenebilme gibi teoremlere yer verilmig, daha sonra bu teoremler ve
bazi yeni sonuglar Collins ve Roscoe’nin[6] verdikleri metriklenebilme kogullar
kuﬂamla.ra.k, kolayca yeniden elde edilmigtir. Bu béliime caligma icin gerekli
tanimlar ve sonuglarla baghyoruz.

1.1. Tanim: X # 0 ve d: X x X — R bir fonksiyon olsun. Her z,y,z € X icin
(M1) d(z,y) =0z =y

(M2) d(z,y) = d(y, z)

(M3) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y)

kogullarimi saglayan d fonksiyonuna X tizerinde bir metrik, (X, d) ikilisine de
metrik uzay denir.

1.2. Tamum: X # 0 ve d: X x X — R bir fonksiyon olsun. Her z,y,z € X icin

(MY’) d(z,z) =0

(M2) d(z,y) = d(y, )

(M3) d(z,y) < d(z, 2) +d(z,3)

kogullarim saglayan d fonksiyonuna pseudo-metrik denir.

Pseudo metrik olup metrik olmayan uzay Srnekleri bulabiliriz. Bunun icin agagidaki
ornegi gézonine alahm.

1.3. Ornek: z = (z1,22), ¥ = (y1,y2) olmak lizere d(z,y) = |z1 — y1| ile tammh
d: R x R — R* fonksiyonunun pseudo-metrik oldugunu gésterelim.

Coziim: (M1’),(M2) ve (M3) kogullarinin saglandigim géstermeliyiz:

(MY’) z = (z1,z2) € R? olsun. d(z,z) = |z; — 1| = 0 oldugu i¢in (M1") kogulu
saglanir.




(V)

(M2) z = (z1,22),y = (y1,¥42) € R? olmak izerc;
d(z,y) = |z — yu| = {(=1).(y1 — z1)| = ly1 — =] = d(y, =)
dir.
(M3) z = (z1,22),y = (y1,¥2) ve z = (21,22) € R? olmak fizere

dz,y)=lz1—znt+z—wn| S le— 2]+ |z — | L d(z,2) +d(2,y)

oldugundan d fonksiyonu R? {izerinde bir pseudo-metrikdir.
Ancak metrik degildir. Cunkil d(z,y) = |2y —y1] = 0 ise 23 = y; dir. Ama
(z1,22) # (y1,y2) olabilir.

Biz (X, d) metrik uzay: lizerinde, d metrigi ile tiretilen topolojinin
Ti={GC X : (Vz € G)(Ae, > 0)(z € B(z,¢e;) C G)}

oldugunu biliyoruz. Bir (X,T) topolojik uzay: verildiginde, X fizerinde Tq = T
kogulunu saglayan bir d metrigi varsa, bu T topolojisine metrik topoloji ve
(X,7) topolojik uzayina metriklenebilir topolojik uzay denir.
(X,7) topolojik uzay: verildiginde X kiimesi tizerinde boyle bir metrigin bu-
lunabilmesi i¢in sadece agik kiimelere dayah bir takim kogullarin bulunup bulu-
_namayacag ile ilgili aragtirmalar Urysohn’nun baz ¢ahigmalaria ragmen 1950’1
ﬁﬂarm bagina kadar arzu edilen sonucu vermemisgtir. Bu yillarda ise ti¢ mate-
matik¢i Bing, Nagata ve Simirnov birbirinden bagimsiz olarak bir genel metrik-
lenebilme teoremini ispat ederek Genel Topolojinin baghica problemlerinden birini
¢6zmiig oldular.

1.4. Tamm: (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun.

S(A) = sup{d(:cl,:cz) 121,T2 € A}

sayisina A kiimesinin gapr denir. §(X) < r olacak sekilde bir r sayis: varsa X
tzerindeki d metrigine r ile sinirhidir denir.

1.5. Teorem: (X,d) metrik uzay olsun. Bu durumda d metrigine denk olan ve
1 ile simrh bir dy metrigi vardir.

1.6. Tamm: (X,d) metrik uzay olmak dizere z € X ve ) # A C X olsun. Simdi
d(z,0) = 1 olmak fizere

d(z,A) =inf{d(z,a) : a € A}

bigiminde tanunlanan d(z, A) sayisina z noktasinin A kiimesine olan uzakhg)
denir.
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1.7. Yardimci Teorem: (X,d) metrik uzay ve A C X olsun. z,y € X noktalan
igin
ld(xrA) - d(y) A)l < d(x’:‘/)
dir.
Kanmit: A = ) ise durum agiktir. A # 0 olsun.
d(z,A) = inf{d(z,z):2z¢€ A} <inf{d(z,y)+d(y,z):2 € A}
= d(z,y) +infldy,2): z € A} = d(z,y) + d(y, 4), (y € X)

oldugundan d(z, A) < d(z,y) + d(y, A), yani d(z, A) — d(y,A) < d(z,y) oldugu
goriiliir. Aym gekilde d(y, A) — d(z, A) < d(z,y) elde edilebileceginden ikisi ile
birlikte

d(z, 4) — d(y, A)] < d(z,)

sonucu elde edilir.

NOT: Ik i¢ boliimde bir noktamn komgulugu agik kiime olarak alinmigtar.

1.8. Teorem: (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. f(z) = d(x, A) bigiminde
tamimli f : X — R fonksiyonu sireklidir.

Kamt: ¢ > 0 keyfi verildiginde é = € olarak secilirse d(z,y) < ¢ oldugunda
o (=) = F(9)| = |d(=, 4) ~ d(y, 4)| < d(z,y) < e

elde edilmig olur. O halde f stireklidir.

1.9. Sonug: (X,d) bir metrik uzay ve A C X olsun. A = {z : d(z, A) = 0} dur.

1.10. Tammm: X bir topolojik uzay ve f : X — I = [0, 1] siirekli bir fonksiyon
olsun. A = f~1(0) kiimesine fonksiyonel kapah kiime denir.

Her fonksiyonel kapali kiimenin kapali oldugunu kolayca soyleyebiliriz.

1.11. Sonug: Metriklenebilir bir uzayin her kapali altkiimesi fonksiyonel ka-
palidir.

Kanit: X metriklenebilir bir uzay ve 4 C X kapali olsun. X metriklenebilir bir
uzay oldugundan tzerinde topolojisini {ireten bir d metrigi vardir. Bu durumda
d metrigine denk ve 1 ile siirh olan bir d; metrigi vardir. $imdi f(z) = dy(z, A)
ile taniml f : X — [0, 1] stirekli fonksiyonunu gézéniine alalim.

A=A={z:di(z,A) = f(z) =0}

esitligi géz0niine alinirsa, A = f~'(0) oldugu kolayca goriilebilir. O halde A
fonksiyonel kapalidar.




1.12. Teorem: X bir metrik uzay olmak tizere agagidaki ifadeler egdegerdir:
(a) X uzay: 2. sayilabilirdir.

(b) X uzayi ayrilabilirdir.

Kamt: (a) = (b): (X,d) bir metrik uzay ve T4, d metrigi ile iiretilen topoloji
olsun. (X,T,4) uzay1 2. sayilabilir oldugundan Ty 'nin By = {B; : ¢ € N} olacak
bigimde sayilabilir bir taban vardir. Her 7 € N igin B; # 0 kabul edebiliriz. Cinki
Bq ailesinden bog kiimeleri attigimizda geri kalan aile hem sayilabilirdir hem de
T4 'nin tabamdir. Her 1 € I igin bir tek z; € B; ogesi segelim. A = {z; : ¢ € [}
kiimesi sayilabilirdir. A = X oldugunu gorelim: Bunun i¢in

Tg € T4,Ty # 0 olsun. Bu durumda B; C Ty olacak sekilde bir ¢ € I vardur.
Baoylece z; € B; C Ty ve z; € A oldugundan A N Ty # 0 olup A = X bulunur.

(b) = (a): (X,d) metrik uzay: ayrlabilir olsun. A = {a; : ¢ € I'} kimesini X ’de
yogun sayilabilir bir kiime olarak alalim. Simdi

B ={B(a,1/2n):a € A,n € N}

bi¢iminde tanimli B ailesinin d metriginin tammladigi T, *nin bir tabam oldugunu
gorelim: B C T dir. z € T € T, olsun. Bu durumda B(z,€) C T olacak bi¢imde
“bir € > 0 vardir. Ayrica 1/n < € olacak bicimde bir n € N segebilecegimizden
B(z, %) C B(z,¢) C T olur. B(z,5)N A # 0 oldugundan d(z,a) < 5 olacak
bigimde bir a € A vardir. Sonug olarak = € B(a, ) C B(z, =) C T elde edilir.
O halde B topolojinin tabamdir. Béylece X metrik uzay: 2. sayilabilirdir.

Bu arada herhangi ayrilabilir topolojik uzayin 2. sayilabilir olmas: gerekmedigini

hemen soyleyelim.

1.13. Tamum: (X,7) topolojik uzayr T olsun. Eger X’in her agik ortistnin
sonlu bir alt6rtiisti varsa, X uzayina kompakt uzay denir.

1.14. Tamim: (X,7) bir topolojik uzayr T3 olsun. X uzayin sayilabilir her
actk Ortiistiniin sonlu bir altortiisii varsa bu uzaya sayilabilir kompakt denir.

1.15. Tamum: Bir T, topolojik uzayinda her dizinin yakinsak bir altdizisi varsa,
bu uzaya dizisel kompakt denir.

Metrik(pseudo-metrik) uzaylarda kompakthk, dizisel kompakthik ve sayilabilir
kompaktlhik 6zellikleri denktir. Her metrik uzay Ty oldugundan bu ozellikler "her
sonsuz kiimenin en az bir yigilma noktasinin var olmas:” 6zelligine denktir.
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1.16. Tanmm: (X,7T) topolojik wzayy Th, F C X kapali ve z ¢ F olsun. Eger
z €Uy, F C U, ve U NUy = olacak bicimde Uy, U, agik kiimeleri meveut isc,

(X,T) uzaymna regiiler uzay denir.

1.17. Tammm: (X,T) topolojik uzay1 T} olsun. Eger her ayrik kapalh A, B C X
icmACU,BCVveUNV =0 olacak gekilde U,V acik kiimeleri mevcut ise,
(X,7T) uzayimna normal uzay denir.

1.18. Tanmim: (X, T;)scs topolojik uzaylarn bir ailesi ve

X=X x{s})

3€S
olsun. Her s € S igin
Js(y) = (9,8), y€ X,

ile taniml j, : X; — X fonksiyonlarimi gozoniine alahm. Biitiin j, fonksiyon-
larim siirekli kilan en ince topolojiye X {izerindeki toplam topolojisi denir. Bu
topolojiyi T ile gosterirsek (X, T) uzaymna toplam uzay: denir. (X,T) toplam
uzaym kisaca ) ¢ X, veya (P, oo X ile gosterecegiz.

(*) Her s € S icin j, fonksiyonu birebirdir:
¥,y € X, olmak iizere j,(y) = 7:(y') = (y,3) = (v’, 3) = y = ¢’ bulunur.
(*) Her s € S igin j, : X, — X dontstimleri hem agik hem de kapalidir:
Bunu gostermek icin k € S olmak fizere, X uzaymm bir M; agk (kapali)
altkiimesini gézoniine alahum. ji[My] kiimesi agik(kapah)dir. Ciinki
M, s=k
gl - {
Jo UR[Mill= 4§ 5" Lk
dir.
(*) Simdi toplam topolojisinin nasil olabilecegini diigiinelim.
Toplam topolojisi her s € S i¢in j, : (X,,Ts) = X fonksiyonlarim siirekli kilan
en ince topoloji olacagina gore, T={GC X : GNX, = j;1(G) € T, 3 € S} elde
edilir.
1.19. Yardimci Teorem: X bir topolojik uzay ve {X,}ses, X uzaymn ikiger
ayrik agik altkiimelerinin bir ailesi olsun. Eger X = {J,s X ise,

}f=@Xa

s€ES

dir.




Kamt: Kanit i¢in soz konusu kiimelerin topolojilerinin cgit oldugunu gostermek
yeterli olacaktir.
G C X acik olsun. Her s € S igin GN X, kiimesi altuzay topolojisine gore X, 'de

agiktir. Dolayisiyla G, € X, uzayinda agktir.
S€S

Tersine G C € X, acik olsun. Bu durumda her s € S igin G N X, kiimesi, X,

8€S
uzayinda agik oldugundan

G=J(@nX,)
3€ES

kiimesi de X uzaymda agiktir.

1.20. Teorem: sesXs metriklenebilirdir ancak ve ancak her s € S i¢in X,
metriklenebilirdir.

Kamt:(=>:) @, c5 Xs metriklenebilir olsun. Bir metriklenebilir uzayimn her alt-
uzay1 da metriklenebir oldugundan her s € § i¢in X, metriklenebilirdir.

(<) Bir (X,d) metrik uzayinda, d metrigine denk olan 1 ile siurh bir dy
metriginin oldugunu biliyoruz. Buradan her s € S icin X, iizerindeki topolo-
jinin 1 ile siurh d; metrigi tarafindan tiretildigini varsayabiliriz. Boylece s € S
ve z,y € X, i¢in dy(z,y) < 1 dir. Simdi

~—

ds(may) T,y € X,

d =
(=) { 1 diger durumda

ile tammml d : X x X — R* fonksiyonunun X dizerinde bir metrik oldugunu
gorelim:

(M1) ve (M2) kosullarinin saglandig aciktir. (M3) kogulunun saglandigim gorelim:
z,y,z € X olsun. z,z € X, olmak {izere

dS(w7 Z) S d("L’, y) + d(y: Z)

egitsizligini gozonine alahm. Eger y € X, ise, ds(z,2) < ds(z,y) + ds(y, 2) dir.
y & X, ise, dy(z,z) < 2 oldugundan her iki durumda da (M3) kogulu saglanir.
Simdi s; # 82 i¢in z € X,, ve z € X, ise d(z,z) = 1dir. y € X,, ise 1 <
ds(z,y)+ 1 vey € X,, ise 1 <1+ d,(y,2) olup her iki durumda da (M3) kogulu
saglamur. Boylece d fonksiyonu X tizerinde bir metriktir.

Her s € S igin X, kiimesinin , d ile iiretilen topoloji ile X uzayinda agik oldugu ko-
layca goriilebilir. Her s € S i¢in ds(z,y) < d(z,y) ve dx, = d, olugu X, uzaymn
kendi topolojisini liretir. Bbylece Yardimer Teorem 1.19 dan X = @, s X, dir.
Buradan d metrigi, X {izerindeki {X,}ses topolojik uzaylarimn toplam topolo-
jisini tretir.




X1, X3, - - metriklencbilir uzaylarin bir dizisi ve i = 1,2, - - - i¢in d;, X; tizerindeki,
1 ile siurli metrik olsun.

o0
Simdi X = [[ X; kiimesini ve z = {z;},y = {yi} € X noktalarim ele alalim.

i=1

1
d(z,y) = Zéf{di(zi,yi)

=1
ile tanmumh d fonksiyonu, (M1)-M(3) kogullarint saglar. Biz d metrigi ile tiretilen
o0
X uzaymn topolojisinin, X = [] X; kartezyen ¢arpiminin Tychonoff topolojisi

i=1

ile uyugtugunu agagidaki teoremde gorecegiz:

1.21. Teorem: {X;}2, metriklenebilir uzaylarin ailesi ve X; uzayinin tlizerinde

o0

1 ile smurl d; metrigi olsun. Bu durumda X = [] X; kiimesi tizerinde d metrigi
i=1

ile diretilen topoloji; {X;}$2, uzaylarimin kartezyen carpiminin tizerindeki topoloji

ile uyugur.

Kamt: z = {z:},y = {y:} icin d(z,y) < 5 iken di(zi,¥;) < € dir. Ayrica her

i € Nigin p; : (X, d) — (X, d;) orten, izdiigim fonksiyonlar: stireklidir:

Buradan d ’nin tirettigi topoloji, X iizerindeki Tychonoff topolojisinden daha in-
.cedir. Clinki Tychonoff topolojisi p; doniigiimlerini siirekli yapan en kaba topolo-

Jidir.
Simdi d ile tretilen topolojiye gore acik olan her U C X ’in kartezyen ¢arpim
topolojisine gore de agik oldugunu gostermek kamt icin yeterli olacaktir.
z = {z;} € U olsun. U agk oldugundan B(z,r) C U olacak gekilde bir r > 0
vardir. Biz .

z € ﬂdi—l(Ui) C B(z,r)CcU
i=1

olacak gekilde bir k pozitif tamsayis1 ve 1 = 1,2,3,---,k icin U; C X; aciklan
bulmaya ¢aligalim. Simdi

[=5]

[ay

1
7<

i=k+1 2 2

olacak gekilde bir &£ secelim ve 1 = 1,2,3,---,k igin

N

Ui = B(z;, g) = {z € X; : di(zi,2) < g}
olarak alalim. Ayrica
k
y={y}e[)d (Ui

=1



olsun. Her i = 1,2,3,+--k igin y € d;~"(U;) olup di(y) € Ui dir. Boylece y; € U;
olup i =1,2,3,---k igin di(x;,y:) < § dir. Simdi

k [
1 1 r o r
d(z,y) =) rdi(zi, i) + > Fdilzhy)<g+g=r
i=1 i=k+1

olarak yazilabileceginden d(z,y) < r olup y € B(z,r) bulunur. Yani

k
(d:™(Ui) € B(z,r) C U

i=1

oldugundan kanit tamamlanir.

1.22. Tammm: X bir topolojik uzay, f : X — R siirekli bir fonksiyon olsun.
{r € X : f(z) # 0} kiimesine f fonksiyonunun destegi denir ve dest(f) ile

gosterilir.

1.23. Tanim: X bir topolojik uzay ve fs : X — I olmak tzere {f,}scs stirekli
fonksiyonlarin ailesi olsun. Eger her z € X igin ) s fs(z) = 1 ise {f,}ees
ailesine X uzay: iizerinde birimin ayrigimi denir.




2. METRIKLENEBILME TEOREMLERI I

2.1. Tamim: X bir topolojik uzay ve R = {R; | ¢ € I}, X’in altkiimelerinin bir

ailesi olsun.

(i) Her z € X igin |{¢ € I | U N R; # 0} < No olacak gekilde z noktasimn bir
U komgulugu varsa, R ailesine yerel sonlu denir.

(ii) X’in her z noktasimn, |{i € I | UNR; # 0} < 2 olacak sekilde bir U

komgulugu varsa, R ailesine ayrik aile denir.

(iii) R ailesi, sayilabilir tane yerel sonlu ailenin birlegimi seklinde yazilabiliyor

.ise R ailesine o -yerel sonlu denir.

(iv) R ailesi, sayilabilir tane ayrik ailenin birlegimi geklinde yazlabiliyor ise R

ailesine o -ayrik denir.

2.2. Tanim: X bir kiime ve {A,}scs, X’in altklimelerinin bir ailesi olsun. Eger
her z € X igin {s € S : z € A,} kiimesi sonlu (sayilabilir) ise {As}ses ailesine
noktasal sonlu (noktasal sayilabilir) denir.

2.3. Tammm: X bir topolojik uzay, A = {As}ses ve B = {Bi}ier aileleri X
-uzaymin farkl iki ortisii olsun. Eger her ¢t € T i¢in B; C A, olacak gekilde bir
s € S mevcut ise, B ailesine, A ailesinin incesidir denir.

2.4. Teorem: (STONE Teoremi) Metriklenebilir bir uzayn, her agik ortiistiniin,
hem yerel sonlu hem de o-ayrik olan bir agik incesi vardir.

Kanit: X bir metriklenebilir uzay, {Us}ses ailesi X uzaymn bir agik 6rtiisd
olsun. X tzerindeki metrigi p ile gosterelim. S kiimesi iizerinde bir ”"<” iyi-
siralama bagintis1 gézonitine alahm. Simdi agagidaki kogullar: saglayan ¢ € X
noktalar: fizerinden 1

Vsi= U B(c, 5—,-)
olmak tizere tiimevarimla, X uzaymnin altkiimelerinin bir V; = {V;;} ailesini
tanimlayalim:
(1) s =min{s: c € U,}.
Bu gekilde bir s € S segebiliriz. Clnkii {U,}ses ailesi X’in bir ortisii olduguna
gore ¢ noktasini iceren Uy’ler vardir. Boylece @ # {s: c € U,} C § dir. S kiimesi
iyi sirali oldugundan {s : ¢ € U,} kiimesinin en kii¢iik elemam vardr.
(2) j <ivet€ S olmak tizere ¢ ¢ V; ; dir.

(3) B(c, %) C U, dir.
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Boyle tamumlanan V; ; kiimeleri agiktirlar ve (3) kogulundan V, ; C U, dir. z € X
olsun. z € U, olmak iizcre s € S en kiigiik clemanim alahm. B(z, 2.) c U,
olacak gekilde bir ¢ dogal sayis: segelim. j < ivet € Siginyaz € V,; yada
z € V,,; oldugu agiktir. Buradan V = |J;2, Vi, {U,}ses ailesinin bir agik incesi
olur. Giinki her i € I i¢in V; = {V,,i}ses C U, dir. Simdi her i € N i¢in

(4) 1 € Vi i, T2 € Vi,i ve 8y # 83 = p(z1,22) > 3 oldugunu gosterecegiz.
Boylece her 5;1_;,—1- yuvar1 V; nin en ¢ok bir elemam ile kesigeceginden V; ailesinin
ayrik oldugu gosterilmig olacaktir.

Simdi s; < 39 oldugunu varsayalim. V,, ; ve V,, ; tammindan k = 1,2 icin zx €
B(ck, 3v) C Vi,,i olacak gekilde (1) ve (3) dzelliklerini saglayan c;, c; noktalar
vardir. (3) ozelliginden B(e1, &) C Us, ve (1) zellifinden ¢, ¢ U,, dir. Ciinki
¢y € U,, olsaydi, s, minimum olurdu. Oysa ki, s; < sy dir. Bdylece ¢; & U,
oldugundan ¢; & B(ey, %) C U,, dir. Metrik tamumindan p(cy,cp) > 3 dir.
Uggen egitsizligini kullanirsak,

p(c1,¢2) < p(z1,z2) + ple1, 1) + p(ca, z2)

bulunur. Boylece

p(z1,72) 2 pler, c2) — ples, 1) — plea, z2) > o
elde edilir. Sonug olarak (4) 6zelligi kanitlanmig olur.
Simdi her ¢ € S ve k,j dogal sayilan i¢in
1 _ . 1
(5) B(z, 2—k) CVijise, i>2j+kves€S igin Bz, 2-;—,;) NV,i=0

oldugunu gosterirsek, teoremin kanitini bitirmis oluruz. Cinkii V ailesinin yerel
sonlu olmasini istiyoruz. Yani uzaym her noktas: igin V ailesinin elemanlarimn
sonlu tanesi ile kesigen bir komgulugunu bulmak istiyoruz:

Her z € X icin V; ; klimesi acik oldugundan
1
B(x7 ﬁ) C m:]

olacak gekilde k,j,t dogal sayilar vardir. Bu durumda ise B(z, ~271+7) yuvari V
ailesinin en ¢ok j 4+ k — 1 tanesi ile kesigir. En azindan V; ; ile kesistigi agiktir.
Simdi (5) 6zelligini dogrulayalim:

(2) ozelliginden dolayl c€V,iise,i > j+kicne¢gV,;dr B(z,z3) CV,;
oldugundan p(z,c) > 35 bulunur. i > j + k& > k + 1 oldugundan

0

B(z, =) N B(c

2J+k ’ 9i )
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dir. Simdi bu egitligi kamtlayalim: ¢ 2 k + 1 i¢in
1 1
B(a” W) n B(C; '2_1') # 0

oldugunu varsayahm. Bu durumda y € B(z, 57%) ve y € B(c, 3¢) olacak sekilde
biry € X vardir. Buradan p(z,y) < 57 ve p(y,¢) < 3¢ olur. Uggen esitsizlifinden

1 1 1 1 1
Pz ) Sp(zy) +py )< grmt s <gmm T = 3t

bulunur.

Bu sonug i > k+ 1 i¢in p(z, ¢) > 51,; gergegi ile celigir.

Uyar1: Stone teoreminin ispatindan; bir pseudo-metrikle tiretilen X topolojik
uzaymun her agik ortiisii hem yerel sonlu hem de o-ayrik acik inceye sahiptir.

2.5. Teorem: Her metriklenebilir uzay o—ayrik bir tabana sahiptir.

Kamt: (X, p) metriklenebilir uzay olsun. X uzaymm {B(z, 1)}scx acik ortiisiind
gozoniine alalim. Bu durumda Stone teoreminden bu ortiniin o—ayrik agik B;
incesi vardir. Simdi A
B =B

N i=1
ailesinin X i¢in bir taban oldugunu gosterelim: U C X agik ve z € U olsun. X
uzay1 metriklenebilir oldugundan z € B(z,€) C U olacak gekilde bir € > 0 vardir.
Ayrica her ¢ € N igin B;, X uzayimn bir ortiisiidir. Simdi % < € olacak gekildeki
bir ¢ dogal says: icin iglemlerimizi sfirdiirebiliriz: B; ortii oldugundan Syle bir
B € B; vardir ki z € B'dir. Aynca B; < {B(z, 4)}sex oldugundan z € B C
B(y, 1) olacak gekilde bir y € X vardir. Kamt1 bitirmek i¢in B(y, 1) C B(z,¢)
oldugunu gostermek yetecektir: z € B(y, }) olsun. Buradan p(y,z) < } olur.
Aym zamanda z € B oldugundan da p(y,z) < % dir. Boylece

1 2

1
p(z,z) < p(z,y) + p(y, z) < THr=7<¢

olup z € B(z, €) bulunur. Yani B(y, ) C B(z, €) kapsamas: gergeklenir. O halde
z € B C B(z,€) C U olup

X igin bir tabandir.
Simdi agagidaki sonucu kolayca soyleyebiliriz.

2.6. Sonug: Her metriklenebilir uzay, o-yerel sonlu tabana sahiptir.
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Kamt: Stone teorcminden bir metriklenebilir uzayin her agik ortiistiniin hem
yerel sonlu hem de o-ayrik agik incesi oldugunu biliyoruz. Buna dayanarak; p, X
tizerinde bir metrik ve B;, X uzaymn % yaricaph acik yuvarlarindan olugsan agik

ortiistiniin yerel sonlu incesi olsun. Bu durumda

5=

=1

X icgin bir tabandir ve o-yerel sonludur.

2.7. Yardimer Teorem: X bir T1 uzay: olsun. Her kapali FF C X, her agik
W CX veheri € Nsayis1icin W; CW ve F C U W; olacak gekilde X’in acik

=1

kimelerinin bir Wy, W5, W3, - - - dizisi varsa, X uzay: normaldir.

Kanit: A ve B, X’in ayrik kapal altkiimeleri olsun. F = A ve W = X\ B
diyelim.
1=1,2,3,--- igin A C UW,- ve BOAW; =0 (%)
i=1
olacak gekilde X’in agik kiimelerinin bir Wy, Wy, W3, - - - dizisini olugturalim. F' =
Bve W =X\ A olsun.

= i=1,23,icnBC|JVive ANV =0 (%)
=1
olacak gekilde X’in agik kiimelerinin bir V3, Vo, Vs, - - - dizisini olugturalim. G; =
Wi\ UJ-<1- Vjve H; =V; \ Ujgi W ; kiimeleri agiktir.
o oo
Fve(*)dan ACU=JGiveBCV =] H;
i=1

g=1

acv=ea=Um\U7)=Uwmn(N%)

i<i i=1 i<i

=1

bulunur. Yani -~

Ac(Uwan(Un%H)

olup, U NV = @ oldugundan X uzay: normaldir.

2.8. Yardimc1 Teorem: X bir Ty uzay: olsun. X uzayimn regiiler olmas: igin
gerekli ve yeterli kogul her z € X ve z’in her V komguluguna karsilik

ceUcUcCV

olacak gekilde = noktasinn bir U komgulugunun mevcut olmasidir.
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2.9. Teorem: Her 2. sayilabilir regiiler uzay normaldir.

Kamnit: Her X regiiler uzay: bir sayilabilir B tabaniyla bir 6nceki Yardimer Teo-
remde verilen gart: saglar. Clinkii, her z € Figinz € U, C U, C W olacak gekilde

bir U; € B vardir. Tiim U, ailesi sayilabilirdir ve F C |J U, dir. Béylece X
z€F
uzay1 normaldir.

2.10. Teorem: Her yerel sonlu {A,}ses ailesi igin

) Uz=U4

3s€S 3E€ES
dir.
Kamt: Her s € S i¢in 4, C |J 4, oldugundan
sES .
U4 clUa
s€S s€S

dir. Tersine z € | A, olsun. {A,}ses ailesi yerel sonlu oldugundan z’in Gyle
s€S
bir komgulugu vardir ki, {A,};cs ailesinin yalnizca sonlu tane elemam ile kesigir.

Yani, bu komguluga U dersek,
h [Sol=1{s€S:UNA, #0} < o0

olur. Béylece z ¢ U, cs\ s, 4s dir-

T € UA3= UASU U A,

s€S 3€Sp s€S\Se
oldugundan
T E LJ A, = LJ.Z:<: LJ.Z:
8€So 8€Sy Ss€ES
elde edilir. O halde |J 4, = {J 4, dir.
3€S s€S

2.11. Tanim: X bir topolojik uzay ve A C X olsun.

(i) A kiimesi X uz?,ylndaki agik kiimelerin sayilabilir kesigimi gseklinde yazilabiliyorsa,

A kiimesine bir G5 kiime denir.

(ii) A kiimesi X uzayindaki kapal kiimelerin sayilabilir birlegimi seklinde yazilabiliyorsa,
A kiimesine bir F, kitme denir.

2.12. Sonug: X topolojik uzayr normal ve A C X olsun. A kiimesinin bir acik
Fy kiime olmas: igin gerekli ve yeterii kogul A = f~*((0, 1]) olacak bigimde bir
f : X — I siirekli fonksiyonunun var olmasidir.
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2.13. Tanim: X bir topolojik uzay olsun. X normal bir uzay ve X’in her kapal:
altklimesi bir G5 kiume ise X uzayina kusursuz normal uzay adi verilir,

Her normal X uzayinin kusursuz normal olmas: igin gerekli ve yeterli kogul X
uzayimn her agik altkiimesinin bir F, kiime olmasidir.

2.14. Yardimcei Teorem: o-yerel sonlu tabana sahip her regiiler uzay kusursuz

normaldir.

Kusursuz normal uzaylar aym zamanda normal oldugundan; o-yerel sonlu tabana

sahip her regiiler uzaym normal oldugunu soyleyebiliriz.

Kamt: X bir regiiler uzay, : = 1,2,3,- - icin B; ailesi yerel sonlu olmak {izere,
B = G B;, X uzaymm bir tabam olsun. Bu uzaymn her acik kiimesinin bir F,
kﬁmeﬁlldugunu yani; kapali kiimelerin sayilabilir birlegimi-olarak yazilabilecegini
gostermeliyiz. W C X agik olsun. X uzay: regiler oldugundan her z € W igin

z € U(z) Cc U(z) W
olacak gekilde bir i(z) € N ve U(z) € Bj(;) agi vardir. Simdi

Wi = | {U(e) : i(z) = i}

“olsun. Boylece W = | J W; olacak gekilde X’in Wy, Wy, W, - - - agik altkiimelerinin
=1 :

bir dizisini elde etmis oluruz. Her ¢ = 1,2,3,--- i¢in W; C W dir. Ciinkii

Wi= | v = |J T cw

i(z)=: (z)=1

dir. Boylece Yardimct Teorem 2.7 den X uzay: normaldir. O halde W = fj W;

=1
olup X kusursuz normaldir.
Simdi iyi bilinen bir teoremi ifade edelim.
2.15. Teorem: X bir topolojik uzay ve i = 1,2,3,--- icin f; : X — R siirekli
fonksiyonlar olsun. Eger {f;} fonksiyon dizisi bir f : X — R fonksiyonuna diizgiin
yakinsiyorsa, f fonksiyonu da stireklidir.

2.16. Yardimc: Teorem: X, bir Ty uzay: ve {d;}ien ailesi, X uzay: lizerinde
1 ile simurlt pseudo-metriklerin sayilabilir bir ailesi agagidaki iki 6zelligi saglasin:

(i)i=1,2,3,--- i¢in d; : X x X — R siirekli fonksiyondur.
(ii) Her z € X ve ) # A C X kapali kiimesi icin = ¢ A ise

di(z,A) = inf{di(z,a) :a € A} >0




olacak gekilde bir i € N vardir.

Bu durumda her z,y € X igin

o0

d(mv7 ) = Z “z'lfdi(xa y)

i=1

fonksiyonu X tizerinde bir metriktir ve X uzayr metriklenebilirdir.

Kamt: Once d fonksiyonunun X iizerinde bir metrik oldugunu goérelim. Her
1 € N igin d; pseudo-metrik oldugundan z € X olmak dzere d(z,z) = 0 dur.
(M2),(M3) kogullarimn saglandigy agiktir. Biz gsimdi ¢,y € X ve z # y olmak
tzere d(z,y) > 0 oldugunu gosterelim:
X, To uzay: oldugundan ya z ¢ {y} ya da y ¢ {z} dir. Béylece (ii) ozelliginden
d(z,y) > 0 dir. Boyle tanumlanan d fonksiyonu, X tzerinde metriktir. A C X
olmak tizere A = {z : d(z,A) = 0} oldugunu biliyoruz. O halde X uzayin
metriklenebilmesi igin

dz,A)=0&=>z€ A
oldugunu gostermek yeterlidir.
Simdi z ¢ A ise, d(z,A) > 0 oldugunu gdsterelim. (ii) den di(z,A) = r > 0
olacak sekilde bir i € N vardir. Béylece d(z, 4) > d(z, 4) > /2 > 0 olur.
“Tersine (i) sikkindan her ¢ € N icin d; fonksiyonlan siireklidir ve Weier-Strass
M-Testinden

— 1

doy) =3, 54@)
serisi dlizgiin yakinsak oldugundan d : X x X — R fonksiyonu da siireklidir. Simdi
f(z) = d(z, A) ile tamumh f : X — R fonksiyonunu gozoniine alahm. f fonksiyonu
siireklidir. Béylece z € Aise f(z) € f(A) C f(A) = {0} olup d(z, A) = 0 bulunur.
O halde X uzay: metriklenebilirdir. $imdi de Nagata-Smirnov Metriklenebilme

Teoremini kamtlarken kullanacagimiz bir teoremi verelim:

2.17. Teorem: X bir topolojik uzay ve fs : X — R olmak tizere {fs}scs ailesi,
destekleri X uzayinin yerel sonlu altkiimeler ailesini olusturan siirekli fonksiyon-
lardan olugsun. Bu durumda

f(z) = Z fs(z)

3€S
ile tanimli fonksiyon stireklidir.

Kamt: U, = {z € X : f,(z) # 0} olmak lizere {U,};es ailesi yerel sonlu olsun.
Bu durumda her z € X ve s; € So = {31,892, -*,3k} icin Uy N Uy, # 0 olacak
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gekilde z noktasim igeren bir U, agk kiimesi vardir. {U,},es ailesi yerel sonlu
oldugundan aym zamanda noktasal sonludur. Buradan z € X olmak lizere z
noktasin igeren sonlu tane U, kitmesi vardir. O halde f(z) = 3, . ¢ fo(z) olmak
uzere f, : X — R fonksiyonu iyi tamumli ve her s € S igin f, fouksiyonu siirekli
oldugundan f fonksiyonu U, kiimesi {izerinde siireklidir. Ayrica her z € X i¢in
bir bdyle bir U, agik kiimesi bulabildigimiz i¢in X = | J, ¢ x Uz dir. O halde her
z € X igin f|U, kisitlanmg fonksiyonu siirekli ve X = |J o Uz oldugundan
fs : X — R fonksiyonu siireklidir.

Simdi NAGATA-SMIRNOV Metriklenebilme Teoremini ifade ederek ispat-
layalim.

2.18. Teorem: Bir X topolojik uzayimn metriklenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kogul X uzayinin regiiler olmasi ve bir o—yerel sonlu tabana sahip olmasidir.

Kamit:(==:) Her metriklenebilir uzayin o—yerel sonlu tabana sahip oldugunu
daha 6nce gostermigtik.

Simdi her metrik uzaym regiiler oldugunu gésterelim. Metrik uzaylarin tek nokta
kiimelerinin kapali olmasi nedeniyle T} uzaylari olduklarim biliyoruz.

Biz daha genel olarak metrik uzaylarin normal oldugunu gosterelim:

F,K C X aynk kapah kiimeler olsun. Agk kiime tanimindan ¢ € F vey € K
i¢in B(z,e;) N K =0 ve B(y,¢,) N K = @ olacak bigimde €, €, > 0 vardir. Simdi

_ €y e He &
G zLEJFB’(a:, 2) e H ygB(y, 2)
agik kiimelerini gézontine alahm. F C G, K C H dir. Simdi GN H = @ oldugunu
gosterelim:
Tersine z € G ve z € H olacak gekilde bir z € X oldugunu varsayahm. O halde
bir z € F ve bir y € K i¢in z € B(z, %) N B(y, %) dir. Boylece d(z,2) < & ve
d(y,z) < ¢ olup

d(z,y) < d(z,z) +d(y,z) < _621 + fz,y_

bulunur. $imdi ya €; < ¢, ya da ¢y < €, dir. € < €y olmasi durumunda,
z € B(y, €y) olur. Ancak bu sonug F, K kiimerinin ayrik olmas: ile celigir.

O halde GN H = ( olup (X, d) uzay: normaldir.

(¢=:) B; = {Us}ses; bir yerel sonlu aile olmak iizere, B = \J Bi, o-yerel sonlu
=1

tabanina sahip X regiiler uzayin gézoniine alalim. o-yerel sonlu tabana sahip her
regiiler uzayn kusursuz normal oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla her agik kiime F,
kiimedir, $imdi daha 6nce gordiigiimiiz Sonug 2.12 den; her ;: € N ve en az bir
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s € S;igin U, = f,7'((0,1)) olacak gekilde siirekli bir f, : X — I fonksiyonu

vardir, Simdi

W, = (U, x X)U(X x U,)

kiimesini gézoniine alahim. Buna gére {W,},es; ailesi X x X’de yerel sonludur:
(z,y) € X x X olsun. z’in bir G komgulugunu ve y’nin de bir H komgulugunu
alalim. Bu durumda Gx H kiimesi X x X uzayinda (z, y) noktasinin bir komgulugu
olur. §imdi W, N{G x H] # @ hangi durumda gergeklenir; bunu inceleyelim:

[(Us x X)U (X x Us)IN[G x H] # 0 olmas: igin (Us x X) N[G x H] # O veya
(X x Us)N[G x H] # 0 olmali ve boylece Us NG # @ veya U N H # 0 olmalidir.
B; = {Us}ses; ailesi yerel sonlu oldugundan U, N G # @ ve U, N H # 0 kogulunu
saglayan s € S;’ler sonlu tane olmak zorundadir. Béylece W, N [G x H] # ( olan
s € S;’ler sonlu tanedir. Buna gore {W,}ses; ailesi X x X’de yerel sonludur.

(z,y) & W, ise |fo(z) — fo(y)| = 0 dur:

(z,y) ¢ W, ise (z,y) ¢ (Us x X) ve (z,y) ¢ (X x U,) dir. Boylece z ¢ U, ve
y ¢ U, dir. O halde fi(z) =0 ve f,(y) =0 olup |fs(z) — fs(y)| = 0 olur.

Simdi (z,y) € X X X olmak Gizere

gi(z,y) = Z |fs(2) — fs(y)l
SES;

ile tamiml g; : X x X — R fonksiyonunu gézéniine alahm. Bu gekilde tamimlanan
fonksiyon siireklidir. Bunun i¢in her (z,y) € X x X igin g;|y fonksiyonu siirekli
olacak gekilde (x,y)nin bir U komgulugunu bulmak yeterli olacaktir. {W,},es,
ailesi yerel sonlu oldugundan (z,y) noktasinin bu ailenin sonlu tane eleman: ile
kesigen N X Ny gibi bir komgulugu vardir ve buna bagh olarak W, nin tanimindan
sonlu tane f, fonksiyonu vardir. §imdi g; : N; x N, — R kisitlanmmg fonksiyonunu
dilginelim. Sonlu tane s € S; icin {fs(z) — fa(y)| # O olup; (z,y) ¢ W, (yani
sonsuz tane W,)’ler icin |fs(z) — fs(y)| = 0 oldugundan bu kisitlanmig fonksiyon
stireklidir. O halde Teorem 2.17 den (z,y) € X x X i¢in

9i(z:9) = Y Ife(2) — fo(w)]
3€S;
ile tanimh g¢; : X x X — R fonksiyonu siireklidir.
1=1,2,3,--- i¢in
di(z,y) = min(L, gi(z,y))

X tzerinde 1 ile siurh bir pseudo-metrik tamimlar. (M1’) ve (M2) kogulu agikga
saglanur. §imdi (M3) kogulunun saglandigini gosterelim, z,z € X olmak fizere

gi(z,2) = Zaes‘ lfs(z) - fs(z)l = ZséS; lfs(z) - fs(y) + fa(y) — fa(2)]
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9i(2,2) < Tes; 1 fo(@) = Fol) + 1 fuly) — £o(2)]
=Y es 1fol@) = i)+ Les, [fo(y) — fo(2)]

olup béylece gi(z,2) < gi(z,y) + gi(y, 2) elde edilir. Jimdi

di(xsy) = min(lagi(may))
min{l, gi(z, 2) + gi(2,9)}
min{l, g'i(ma z)} + min{L g.,-(z, y)}

oldugundan
di(m7 y) g d'i(xa z) + di(Z, y)

bulunur. O halde di(z,y) = min(1, gi(z,y)) 1 ile stmrl pseudo-metriktir. {di}3Z,
ailesi Yardime: Teorem 2.16 daki (i) ve (ii) dzelliklerini saglar ve siireklidir. (i)
zelliginin saglandig agiktir. Simdi biz (ii) Szelliginin saglandigim gorelim:
z € X,0# A C X kapal: olmak fizere z ¢ A olsun. Bdylece z € X\ A olup X\ 4
kiimesi agiktir. B taban oldugundan z € U C X \ A olacak sekilde bir U € B
vardir. A C X \ U dir. Bdylece bir ¢ ve buna karsilik gelen bir s € S; igin U =
U, € B; dir. Simdi f,(z) > 0 ve f,(A4) = {0} oldugundan U, = U = f;((0,1])
~dir. O halde A C (f71((0,1]))* olup A C f;(0) oldugundan f,(A) C {0} elde
edilir. Bu ise f,(A) = {0} demektir. Boylece

inf{di(z,a):a € A} 2 fo(z) >0

olup a € A oldugundan f,(a) = 0 dir. O halde gi(z,a) = 3¢5, |fs(z)| halini
alir. Bu ise

inf{min{1, Y _ |fs(z)|} : @ € A} 2 fo(z) >0

S€S;

oldugundan, Yardime: Teorem 2.16 dan dolay1r X uzaymn metriklenebilmesi de-
mektir.

2.19. Teorem: (Bing Metriklenebilme Teoremi) Bir topolojik uzayin metrik-
lenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul bu uzayin regiiler olmas: ve o-ayrik tabana
sahip olmasidir.

Kanit: Kanit1 Teorem 2.5 ve Teorem 2.18 den aciktir.

2.20. Tamim: X ile Y topolojik uzaylar, A CY ve f : X = Y bir fonksiyon
olsun. Eger f = i, o g olacak sekilde bir g : X — A homeomorfizmi varsa, f
doniigimiine bir homeomorfik gomme denir.
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2.21. Tanim: m bir sonsuz kardinal say1, § kardinali m olan bir kiime ve her

s € Sigin I, = [ X {s} olsun. |J I, kiimesi tzcrinde bir E bagmtis1 goyle
s€S
tanimlansin:

z=0=y veya (z =y ve 81 = 33) ise, (z,31)E(y, 32)

Bu gekilde tanimlanan F bir denklik bagintisidir. z,y € I olmak tizere,

d([(xa S1 )]1 [(y7 82)]) = { _,‘:_;.—yyl S$1 =,é S2

gseklinde tamumli d.: [I,] X [I;] = R* fonksiyonu, E’nin denklik siniflarinin kiimesi
tzerinde bir metrik tanumlar. ([I,] x [Is),d) uzayim J(m) ile gosterecegiz. m
kardinal sayist igin bu metrik uzay S kiimesinin segimine bagh olmak zorunda
degildir.

Her s € S igin j,(z) = [(z, )] ile tanmumh | Js : I = J(m) fonksiyonu bir homeo-
morfik gémmedir. Ayrica J(m) metriklenebilirdir. r rasyonel say1 olmak tizere
[(r, 8)] bigimindeki noktalar: kapsayan biitiin rasyonel yarigaph yuvarlarinn ailesi,
J(m) i¢in bir tabandir. Bdylece w(J(m)) < m olur. [(1, s)] bicimindeki tiim nok-
talarindan olusan J(m)’in altuzayi, kardinali m olan ayrik uzaydir. Bu nedenle
w(J(m)) = m dir.

81 = 89

~2.22. Tamum : Bir X uzay: bir P topolojik ozelligine sahip ve P 6zelligine sahip
her uzay X’de gomiili ise, bu durumda X uzayina bu P topolojik 6zelligine sahip
tim uzaylar i¢in evrenseldir denir.

2.23. Tanim: X bir topolojik uzay, {Y,}ses topolojik uzaylarn bir ailesi ve
fs : X — Y, olmak Gzere, F = {f,}ses strekli fonksiyonlarin ailesini gézoniine
alahm. Eger, her 2,y € X ve z # y i¢in fo(z) # fs(y) olacak sekilde bir s € §
varsa JF ailesi noktalar: ayirir denir.

Eger her kapali F C X ve z ¢ F icin fo(x) ¢ fs(F) olacak gekilde bir f, € F
varsa J ailesi noktalar: ve kapah kiimeleri aywrir denir.

2.24. Tamim: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bu durumda
w(X) = min{|B| : B, X uzay igin bir taban}

nicel sayisma (X,7T) topolojik uzaymmn agwrhg denir ve bu say1 w((X, 7)) ile
gosterilir.

2.25. Teorem: X bir topolojik uzay olsun. Eger w(X) < m ise, X’in acik
altkiimelerinin her {U,}.es ailesi i¢in

|So] < m ve U U, = UU,,
8€Sg seS
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olacak gekilde bir Sy C S kiimesi vardir.
Kamt: |B| < m olacak gekilde X’in bir B taban: verilsin.
Bo={U€B:UCU,seS}

kiimesini olugturalim ve her U € Bo igin U C Uy olacak gekilde bir s(U) € S
segelim. Simdi s : By — S igine fonksiyonu iyi tamumlidir. Teoremin kaniti igin
So = $(Bo) C S oldugunu gdsterecegiz.

|Sol = |s(Bo)| < |B| < m oldugu agiktir. Simdi z € |J, g U, alahm. O halde bir
s € Siginz € U, dir ve z € U C U, olacak gekilde bir U € B vardir. U € By ve
s(U) € So oldugu agiktir. U C U,(y) oldugundan

zGUCUs(U)VC U U,
3€So

dir. Béylece |J Us C |J U, elde edilir. Diger yoni ise agiktir.
€S 8€Sp

2.26. Teorem: X bir topolojik uzay olmak tizere w(X) < m ise X’in her B
taban i¢in |Bo| < m ve By C B olacak gekilde X ’in bir By taban: vardir.

Kamt: m > Ry oldugunu kabul edelim ve [T'| < m olmak tizere By = {W;}ier
ailesi X i¢in bir taban olsun. B = {U,}secs taban ve her ¢t € T igin

Sit)={se S:Us c W}

ile tammbh olsun. B, X igin bir taban oldugundan (J,¢g(;) Us = Wi dir ve Teorem
2.25 den |So(t)| < m olacak gekilde So(t) C S(t) kiimesi vardir ve

We= |J U= |J Us-(¥
s€S(t) 3€So(t)

dir. Bo = {Us}seso(),ter olsun. |T| < m, |So(t)] < m ve m? = m oldugundan
[Bo] < m dir. Simdi Bo’in X icin bir taban oldugunu gdsterecefiz:
Keyfi bir z € X noktasi ve onun bir V' komsgulugu verilsin. B; taban oldugundan
z € W; C V olacak gekilde bir t € T vardir. (*) esitligindenz € U, C W, C V
olacak gekilde bir s € Sy(t) vardir. Bdylece U, € Bg oldugundan Bo, X icin bir
tabandir.
Simdi de w(X) = m < oo olmak fizere B, X uzay: igin herhangi bir taban ve
By = {B4,B3, -+ ,Bn} ailesi de X uzay: igin sonlu bir taban olsun.

B,CB
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oldugunu gosterclim. Bunu gormcek igin By ¢ B olacak gekilde bir B € B,
oldugunu varsayalin. Bu durumda

Bl = {B2,B32, -+, Bm}

ailesi X uzay: igin bir taban olamaz. Ciinkii B; en kii¢iik taban oldugundan,
Bi agia bu ailedeki kiimelerin birlegimi olarak yazilamaz. O halde B} bir taban
olmadigindan bir G agik kiimesi vardir ki,

G#|H{BreBi:k#1}
dir.
G=|J{BieBi:i=1,2,---,m}
olarak yazilabildiginden, B; C G dir. Simdi z € B; olsun. Bu durumda B agk
ve By bir taban oldugundan z € B; C B; olacak sekilde bir B, € B; vardir.

Yine B, agik ve B taban oldugundan bir k dogal says: igin k; # 1 olmak iizere
z € By, C Bj olacak sekilde bir B € B vardir. O halde &k, # 1 olmak {izere

Bi= | J B
r€EB,

dir. Buradan z ¢ G\ B; olup z € Bx, C B; C G bulunur. O halde k, # 1 olmak
_tzere G = |J, ¢ Bk, olur ki, bu Bj ailesinin taban olmamas: ile geligir.

Boylece B; C B ve B; ailesi X uzay icin bir tabandir.

2.27. Tanum: X bir topolojik uzay, {As}ses, X’in bir ortisi ve f, : 4, =+ Y
olmak tizere {fs}ses siirekli fonksiyonlarin ailesi olsun.
(i) Her $1,82 € S icin

faila,na,, = foala,na,,
kogulunu saglayan f, déniigiimine uyumlu dénigiim denir.
(i) z € A, icin f(z) = fs(z) bigiminde tammh f: X — Y fonksiyonuna {fs}ses
ailesinin kombinasyonu denir ve 7,¢sf, = f ile gdsterilir.

2.28. Sonug: J yerel sonlu bir aile ve F = || F olsun. 3 ’nin her elemam kapal:
ise F' kapahdir. F’nin her eleman: kapali ve agik ise F kapall ve agiktir.

2.29. Yardimer Teorem: X,Y topolojik uzaylar olmak tizere, {U,}ses, X in
agik ortisii ve fq : Uy = Y olmak tizere {fs}ses uyumlu fonksiyonlarm ailesi ise,
bu durumda

f=Vsesfo: X =Y

fonksiyonu stireklidir.




Kamt: U CY agk olsun.

o= )

8€S

dir. f71(U), Us’de agik olup X’de de agiktir. O halde f fonksiyonu siireklidir.

2.30. Sonug: {F;}ses, X uzaymmn bir yerel sonlu kapal ortiisii ve fo : Fy =Y
olmak tizere {fs}ses uyumlu fonksiyonlarmn ailesi olsun. Bu durumda

f=Vsesfs: X 2Y

fonksiyonu stireklidir.

Kamit: F C Y kapali olsun. f~YF) = |J f;1(F) dir. F, kapali ve f;}(F),
s€s .

Fy’de kapah oldugundan X’de de kapalidir. Aym zamanda {f;(F)}ses ailesi
yerel sonludur: .

Her s € S igin f;}(F) C F; ve {F,},es ailesi yerel sonlu oldugundan agiktir. O
halde Sonuc 2.28 den f~!(F), X’de kapali olup, f fonksiyonu siireklidir.

2.31. Tanim: X bir topolojik uzay, {Y;}ses topolojik uzaylarin bir ailesi ve
fs : X = Y, olmak fizere {f,}ses siirekli fonksiyonlarin ailesi olsun. z € X
“igin {fs(z)} € [[,es¥s olan f : X — J[,c5Ys doniiglimiine {fs}ses ailesinin
kogegeni denir ve A,esf, ile gosterilir.

2.32. Yardimc1 Teorem: Eger f : X — Y stirekli déniisimi birebir ve {f}
ailesi noktalar: ve kapali kiimeleri ayiriyorsa, f bir homeomorfik gommedir.

Kamt: f fonksiyonuﬁun homeomorfik gdmme olmas: i¢in bir homeomorfizma, ile
bir gbmme doniigiimiinin bilegkesi olmalidir. Her ¢ € X icin f'(z) = f(z) ile
tammh f/ : X — f(X) fonksiyonunun bir homeomorfizma ve her y € f(X) igin
i(y) = y ile tamumh i : f(X) — Y fonksiyonunun gémme fonksiyonu oldugunu
gosterelim:
f’ fonksiyonu, f fonksiyonuna bagh olarak stirekli, birebir ve értendir. f’ fonksi-
yonunun tersinin siirekliligine denk olarak kapali fonksiyon oldugunu goérelim:
F C X kapal olsun.

f'(F) = f(F) = f(X)n f(F)
egitliginin oldugunu gorirsek f/'(F), f(X) altuzayinda kapah olup f'~! siirekli
olacaktir. O halde f(F) = f(X)Nf(F) oldugunu gorelim: y = f(z) € F(X)\ f(F)

ise ¢ ¢ F dir. {f} noktalar1 ve kapalh kiimeleri ayirdigindan f(z) ¢ f(F) dir.

Baoylece f(z) ¢ f(X) N f(F) bulunur. O halde y € f(X)N f(F) ise y € f(F)
bulunur. O halde f’ fonksiyonu bir homeomorfizmadir.
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Simdi de her z € f(X) igin i(x) = z ilc tammbh ¢ : f(X) — Y fonksiyonunun
gomme fonksiyonu oldugundan f = i o f/ oldugunu gostermek; f’in bir homeo-

morfik gdmme oldugunu gormemiz yetecektir. ¢ € X igin
f(z) =i(f(=)) = i(f'(z)) = (i o f')(=)
olup kamt tamarmlamr.

2.33. Teorem: (Kogegen Teorem) f, : X — Y, olmak iizere F = {fs}ses
siirekli fonksiyonlarin ailesi noktalar:1 ayiriyor ise bu durumda

f=bwesfi: X~ []7,
SE€S
birebir bir doniisimdir. F = {f;}ses ailesi noktalar: ve kapal kiimeleri ayirtyor
ise f bir homeomorfik gémmedir. Eger f, bir homeomorfik gémme olacak gekilde
bir s € S varsa f yine bir homeomorfik gémmedir.

Kamt: F ailesi noktalar1 ayiriyor ise =,y € X olmak {izere z # y igin fi(z) #
fs(y) olacak gekilde bir f, € F vardir. O halde f(z) # f(y) dir ve boylece f
fonksiyonu birebirdir.

Eger F ailesi noktalan ve kapah kiimeleri ayiryor ise bu durumda {f} ailesi de
_noktalar: ve kapah kiimeleri aymr: z € X ve F C X kapah olsun. z ¢ F ise
Fo(z) ¢ F(F) olacak sekilde bir s € S vardir. Bdylece f(z) ¢ F(F) dir. Buradan
. {f} ailesi de noktalar: ve kapal kiimeleri ayirir. O halde Yardimci Teorem 2.32
den f fonksiyonu bir homeomorfik gémmedir.

2.34. Teorem: [J(m)]*® kartezyen garpimi, agirlifh m > o olan tiim metrik-
lenebilir uzaylar i¢in evrenseldir.

Kanit: P o6zelligi olarak, agirhgi m olan metriklenebilir uzay olma o6zelligini
alahm. [J(m)]Ro, agirthgs m olan metriklenebilir bir uzaydir. X agirhg m olan
metriklenebilir bir uzay olsun. X uzay: metriklenebilir oldugundan, B; = {Us}ses,,

o0
X’in altkiimelerinin ayrik ailesi olmak Gizere B = |} B; o-ayrik tabam vardir. Biz

=1

Teorem 2.26 dan S = (J S; kiimesinin m kardinaline sahip oldugunu varsayabili-
i=1
riz. Genelligi bozmaksizin, bu S kiimesini J(m) in tamminda kullanilan S kiimesi

olarak alalim.

Her 7 € N ve bir s € §; igin Sonug 2.12 den dolay1 U, = f;71((0, 1]) olacak gekilde
fs + X — I siirekli fonksiyonu vardir. Buradan {U,}.cs, ailesi ayrik ailedir.
Cinkd B; ayrik ailedir.

Aynica {Us}ses; ailesi X uzaymun, yerel sonlu, kapah bir drtisiidiir: {U,}.es,
ailesi aynik aile oldugundan {U,},es, ailesi de yerel sonludur ve U; = f571((0, 1))
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dir. Aynica f, altindaki gortintiisii 0 olan clemanlar U, kiimesinde degildir, ama
U, kiimesindedir. O halde {U,},es; ailesi X uzaymun bir rtiisiidiir.
Js + I = J(m) siirekli fonksiyonlar1 aracihigs ile bir so € S sabiti igin,

js(fo(z)) z €U,
Js0(0) z€X\ UsGS; U,

ile tamml f; : X — J(m) stirekli fonksiyonunu diigiinelim.

{fi}$2, ailesi noktalar: ve kapal kiimeleri ayinir: z € X ve 2 ¢ F C X kapah
olsun. F kapah oldugundan X \ F agiktir ve z € X \ F dir. B = |J {Us}ses; X

=1

filz) =

igin bir taban oldugundan

X \ F = U Us
3€S;,iEN

dir: Béylece z € X \ F = {,¢s, ien Us = U,es, ien Us bulunur. O halde z € U,
olacak gekilde bir ¢ € N ve bu 7’ye kargihk bir s € §; vardir. . Bu s € §; icin
Us = f71((0,1]) olacak gekilde f, : X — I siirekli fonksiyonu vardir. z € U,
oldugundan fi(z) = js(fs(z)) dir ve siireklidir. Ciinkii j, ve f; fonksiyonlar:
sireklidir. Simdi fi(F) = 7,(f:(F)) ve j, kapal: oldugundan j,(fs(F)) C jo(F>(F)
dir. Simdi fi(z) € js(fs(F) oldugunu varsayalim. = ¢ F idi. = € U,, olacak
“gekilde bir i € N ve sp € S; vardir. Boylece fi,(z) € (0,1] dir. Her y € F
igin fo(y) = {0} oldugundan f,(F) = {0} olup fi(z) = jso(fso(2)) € so(0)
bulunur. O halde z € X \ {J,¢g, Us dir. Buise z € (J,¢g, Us olusu ile celigir.
Demek ki fi(z) ¢ fi(F) olup {fi}32, ailesi noktalar:1 ve kapali kiimeleri ayirir.

=1

Boylece Kogegen Teoreminden, {f;}32, ailesinin diagonali olan f : X — [ J(m)
=1

fonksiyonu homeomorfik gommedir.

2.35. Yardumel Teorem: X bir topolojik uzay olsun. Eger X uzayinin her
agik ortisi, yerel sonlu kapall inceye sahip ise, bu durumda X uzaymmn her acik
ortisd, bir yerel sonlu agik inceye sahiptir.

Kanit: U, X uzaymn bir agik ortiisii ve A = {A;}ses, U ortiisiiniin yerel sonlu
bir incesi olsun. Her z € X i¢in z noktasimin A ailesinden sadece sonlu tane
eleman kesen bir V; komgulugunu secelim. A ailesi yerel sonlu oldugu igin boyle
bir komguluk vardir. Simdi {V;};ex geklinde olugturdugumuz aile X uzaymnn
agik bir orttsidir. JF, {Vz}zex agk Srtiisiintin yerel sonlu kapah bir incesi olsun.
Her s € S igin

Wo=X\|{FeF:Fn4,=0}

kiimesini tanumlayalim. Her s € S igin W, kiimesi agiktir ve 4, C W, dir:




F ailesi yerel sonlu oldugu igin W, kiimesi agktir. Simdi A, C W, oldugunu
gorelim: Bunun igin z € A, ve z ¢ W, olacak gekilde bir z € X noktasin
oldugunu varsayalim. Bu durumda z € |J{F € F: FN A, = 0} demektir. Yani,
FN Ay = 0 olacak gekildeki bir F € F i¢in ¢ € F dir. Oysa bu z € A, olugu ile
geligir. O halde A; C W, bulunur.

Ayrica her s € S igin

(*) - -- W,NF # (0 ancak ve ancak A, NF # () kogulunu saglayan bir F' € F vardur:
Bunu gormek igin Wy N F # @ olsun. O halde F € X \ W, yani F € | J{F €
F:FnN A, =0} bulunur. Bu ise A; N F # 0 olacak gekilde bir F' € JF kiimesinin
varligs demektir. Simdi de her s € S igin A, C U(s) olacak gekilde bir U(s) € U
segelim (A < U oldugundan bu kiimeyi se¢gme hakkimiz vardir) ve

Ve =W,NU(s)

kilmesini gozoniine alahm. {V,}ses ailesi Wnun bir agk incesidir. Cinkil her
s € Sicin V; = W,NU(s) C U(s) dir. Simdiher F € Figin |{s : FNA, #0}] < 00
oldugunu gosterelim: Her s € S icin F N A, = @ oldugunu varsayalim. Bu
durumda A, C X \ F dir. ¥ ailesi {V;}zex aqk Ortisiinin yerel sonlu kapal
incesi oldugundan her FF € ¥ igin F C V; olacak gekilde bir V; € {V;}zex
vardir. O halde (V;)! € X \ F dir. Simdi ya A, C (Vz)! € X\ F dir ya da
V) C A, C X\ F dir.

As C (Vz)! € X\ F olsun. Ancak bu durum [{s : V; N 4, # 0}{ < oo olusu
ile geligir. Diger durum icin de aym ¢eligki vardir. O halde her F' € J igin
H{s: FN A, # 0} < oo dir.

{Vs}es ailesi yerel sonludur: |{s : FN A, # 0} < oo idi. Bu durumda |{s :
FN W, # 0} < oo dur., F ailesi ortii oldugundan her z € X i¢in z noktasinn

U, CRHUFRUFU---UF,

olacak gekilde bir U, komgulugu vardir. Her bir F sonlu tane W; ile kesigtiginden
FyLUF,UF;U---UF, de sonlu tane W, ile kesigir. Boylece her z € X icin U,
de sonlu tane W, ile kesigir. O halde U, N W, N U(s) # 0 olan sonlu tane s € §

vardir. Yani
{s : Uz "W, NU(s) #0} < 0

dur. Boylece {Vs}ses ailesi yerel sonludur.

2.36. Tamim : X bir kiime ve <, X {izerinde bir baginti olsun. < bagintisi, her
z,y,z € X igin

(LOl) z<yvey<zisezr <z




(LO2) s <yiscy £ =
(LO3) z#4yiscz <y veyay <«

kogullarim sagliyorsa < bagintisina X’de dogrusal sirahidir denir. Bu baginta
ile X’e dogrusal sirali kiime denir.

2.37. Tamun : X bir kiime ve <, X tlzerinde bir baginti olsun. < bagintisi, her

z,y,2 € X igin,
(ORl) z<yvey<ziser <z
(OR2) z <z
(OR3) z<yvey<zisez=y

kogullarim saghyorsa < bagintisina X’de siradir denir. Bu bagint: ile X’e sirah
kiime denir.

Her dogrusal sirali kiime bir siral kiitmedir. Her kiime ailesi C bagntisi ile siralidr.

2.38. Tanim: f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Eger X Hausdorff bir uzay,
f kapali bir doniigiim ve tiim f~!(y) kiimeleri X de kompakt ise, f’e kusursuz
doniisim denir.

~

Tammdan, Hausdorff bir X uzay: tizerinde tamimli f : X — Y birebir fonk-
siyonunun kusursuz olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul f fonksiyonunun kapah
olmasidir.(Yani f bir homeomorfik gémme ve f(X) C Y bir kapah kiimedir.)
Ozel olarak iy : M — X gbmme doniigiimii kusursuzdur ancak ve ancak M
kapahdir ve Hausdorff uzaydir.

Her yerel sonlu ortiiniin aym zamanda noktasal sonlu oldugu agiktir.

2.39. Teorem: X normal bir uzay ve {U,}ses, X uzayimun noktasal sonlu acik
ortiisii olsun. Bu durumda her s € S icin V, C U, olacak gekilde X ’in {Vs}ses
agik ortdst vardir.

Kamit: X uzay: tizerindeki topolojiyi 7 ile gbsterelim ve
§={G| G:S — T bir fonksiyon}
ailesini g6z6nine alahm. G ailesi agagidaki ozellikleri saglasin:

(1) G(3) = U, veya G(s) C U,

(2) UsGS G(S) =X
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Simdi G ailesi {izerine goyle bir siralama koyalm: Her s € S i¢in G 1(8) # U, iken
Gi(s) = Ga(s) ise G, < Gy dir. G ailesinin bir dogrusal sirali altailesi Go ve her
s € S igin
Go(s) = [ G(s)
GESo

e tamml olsun. Simdi bir s € S alalm. Her G € Go icin G(s) = U, ise
Go(s) = U, olup, Go(s) agiktir. Eger en az bir G* € o igin G*(s) # U, ise (yani
G*(s) C U, ise); bu durumda Go(s) = G*(s) olacaktir. Ciinki G (s) Cc U, ve
G*(s) C U, olacak gekilde G (s) # G*(s) oldugunu diigiinelim. Go ailesi dogrusal
sirali oldugundan ya G <G*yadaG* < G olmaldir. Bu durum ise G (s) #
G*(s) olusu ile geligir. Qiinka G (s) # U, ve G*(3) # U, dir. O halde Go(s) yine
aciktir. O halde (1) ve (2) kogulunun saglandigim gérelim:

Her G € S icin G(s) = U, ise Go(s) = U, dir. Eger en az bir G € Go igin
G(s) C U, ise Go(s) = Naeso G(s) oldugundan Go(s) C U, olup (1) kosulu
saglanir. :

z € X olsun.{U,}ses noktasal sonlu oldugundan, herz =1,2,3,---, kicin z € U,
olacak sekilde So = {s1,52,93, " ,sk} C S sonlu kiimesi vardir. s € S\ So igin
z ¢ U, dir. Bam s; € So i¢in Go(si) = Us; ise z € Go(si) C Uses Go(s)
olur. Simdi Go(si) # Us; olsun. Yani her ¢ = 1,2,3,-+-,k ve bir G; € Go igin
\Gi(si) # U,, olsun. So ailesi dogrusal sirah oldugundan j < k olacak gekilde bir
j vardir ki i =1,2,8,---,k i¢in G; < G, dir. Cunka {G1,G2,Gs,- -, G} sonlu
ve G dogrusal siral oldugundan bir en biyik G;(j < k) verdir. Gi(s:) # Us
ve Gi < G; oldugundan Gi(s:) = G;(s;) dir. Bu Gj'ye (2) kogulunu uygularsak
z € Gj(siy) = Go(si,) olacak gekilde bir io < k vardir. Boylece z € U5 Go(s)
bulunur.Béylece (2) kogulu saglandu.

Buradan kolayca goriilebilir ki, her G € o icin G < Gop dir. Ciinkii G(s) ¢ U, iken
G(s) = Go(s) oldugu i¢in G < Go dir. (Arakesiti olugturan G(s)’ lerden en fazla
bir tanesi U, den farkli olabilir.) Bu durumda ise Kuratowski-Zorn Lemmadan
dolay1 G ailesinde bir G maksimal elemam vardir. Kamt: tamamlamak icin her s €
S igin G(3) C U, olduggunu géstermeliyiz. Ciinki ashnda Go(s) C U oldugunu
gostermek istiyoruz. G(s) ¢ U, oldugunu varsayahm. Bu durumda G(s0) N (X \
U,,) # 0 olacak gekilde bir so € § vardir. Simdi

A:X\U{G(s):sGS\{So}}

olarak tanumh A kiimesi kapali ve A C G(s0) dir. X normal uzay oldugundan
Ac U c U C G(so) olacak sekilde bir U agik kiimesi vardir. (1) den G(so) =
U(so) dur ve

U 3 = 3¢

0 ={ g1 sp
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tamim1 G < G’ ve G # G olacak gekilde bir fonksiyon tamimlar. Simdi G' € G
oldugunu gorelim.: s # 8o igin G'(s) = G(s) = U(s) dir. s = sp i¢in G'(s0) =
U C G(sp) = Us, olup (1) dzelligi gergeklenir. z € X olsun. z € U olacak gekilde
bir U € {U,} vardir. Bu durumda z € G'(3) ya da G € § oldugundan G’ye (2)’yi
uygularsak z € G(s) olacak gekilde bir s € S vardir. G’ € G iken G < G’ ve

G # @ olugyu; G’nin maksimal olugu ile geligir. O halde her s € S igin G(s) C U,
bulunur,

2.40. Teorem: f : X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonk-
siyonu kapahdir(agiktir) ancak ve ancak her B C 'Y ve f~'(B)’yi kapsayan her
agik(kapall)) A C X igin f~'(C) C A olacak gekilde B’yi kapsayan bir C C Y
agik(kapali) kiimesi vardir.

Kanit: f: X — Y siirekli, kapali bir fonksiyon olsun.B C Y ve f~}(B) C A
olacak gekilde A C X agik kilmesini alalim. C = Y \ f(X \ A) olarak secelim.
Bu durumda C C Y agiktir ve B C Cdir: B € C olugunu varsayalm. 6y1eyse
y ¢ C olacak sekilde bir y € B vardir. y € f(X \ A) dir. Bu durumda f(z) =y
olacak gekilde bir z € (X \ A) vardir. z ¢ A oldugundanz ¢ f~}(B) olup y ¢ B
bulunur. Oysa bu y € B olmast ile geligir. O halde B C C dir ve

_ FHUO = I\ FX\A) =X\ fT(f(X\4) c X\ (X\4) =4

olup f~1(C) C A bulunur.
Simdi de kamitin diger yoniine bakalim: F C X kapali olsun. A = X \ F a,gxktu_'.
B =Y\ f(F) olarak segelim. Bu durumda

FFAB) =T W\fE)=X\fT(f(F) C(X\F)=4

dir. Varsayimdan f~!(C) C A olacak sekilde Y\ f(F)yi kapsayan C C Y agk
kiimesi vardir. O halde f~(C)NF = @ olup CN f(F) = @ dir. Yani C C Y\ f(F)
olup f(F) =Y \ C bulunur. Béylece f(F) kapali bulundugundan f fonksiyonu
kapalidir.

Simdi 2.40 Teoremin dogal bir sonucu olan agagidaki teoreme gecelim.

2.41. Teorem: f: X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f kapalidir
ancak ve ancak hery € Y ve f~}(y)’yi kapsayan her U C X agigrigin f~Y(V) C U
olacak sekilde y’nin bir V komgulugu vardir.

Kanit: f kapal olsun. Bir onceki teoremden dolay: bu yonii agktir. C kiimesini
agtk oldugu igin y’nin komgulugu olarak alabiliriz. Kamtin diger yoniine bakalim:
B C Y ve f~(B) C A olacak gekilde bir A C X agik kiimesi verilsin. Bu durumda
-her y € B igin f~1(V,) C A olacak gekilde y’nin bir V, komgulugu vardir. $imdi
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C = { Vj scklinde tamml C kiimesini gozoniine alalm. € kiimesi agiktir ve
yeD
B C C olup f~Y(C) C A dir: Bunu gdrmek i¢in z € f~'(C) = f~Y(U V)
A yenB

alahm. Buradan f(z) € |J V, dir. Bu durumda f(x) € V, olacak gekilde bir
yeB
y € B vardir. Buy € Biginz € f~(V,) dir. Hery € B igin f~(V,) C A

oldugundan z € A bulunur. Boylece bir 6nceki teoremden f fonksiyonu kapalidir.

2.42. Yardimc1 Teorem: f : X — Y kusursuz donigim olsun. X uzaymn

altkiimelerinden olusan her yerel sonlu A ailesi igin
{f(A): Ae A}
ailesi de Y ’de yerel sonludur.

Kamt: Her y € Y igin x € f~1(y) ise A ailesi yerel sonlu oldugundan A ailesinin

sonlu tane eleman: ile kesigen z’in bir V; komgulugu vardir. Bu durumda f~}(y) C
U Ve dir ve f~!(y) kompakt oldugundan

z€f~1(y)

f—l(y) C Vxl UV22UV1;3U"’UVI" :Uy

dir. Bu U, C X aqg A'nin sonlu tane elemam ile kesigir. f fonksiyonu ka-
.pal oldugundan ve Teorem 2.41 den f~1(V,) C U, olacak sekilde y’nin bir V,
komgulugu vardir. Simdi

Hf(4): F(A) N F(Uy) # 0} < o0

dir ve
{f(4): fF(AV, #0} <o
bulunur. Boylece {f(A4) : A € A} ailesi ¥ uzayinda yerel sonludur.

2.43. Yardimc: Teorem: X metriklenebilir bir uzay olsun. f : X —» Y
kusursuz déniigiimii orten ise Y uzaymin her acitk ortist, acgik yerel sonlu inceye
sahiptir.

Kanit:X metriklenebilir bir uzay, f : X — Y kusursuz doniigimi orten ve V,
Y’nin bir agik drtiisii olsun. Stone Teoreminden dolay: {f~1(V)}vev, X uzayinm
yerel sonlu {U, } ;e s agik incesine sahip agik ortiisiidiir. Teorem 2.39 dan, hers € §
i¢in Fy C U, olacak gekilde X uzayimmn bir F = {F,},ecs kapal ortiisti vardir. Bu
durumda F yerel sonlu olur. Yardime: Teorem 2.42 den {f(F})}ses ailesi Y'nin
V ortiisiiniin bir yerel sonlu incesidir. f kapali oldugundan {f(F,)}ses kapahdir.
Yardime: Teorem 2.35 den Y uzaymin V agik 6rtiist bir {f(F)}ses yerel sonlu
kapali inceye sahip oldugundan, bir yerel sonlu acik inceye de sahiptir.
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2.44. Sonug:  Bir kompakt kiime tzerinde tanumnh siirekli; reel degerli her

fonksiyon sinirhdir.

Kamt: f: X — R siirekli, X kompakt ve A C X olsun. f(X) C R kompakt
ve R uzayr Ty oldugundan f(X) kapalidir. Bdylece f(X) smrhdir. O halde
sup f(X) = ¢ ve inf{f(X)} = d olacak gekilde ¢,d € R vardir. f(X) kapal
oldugundan ¢,d € f(X) dir.

2.45. Sonug: (X,d) bir metrik uzay, A C X kompakt ve A C U olmak {izere
U agik olsun. Bu durumda B(A,r) C U olacak gekilde r > 0 vardir.

Kanit: f(z) = d(z, X \ U) olmak {izere f : X — R fonksiyonunu tammlayalim.
Bu fonksiyonun A kiimesi izerinde pozitif degerli oldugunu gosterelim:

Her z € A igin f(z) > 0 oldugunu gosterecegiz. z € Aise z ¢ X \ U dur. d,
X uzerinde bir metrik oldugundan d(z, X \ U) > 0 dir. Boylece f(z) > 0 dir. A
kompakt kiimesi {izerinde tamiml siirekli ve reel degerli f fonksiyonu simirhidir ve
siurin elde edebiliriz. O halde her z € 4 i¢in r < f(z) olacak gekilde bir r > 0

sayist vardir.

Simdi B(A,r) = |J B(y,r) C U oldugunu gosterelim: z € B(A,r) ve z ¢ U
yEA
olsun. O halde z € B(y,r) olacak gekilde bir y € A vardir. z ¢ U oldugundan

z€eX\U dur.
f(y) =d(y, X \U) = infld(y,u) : v € X \ U}

oldugundan f(y) < d(y,z) dir. y € A oldugundan r < f(y) idi. O halde r <
fly) < d(y, z) bulunurki; bu d(y, z) < r olmasi ile geligir. Boylece B(A4,7) C U
bulunur.

2.46. Tanim: M surekli, 6rten fonksiyonlarin ailesi ve P topolojik uzaylarin bir
ozelligi olsun. P ozelligi, M sinifindaki fonksiyonlar altinda korunuyorsa, P’ye M
sinifinin degismezidir ya da M’nin fonksiyonlari altinda korunur denir.

2.47. Teorem: Ty, T4, kusursuz normal uzaylar kapali déniigiimler altinda ko-
runurlar(degigmezdirler).

Kanit: T) uzayinda tek nokta kitmeleri kapahdir. Dolayisiyla kapali déniigiim
altinda Y uzayinda da biitiin tek nokta kiimeleri kapali olacaktir ki bu da Y’nin
Ty olmas: demektir. f : X — Y kapah bir doniigiim ve X normal(T}) uzay olsun.
f kapali oldugundan Y de T} dir. U UV =Y olacak gekilde U,V C Y agiklarim
alahm. f~Y(U) ve f~Y(V) kiimeleri X'de agktir ve X'i orterler. X normal
uzay oldugundan Ao C f~'(U), By C f~!(V) ve Ao U By = X olacak sekilde
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Ag, By C X kapah kiimeleri vardir. A = f(Ao)ve B = f(Bo) kiumeleri Y'de
kapalidir. Boylece A C f(f~'(U)) =U, B C f(f~Y(V)) =U ve AUB = f(X)
oldugundan Y’de normaldir.

f: X =Y kapali déniigiim, X kusursuz normal uzay olsun. Bu durumda F; ¢ X
kapali olmak tizere her U C Y agig igin f~(U) = |J ™F; dir.

=1

= (o) = f(U R = T AR

i=1 i=1

olup Y uzayi kusursuz normaldir.
2.48. Teorem: Metriklenebilirlik kusursuz déntigiimler altinda korunur.

Kanit: f: X — Y kusursuz déniigimii orten ve X metriklenebilir uzay olsun.
X tzerinde bir d metrigi verilsin ve her 7 = 1,2,3,.--, her y € Y icin Ui(y) =

B(f~'(y), 1), Wiy) = Y\ f(X\Ui(y)) ve Vi(y) = “‘(Wi(y)) C Uily) agik
kiimelerini olugturalim. U;(y) nin tanimindan

jZiicnUi(y) CU(y) (1)

dir. ' W; = {Wi(y)}yey ailesi Y’nin agik Srtiistidiir: Bunu gormek igin, a € Y ve
-a ¢ U,y Wi(y) oldugunu digiinelim. Bu durumdaher y € Y icin a € f(X\U;(y))
dir. O halde f(z) = a olacak gekilde bir z € (X \ U;(y)) vardir. z ¢ Ui(y)
iken f(z) = a dir. Her y € Y igin d(z, f~'(y)) > % dir. Her y € ¥ igin
d(f~(a), f~1(y)) > % dir. Bu durumda ise a = y oldugunda d(f~'(a), f ~(y)) >
1 olugu d’nin metrik olugu ile geligir. O halde W; = {Wi(y)}yey ailesi Y'nin agik
ortiisiidiir.
Her y € Y i¢in {Wi(y)}2, ailesi y noktasimin bir tabamidir.  (2)

Gergekten V, y’nin bir komgulugu olsun. f siirekli oldugundan f~1(y) C f~1(V)
dir. Sonug 2.45 den U;(y) C f~(V) olacak gekilde bir ¢ vardir. f kusursuz
oldugundan f~!(y) kompakt; f~1(V), f~(y)'yi kapsayan bir agik ve X metrik-
lenebilir oldugundan X \ f~1(V') C X\ Ui(y) olup, f(X\ f~1(V)) C F(X\Ui(y))
dir. Béylece Y \ f(X \Ui(y)) C Y\ f(X\ F~HV)) = V bulunur. BSylece

Y\f(X\Ui(y)) =Wiy)CcV

bulundugundan {W;(y)}i=1™ ailesi y noktasinin bir tabamdir. Simdi her W;(y)
igin

\U{Wi(2) : y € Wj(2)} € Wi(y) olacak gekilde bir j € J vardir.  (3)
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Somug 2.45 den ve (1) den j > 2i iken Uj(y) C Vai(y) olacak gckilde j vardir.
y € W;(z) olacak gekilde 2 € Y noktasiun diigiinelim.

F () € Vi(z) C Uj(2)

dir. Ginkii y € W) = ¥ \ (F(X\Uj(2))) olup, f7(y) € fr(Wil=) =
Vj(2) C Uj(2) dir. Boylece d(z,z") < % olacak gekilde z € fYz) ve 2’ € f~'(y)
vardir. Buradan Uj(y) N f~(z) # 0 ve F~1(z) C Vai(y) dir.Cinkd = noktasiyla
birlikte en son kiime f~1(f(z)) fiberini kapsar. Ui(y) 0 f(z) # 0 dir. Cinki
U;j(y)Nf1(z) = 0 olsa f~Yz) C X\Uj(y) olur. z € FY(2) igin d(z, F 1 (¥)) < i
olup z € U;(y) bulunur ki bu bir ¢eligkidir.

Simdi f~1(z) C Vai(y) oldugunu gosterelim: z € f7'(2) olsun. Bu durumda
d(z, f~1(y)) < % olur. Bu ise z € U;(y) demektir. Uj(y) C Vai(y) oldugundan
z € Vai(y) bulunur ki, bdylece f~1(2) C Vai(y) dir.

t € Wj(z) alahm. f~'(t) C U;(#) oldugundan, her z € FY() icin p(z,2") < % <
2 olacak gekilde ¢ € f~Y(z) vardir. Yukandan F1(z) C Vai(y) € Uai(y) dir.

Buradan d(z',z"") < & olacak sekilde bir " € f~1(y) vardir. Boylece

d(z,z") < d(z,z") + d(z',z") < %

_pulupur. Simdi f71(t) C Ui(y) oldugunu gorelim: z € f7'(t) igin d(z,z") < %
olup = € f(y) oldugundan z € Ui(y) bulunur. Bdylece f~Y¢t) C Usi(y) dir.
Buradan X \ Ui(y) C X \ f7'(¢) olup f(X \ Ui(y)) C fIX \ f7(#)) bulunur.
Y\ FE\ 1) © ¥\ FX\T) di. £ € Y\ FX\F7 () C Wily) olup
t € Wi(y) bulunur. Boylece (3) ispatlanir. Yardimct Teorem 2.43 den; Y’nin W;
acik ortiisiiniin yerel sonlu bir agik incesi vardir. Bu agik inceye B; dersek (2) ve

(3) den
B = | B
i=1

Y icin bir tabandir: U agk ve y € U olsun. {Wi(y)}2, ailesi y noktasinda
komguluk tabami oldugundan Wi(y) C U olacak sekilde bir i € N vardir. (3)
zelliginden bir j icin | {W;(z) 1 y € W;(2)} C Wi(y) dir. Her ¢ € N i¢in W;’nin
incesi olan B; aym zamanda bir Srtiidir. Boylece Bj’de bir 6rtil oldugundan
y € B € B; olacak gekilde bir B vardir. B; < W; oldugundany € B C Wi(z)
olacak sekilde W;(z) € W; vardur. Boylece y € Wj(z) C Wi(y) olup y € Wi(y)

dir. O halde y € B C Wi(y) C U olup B = |J B; bir tabandir. Her B; yerel

=1

sonlu oldugundan B ailesi, o-yerel sonlu bir tabandir. X uzayi normal ve f
kusursuz doniigim oldugundan Y uzay: da normaldir. Bdylece Nagata-Smirnov

Teoreminden Y uzay: regiiler ve o-yerel sonlu oldugundan metriklenebilirdir. .y‘“
‘?j(?(ly g

e

@@%@

C- q'{)\,‘w

<.

3 o
@0
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2.49. Tanmim: X bir kiime ve {F} = {F,},es, X'in altkiimelerinin bir ailesi
olsun. ¥ # @ ve her {s1, s2,83,++,8k} C S sonlu kiimesi i¢in

FyyNF,NFyyN---NF,, #0
ise, F ailesi sonlu arakesit 6zelliine sahiptir denir.

2.50. Teorem: X Hausdorfl uzaymmn kompakt olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul X’in sonlu arakesit 6zelligine sahip, kapali kiimelerinin her ailesi bogtan
farkl: arakesite sahip olmasidir.

Kanit: (==:) X Hausdorff uzay: kompakt ve X’in sonlu arakesit dzelligine sahip,
kapal kilmelerinin ailesi {F, }ses olsun.

(JF-=0
oldugunu varsayahm. U, = X \ F}, olarak diiginiliirse
Ut.=UX\F)=X\[F=X
s€S 3€S s€S
dir. {U,}ses ailesi X’in bir agik ortilsiidiir. X uzay: kompakt oldugundan X =
k
U U, olacak sekilde {U,,, Us,, Usy, - - -, Us, } altortiisit vardir. Buradan

=1

k k k
X=JU, =X\ F,=X\F,

i=1 i=1 =1

k
oldugundan () F,; = 0 olmalidir. Oysa bu F ailesinin sonlu arakesit dzelligine
t=1
sahip olmas: ile geligir. O halde (), g Fs # @ olmahdur.
(¢<=:) X uzay1 kompakt olmasm. Bu durumda X uzayinin sonlu arakesit 5zelligine
sahip, kapal: kiimelerinin bir ailesinin b0§ arakesite sahip oldugunu gostermeliyiz.
X uzayr kompakt olmadig igin X # U A; olacak gekilde bir A = {4; : 1 € I}

agik Ortisi vardir. Her 7 € I igin F} = X \ A; olsun. O halde {F; : i € I} ailesi
X uzayimn kapali kiimelerinden olugur.

k k k
NFE=X\A=X\|J4 #0

=1 =1 i=1

oldugu i¢in {F; : ¢ € I'} ailesi sonlu arakesit ozelligine sahiptir. O halde
NFE=NX\A=x\{J4i=0
i€l i€l el

elde edilir.
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2.51. Teorem: X uzayr Hausdorff olmak tizere agagidakiler denktir:
(i) X uzayt sayilabilir kompakttir.

(it} X uzaymun sonlu arakesit ézelligine sahip kapali kimelerinin sayilabilir her

ailesi bog olmayan arakesite sahiptir.

(iii) X uzayinin bos olmayan kapal kiimelerinin her azalan Fy D F; D F3 O - -+
o
dizisi i¢in (| F; # 0 dir.
i=1
Kamt:(:) = (i7): X uzay: sayilabilir kompakt olsun. Fakat X uzaymm, sonlu
arakesit ozelligine sahip, kapah kiimelerinin sayilabilir bir ailesinin arakesiti bog
olsun. Yani her i = 1,2,--- igin F; C X kapali ve (] F; = { olsun. Vi igin

i=1
o0 o0
Gi = X\ F; olarak alalim. Bu durumda G; bir agik kiimedir ve |J X\ F; = {J G;
) i=] =1
ailesi X uzayimn sayilabilir bir acik ortiisudiir.
X sayilabilir kompakt oldugundan bu agk Ortiintin sonlu bir altortisi vardir.

Yani o n
X=|Jx\F, =G
k=1 k=1

dir. Her iki tarafin tiumleyenini alirsak

=X\JGiu=_)Fa
k=1 k=1

olur ki bu, F; ailesinin sonlu arakesit 6zellligine sahip olugu ile celigir.

(#7) => (#31): Bu durum aqktir.

(#13) = (¢): X uzayiun sayilabilir kompakt olmadigim1 varsayahm. Bu durumda

X uzaymin 6yle bir sayilabilir agik 6rtisit vardir ki bunun hicbir sonlu altortiisii

X uzaym ortmez. G; # 0 olmak tizere

X={JGi=Gi1UGUGsU---

=1
0181111. F] =X\G1, F2 =X\G1 UG2,"‘, Fn =X\G] UGzU'”,Gn olarak
alalim. Bu durumda F; D F; D F3 D --- kapali kiimelerin azalan dizisini elde
etmig oluruz. (iii) kogulundan (} *°F; # § dur.

i=1

X\ﬁﬂ#X

ve boylece |J (X \ Fi) # X olur ki, bu durum, X = (J G; olmas ile eligir. O
i=1 i=1
halde X sayilabilir kompakttir.




2.52. Tamim: (X,7) bir topolojik uzay, ¢ € X olsun.
x(z, (X,T)) = min{|B(z| : B(), = noktasinda bir taban}

nicel sayisina z noktasimin karakteri denir ve x(z, (X, 7))} ile gosterilir,

(X, 7)) topolojik uzayimn karakteri, tim x(z, (X, 7)) sayilarinin supremumu olarak
tanimlamr ve x(X,T)) ile gosterilir.

2.53. Tanim: (X,7) bir regliler topolojik uzay: olsun. Eger X uzaymin her
actk Ortiisiiniin sayilabilir bir altSrtiisii varsa, X uzayina Lindelof uzay denir.

2.54. Teorem: X Hausdorff olmak tizere agagidaki ifadeler denktir:
(i) X sayilabilir kompakttir.
(ii) X uzayimn bog olmayan altkiimelerinin her yerel sonlu ailesi sonludur.
(ili) X uzaymn tek nokta kiimelerinin her yerel sonlu ailesi sonludur.
(iv) X uzaymin her sonsuz altkiimesi bir y1gilma noktasina sahiptir.

(v) X uzaymun sayilabilir sonsuz her altkiimesinin bir yighlma noktas: vardir.

Kamit: (i) = (i¢): X uzaymn bos olmayan altkiimelerinden olusan, yerel sonlu
TA;}32, ailesinin oldugunu va.rsayahm

Simdi herbir ¢ € N i¢in F; = U A; kiimelerini gozoniine alahm. Her ¢ € N
j=t

1gm F; kiimesi kapahdir ve {F }ien ailesi azalan bir dizi olugturur. Bu durumda
ﬂ F; # 0 dir. O balde z € ﬂ F; olacak sgekilde bir z € X vardir. Buradan her

=1 =1

tiginz € F; = U Aj dir. Bir j > ¢ igin z € A; dir. Buradan z noktasinmn her
Jj=i

U komgulugu i¢in U N A; # 0 dir. Bu ise {A;}{2, ailesinin yerel sonlu olugu ile

geligir.

Simdi de () F; = 0 olsa bu durum, X uzaymmn sayilabilir kompakt olmas ile

i=1

geligir. Boylece bu kogullar: saglayan bir {A;}32, ailesi yoktur.

O halde X uzaymmun bog olmayan altkiimelerinin her yerel sonlu ailesi sonludur.
(#) = (44¢): Bu durum agiktir.

(17) => (vi): A = {z; : i € N} C X altkiimesi bir yigilma noktasina sahip
olmasin. Genel durumu bozmayacagindan j # k icin z; # zx kabul edebiliriz.
Her i € N igin S; = {z : k > i} kiimelerini gozoniine alalim. Simdi

N&=0

i=1
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m ———
oldugunu gosterelim. Tersine [} S; # @ oldugunu varsayalim. Bu durumda z €
i=1

oo _ —
) S; olacak gekilde bir z € X vardir. Her 7 € N igin 2 € S; dir ve boylece : € N
i=1

ve z noktasimn her U komgulugu i¢in UNS; # 0 olur. Bu durumda z € U olacak
sekilde bir k& > ¢ vardir. Bura.dan z, A kiimesinin ylgllma. noktasi demektir. Bu

bir geligki oldugundan, ﬂ S; = 0 dir. Bu durumda z € ﬂ S; oldugundan i € N
olmak tizere S} = {{xk} k > i} olarak tammlanan S’ anlesn yerel sonludur. Bu

ailenin yerel sonlu olugu ise varsayimimizla geligir. O halde X uzayinin her sonsuz
altkiimesi y1g1lma noktasina sahiptir.

(iv) = (v): Bu durum agiktir.

(v) = (¢): X uzaymn sayilabilir kornpakt olmadigini varsayahm. Bu durumda
X uzaymmn bog olmayan Fy D F; D --- kapali kiimelerinin azalan bir dizisi vardir
ve ﬂ F; =0 dur. 7 € Nigin z; € F; olmak fizere A = {z1, 22,23, -} kiimesi

=1

sonsuzdur. Qinkii bu kiime sonlu olsaydi, ﬂ F; # 0 olmas: gerekirdi.

=1
Simdi A? = @ oldugunu gosterelim: Her z € X igin x ¢ F; olacak bigimde bir
¢ € N vardir. Buradan

= (X \ Fy) \[{93;175527"'7‘31'—1} \ {z}]
olarak tammlanan U kiimesi, ¢ noktasin: icerdiginden ve agik oldugundan z nok-
tasimn bir komgulugudur. Simdi de U N A C {z} oldugunu gorelim: y e UN A
olsun. Buradany € U vey € Adu. y € U ise,y ¢ F; ve y ¢ {z1,22,"--,Ti<1}
veyay ¢ F; vey € {z} dir. Ayn: zamanda y € A oldugu igin y = z bulunur.
Boylece A? = ( elde edilir. Bu durum ise, (v) ile ¢elisir. O halde X uzay
sayilabilir kompakttar.

Simdi ¢ok iyi bilinen bir teoremi ifade edelim.
2.55. Teorem: Metriklenebilir her uzay icin agagidakiler denktir:
(i) X uzay1 kompakttir. .
(ii) X uzay: sayilabilir kompakttir.
(iii} X uzay: dizisel kompakttir.

Simdi {inli Hanai-Morita-Stone Teoreminin ispatinda kullanacagimiz agagidaki
yardime: teoremi verelim.

2.56. Yardimc1 Teorem: (Vainstein Yardimc: Teoremi) X uzay: metrik-
lenebilir olsun. Eger f : X — Y orten, kapali dénigim ise, her y € Y igin
x(y,Y) £ Ry olmak tizere 8(f~'(y)) kiimesi kompakttir.
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Kamt: |4]| = 8o olmak {izerc A = {z,32,23,-+-} C F = d(f~(y)) ve {Vi}2,
ailesi y € Y noktasinin bir tabam olsun. X uzay: tizerinde d metrigi olsun.
Her i = 1,2,3,- - igin d(z;,z;') < % olacak gekilde z;' € f~Y(V;) \ f~'(y) nok-
tast scgelim. Boyle bir nokta segebiliriz. Ciinki z; € F C f~'(y) € f~Y(Vi)
kapsamasimi saglayan {y} ve f~!(y) kiimeleri f doniigimii kepali oldugundan
kapalidir. Buradan B(z;, 1) N f~(V;) kiimesi z; noktasimn bir komgulugudur.
Simdi z; € F C f~!(y) € f~YV;) kepsamasiu gorelim: A C F oldugundan
z; € F ve f~!(y) kiimesi kapah oldugundan F C f~1(y) dir. Bdylece z; € F C
FY(y) dir. Simdi z € f~!(y) olsun. f(z) = y olup f(z) € V; dir. z € f~1(V;)
oldugundan f~(y) C f~1(V;) bulunur. Simdi de B{z1',z2’,z3’,- - -} olmak {izere

y € f(B)\ f(B)

oldugunu gorelim: y ¢ f(B) \ f(B) oldugunu varsayalim. Bu durumda y ¢ f(B)
veya y € f(B) dir. y ¢ f(B) ise V;N f(B) = B olacak sekilde bir V; kiimesi vardr.
fHVin f(B)) = 0 dir. Buradan f~H(V;)Nf~1(f(B)) =0 olup f~1(V;)N(B) =0
bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. Simdi de y € f(B) olsun. Bu durumda f(z;') =y
olacak bi¢imde bir z;’ € B noktas: vardir. Buradan z;’ € f~1(y) bulunur ki bu
da bir celigkidir. O halde y € f(B)\ f(B) kapsamas: dogrudur. f kapah déniigiim
oldugundan B # B ve B¢ # 0 dir. i = 1,2,3,--- icin d(z;, ;') < 1 oldugundan
A*=B? 4 () dir: ¢ € B ise z € B\ {z} dir. Bu durumda ise her ¢ > 0 igin
B(z,e) N B\ {z} # 0 dir. O halde d(z,2) < € ve z € B\ {z} olacak gekilde bir
z € X vardir. z # z ve Oyle bir 4/ € N igin z = z;’ oldugundan d(z,z;') < ¢
ve + < eicin d(z,z;') < % oldugundan z € A dir. Oyle biriicinz =z; € 4
bulundugundan z; = z € A? elde edilir. O halde

0+ B%C A

dir. Diger yonii de benzer gekilde goriilebilir. Buradan F’nin her sayilabilir sonsuz
altkiimesi bir yigilma noktasina sahiptir. Bu durumda Teorem 2.54 den (zaten X
metriklenebilir uzay oldugundan T; dir) F' sayilabilir kompakttir. Metriklenebilir
uzaylarda sayilabilir kompaktlik ile kompaktlik denk oldugundan F' kompakttir.

2.57. Teorem: (Hanai-Morita-Stone Teoremi) X metriklenebilir bir uzay
olsun. Her f : X — Y kapali ve orten fonksiyonu icin agsaghdakiler denktir:

(1) Y uzay1 metriklenebilirdir.
(2) Y uzay: birinci sayilabilirdir.
(3) Hery € Y i¢in 8(f~(y)) kiimesi kompakttr.

Kanit:
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(1) = (2) Agktir.

(2) = (3) Budurumda Vainstein Yardimer Teoreminden dolay her y € Y igin 8(f~ (y))
kiimesi kompakttir.

(3) = (1) Her y € Y igin A(y) C X olmak fizere

(A (), B(F1(y)) £ 0
4v) = {A(y) C Fi(ypelAly) =1, (F(y)) =0

geklinde tamimbh A(y) kiimelerini gézoniine alahm. §imdi A = {J, .y A(y) kiimesi
X uzaymda kapalidir. Clinkdi X \ A kiimesi (f~*(y))° kiimesinden en fazla bir
tek nokta atilarak elde edilen kiimelerin birlegimi seklindedir: z ¢ A ise z ¢ A(y)
dir. y = f(z) ise z € f~(y) dir. Simdi iki durum sézkonusudur:

(1) &(F~'(y)) # 0 ise, = ¢ O(f (y)) dir. z € (f~(y))° olur.

(i) 8(f*(y) = D ise, = € (f~(1))" = f~(y) dir. Giinkis ~(y) kiimesi hem
aglk hem de kapahidir. A(y) = {2z} ve z € f~'(y) \ {z} olsun. (f'(y)) =
0 oldugu durumda A(y) € f~'(y) ve |[A(y)| = 1 idi. Bu durumda = ¢ A(y)
oldugundan eger A(y) = {z} ise z # z dir. Simdi X \ 4 = Uyer (71 (®))° veya
X\A = U, ey (F7H())°\{z, y} olup X\ A kiimesi agik bulunur. Béylece A kiimesi
kapahdir. O halde f|4 : A — Y kisitlama fonksiyonu kapali ve ortendir. Her
Y €Y icin A(y) kiimesinin tammindan f|, fonksiyonunun érten oldugu agiktir.
Buradan her y €Y igin

(ﬂA)——l w)= {Zlf;:(kytl)h kimeler

dir. y € Y olsun. (f|a)™'(y) C U, ey Aly) = A dur.

A7 W =Fwna=r"wn U Aw) = | F ) nAw)

yeY yey
dir. Bier (F7(y)) # 0 ise (F14)""() = U, ey £~ () N 8(F (1)) = 8(F 1 (3)
bulunur. Eger 8f~(y) = 0 ise (fla)™"(y) = Uyey /71 (y) N Aly) = Aly) dir.
Boylece f|4 fonksiyonunun fiberleri kompakttir. Cilinkii 8(f~!(y)) varsayiundan
kompakt ve tek noktah kiimeler de kapalidir. O halde f|4 fonksiyonu kapali ve
siirekli, X' uzay1 Hausdorff, fiberler kompakt oldugundan f| 4 fonksiyonu kusursuz-
dur. Metriklenebilirlik kusursuz donigiimler altinda korundugundan Y uzay1 da
metriklenebilirdir.

Daha 6nce metriklenebilirligin kusursuz doniigiimler altmda korundugunu gosterrmgtlk
Qimdi déniglimiin ozelligini zayiflatalim.

2.58. Teorem: Metriklenebilirlik hem kapali hem de acik olan déniigimler
altinda korunur.
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Kamt: X metriklenebilir bir uzay, f : X — Y kapali, acik, stirckli ve orten olsun.
X uzay: metriklebilir bir uzay oldugundan birinci sayilabilirdir. Yani her z € X
igin x(z,X) < Wo dir. f fonksiyonu érten ve agik oldugundan x(Y) < x(X)
olup Y uzaymin her noktasinin karakteri sayilabilirdir. Bu durumda Vainstein
Yardimei Teoreminin kogullan saglandigindan 0(f ~!(y)) kiimesi kompakttir. Son
olarak Hanai-Morita-Stone Teoreminden her y € Y icin 8(f~(y)) kiimesi kom-
pakt oldugundan Y uzay: da metriklenebilirdir.

2.59. Teorem: f:X — Y siirekli, acik doniigiim olsun. Bu durumda herz € X
igin x(f(z),Y) < x(z, X) dir. Eger f(X) =Y ise w(Y) < w(X) ve x(Y) < x(X)
dir.

Kanit: f donfigimil z noktasimin her tabamuni f(z) noktasimin bir tabanna; X
uzaymn her tabanim f(X) uzaymun bir tabanina déniigtiriir: z € X ve B(z), =
noktasinin bir tabam olsun. Bu durumda f(B(z)), f(z) noktasimn bir tabamdur:
U CY agk ve f(z) € U olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan f~1(U) kiimesi
agiktir ve z € f~}(U)dir. B(z), = noktasinin bir tabani oldugundan z € B C
FH(U) olacak sgekilde bir B € B(z) vardir. Buradan goriintii alirsak f(z) €
F(B) € f(f~YU)) € U bulunur.

Ayrica £ € X olmak tizere

|B(2)| = x(z, X) 2 |f(B(2))] 2 x(f(2),Y)

~

dir.

2.60. Yardimc: Teorem: X bir Hausdorff uzay, {A;}% | ailesi X uzaymmn
sonlu bir értiistd, f; : Ai = Y olmak itizere {f;}£_, uyumlu fonksiyonlarmn ailesi
ve f = f1 V f2 V-V fr kombinasyonu siirekli olsun. Eger tiim f; fonksiyonlar:
kusursuz ise, ise f kombinasyonu da kusursuzdur.

Kamt: Her : = 1,2,3,---,k i¢in f; : A; — Y kusursuz doniligim olsun. Her
t = 1,2,3,---,k icin f; donigimi kusursuz ve dolayisiyla kapali oldugundan
bunlarin kombinasyonu olan f doniigiimil de kapalidir.

Simdi de her y € Y igin f~!(y) kiimesinin X uzayinda kompakt oldugunu gorelim:
y € Y olsun. Bu durumda ¢ =1,2,3,---,% igin

e =U o)

olup, (f;)~(y), A; kiimesinde ve dolayisiyla X uzaymnda kompakttir. Kompakt
kiimelerin sonlu sayida birlegimleri yine kompakt oldugundan f~!(y) kiimesi X
uzayinda kompakt bulunur. O halde f = 5, f; : X — Y déniigiimii kusursuz-
dur.
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2.61. Teorem: X Hausdorff bir uzay olmak tizere f : X — Y birebir déniigiimiiniin
kusursuz olmast igin gerckli ve yeterli kogul f fonksiyonun kapali olmasidir.

Kanit: Bu yonii ixglktlr. Diger yonii igin f fonksiyonu birebir ve kapah, X uzay
Hausdorff olsun. Bu durumda her y € Y igin f~!(y) = {z} olup X uzaynda
kompakttir. Boylece fiberler de kompakt oldugundan f fonksiyonu kusursuzdur.
Simdi bir ¢y : M — X gémme doniiglimiiniin kapali(agik) olmas: igin gerekli ve
yeterli kogulun M kiimesinin kapali(agik) olmas: gerektigini hatirlatarak agagidaki

teoreme gegelim.

2.62. Teorem: iy : M — X gémme déniigimiiniin kusursuz olmasi igin gerekli
ve yeterli kogul M kiimesinin Hausdorff ve kapali olmasidir.

Kamt: i3 : M — X doniigiimi kusursuz olsun. Kusursuz déniigliim tammindan
M kimesi Ty dir. 137 déniigiimi kapal oldugundan M kimesi kapalidir.

~ Tersine M kiimesi Hausdorff ve kapali olsun. M kiimesi kapah oldugu icin i
kapalidir.

2.63. Tanim: Bir P topolojik ozelligine sahip uzaylarmn her bir {X,};e; ailesi
(Is|] < m,|s| < Nqg) icin P),c¢ X kiimesi P Gzelligine sahip ise, bu P ozelligine
_toplamsal (m-toplamsal, sonlu toplamsal) denir.

2.64. Yardimc1 Teorem: Bir X topolojik uzayi, X’in bir {A,}ses Ortiisi ve
fs 1 As = Y olmak tizere {fs}scs uyumlu donigiimlerin bir ailesi verilsin. Bu
durumda f, fonksiyonlarinin kombinasyonu

f=Vsesfs : X > Y

siireklidir. Eger her s € § i¢in f, fonksiyonu agik(kapali ve {f;(As)}ses ailesi
yerel sonlu) ise, f kombinasyonu agiktir(kapaldir).

Kamt: Her s € S icin f, fonksiyonu agtk ve A C X kiimesi acik olarak verilsin.

fA)=fanJa) = fu(an4,)
8€S 3€S

dir. Buradan her s € S igin ANA, kiimesi A, altuzayinda agk ve f, acik doniigim
oldugundan fs(A N A,) kiimesi agiktir. | J,c5 fo(A N A,) kiimesi acik oldugu igin
f fonksiyonu da agiktir.

Simdi de U C Y agik olsun. f~(U) = J,cq f, ' (U) dir. f, fonksiyonlar siirekli
oldugundan f, ™' (U) kiimesi agik ve boylece f~!(U) agiktir. O halde f fonksiyonu
stireklidir.
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2.65. Teorem: X bir topolojik uzay, P kusursuz déniigiimler altinda korunan
bir (sonlu) toplamsal topolojik ézellik olsun. Her s € S igin X,, Hausdorff ve P
ozelligine sahip bir kapal altuzay olmak tizere, {X,}ses ailesi yerel sonlu olsun.
Eger X uzay {X,}ses ailesinin birlegimi olarak yamlabiliyor ise, X uzay: da P
ozelligine sahiptir.

Kanit:

Vsesix, : P Xs = X
s€S

doniigimii kusursuzdur. P topolojik 6zelligi toplamsal oldugundan; P ozelligine
sahip uzaylarin herbir {X;};cs ailesi igin (P, g X,, P Ozelligine sahiptir. P
kusursuz déniigiimler altinda korundugundan X uzay: da P ozelligine sahiptir.

2.66. Teorem: X uzayi, metriklenebilir altuzaylardan olugan yerel sonlu, kapal
bir ortiiye sahip ise, metriklenebilirdir.

Kamt: {F;};cr ailesi yerel sonlu, kapali , her ¢ € I i¢cin F; metriklenebilir ve
X = UiE ; Fi olsun. Bu durumda @ie 1 Fi metriklenebilirdir. Metriklenebilirlik
kusursuz doéniigimler altinda korunur ve iistelik toplamsal topolojik ozelliktir.
Simdi bir 6nceki teoremden her ¢ € [ igin F; metriklenebilir, Hausdorff ve kapal:
olup, X uzay1 yerel sonlu {F;}icr ailesinin birlegimi olarak yazilabildiginden X
“uzay: da metriklenebilirdir.
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3. METRIKLENEBILME TEOREMLERI II

3.1. Tammim: Bir Hausdorff topolojik uzayin her agik értiisiiniin bir yerel sonlu
agik incesi varsa, bu topolojik uzaya parakompakt uzay denir.

3.2. Tanim: X topolojik uzay1 Ty olsun. X ’in kapali kiimelerinin her aymk
{Fs}ses ailesi igin F, C V; olacak gekilde X’in agik kiimelerinin bir ayrik {V,}ses
ailesi varsa, X uzaymna collectionwise-normal uzay denir

Her collectionwise-normal uzayin normal oldugunu hemen sdyleyebiliriz. F, K C
X ayrik, kapali kiimeler olsun. Bu durumda (X \ F)U (X \ K) = X dir. O halde
birz € Xicinz € X\ Fyadaz € X\ Kolur. Egerz € X\ Fise X\ F
kiimesi agik oldugundan z noktasinin bir komgulugu olur. Bu komguluk yalmzca
K kiimesi ile kesigtiginden {F, K} ailesi aynktir. z € X \ K iken yine benzer
bir durum vardir. imdi X uzay: collectionwise-normal oldugundan F C U ve
K C V olacak sekilde {U,V} ayrik ailesi vardir. O halde U NV = @ oldugunu
gosterirsek kanit tamamlanir.
z € UNV olacak gekilde bir z € X noktasanin oldugunu varsayalim. Bu durumda
UNV kimesi agik oldugu igin = noktasinin bir komgulugudur. Bu komguluk hem
U hem de V kiimesi ile kesigtiginden bu durum {U,V} ailesinin ayrik olusu ile
“geligir. O halde U NV = @ oldugundan X uzay: normaldir.

3.3. Tamm: Bir X Hausdorff uzaymuin her agik Srtiistiniin noktasal sonlu acik
incesi varsa bu uzaya zayif parakompakt denir.

Her parakompakt uzaymn zayif parakompakt oldugu aciktir. Ciinkii her yerel sonlu
aile noktasal sonludur.

3.4. Tanim: X bir topolojik uzay ve A = {A,},es ailesi, X uzaymm ortiisit
olsun. M C X olmak {izere

St(M,A) =| J{4, : M 0 A, # 0}

ile tanumli S#(M,A) kiimesine M kiimesinin yidizi denir. Tek elemanh {z}
kiimesinin yildiz1 St(z, A) ile gosterilir.

3.5. Tammm: X bir topolojik uzay ve (W;)ien bu uzaymn acik ortiilerinin bir
dizisi olsun. Eger her z € X ve z noktasinin her U komgulugu i¢in

St(z,W;) CU

olacak gekilde bir ¢ dogal sayis1 varsa, bu diziye X uzay: i¢in bir agilim denir.
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3.6. Teorem: {A,}.es bir yerel sonlu (ayrik) aile ise, bu durumda {4, }ses
ailesi de yerel sonludur (ayriktir).

3.7. Yardimc1 Teorem: Bir X regiiler uzayimn her agik ortiisii bir yerel sonlu
inceye sahipse, X uzaymmn her {U,}ses acik oOrtiisii ve her s € S icin F, C U,
olacak gekilde bir kapal: yerel sonlu {Fs}ses Ortiisii vardir.

Kamt: X uzaymmn bir W agik ortlisiind alalim. X uzay: regiiler oldugundan
{W : W € W} ailesi, {U,}ses ailesinin bir incesidir.
‘W &rtiisiiniin bir yerel sonlu {A;}ecr incesi verilsin ve her ¢ € T igin Ay C Uy(yy
olacak sgekilde bir s(t) € S segelim. Simdi

F,= U Z;

s(t)-‘-=s

olsun. Boylece Teorem 2.10 ve 3.6 dan {F;},cs ailesi X uzaymn kapah yerel
sonlu bir értisudir. F, kiimesinin tanimindan her s € S igin F, kapalidir.

Simdi {Fs}ses ailesinin yerel sonlu oldugunu gosterelim: z € X olmak izere
{A¢}ier ailesi yerel sonlu oldugundan

Ht: U, NA; # 0} < 00

olacak sekilde bir U, komsulugu vardir. {t: U, N A; # 0} = {t1,%2,t3, -, tn}
olsun. {F,}scs ailesinin yerel sonlu olmadigini varsayalim. Bu durumda |[{F} :
Uz N F, # 0} = oo dur. Boylece U, N F, # @ olacak gekilde s(¢;) = s vardir.
Yani s(¢;) = s icin Us(t)q;ﬁﬂ U, # 0 olur. Bu durumda s(t) = s olan dyle bir
t € T vardir ki A; NU, # 0 dir. s = s(t;) oldugunda ¢ = ¢; olacak sekilde bir i
dogal sayis1 vardir. Bu sekilde sonlu tane ¢ oldugu i¢in sonlu tane s vardir. Yani
{F,}ses ailesi yerel sonludur.

Simdi her s € S igin F, C U, oldugunu gosterelim: z € F, olsun. Bu durumda
T € Us(t):az—t dir. Oyle birticin s(t) = svez € A; dir. Hert € T icin A; C Us(yy
olacak gekilde bir s(t) € S vardir. Boylece z € Uy(4)=, bulunur.

3.8. Yardimci1 Teorem: Bir topolojik uzaym her agtk o-yerel sonlu 'V értisi,
bir yerel sonlu inceye sahiptir.

Kanit: X bir topolojik uzay olmak tizere V; = {V,}ses, agk kiimelerin yerel
[0 o)
sonlu bir ailesi, V = |JV; ve ¢ # j igin S; N S; = 0 olsun. Her s € S; igin

=1
A=V \J U ¥

k<i 3€Sy
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olarak alalim. Simdi S = U S; olmak fizere A = {A,}ses ailesinin X uzaym
=1
orttigini ve V ’nin incesi oldut.,unu gosterelim:

z € X olsun. 'V ortii oldugundan z € V;; olacak gekilde bir g vardir ve ig sayisina
karsihk gelen s € S, icin z € V,'dir.

A=V\J UW

k<iq 3E€ESy

ile tammlandifindan ve i # j i¢in S; N S; = 0 oldugundan z € A, dir. Boylece A
ailesi X uzaym orter.

Ayrica her s € S igin'A; C V, oldugundan A <V dir.
Simdi A ailesinin yerel sonlu oldugunu gésterelim:
z € X olsun. Biz z € |J,¢q, Vs olacak sekildeki en kiicik k dogal sayisim

diigiinelim ve z € V;, olacak sekilde sg € Si alalim. Boylece Vs, z noktasimin bir
komgulugudur ve bu komguluk s € { J;5., Si igin tim A, kiimelerinden ayriktir:

4,=v,\J U w

k<i 3€Sk

kiimesi 7 # k i¢in S; N Sk = 0 oldugundan s # sp dir. Simdi bir s € Uz->k S; i¢in
Vg NAs # P oldugunu varsayalim. Bu durumda a € V,, ve a € A, olacak gekilde
bir @ € X vardir. O halde a € V; ve a ¢ U, ;U,es, Ve dir. O zaman t < i ve
s € St igin a ¢ V, dir. Ancak bu sonug a € V;, gergegi ile geligir. Clinki & = ¢
oldugundan sp € Sk = S; i¢in a € V,, olur.

V; ailesi yerel sonlu oldugundan her i < k igin V; ailesinin sonlu tane elemani ile
kesigen z noktasinmn bir U; komsgulugu vardir. Buradan z noktasmin Uy N Uz N
Uz 0 ---N Uk NV, komgulugu A’min sonlu tane eleman ile kesisir:

Her i < k icin U; ve V,,,  noktasimn bir komgulugu oldugundan U; N Uz N
UsN - NUg NV, kilmesi z noktasinin bir komgulugudur. 7 < k igin |{s €
S; :U;NV, # 0} < o0 dur. s € S; igin A, C V, oldugundan 7 < k icin
{s € S;: U; N A, # 0} < oo olur. Buradan

I{SGSif[U1nU2ﬂU3 n---ﬂUkﬂV,o]ﬂAs #Q:H < 00
bulunur. Boylece A ailesi yerel sonludur.

3.9. Teorem: Her regiiler X uzay: i¢in agagidakiler denktir:
(i} X uzay1 parakompakttir.

(ii) X uzaymnn her agik ortisi, acik o-yerel sonlu inceye sahiptir.




(iii) X uzayiun her aqik ortiisi, bir yerel sonlu inceye sahiptir.
(iv) X uzaymmn her agqk ortisd, bir kapali yerel sonlu inceye sahiptir.

Kamt: (i) = (72) X uzaymun bir V agik ortiisiinit alahm. X uzay: parakompakt
oldugundan yerel sonlu bir agtk U = {U,}s¢s incesi vardir. Bu ince aym zamanda
o-yerel sonludur.

(#7) => (#42) X uzaymn her agk ortiisli, agk o-yerel sonlu inceye sahip olsun.
Bu durumda bu agik o-yerel sonlu ince de X uzaymin agk ortiisii olacagindan
Yardimc: Teorem 3.8 den bu ortiiniin bir yerel sonlu incesi vardar.

(t91) = (iv) X uzaymm her agik Srtisii, bir yerel sonlu inceye sahip olsun. Bu
durumda Yardime: Teorem 3.7 den X uzayimmn her agik ortiisiiniin bir kapali yerel
sonlu incesi vardir.

(vi) = (1) X uzaymn her agik Srtiisd, bir kapah yerel sontu inceye sahip olsun.
Bu durumda Yardima: Teorem 2.35 den X uzay: parakompakttir.

3.10. Teorem: Bir X, T} uzaymn collectionwise-normal olmas: igin gerekli ve
yeterli kogul X uzayinn kapal altkiimelerinin her ayrik {F,},¢s ailesi ve hers € S
i¢cin Fs C U, ve s # s' olmak iizere, X uzayimun acik altkiimelerinden olugan ve
U, (U} = 0 kogulunu saglayan bir {U,}ses ailesinin mevcut olmasidir.

“Kamit: (==:) Collectionwise-normal uzay tammindan agiktur.
(<=:) Ayrik kapal kiimeleri ayiran ayrik acik kiimeler bulundugundan X uzay:
normaldir. Boylece X uzaymun kapah kimelerinin bir ayrik {F;}ses ailesi ve
ikiger aynk agik kiimelerin {U, } ;e 5 ailesi i¢in

A=|JFve B=X\|JU,
3€S 3€S

olarak tamiml kiimeler kapalidir. Clinkdi {F,}s;es ayrik ailesi yerel sonludur.

Boylece .

A= UF,,: UE:* UF3=A

9€S 9€S s€S

olup A kiimesi kapalidir. Hipotezden A C U ve B C V olacak sekilde U, V aynk
agik kiimeleri vardar.
Simdi V, = U, N U olmak tizere {V, },cs ailesinin ayrik oldugunu gosterelim.
A C U oldugundan U, NA C U, NU =V, dir. z € X olsun. Bu durumda ya
€ Vyadaz ¢ Vdir. Egerz ¢ Visex ¢ B dir. O halde z € U,, olacak
bigimde bir so € S vardir. U,, kiimesi agik olup z noktasinin bir komgulugudur.
Boylece Uy, NU = V,,y € {V,}ues olup {Us},es ailesi ikiger ayrik oldugundan U,,
yalmzca V,, kesigir.
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z € V olsun. {Fi}ses ailesi ayrik oldugundan |[{s : NN F, # (] < 1} olacak
gekilde bir N komgulugu vardir. z € NNV olup N NV kiumesi z noktasimn bir
komgulugudur, Ayrica VNU = 0 oldugundan NNV NU =P dir. V, =U,NU
olup NNV NV, = 0 elde edildiginden {V,};es ailesi ayriktir. Bu durumda X
uzay: collectionwise-normaldir.

Simdi agilima sahip colection-wise normal uzaylarin metriklenebilmesini inceleye-

lim.

3.11. Teorem: (Bing Metriklenebilme Kriteri) Bir topolojik uzayin metrik-
lenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul bu uzayin collectionwise-normal olmas: ve

bir agihma sahip olmasidir.

Kamit:(=>:) X metriklenebilir bir uzay ve d, X {izerinde bir metrik olsun. X
uzaymnn kapali altktimelerinin ber ayrik {F,},cs ailesi icin,

Us={z € X :d(z,F,) < d(z, | ] Fu)}
8'#s

olmak tizere {U,}ses ailesinin Teorem 3.10 daki kogullan sagladigini gorelim:

Her s € S igin F; C U, oldugunu gosterelim. z € F, olsun. {F,}scs ailesi
ayrik oldugundan, « noktasimn bu s € S igin en fazla F, ile kesigecek sekilde bir
“komgulugu vardir. Yani s # s i¢in B(z, €)NFy = @ olacak sekilde bir € > 0 vardir.
Dolayisiyla bu € uzakhg d(z,t ), ., Fs) = 0 olugunu engeller. Zaten F, kiimesi
kapal ve z € F, oldugundan d(z, F;) = 0 dir. Béylece d(z, Fy) < d(z,|J, ., Fs)
olup z € U, bulunur.

Simdi s # ¢’ icin Us N Uy = @ oldugunu gosterelim: z € U, ise

d(z, Fy) < d(z, | Fu)
s'#s
olup bir say: kendisinden kii¢lik olamayacag: igin z ¢ U, dir.
Simdi her s € S igin U, kiimesinin agik oldugunu gosterelim:
Us={z € X :d(z,F,) < d(, Us,# Fy} olmak tizere bir noktanin bir kiimeye
olan uzakhg siirekli bir fonksiyon tanimlayacagindan

f:X >R, f(z) =p(z,Fs) ve g:X —+R,g(z)=p(z, ] Fv)
3'#s
olarak tamimh f, g fonksiyonlar: siireklidir. Bdylece g — f fonksiyonu siireklidir.
Us={z € X: (g~ f)(z) > 0} olup Uy = (g — f)~'(0,00) dir. (0,00) agik
ve (g — f)~! siirekli oldugundan U, agiktir. Bdylece X uzay1 collectionwise—
normaldir.
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Simdi de W; = {B(z, %)} zex olmak tizere Wy, Wy, Wy, - - - dizisinin X uzay: icin
bir agilim oldugunu gésterelim. Her ¢ igin W; ailesi, X uzayimn bir agik drtiisidir.,
z € X ve U C X, z noktasinn bir komgulugu olsun. Bu durumda B(z,e¢) C U
olacak gekilde bir € > 0 vardir. Eger 1 < £ alirsak St(z, W;) C U olur:

z € St(z,'W;) olsun. Bu durumda 6yle bir W € W; vardir ki, z € W ve z ¢ W
dir. W = B(y, ;) olmak fizere
1 1 2
d(zax) < d(zvy) +d(y7$) < -Z- + ; = B <e

olup z € B(z,¢e) C U bulunur. Boylece St(z,'W;) C U olup W1, W3, Wj, - - - dizisi
X uzay: i¢in bir agthmdir.

(&==:) Wy, Wy, W3, - - - acthmuna sahip, bir collectionwise-normal X uzayim: alalim.
Baglangi¢ igin X uzayimn her {U, }ses agik Srtiisiiniin bir o-yerel sonlu agik inceye
sahip oldugunu gosterecegiz. S kiimesi iizerinde bir iyi sirah < bagntisi verilsin
ve

Foi=X\[S{X\U, W)U |J U] cU
s'<s

olarak tanmmlansmn. s € S ve i = 1,2,3,--- i¢in SH(X \ Us, W) ve {J,, ., Uy
kiimeleri agik oldugundan Fj ; kiimesi kapalidir.

-Simdi F, ; kiimelerinin X uzaymun bir 6rtiisi oldugunu gosterelim: Gergekten
herhangi bir z € X igin z € Uy, olacak sekilde S kiimesinin bir en kiigiik s(z)
elemam (S kiimesi iyi sirah oldugundan vardir) ve St(z, Wi(z)) C Usg(s) olacak

" gekilde bir i(z) dogal sayis1 (agihma sahip oldugundan) vardir.

Boylece x € Fy(z),i(z) dir: Biz & ¢ Fy(y) i(r) oldugunu varsayalim. Bu durumda

z € SH{X\ US(,,),W,-(z)) U U Uy

olur. Oysa ki St(z, W;(s)) C Us(s) oldugundan z ¢ St(X \ Uyzy, Wi(z)) dir ve
s(z) en kii¢iik oldugundan z ¢ {J, ¢ o,y Us olarak bulunur. O halde z € Fy(z),i(c)
dir.

Sabit bir ¢ dogal says1 icin Uy,) N St(z, W;) kiimesi z noktasimin bir komgulugu
olup F; = {Fs,i}ses ailesinin yalnizca bir eleman ile kesigir. Giinkii z € Uy, N
St(z, W;) olup bu kime aciktir. Ayrica

F’(-’):f =X \ [St(X \ Us(z)7wi) U U Ug']
o' <s(x)

olup Uy(z) VU, co(z) Ust = 0 Ve Ug(g) N SHX \ Uy(zy, Wi) = 0 oldugundan (ayrica
U,,(,,) N St(m,wi) C Utz idi) [U,(z) N St(a:,W;)] N F,(,_.),,' # (0 dir.
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Simdi: = 1,2,3,- - - i¢in {J;} ailesinin herhangi bir F}, ; kiimesi ile kesigmediklerini
gosterelim: S kiimesi tam siralt oldugundan ya s(z) < s ya da s < s(z) dir.
8(z) < solsun. U,z C Uy, Us oldugundan [Uyg) N St(z, Wi)] N Fs; = 0
dir. Simdi de 3 < 3$(z) olsun. Bu durumda =z ¢ U, dir. z € X \ Us olup
St(z, W;) C St(X \Us, W;) oldugundan [Uy ;)N St(z, W;)]NF, ; = @ olur. Boylece
bu kiime yalmzca Fy(s); ile kesigir. Bu sonug da F; = {F ;}.es ailesinin ayrk
olmasi demektir.

X uzay collectionwise-normal ve dolayisiyla normal oldugundan s € S ve i =
1,2,3,--- icin Fy; C Us; C U, olacak gekilde U, ; agik kiimeleri vardir ve her 3
dogal saywsi i¢in {U, ;}ses ailesi ayriktir. Buradan {U,;}2,, {Us}ses ailesinin
o-yerel sonlu agik incesidir. Boylece uzaymn her agik ortlisinin bir o-yerel sonlu
acik incesi vardir.

Siﬁldi i=1,2,3,---icin B;, W; acik ortiistiniin bir o-yerel sonlu agik incesi olsun.

oo

B = |J B; ailesi X uzay: i¢in o-yerel sonlu bir tabandir: ¢ € U ve U C X kiimesi
i=1

¢ noktasimin bir komgulugu olsun. St(x, W;) C U olacak sekilde bir ¢ dogal sayis1
vardir. ¢ € B; € B; olmak tizere B; < 'W; oldugundan =z € B; C W olacak
gekilde bir W € W; vardir. Béylece x € B; C W C St(z, W;) C U olup B € | JB:
oldugundan B ailesi X uzay: i¢in bir tabandir.
_Boylece X uzay: regiiler ve o-yerel sonlu tabana sahip oldugundan Nagata-Smirnov
Teoreminden metriklenebilirdir.

3.12. Tammm: X bir topolojik uzay ve Wy, W, Ws, - - - bu uzayn acik ortiilerinin
bir dizisi olsun. Her z € X ve z noktasinin her U komgulugu i¢in St(V,W;) C U
olacak gekilde z noktasimin bir V' komgulugu ve 7 dogal sayis:1 varsa bu diziye X
uzay: igin bir kuvvetli acihm denir.

Tanimlardan kuvvetli agilima sahip bir uzayin bir agilima sahip olacag: aciktir.

3.13. Teorem: (Moore Metriklenebilme Teoremi) Bir topolojik uzaymn
metriklenebilmesi i¢cin gerekli ve yeterli kogul bu uzayin Ty olmas: ve bir kuvvetli
acithima sahip sahip olmasidir.

Kanit:(==:) X uzay: tizerindeki T4 = T egitligini saglayan d metrigi igin 7 € N
olmak {izere W; = {B(z, %)}zex olarak taniml Wy, W5, W, - - - dizisinin X uzay:
icin bir kuvvetli acihm oldugunu gésterelim:

Oncelikle tiim W; ortileri agiktir. ¢ € X ve U C X kiimesi, z noktasimin bir
komgulugu olsun. Bu durumda X uzay: metriklenebilir oldugundan B(z,¢) C U
olacak gekilde bir € > 0 vardir. $imdi V' = B(z, §) olarak alirsak V' kiimesi z
noktasinin bir komgulugudur. Béylece § < £ olacak gekilde segilen bir i dogal
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sayisi icin St(V, W;) C U saglair. O halde bu i dogal sayisi i¢in B(y, 1) € W; ve
B(y,3) NV # B ise B(y, ) C U oldugunu gostermek yetcecektir. Clinkis W;'nin
V kiimesi ile kesigen her elemam U’nun altinda kalmal ki St(V,'W;) C U olsun.
Simdi B(y, }) C U oldugunu gésterelim: 2 € B(y, $)olsun. Buradan d(z,y) < %
dir. Boylece B(y,2) NV # 0 ise w € B(y, 1) ve w € V olacak gekilde bir w € X
vardir.

‘ 1 1 € € € €
d(z,7) < d(z,y) + d(y,w) +d(w,e) < s+ =+ 5< g+ +5=¢

olup z € B(z, €) C U oldugundan z € U elde edilir. Boylece St(V,'W;) C U olacak
gekilde bir V komgulugu ve bir 7 dogal sayis1 buldugumuz igin Wy, Wy, W, ---
dizisi X uzay: igin bir kuvvetli agilimdir.

X metriklenebilir bir uzay oldugundan Tj dur.

(&) X bir Tp uzay ve Wy, Wy, W;,--- kuvvetli aglimma sahip olsun. X
uzaymn collectionwise-normal oldugunu gosterirsek, Bing Metriklenebilme Kri-
terine gére X uzay: metriklenebilir olacaktir.

Baglangic i¢in X uzaymin T oldugunu gésterelim:

z,y € X ve z # y olsun. X uzay1 Tp oldugundan =z € U ve y ¢ U olacak gekilde
bir U agik kiimesi vardir. Ayrica X uzay: bir kuvvetli acihma sahip oldugundan
St(z,W;) C U olacak gekilde bir 7 dogal sayis1 vardur.

Simdi y € W olan bir W € W; kiimesi verilsin. Bu durumda z ¢ W oldugundan
X uzay1 Ty dir.

Simdi X uzaymn collectionwise-normal oldugunu gostermek igin; X uzaymmn
kapah altkiimelerinin her aynk {F,},es ailesi ve her s € S i¢in F;, C U, ve
s # 8 icin U N Uy = 0 olacak gekilde agik kiimelerden olugan {U,},cs ailesini
olugturacagz.

Her s € S ve her z € F, igin X \J oits Fy kiimesi z noktasinin bir komgulugudur.
X uzay1 bir kuvvetli agilima sahip oldugundan

St(Ve, Wizy) € X\ | Fo
s'#s

olacak gekilde bir V; komsgulugu ve bir i(z) dogal sayis1 vardir. Bu durumda
St(Vas Wigz)) N Uy, Fr] = 0 dir. Simdi VN St(U,2, Fors Wiz)) = 8 oldugunu
gosterelim. a € V; ve a € | {W € Wiy : WD U, Fsr # 0} olacak gekilde
bir ¢ € X oldugunu varsayalhm. Bu durumda a € Vy; ise a € X \ {J sots F,
olup her s' # s icin a ¢ Fy dir. Eger a € {W € Wy, : WN U, ., Fs # 0}
ise WN Uy, Fsr # 0 ve a € W olacak gekilde bir W € W;(;) vardir. Bu
W € Wy icin a € W oldugundan W N V; # @ dir. Bu ise yildiz tanimindan




W C St(Vi, Wi(g)) olur. Boylece

5t(Vas Wicey) € X\ | For
a'H#As

elde edilir ki bu sonug W N{J,. 4, Fo # § olmasi ile gelisir. O halde

Ve NSt Fory Witz)) = Beeenn(3)
s'#£s
dir.
Simdide s € Sve:=1,2,3,--- olmak tizere

Wai =\ J{Va : ¢ € Fu,i(z) =1}

olarak alalim. (*) esitlifinden W, ;0 St(;,.., Fsr, W;i) = @ olur. Bunu gostermek
icin z € F, ve i(z) = 1 olan bir V; C W,; icin Vo N St({Uyp, For, Wi) # 0
oldugunu varsayalim. Ancak her ¢ € F,’ye karsibik gelen V, kiimesi igin V; N
St({, 25 Fsr s Wi) # @ olmas: bir geligki yaratur.

Boylece St(Fs, W;i) Ny, Ws,i = B olur. Bunu gdstermek igin bir s’ # s icin
Wi N St(Fs, W;) # 0 oldugunu varsayahm. Bu durumda z € Fy ve i(z) =
i olmak fizere bir V; C Wy ; icin V; N St(F;, W;) # @ dir. Buradan W, ; N
"8t (U g ps Foy Wi) # 0 elde edilir. Bu durum W, ; N St({,i, Fo, Wi) = @ olusu
ile gelisir. Buradan St(F;, W;) N Us,;és Wy i = 0 bulunur. Simdi s € S ve i =
1,2,3,--- icin

Fyn | Wei = 0....(x%)
o'ss

oldugunu gosterelim:
Fsn m # @ oldugunu varsayahm. St(F,, W;) kitmesi agik olup F, C
St(F,, W;) dir. Ancak St(F,,W;)N Us,¢8 W, i = dir. Yani F, kiimesini iceren
ve (Jy 4, W i kiimesi ile arakesiti bog olan bir acik kiime bulduk. O halde F, n
US,;&Q Wy i = 0 dir.
Her s € S igin G, = W5 \ Ujsim olmak iizere

oC

olsun. Bu gekilde tanimlanan U, kiimeleri agiktir. Ciinkd (J, ., Wa,; kapah bir
kiime ve j < ¢ lizerinden sonlu birlegim alndig igin | J;<; U, 4, We,; kiimesi de
kapahdir. Boylece W, ; kiimesi agik oldugundan G, ; kitmesi de agik bir kiimedir.
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[o <]
O halde U, = |J G, olarak tammli oldugundan her s € § igin Us kiimesi agiktir.

1=l

o0
(**) egitliginden Fy C |J Ws,i kapsamas vardir.

=1
o0
Simdi her s € S igin Fy C U, oldugunu gosterelim: z € Fy olsun. Fy C |J Wi
t=1
oldugundan bir i dogal sayis igin z € W,,; dir. FyN Ugisze Wori = § oldugundan
j<iiginz ¢ U,y We,; dir. Boylece z € Gs,i olup z € U, bulunur.
Simdi de s # &' vei,j =1,2,3,-+ icin G4i NGy j = 0 oldugunu gosterelim.
Bunu gormek igin j < ¢ olmak tzere a € G,,i ve a € Gy j olacak gekilde bir a € X
alalm . Simdia € G,;isea € Ws,ivej<iicina¢ Usrs We,j dir. @ € G
isea € Wy vet < jigina ¢ Uy Were dir. a ¢ Wojve Goj C Wy j
oldugundan a ¢ G, ; bulunur ki, bu bir geligkidir. O halde G, N Gy ,j = @ dir.

Boylece s # s icin Us N Uy = 0 elde edilir ve X uzay: collectionwise-normal olup
metriklenebilirdir.

3.14. Tammm: X bir topolojik uzay ve B, X uzaymin bir tabani olsun. Her
z € X ve z noktasimin her U komgulugu i¢in

{BeB:z€B,BN(X\U) #0}
-kiimesi sonlu ise B tabanina noktasal regiiler denir.

3.15. Tamm: X bir topolojik uzay ve B, X uzaymmn bir tabam olsun. Her
z € X, z noktasmin her U komgulugu i¢in

(BeB:BNV £0,BN(X\U)#0}

kiimesi sonlu olacak sekilde z noktasinin en az bir V' C U komgulugu varsa, B

tabanina regiiler denir.

Tammlardan her regiiler tabanin noktasal regiiler oldugu agiktir.
3.16. Tanum : A kiimelerin bir ailesi ve A € A olsun. Eger
(VA c A) (AC A = A= 4))

ise, A kiimesine A ailesinin maksimal elemam denir. A ailesinin tiim maksimal
elemanlarindan olugan aileyi A™ ile gosterecegiz.

Ayrica I(X) = {{z} : z € X,{z} aqgk kiime} olarak tanimlansin.

3.17. Yardume: Teorem : Bir X topolojik uzay: icin B noktasal regiiler (regiiler)
taban ise, B™ C B ailesi X uzaymn noktasal sonlu (yerel sonlu) bir értisidiir.



Kamt: Once UB™ = X oldugunu gosterecegiz: r € X olsun. Bu durumda
z € Up olacak gekilde bir Uy € B vardir. Her M € B™ i¢in z ¢ M olsun. Bu
durumda her i = 1,2,3,--: igin U; € B ve U; # U;4+1 olmak tlizere Uy C U; C
Uy C .- dizisini olugturabiliriz. Yani B ailesinin z noktasim igeren ve X \ U
ile kesigen elemanlarinin bir {U;}§2, dizisini olugturabiliriz. (Burada her ¢ dogal
sayist igin U; ¢ B™ dir. Clinkii U; maksimal eleman degildir.) Ancak bu durum
B’min noktasal regiiler olugu ile geligir. Cilink{i z noktasinin dyle bir komgulugunu
bulduk ki; B’nin = noktasim iceren ve X \ U kiimesi ile kesigen elemanlarimn
kiimesi sonsuzdur. Boylece en az bir M € B™ i¢in z € M olup z € | JB™ dir.
Simdi B™’nin noktasal sonlu (yerel sonlu) oldugunu gosterecegiz: z € X ve z €
U € B™ olsun. B’min hem X \U hem de {z} ile (ve z noktasimin bir V' komgulugu
ile) kesigen elemanlarinin kiimesi sonludur. Buradan = noktasini igeren (V kiimesi
ile kesigen) her U’ € B™ \ {U} kiimesi X \ U ile kesigir. Clinki U'N (X \U) =0
olsa U’ c U olur, Bu ise U’ € B™ \ {U} olugu ile geligir. :
Boylece B™’nin z noktasim igeren (V kiimesi ile kesigen) sonlu tane elemam
vardir: Clinkd B™’nin « noktasin iceren elemanlar dolayisiyla X \ U ile kesisir.
Boylece B, noktasal regiiler oldugundan z noktasim iceren elemanlar: sonlu tanedir.

Son olarak B™’nin yerel sonlu oldugunu gérelim: V N U’ # @ olan her U’ €
B™\ {U} i¢in U' N (X \U) # 0 idi. Boylece B regiiler oldugundan z noktasimn
..V komsulugu B™’nin sonlu tane elemam ile kesigir.

3.18. Tamm: X bir topolojik uzay, A C X ve z € X olsun. Eger z € A\ {z}
ise T noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasi denir. A kiimesinin yigilma
noktalar kiimesini A ile gosterelim. A\ A% kiimesinin elemanlarina A kiimesinin
izole noktalar: denir.

Tamimdan bir £ € X noktasmin izole nokta olmas: igin gerekli ve yeterli kogul {z}
kiimesinin agik olmasidir.

3.19. Yardimc:t Teorem: X topolojik uzayr Ty ve B bu uzayin bir tabam olsun.
Bu durumda her noktasal-sonlu B’ C B ortiisii i¢in

B" = (B\ B')U I(X)

ailesi X uzay: i¢in bir tabandir. Ayrica B noktasal regiiler (regiiler) ise B" nok-
tasal regiiler (regiiler) dir.

Kamt: z € X ve U C X kiimesi z noktasiun bir komsgulugu olsun. z bir
izole nokta ise {z} € I(X) ve z € {z} C U dir. Eger z bir izole nokta degilse
bir y # z noktas1 iciny € ([ {W € B’ : z € W} ve V C U\ {y} kogulunu
saglayan z noktasinin bir V' € B komgulugu icin V' € B\ B’ dir: z bir izole nokta




olmadig igin z € X\ {z} dir. Bu durumda z noktasiun her U komgulugu i¢in
UNX\{z} # 0 dir. B’ noktasal sonlu oldugu igin {W € B’ : z € W} ailesi
sonludur. Boylece (J{W € B’ : z € W} kilmesi z noktasimn bir komgulugudur.
¢ € X\ {z} oldugundan [{W € B’ : z € W}n X\ {z} # @ dir. Boylece
gercekten z noktasindan farkl bir y noktas: igin y € (\{W € B' : z € W} dir.

X uzay1 Ty oldugundan {y} kiimesi kapalidir. Boylece U\{y} kiimesi z noktasinin
bir komgulugudur. B taban oldugundan z € V C U \ {y} olacak gekilde bir
V € B vardir. Boylece y ¢ V oldugundan V € B\ B’ bulunur. O halde B" =
(B\ B') U I(X) bir tabandur.

Simdi de B” ailesinin noktasal regiiler oldugunu gosterelim: z € X ve U kiimesi z
noktasimn bir komgulugu olsun. B” ailesinin z noktasim igeren ve X\ U ile kesigen
elemanlari, yalmzca B \ B’ kiimesine aittir. Cinki B” € I(X) icin B” = {«}
olup {z} N (X \U) = B olacaktir. B" € B\ B’ ise B” € B clup, B zaten noktasal
regiiler oldugundan z noktasimi igeren ve X \ U ile kesigen sonlu tane B” olacaktir.
Boylece B” noktasal regilerdir. ’

Simdi de B’mn regiiler oldugu durumda B” tabaminin regiiler oldugunu gorelim:
z € X ve U C X kiimesi z noktasimn bir komsgulugu olsun. V C U kogulunu
saglayan z noktasinin her V komgulugu i¢in

{B" €B":B"nV #0,B" 0 (X\U) # 0} = oo

olsun. QOysa bu durum B ailesinin regiiler olusu ile geligir. Bu kogulu saglayan
B" € B" kiimelerinin ailesi B’mun bir altailesidir.

3.20. Yardimc1 Teorem: X topolojik uzayr Ty olsun. B, X uzayimn noktasal
regiiler (regiiler) tabam olmak iizere
i-1

By = B™ vei=2,3,4,-- icin B; = [(B\ | J B,) uI(X)|"

j=1

o0
olsun. Bu durumda B = J B; dir ve By, B2, B3, - - dizisi X uzayimn noktasal
i=1

sonlu (yerel sonlu) agik ortilerinin bir dizisidir.

Kanit: B noktasal regiiler (regiiler) oldugundan B; = B™ Yardime: Teorem 3.17
den X uzayinin noktasal sonlu(yerel sonlu) bir agik rtiistidir.

Tammlardan By = [(B \ B1) U I{(X)]™ olup, B; noktasal sonlu bir ortii ve B
noktasal regiiler(regiiler) oldugundan Yardimc: Teorem 3.19 dan den (B \ B1) U

I(X) kiimesi de noktasal regiiler(regiiler) dir. Oyleyse Yardime1 Teorem 3.17 den
B2, X uzaymun noktasal sonlu (yerel sonlu) bir agik rtiisiidiir.
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By = [(B\ B1 U B2) UI(X)]™ olup, B, ve B, noktasal sonlu bir 6rtii oldugundan

By U B, de noktasal sonlu ve B noktasal regiiler (regiiler) oldugundan Yardime

Teorem 3.19 dan (B \ By U By) U I(X) noktasal regiiler (regiiler) olup Yarduma

Teorem 3.17 den B3, X uzaymin noktasal sonlu (yerel sonlu) agik bir drtistdiir.
o=}

Simdi de B = |J B; oldugunu gosterelim: Her ¢ € N ig¢in B; C B oldugundan
i=1

o0

U Bi C B dir. B noktasal regiiler bir taban oldugundan her U € B icin U C U’

i=1
olacak gekilde U’ € B kiimelerinin sonlu tane olacagim gosterelim. Bunun igin

UeBvezxelU alahm.
zceUcCUicCcU;C---

olacak gekilde sonsuz tane U; € B olsayd,
HU:; € B:z e U;, U; N(X\U) # 0} =

olurdu ki, bu B tabamimin noktasal regiiler olugu ile ¢eligir. Boylece her U € B

icin U kiimesini kapsayan B’nin elemanlar: sonlu tanedir.

Simdi her U € B i¢in U € B; olacak gekilde bir ¢ dogal sayisi1 bulalim: Bunun’

igin bir U € B alalim. U kiimesi B’de maksimal eleman ise U € B; olup isimiz

biter. U kiimesi B’de maksimal eleman degilse U # U’ ve U C U’ olacak sekilde
bir U’ € B vardur. Ustelik

HU'eB:UCU ,U#U'} <oo

dir. Ohalde:=1,2,3,---,nicin U CU; CUs C+-- C Up—y C U, olacak gekilde
U C U; € B alabiliriz. Bu durumda U,,, B’da maksimal eleman olup U,, € B, dir.
Oyleyse Un—1 ¢ By dir. Yani U,—; € B\ B, dir.

B2 =[(B\ By uI(X)|™
idi. O halde U,—; € B, dir. Bu gekilde
= [(B\ (B1UBz)) U I(X)]™

oldugu igin U,—s € Bs olacaktir. Aym gekilde devam edersek U € B4y olur,
Boylece her U 6 B icin U € B; olacak gekilde bir 7 dogal sayis1 vardir. Yani

U B; C B olup U B; = B elde edilir.

i=1

Slmd1 bir uzaymn metriklenebilmesini regiiler tabanlarla iligkilendirelim.

3.21. Teorem: (Arhangel’skii Metriklenebilme Teoremi) Bir topolojik
uzaym metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul uzaymn T olmas: ve bir
regiiler tabana sahip olmasidir.
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Kamt: (=:) Once metriklenebilir bir X uzaymm regiiler bir tabana sahip
oldugunu gosterelim. d, X uzay: {izerinde bir metrik olsun. Boylece {B(z, &)}zex
ailesi X uzaymn bir agik ortisiidir. Stonc Teoreminden bu agtk ortiintin yerel

sonlu B; acik incesi vardir. Simdi B = U B; ailesinin X uzay: icin bir taban
=1

oldugunu gosterelim. z € U ve U C X agik olsun. X uzay: metriklenebilir
oldugundan ¢ € B(z,e¢) C U olacak gekilde bir ¢ > 0 vardir. Her ¢ € N
igin B; < {B(z, 5;)}sex oldugundan B;, X uzaym bir Srtiisidiir. Bdylece
517 < € olacak gekilde bir i dogal sayis1 segersek, bu i’ye kargihk gelen B; igin;
gostermemiz gereken ¢ € B C B(z,e) C U olacak bicimde bir B € B;’nin
varhgidir. B; < {B(z, 3;)}zex oldugundan ¢ € B C B(y, %) olacak bigimde
bir y € X vardir. $imdi B(y, L) € B(z,€) oldugunu gé')sterelim z € B(y, %)
olsun. Bu durumda, d(y,z) < & ve = € B oldugundan d(y,z) < £ dir. Ayrica

1 1 1
< — -
d(z,z) < d(z,y) +d(y,w) <SEtn =g <¢

oldugundan z € B(z, €) olur. Bdylece B(y, 74—;) C B(z,¢) olup z € B C B(z,€) C
U bulunur ki bu da B = | B; ailesinin X uzay: icin bir taban olmasi demektir.

i=1

o0

Simdi B = |J Bi’nin tabammmn regiiler oldugunu gésterelim: z € X ve z € U
i=1

kiimesi agik olsun. Bu durumda B(z, %) C U olacak sekilde bir ¢ dogal sayisimin

var oldugunu gosterelim.

Her i € N i i¢in B(z, ) ¢ U oldugunu varsayahm z € U, U agik ve B taban
oldugundan = € B C U olacak sekilde bir 7 € N igin B € B; vardir. Ayrica
Bi < {B(z, 3;)}zex oldugundan B C B(y, ;) olacak bigimde bir y € X vardir.
Simdi B(y, ;) C B(z, }) oldugunu gdsterelim:
z € B(y, 3;) olmak iizere

1 1

1
< il =
d(Z $) d( 7y) + d(y’ .2)) < + 44 22

dir. Aynca z € B(z, %) C B(z, ) oldugundan z € B(z, ;) bulunur. Boylece
z € B C B(y,+) C B(z, 1) olur. Ancak bu z € B C U olugu ile geligir. O
halde B(z, ;) C U olacak gekilde bir i dogal sayws: vardir. Vo = B(z, 5;) ve
7=12,3,---,% igin

HB€Bj:BNV; # 0} <o

olmak fizere V; kiimesi z noktasinin bir komgulugu olsun. B; yerel sonlu oldugundan
V; komguluklarini tanimlamaya hakkimiz vardir. §imdi



kiimesini gozoniine alalim. Buradan
1 1

ng()':B(ma'z_z) CB($7'ZT)CU
olup V C U bulunur.
J > iigin B € Bj olmak tizere BNV =@ dir: j > ¢ i¢in z € B € B; olsun.
B; < {B(x,f;)}xex oldugundan z € B C B(z, ;117) olacak gekilde bir z € X
vardir. Simdi B(z, ;4-13-) N Vo = 0 oldugunu gosterelim: m € B(z, ;117) N Vo olacak
gekilde bir m € X oldugunu diglinelim. Vy = B(z, -2]—‘) olarak alabiliriz.
3
4z

1 1 1 1
< — —_ —_— —_—

Ancak d(z,2) < 117 idi. O halde & < 4%. olmalidir. Yani 35 < ¢ olmahdir. Oysa
" bu j > i olmas: ile geligir. O halde j > i ve her B € B; icin BNV = § dir.
Buradan j < ¢ ve her B € B; icin B kiimesi sonlu tane V kiimesi ile kesigecektir.
(<=:) X T} uzay1 B regiiler tabaruna sahip olsun. z € X ve U kiimesi z noktasimn

bir komgulugu olsun. B regiiler oldugundan V C U ve
HBe€B:BNV #0,BN(X\U)#0} < o0

olacak gekilde z noktasinn bir V komgulugu vardir. Simdi V C U oldugunu
“gosterelim: y € V ve y ¢ U olsun. Simdi {B € B : y € B} kiimesini diigiinelim.
y € B olmak iizere y € V oldugundan BNV # @ ve y ¢ U oldugundan B N
(X \U) # 0 dir. B regiiler oldugundan [{B € B : y € B}| < co dir. Bu kiime
B1, B2, B3, -, B, olsun. Bu durumda y € ﬁ B; dir. Ayrica ﬁ B; € B dur.

=1 i=]1
n
() Bi = C dersek y € C olmak iizere C kiimesi en az iki elemanhdir. Ciinkii
=1

C = {y} olsaydi, C' kiimesi acik ve y noktasini icerdiginden C NV = @ olurdu
ki, bu y € V olmas: ile geligic. O halde y # z olmak fizere bir z € C noktas:
vardir. {z} kiimesi kapali ve C \ {z} agik olup y € C \ {z} C C olur. B taban
oldugundan y € B* C C\ {2} C C olacak gekilde bir B* € B vardir. Bdylece
1=1,2,3,---,nic¢in B* = B; ve y € B* C C bulunur ki bu y noktasim iceren en
kigiik agik kiitmenin C kiimesi olmas: ile geligir. O halde V C U elde edilir.
Boylece Ty, X uzay: regiilerdir. Bu uzay o-yerel sonlu bir tabana sahiptir. Ciinkii
i—1
B regiilerdir ve boylece By = B™ ve i =2,3,---i¢in B; =[(B\ | B;) U I(X)]™
. j=1
olmak iizere By, Bz, B3, - - dizisinin X uzayinin yerel sonlu agik ortiisii oldugunu
o
ve B = {J B; oldugunu daha 6nce gdstermistik. O halde X uzay: regiiler ve

i=1

o-yerel sonlu tabana sahip oldugundan Nagata-Smirnov Metriklenebilme Teore-
minden metriklenebilirdir.




3.22. Yardimci1 Teorem: Bir Hausdorff X uzay: igin asagidakiler denktir.
(1) X uzayr noktasal regiiler tabana sahiptir.
(2) X uzay1 zayif parakompakttir ve bir agiima sahiptir,

(3) X uzay: noktasal sonlu ortiilerden olugan agilima sahiptir.

Kamt: (1) = (2) B, Hausdorff X uzayimin noktasal regiiler tabam olmak {izere
U, X uzaymin bir agik ortiisii olsun. Simdi

Bo = {B e B: (AU € U)(B CU)}

olarak tamumlansim. Bp kiimesi bogtan farkhidir. Clinkii X = |J U oldugu igin
Ueu

U # 0 olacak gekilde bir U € U vardir. U kiimesi agik oldugundan z € U igin
z € B C U olacak sekilde bir B € U vardir. Bylece B C U olup B € By dir.

Bo, X uzay: i¢in noktasal regiler bir tabandir. Gergekten, G C X agitk ve z € G
olsun. B taban oldugundan z € B C G olacak gekilde bir B € B vardir. £ € X ve
U ailesi X uzayimun bir ortisit oldugundan & € U olacak gekilde bir U € U vardur.
z € U N B olup, U N B kiimesi agiktir. £ € B* C U N B C U olacak sekilde bir
B* € B oldugundan z € B* C G olacak sekilde bir B* € By bulunur. Boylece Bg
bir tabandir. G kiimesi £ noktasimin bir komgulugu olmak tizere

- HB€Bo:z€ B,BN(X\G)#0} =0

oldugunu varsayalim. Ancak Bo Q B ve B noktasal regiiler oldugundan bu
olanaksizdir. Boylece Bg noktasal regiiler bir tabandir.

Yardime: Teorem 3.17 den Boe™, X uzaymin noktasal sonlu bir ortiisiidiir. Simdi
"Bo™ < U oldugunu gostermeliyiz. By ailesinin tammindan ve Bg™ C By oldugundan
her B € By™ igin B C U olacak gekilde bir U € U vardir. Boylece By™ < U

bulunur. Buradan X uzay: zay:f parakompakttir.

Simdi X uzaymmn bir aghma sahip oldugunu gosterelim: By = B™ ve i =
2,3,--- i¢in B; = [(B\ 101 B;) ur (X)]™ olmak tizere X uzaymn agik ortiileri

j=

Bi1,Ba, B, - - - dizisini gozoniine alalim. Yardimci Teorem 3.20 den B = G B;
oldugunu biliyoruz. B noktasal regiiler oldugundan, bir z € X noktas: ve mzzr;ok-
tasmun her U komgulugu icin z’i iceren ve X \U ile kesigen, B'min Uy, Uz, Us,- -+, Uy
gibi sonlu tane elemam vardir. Buradan ¢ # j i¢in B; N B; C I(X) dir:

¢ > jicin B € B; NB; olsun. B € B; ve B € B; dir. Bu durumda B, I{X)'de
maksimal olmak zorundadir. Ancak B € [I(X)]™ olmas1 B; N B; C I(X) olmas:
demektir.
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Bir noktadan fazla nokta igeren Uy, Uz, Us, - - -, Ux kiimeleri ve j = 1,2,3,---,k
icin U; ¢ B; olacak gekilde bir ¢ dogal sayisi vardir:

Her 7 € N igin Uy, U3,Us,~--,Ux € B; oldugunu varsayalim. Ancak : # 7 igin
B; N B; C I(X) oldugunu gostermigtik. Yani Uy,Us,-- -, Uy tek noktali kiimeler
olmadiklari igin B; NB; C I(X) olugu ile geligkiye diigeriz. O halde j =1,2,---,k
icin U; ¢ B; dir.

By, Ba,-- - igin St(z, B;) C U olur. Yani bu dizi X i¢in bir acthmdir. Yani X \ U
ile kesigen U; ler B; nin elemam olmadig: i¢in B; nin z i igeren biitlin elemanlar
U kimesinin altinda kahr. Bylece

St(z,B;)=U{Be€B;lreB}CU

olur.

(2) = (3) : X uzay: zay:f parakompakt ve Wy, W,, W3, - - - acik ortiilerin dizisi
X uzay: icin bir agihm olsun. Bu durumda her z € X ve z noktasimin her U
komgulugu icin St(z, W;) C U olacak sekilde bir : dogal sayis1 vardir. X uzay1
zayif parakompakt oldugundan her W; i¢in U; < W; olacak sekilde U; noktasal
sonlu acik incesi vardir.

Simdi St(z,U;) C U olacak gekilde bir i dogal sayistmin varhgim gosterelim:

) Punun i¢in tersini varsayahm. Yani her z € N i¢gin

St(z,U) N (X\U) #0

olsun. Bu durumda y € St(z,U;) ve y € (X \ U) olacak sekilde bir y € X vardur.
y € St(z,U;) ise z € U; ve y € U; olacak sgekilde bir U; € U; vardir. U; < 'W;
oldugundan her U; € U; icin ¢ € U; C W C U olacak bigimde bir W € W; olmas:
y ¢ U olmasi ile geligir. Boylece St(z,U;) C U olacak sekilde bir ¢ dogal sayist
vardir.
(3) = (1) : Wy, W3, Ws,---, X uzay: icin noktasal sonlu ortiilerden olugan bir
agthm olsun. j > ¢ icin W; < 'W; oldugunu varsaymak genel durumu bozmaz.
O
B = |J W; ailesinin X uzay: icin bir taban oldugunu gosterelim.
=1
U agtk ve z € U olsun. Bu durumda St(z, W;) C U olacak sekilde bir : dogal
sayis1 vardir. Bu 1 dogal sayis: i¢cin 'W; Ortii oldugundan z € W olacak gekilde bir
W e W; vardir. z € W C St(z,W;) C U olup W € B oldugundan tabandir.

Simdi de B’nin noktasal regiiler oldugunu gosterelim: Wy, Wz, W3, ---, X uzay:
igin agiim oldugundan St(z,W;) C U olacak sekilde bir i dogal sayis1 vardir.
Ayrica j > 1 icin W; < W; idi. y € St(z, W;) ise z € W ve y € W olacak gekilde
bir W € W; vardir. ' W; < 'W; oldugundan W C 'W; olacak gekilde bir W; € W;
vardir. y € W; ve W;’nin z noktasim iceren biitiin elemanlarinin birlegimi U’nun
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altinda kaldigindan W;’nin de ¢ noktasim igeren biitiin elemanlarimn birlegimi
U’nun altinda kalir.

Wi, Wa, Wy, - - -, W;_; Ortiillerinin her biri noktasal sonlu oldugundan bu ortiilerin
her birinde = noktasini igeren sonlu tane eleman vardir. Boylece B'min z noktasini
iceren ve X \ U kiimesi ile kesigen sonlu tane elemam oldugundan B noktasal

regiilerdir.

3.23. Teorem: (Alexandroff Metriklenebilme Kriteri:) Bir topolojik uzayin
metriklenebilmesi icin gerekli ve yeterli kogul bu uzayin collection-wise normal
olmas: ve bir noktasal regiiler tabana sahip olmas:dir.

Kamit:(=>:) Daha 6nce her metriklenebilir uzayin collection-wise normal oldugunu
gostermigtik. Arhangel’skii Metriklenebilme Kriterinden de metriklenebilir uzayin
regiiler tabana sahip oldugunu biliyoruz. Boylece kanitin bu yoni agiktir.

(¢=:) Noktasal regiiler taban sahip uzaylarn bir agihma sahip oldugunu biliyoruz.
Bing Metriklenebilme Kriterinden bu uzay metriklenebilirdir.

3.24. Teorem: (Alexandroff-Urysohn Metriklenebilme Teoremi:) Bir
topolojik uzayn metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul bu uzayin Ty olmas:
ve agagidaki kogulu saglayan Wy, Wy, W3, - - - a¢ilimma sahip olmasidir.

A\ZQG N ve Wy NW, 7é P olmak tizere Wy, W, € WH'I icin Wy U W, C W kogulunu
saglayan bir W € 'W; vardur.
Kamt: X uzay: d metrigi ile metriklenebilir olsun. Uzay acik olarak Ty dir. Her
¢ € Nigin W; = {B(z, 517)}z€X olmak tizere Wy, Wy, Ws, - - - dizisinin X uzay
icin bir agilim oldugunu gosterelim:
z € X ve U, z noktasmun bir komgulugu olsun. B(z,¢) C U olacak gekilde bir
€ > 0 vardir. Simdi 52; < € olacak gekilde bir ¢ dogal sayis1 segelim ve

St(z,W;) C B(z,e) CU

oldugunu gosterelim: y € St(z,W;) olsun. O halde z € W ve y € W olacak
sekilde bir W € W; vardir. z € W = B(z, 3r) olarak alahm. Bu durumda

d(e,y) < d(z,2) +dlz,y) < 35+ 3 = e <e
oldugundan y € B(z, €) olur. Boylece St(z, W;) C B(z,€) C U bulunur. Bu {W;}
agihmimn teoremde verilen kogulu sagladif kolayca goriilebilir.
Kanitin diger yonii igin, teoremdeki kogullar: saglayan Wy, W, W;,- -, aqilima
sahip bir Ty, X uzaym: diigiinelim. Simdi biz bu kogullan saglayan Wy, Wy, Wy, - - -,
agthminin X uzay: igin kuvvetli agihim oldugunu gdsterecegiz:
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¢ € X ve U, z noktasimin bir komgulugu olsun. Bu durumda St(z, W;) C U
olacak gekilde bir 7 dogal sayis1 vardir. z € V olacak gekilde bir V € Wi,
verilsin. Kabuliimiizden, V kitmesi ile kesigen her W € W;4, igin VUW c W’
olacak gekilde W' € W; vardir. St(z,W;) C U ve z € W’ oldugundan W' C U
dur. Boylece VU W C W’ olup V C U bulunur. Buradan z € V,

VUW c W' C St(z, Wi) CU

olur. Yani S¢(V; Wit1) C U bulunmus olur.

Boylece Wi, Wz, Wy, - - -, dizisi X uzay: i¢in kuvvetli aghmdir. O halde Moore
Metriklenebilme Teoreminden X uzay: metriklenebilirdir.

3.25. Tanim: B = {B:}ier ve A = {A,}ses, X uzaymn farkli 6rtileri olsunlar.
Hert € T igin ,
St(Bt, B) C AQ

olacak gekilde bir s € S varsa B ortisiine A ortisiniin yildiz incesidir denir ve
B < (*)A ile gosterilir.
Simdi agagidaki sonucu kolayca soleyebiliriz.

3.26. Sonug:  Bir topolojik uzaymn metriklenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli
kogul bu uzaymn Ty olmast ve i = 1,2,3,-- - i¢cin Wiy, W; nin yildiz incesi olacak
gekilde bir Wy, Wy, Ws, - - -, agilimina sahip olmasidir.
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4. METRIKLENEBILIRLIK iCiN KRITERLER

4.1. Tamm: X bir topolojik uzay ve z € X olsun. {W(n,z):n=1,2,3,---}
dizisi agagndaki kogullar: sagliyorsa, bu diziye z noktasinda sayilabilir, azalan,
yerel komsuluklar tabam denir.

(1) Her n € N igin W(n + 1,2) C W(n, z) dir.

(2) z noktasimun her U komsulugu igin W(n,z) C U olacak gekilde bir n € N
vardir.

Burada W (n, ) agik komguluk olmak zorunda degildir.

4.2. Teorem: X uzay1 Ty olsun. X uzay: metriklenebilirdir ancak ve ancak her
z € X noktasinin asagidaki (A) kosulunu saglayan bir {W(n, z):n=1,23,--}
sayilabilir, azalan, yerel komguluklar tabani vardir.

(A) U C X agtk vez € U olsun. Bu durumday € V iginz € W(s,y) C U olacak
sekilde bir s = s(z,U) pozitif tamsayis1 vez € V = V(z,U) agik kiimesi vardir.

Bundan sonra 6zel olarak bahsedilmedikge biitiin uzaylar Ty alinacaktir.
Simdi bu teoremin kanitinda kullanacagumiz bir yardime: teoremi kamtlayalhim.

4.3. Yardimec: Teorem: X bir topolojik uzay ve {W(n,z) : n = 1,2,3,---}
dizisi z noktasinda bir azalan, yerel komguluklar taban: olsun.

Asaghdaki (B) ve (C) ézelliklerinden her biri, Teorem 4.2 nin (A) koguluna denktir.

(B) Hor z € X ven € Niginy € W(r,z) ise, ¢ € W(s,y) C W(n,z) ve
r > s > n olacak gekilde r = r(n, z) ve s = s(n, z) sayilar vardr.

(C) Herz € X ven € Niginy € W(r,z) ise, z € W(n,y) ve W(r,y) C W(n,z)
ve r > n olacak gekilde bir r = r(n,z) sayis1 vardir.

Kamt: (A)= (B):z € X ve n € N olsun. Bu durumda z € W(n,z) dir.
z € U C W(n,z) olacak sekilde bir U aqik kiimesi segelim. (A) varsayimindan
her y € V igin ¢ € W(s,y) € U olacak gekilde bir s = s(z,U) € N ve bir
V = V(z,U) agqk kiimesi vardur.

Simdi iki durum sz konusudur: Ik olarak W(n,z), = noktasinn en kiicik
komgulugu olmasin. Yukaridaki kapsamadan z € V igin z = y alinirsa s > n
olur. V, z noktasin1 kapsayan agik kiime oldugundan

W(r,z) SV
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olacak sckilde bir » € N vardir. Burada r sayisiu istedigimiz kadar biiyiik
secebiliriz. Bdylece U C W(n,z) kapsamasindan her y € W(r,z) igin = €
W(s,y) C W(n,z) elde edilir. r > s > n oldugu agktur.

Simdi de W(n, z),  noktasinin en kiigiik komgulugu olsun. Bu durumda V =
W(n,z) olur. X uzayr T) oldugundany € Viginz =y dir. Ohalder >s>n
icin y € W(r, z) ise, z € W(s,y) € W(n,z) elde edilir.

(B) => (C) : z € X ven € Nolsun. (B) varsayimmindanr > s >nvey € W(r, z)
ise z € W(s,y) € W(n,z) olacak gekilde r = r(n,z) ve s = s(n, ) sayilan vardir.
s > n oldugundan W(s,y) C W(n,y) ve boylece z € W(n,y) dir. Ayrnicar > s
den W (r,y) € W(s,y), yani W(r,y) C W(n, z) elde edilir.

(C) = (A): z € U ve U acik olsun.

z€W(n,z)CU

olacak sekilde bir n € N vardwr. (C) varsaymmundan, y € W(r,z) ise z € W(n,y)
ve W(r,y) C W(n,z) olacak sekilde bir r > n dogal says: bulabiliriz. W(r,z), =
noktasimn bir komgulugu oldugundan z € V' C W(r, z) olacak sekilde bir V' agik
kiimesi vardir. Boylece y € W(r,z) ise z € W(n,y) ve W(r,y) C W(n,z) ifadesi
y € V icin de gegerli olur.

Simdi Teorem 4.2 nin kamit: igin, » € N ve z € X olmak fzere r = r(n,z) ve
-3 = s(n,z) sayilan (B) kogulunu saglayan sayilar olsun. Genel durumu bozma-
yacagindan r(n, z) < r(n+1,z) alabiliriz. §imdi ry(n, z) = n olsun. Bu durumda
tiimevarimla

riv1(n, z) = r(r(ri(n, z), z), T)

dizisini gbz oniine alalim.

Simdi Teorem 4.2 nin kamitinda kullanacagimiz bir yardinc: teorem daha yazip,
kanmitlayalim.

4.4. Yardimc: Teorem:
(i) = € W{r(r(n,z),y),y) ise W(r(r(n,z),y),y) € W(n,z) dir.

(ii) Eger W(rz(n,z),z) NW(ra(m,y),y) # @ ise W(rz(n,z),z) € W(m,y) veya
W(Tz (ma y)7 y) Cc W(n, 1’) dir.

Kamt: (i) z € W(r(r(n,z),y),y) olsun. Simdi n’ = r(n,z), ¥’ = r(r(n,z),y)
ve 8' = s(r(n,z),y) dersek ' > &' > n' =r > s > n dir. (B) kosulundan z €
W(r',y) ise y € W(s',z) C W(n',y) dir. Buradan y € W(n',z) = W(r(n,z), z)
dir. y € W(r,z) ve W(r(n,z),z) C W(s,y) € W(n,z) oldugundan W(r',y) C
W (n, z) bulunur. Boylece

W(r(r(n, z),y),y) € W(n,2)
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elde edilir.

(ii) y ve miginr = r(m,y), s = s(m,y) ve r(m,y) > s(m,y) > m olmak {izere,
£ € Wir(m,y),5) = y € W(s(m,9), ) S W(m,)
dir. Ayrica z ve r(n,z) igin r2(n, z) > §'(n,z) > r(n,z) ve
2 € W(ra(n,z),z) =z € W(s'(n,2),2) & W(r(n,z), )
ve y ile r(m, y) igin r2(m, y) > s'(m,y) > r(m,y) ve
2 € W(ra(m,y),y) =y € W(s'(m,y),2) € W(r(m,y),v)

dir, Simdi z € W(ra2(n,z), z)NW (rz(m, y), y) olsun. s'(n,z) > §'(m, y) varsayahm.
Bu durumda # € W(s'(n,z),2) € W(s'(m,y),2) C W (r(m,y),y) olur. Boylece

y € W(s(m,y),z) € W(m,y) bulunur. Diger yandan r2(n,z) > §'(n,z) >

s'(m,y) > oldugundan W(ra(n,z),z) € W(m,y) elde edilir. Eger s'(n,z) <

s'(m,y) varsayilirsa, benzer gekilde W(ra(m,y),y) & W(n,z) oldugu kolayca
goriilebilir.

Artik Teorem 4.2 nin kanitina gegebiliriz.

Kanit:(=>:) Th, X uzay: metriklenebilir olsun. Bu durumda X uzayr ayni
-gamanda birinci sayilabilir olacagindan, her z € X icin bir sayilabilir-azalan
{W(n,z) : n € N} komguluklar tabani vardir.

Simdi (A) ozelligine denk olan (C) 6zelliginin gerceklendigini gorelim: Bir z nok-

tasimn Uz) komguluklar ailesi olmak fizere U € U(y) ise her y € Vigin U € Uy

olacak gekilde bir V' € U(y) komsulugunun varhgmi biliyoruz.

zc X ven € Nalahm. {W(n,z) : n € N} komguluklar tabam oldugundan
z € W(n,z) dir. §imdi V' = W (r,z) olacak gekilde bir r dogal sayis: vardir ki,

her y € V = W(r,z) icin W(n,z) € {W(n,y) : n € N} dir. Yaniy € W(r, z)

ise, z € W(n,y) olup efer r 2 n secersek W(r,y) C W(n,z) olur. Boylece (C)

5zelligi, dolayisiyla da (A) ozelligi gerceklendiginden kanitin bir yonii tamamlanir.

(<=:) Once her n € N igin
Gn = {W(r(n,z),x)° : ¢ € X}

kiimelerini gozoniine alalm. Bu tanimlamaya gore her n € N igin Gn ailesinin
bir agik értii oldugu kolayca goriilebilir. Simdi hern € N icin St(z, G(r(n,z))) C
W (n, z) oldugunu gorelim:

Tammlardan St(z,G(r(n,z)) = U{A € G(r(n,z)) : = € A} ve G(r(n,z)) =
{(W(r(r(n,z),¥),y)° : ¥ € X} dir. Béylece Yardime Teorem 4.4 (ii) ye gore
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x € W(r(r(n,z),y),y) ise, W(r(r(n,z),y),y) € W(n,z) dir. Her biri W(n,z)
tarafindan kapsandig igin St(z, G(r(n,z))) C W(n,z) dir.

Simdi de {G(n) : n € N} ailesinin X uzay: i¢in bir agthm oldugunu gosterelim:
z € X ve U, z noktasimn bir komgulugu olsun. = € W(n, z) C U olacak gekilde
bir n € N vardir. Bu n igin

St(z, G(r(n,z)) C W(n,z) CU

dir. O halde {G(n) : n € N} ailesinin X uzay: icin bir agthimdur.
Simdi V(n,z) = W(ren(1,z),z)° olmak tizere
0 =y
1 her z igin {z,y} € V' (1, 2)
o(2,y) = 27" En az bir z igin {z,y} C V(n,z)
ve bu bagmt: i¢in n maximal

ile tanimli reel degerli ¢ fonksiyonunu diigtinelim.
H(n)={V(n,z):z € X}

olsun. Jimdi her n dogal sayis1 i¢cin H(n) < G(n) oldugunu gosterelim:
_Biz n € N olmak iizere her z € X icin V(n,z) € W(r(n,y),y)° olacak sekilde bir
y € X noktasimn oldugunu géstermeliyiz. Eger y = z olarak kabul edip

V(n,z) = W(rz.(1,z),2)° C W(r(n,z),z)°

kapsamasin gosterirsek, yine de istenen elde edilir. O halde n = 1 igin bakalim:
r2(1,z) = r(r(ri(1,z),z),z) ve ri(1,z) = 1 oldugundan ro(1,z) = r(r(1,z), z)
dir. Eger r(r(1,z),z) > r(1,z) ise agktir. Diger durumda her zaman r(1,z) > 1
olacagindan istenen gerceklenir.

Boylece her n € Ni¢in H(n) < G(n) olarak bulunur. Her n € Nigin H(rn) < G(n)
ve {G(n) : n € N} ailesi X uzay: icin bir agihm oldugundan {H(n) : n € N}
ailesi de X uzay: i¢in bir acihmdir. Buradan ¢ fonksiyonu tiim X x X iizerinde
tamumbidir. Yardimer Teorem 4.4. (ii) den, ¢ = 1,2 igin V(n + 1,z;) N V(n +
1,2iy1) # 0 ise bu durumda 5 € {1, 2,3} olmak lizere

3
U V(n+1,z;) C V(n,z;)

i=1

olacak gekilde olmak {izere bir j dogal sayis1 vardir.
k—1
d(z,y) = mf{z (TryZry1) 1k ENy 2, € X, 20 = 7,24 = y}

r=0
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fouksiyonu d(z,y) > ﬁ“%l olmak tizere X uzay: tizerinde bir metrik tanumlar.
Once bu fonksiyonun bir metrik oldugunu gosterelim:

(M1) z,y € X olmak tizere d(z,y) = 0 olsun. Bu toplam & € N sayisina bagh
ve toplamn alt simirlannin en biiyiigi sifir oldugundan & = 1 olmalhdir. Buradan
k =1 ise, ¢(zg,21) = ¢(z,y) = 0 olup = = y bulunur. Jimdi z =y ise, c(z,y) =0
oldugunu goésterelim. Bu durumda yine & = 1 olmaldir. Cunku e§1t iki nokta

arasinda bagka hicbir nokta bulunamaz. O halde d(z,y) = inf{ 2 (Tr, Trp1) ¢

ke Nz, € X,zx =y} = ¢(z,y) = 0 bulunur. Ayrica her z,y € X 1gm c(z,y) >0
oldugu icin d(z,y) > 0 dur.
(M2) z,y € X olmak tizere

k~1
d(z,y) =inf{d c(zr,zr41) : k €N,z € X, 20 = z, 21 = y}
r=0

k=1
=inf{Y c(zr41,2r):k €N,z € X, 20 = z,21 = y}
=0

= d(y, z)

(M3) z,y,t € X icin d(z,y) < d(z,t) + d(t,y) oldugunu gosterelim:

k—1
d($7 y) = an{ E c(xr, wr—{-l) 1k e N, z, € X, To = T,Tk = y}
~. =0

k-1 k-1
<mf{{Y c(zr,zr+1) 1 k €Nz, € X, 70 = z,2k = t}+ {3 c(zr, Tr41) :
r=0 =0
keN,z, € X,z0 =t,zr = y}}

< mf{z ATryZrt1):k €N,z € X,20 = z,21 =t} +mf{z Ty, Tr1)
kENa:TEX zo =tz =y}

=d(z,t) + d(t,y)

Béylece d(z,y) < d(z,t) + d{t,y) bulunur. O halde d fonksiyonu X x X {izerinde
metriktir.

Eger v(z,y) = {n : (3z € X)({z,y} € V(n, z))} biciminde tamimlarsak

0 v(z,y) sonsuz
c(z,y) = { 1 '7(37»"./) =0
2™ n=mazy(z,y)
olur. Simdi de d(z,y) > '—’(—;‘;’4‘2 oldugunu gosterelim: Bunun igin; tim zg, z,, - - - T
zincirleri igin
k—1

c(zg,zk) S e= Zc(wmxrﬂ) “ee (%)

r=o
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oldugunu géstermek ycterlidir. Bu yiizden k iizerinden tiimevarim uygulayacagz.
k = 1 i¢in durum agiktir. &’ < & olmak tizere yo,y1,-+,ys zinciri egitsizligi
saglasin. Eger zg,21,- -+ 2 zinciri i¢in e = 0 elde ediliyorsa ¢(zo, zx) = 0 olup (*)

clde edilir. Biz bu nedenle € # 0 kabul edip

n—1

) e
p=min{n: Z c(Tr, Try1) > -2-}

=0
olarak tamimlayalun. Boylece tiimevarim hipotezi aracihgiyla

p—2
e
c(o,Tp-1) < zc(xr, Try1) < 5

r=0

k-1
e
c(zp,Tk) < Z (Zr, Try1) < 3

T=p
ve

oo (k)

C(.’L‘o, xp-—l) < e, C(xp—lazp) < €, c(x,,,xk) <

N

elde ederiz.

c(zo,zr) < 1 oldugundan eger e > 3 ise (*) agiktur. Oyleyse e < } oldugunu

varsayalim. Eger n, 277 1 < e kogulunu saglayan en kiigiik tamsay1 ise (**)
~esitsizligi ve ¢’nin tammindan, y(zo, Zp—1), Y(Tp-1,%p) Ve ¥(Tp, Tx) min herbiri

n + 1 dir. Bundan dolay:

(z0,Zp-1) € V(n+1,41), (£p-1,2p) € V(n+1,y2) ve (zp,21) € V(n+1,y3) olacak

bigimde y1,¥2,ys € X vardir. Buradan bir 1 < j < 3icinzo € V(n+1,y1) C

V(n,y) ve zx € V(n+1,y3) C V(n,y;) olup ve boylece n € ¥(zo, zx) dir. Buradan

c(zo, Tk) < 27" < £ olur ki bdylece tiimevarim tamamlamr. O haldeherz,y € X

icin

1) < e 3) < o)

elde edilir.

Simdi bu d metriginin X {izerindeki topolojiyi firettigini gosterelim.

U C X agik ve z € U olsun. Bu durumda W(n,z) C U olacak gekilde bir n € N
vardir. Ayrica

V(n,z) = W(ra.(1,z),z)° C W(re.(1,z),z) C W(r(n,z),z)
olup H(n) = {V(n,z) : = € X} ailesi X uzay: i¢in bir agthm oldugundan

St(H(n),z) C W(n,a)
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olur. Simdi ¢ = 27"! ve y € B(z,¢) olsun. Boylece ¢(z,y) < 27" olur. ¢
fonksiyonunun tantmndan y € V(n, z) = W(rza(1, 2), 2)° olacak gekilde bir z € X
vardir. {z,y} € V(n,z) oldugundan

y € V(n,2) C St(H(n),z) CW(n,z)CU

oldugundan B(z,27""!) C U elde edilir.

Kapsamamn diger yonii benzer gekilde elde edilir.
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Bu boliimde R. H. Bing’in "bir collectionwise - normal, agilabilir uzayin metrik-
lenebilir” olmas: sonucu ile Teorem 4.2°yi iligkilendirecegiz:

{A;i : i € I'} kapali kiimelerin ayrik ailesi olsun. Bu durumda her z € A; icin j # 1
oldugunda U(z) N A; = @ olacak gekilde z noktasmin bir agk U(z) komsgulugu
vardir. (A) Ozelliginden, y € V(z) ise z € W(s(z,U),y) € U olacak gekilde =
noktasmin bir V(z) agik komsgulugu ve bir s(z, U) tamsayis: vardir. Her noktadaki
yerel taban azalan oldugu icin,

U; = U{V(z) 1z € A}

olmak tizere {U; : 1 € I} ailesi (pairwise disjoint) ikiger ayriktir. Bunu gormek
i¢in, tersini varsayalim. Yani ¢ # 7 icin U; N U;. # 0 olsun. O halde y € U; ve
y € U+ olacak gekilde bir y € X vardir. y € U; ise dyle bir z € 4; icin y € V(z)
dir. y € U;. ise dyle bir 2’ € A;. iginy € V(z') dir. = € A; i¢in ¢ # i* oldugundan
U(z) N Ai» = 0 olacak sekilde z noktasimn bir agk U(z) komsulugu vardr.
(A) ozelliginden y € V(z) oldugunda z € W(s(z,U),y) C U(zx) olacak gekilde
s = s(z,U) tamsayisi vardir. z' € A;. i¢in ¢ # ¢* oldugundan U(z') N A; = 0§
olacak gekilde z’ noktasimn bir agtk U(z’) komgulugu vardir. (A) 6zelliginden
y € V(z') oldugunda z' € W(s*(z',U),y) C U(z") olacak sekilde s* = s*(z',U)
tamsayisi vardir. Sonug olarak z € W(s,y) C U(z) ve 2’ € W(s*,y) C U(z’) elde
edilir. Burada s,s* iki tamsay: oldugundan ya s < s* ya da s* < s dir. Eger
5 < 3% ise, W(s*,y) C W(s,y) dir ve 2’ € W(s*,y) oldugundan z’' € W(s,y) ve
dolaysiyla '’ € U(z) olur. 2’ € U(z) ve 2’ € A;+ oldugundan U(z)NA4; = @ olugu
ile celigir. Eger s* < s ise W(s,y) € W(s*,y) dir. £ € W(s,y) ise z € W(s*,y)
ve dolayisiyla ¢ € U(z’) olur. Buradan z € U(z’) ve z € A; olugu U(z') N A; = 0
olmasi ile celigir.

O halde {U; : 1 € I} ailesi ikiger ayriktir.

Simdi de X uzaynm collectionwise-normal oldugunu g(")stex"elim. Her: € I'igin A;
kiimesi kapali ve {A; : ¢ € I'} ailesi ayrik idi. Simdi {U; : ¢ € I} ailesinin aradigimuz
aile oldugunu iddia ediyoruz. Yani her ¢ € I i¢in A; C U; ve {U; : ¢ € I} agik
kiimelerden olugan ayrik ailedir. ‘

Oncelikle U; kitmesinin tammmindan A; € U; oldugu agiktir. Ayrica her z € A; icin
V() kiimesi aqik ve agik kiimelerin herhangi say1da birlegimi agik oldugundan U;
kiimesi de agiktir. {U; : i € I} ailesinin ikiger ayrik aile oldugunu gostermigtik.

z € X olsun. {4; : ¢ € I'} aynk aile oldugundan

HAi:UNA; #0,i €I} <1

olacak gekilde z noktasinin bir U komgulugu vardir. Eger tek bir ¢ igin UNA; # 0
ise, A; C U; oldugundan U N U; # @ olacaktir. Aymica i # j iken U; NU; = 0
oldugundan da i # j olan her j i¢in U N U; = @ olacaktur.
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Eger her 7 € I igin UN A; = 0 ise UNU; = @ olacagandan yine istenen elde edilmig
olacaktir. Yani {U; : i € I} ailesi agik kiimelerin aynk bir ailesidir. O halde X

uzayi collectionwise-normaldir.

TEOREM 4.2 NIN BAZI SONUCLARI

4.5, Teorem: Bir X uzayimin metriklenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul
her bir z € X i¢in ¢ noktasinda agagidaki (D) ve (E) kogullarim saglayan bir
{R(n,z) : n € N} sayilabilir, yerel komguluk tabaninin var olmasidir.
(D) Her z ve n igin,
y € Vi =z € R(n,y)
olacak sekilde z noktasini igeren bir Vi acig vardir.

(E) Her bir z ve z noktasi igeren her U actk kiimesi igin,
yeEVa=R(r,y) CU
olacak sekilde bir r sayist ve ¢ noktasint iceren bir V3 a¢igr vardir.

Kanit: (==>:) X uzay: metriklenebilir olsun. Bu durumda Teorem 4.2 den (A)

kogulunu saglayan, her £ € X noktasinda {R(n,z) : n € N} komguluklar tabam

vardir. (A) kogulu Yardime: Teorem 4.3 de gecen (C) koguluna denk oldugundan
. {C) ise (D) ve (E) oldugunu gostermek yeterli olacaktir.

z ve n alahm. (C)’den y € R(r,z) ise ¢ € R(n,y) olacak gekilde r > n vardir.

R(r, z) komgulugu acik olmak zorunda degildir ama kapsadig bir acik kiime mut-

laka vardir. Bu acik kiimeye V; dersek

z eV CR(r,z)

dir. Béylece y € V; ise € R(n,y) bulunur. O halde (D) kogulu gergeklenir.

z € X ve ¢ € U olmak tizere U agk kiimesini alahm. {R(n,z):n =1,2,3 ---}
sayilabilir, azalan, yerel komguluklar tabani oldugu i¢in R(n, z) C U olacak gekilde
bir n € N vardir. Bu z ve n igin (C)’den y € R(r, z) ise z € R(n,y) ve R(r,y) C
R(n,z) olacak gekilde bir r > n saymm vardir. R(r,z) komgulugu acik olmak
zorunda degildir ama kapsadig bir agik mutlaka vardir. Bt agik kiimeye V, dersek

z € V2 C R(r,z)

dir. Bdylece y € V3 ise R(r,y) € R(n,z) C U bulunur. O halde (E) kogulu
gerceklenir.

(<=:) X uzaymdaki, her bir z € X noktasinda (D) ve (E) kogullarim gercekleyen
bir {R(n, z) : n € N} sayilabilir, yerel komguluk tabam olsun.

W(n,z) = n{R(z,x) 18=1,2,3,---,n}
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ile tamumlanan W(n,z) ailesini gozoniine alalim. Her n i¢in W(n,z), yine x
noktasinin bir komgnlugudur. Ustelik tammdan her n igin W(n +1, ) C W(n, z)
dir. z ve z noktasim kapsayan her U agik kiimesi i¢in {R(n, z) : n € N} sayilabilir,
azalan, yerel komguluk taban: oldugundan R(n*,z) C U olacak sekilde bir n* € N
vardir. Boylece W(n, z)’in tanumindan n > n* olmak izere

W(n,z) C R(n*,2) C U

dur. O halde {W(n,z) : n € N} ailesi z noktasinda sayilabilir, azalan, yerel
komguluklar tabanidir. ‘

Simdi Teorem 4.2 deki (A) kogulunun saglandigim gostermeliyiz.

z € U ve U agk bir kiime olsun. (E)’den oyle bir r tamsays1 ve  noktasim
igeren V; agigy vardir ki y € V4 ise R(r,y) C U dur. W(r,y) C R(r,y) oldugundan
y € V3 ise W(r,y) € U bulunmug olur. Boylece Teorem 4.2 den X uzay: metrik-
lenebilirdir. '

4.6. Tanim: (X,T) topolojik uzay: igin agagidaki ozellikleri saglayan orten bir
g : N x X — T fonksiyonu varsa (X,T) topolojik uzayna y-uzayi denir.
o0
(1) Herz € X igin z € ) g(n,z) dir.
n=1

. (2) n = 1,2,3,--- i¢in y, € g(n,p) ve zp, € g(n,yn) ise p, (z,) dizisinin bir
 yigilma noktasidir.

Ayrica g : N x X — T fonksiyonu X uzay: icin bir v fonksiyonu olarak ad-
landirilir.

T, X uzay: izerinde bir topoloji olmak tizere, R.E.Hodel’in[8] y-fonksiyonu g :
N x X — ¥ agagidaki kogullar saglar:

(a) Her z € X igin B, = {g(n,z) : n = 1,2,3,---}, = noktasinda bir yerel
tabandir.

(b) Her z € X ven € Nigin y € g(m, z) ise g(m,y) C g(n, z) olacak gekilde bir
m = m(n,z) vardir.

4.7. Teorem: X uzaymin metriklenebilmesi icin gerekli ve yeterli kogul X
uzaymn agagidaki kogulu saglayan bir g, y-fonksiyonuna sahip olmasidir.

Herz € X ven € Niginy € g(m, z) ise z € g(n, y) olacak gekilde bir m = m(n, z)
dogal sayis1 vardir.
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Kanmt: (==:) X uzay1 metriklenebilir olsun. Metriklenebilir uzaylarin her nok-
tasinda sayilabilir, azalan komguluklar tabam oldugunu biliyoruz. Simdi g :
N x X = T4, g(n,z) = B(z, L) olarak tanumh g doniigiimit X uzay: lizerinde
~4-fonksiyonudur. Bunu gormek igin iki 6zelligi dogrulamamiz gerekmektedir.

o0
(1) Her z € X igin g(n,z) = B(z, %) oldugundan z € (] g(n,2) dir.

n=1
(2) n=1,2,8,--- ve p € X olmak iizere i¢in y» € B(p, 1) ve z, € B(yn, %) ise p,
(zn) dizisinin bir y13ilma noktasidir: Bunu gormek icin, € > 0 verilsin.

{B(p: )\ {p}} N {(zn)} =0

oldugunu varsayahm. Bu durumda (z,) C X \ {B(p,¢) \ {p}} kapsamasi n
arttikca gergeklenmeyecektir. Ciinkii {g(n,p) = B(p,1) : n € N} ailesi icige
gegen agiklardan olugur. ,

O halde p noktas: (z,) nin bir yigilma noktasidir. Boylece g fonksiyonu da bir
~-fonksiyonu oldugundan her metriklenebilir uzay y-uzayidur.

Simdi her z ve n icin y € g(m,z) ise z € g(n,y) olacak sekilde bir m = m(n,z)
dogal says: varhgim gosterelim. = ve n alahm. (b)’den y € g(m, ) ise g(m,y) C
g(n, ) olacak gekilde bir m = m(n, z) dogal sayis: vardir. y € g(m, z) olsun. ¢ ¢
g(n,y) = B(y, 1) oldugunu varsayahm. Bu durumda d(z,y) > L dir. g(m,y) C
“g(n, z) oldugundan y € g(n,z) olup d(z,y) < + bulunur ki bu bir celigkidir. O
halde z € g(n, y) olacak gekilde bir m = m(n, z) sayis1 vardir.

(<=:) g fonksiyonu X fizerinde, her = ve n igin y € g(m,z) iken = € g(n,y)
olacak gekilde bir m = m(n, z) sayisimn var oldugu bir y-fonksiyonu olsun.

Her z € X icin (a)’dan {g(n,z) : n = 1,2,3,---} ailesi  noktasmnda sayilabilir
yerel komguluk tabamidir. §imdi Teorem 4.5 den yararlamip X uzaymin metrik-
lenebilir oldugunu gorelim.

z ve n alabm. Bu durumda y € g(m, ) ise = € g(n,y) olacak gekilde bir m =
m(n, ) says1 vardir. g, y-fonksiyonu oldugundan g(m,z) kiimesi z noktasim
iceren bir agiktir. g(m,z) = V; dersek, bu kogullar altinda Teorem 4.5 in (D)
kogulu saglanir.

z € U ve U kiimesi actk olsun. Bu durumda U = g{n,z) olacak gekilde bir
n € N vardir. $imdi (b) kogulundan bu z ve n i¢in, y € g(m,z) ise g(m,y) C
g(n,z) = U olacak gekilde bir m = m(n,z) vardir. Burada g(m,z) = V; ve
m = r olarak diigiiniiliirse Teorem 4.5 in (E) kogulu gerceklenir. Boylece X uzay1
metriklenebilirdir.

4.8. Tamm: X bir kiime ve X x X iizerinde agagidaki kogullar1 saglayan U
stizgeci ile (X,U) uzayina bir yerel quasi-diizgiin uzay denir.




(2) Her z € X i¢in (W{U(z) : U € U} = {z}
(b) Herz € X ve“U € U igin (V o V)(z) € U(z) olacak gekilde V € U vardir.

Simdi (X, U) dilzglin uzay: ile retilen
T={ACX:(Vze A)(AU €U U(z) C A)}
ailesinin X {izerinde bir topoloji oldugunu gosterelim.
(1) @ ve X kiimeleri bu ailenin elemanidur.

(ii) A,BeTolsun. ANB=0ise ANB&€Tdur. ANB#0Pisex € A ve
z € B olacak gekilde bir z € X vardir. A € T oldugundan U(z) C A olacak
bi¢imde bir U € U vardir. B € T oldugundan V(z) C B olacak bigimde bir
V € U vardir. U siizgeg oldugundan U NV € U dir. Simdi

UnV)z)=U(z)NnV(z)

oldugunu gostermeliyiz. y € (U N V)(z) ise (z,y) € UNV dir. Buradan
(z,y) € U ve (z,y) € V dir. Yaniy € U(z) ve y € V(z) dir. O halde
y € U(z) N V(z) olur. Béylece (U NV)(z) C U(z) N V(z) dir. Ispat aym
sekilde geri d6neceginden (U N V)(z) = U(z) N V(z) bulunur. O halde
(UNV)(z) € AN B oldugundan AN B € T dir.

(iii) {Ai}ier C T olsun. |J;c; Ai kilmesinin de T ailesinin elemans oldugunu
gostermek istiyoruz. z € {J;c; 4i olsun. Bu durumda z € A;, olacak
bigimde bir 79 € I vardir. A;, € T oldugundan U(z) C A;, olacak gekilde
bir U € U vardir. Buradan U(z) C (J;c;y Ai oldugundan | J;c;4; € T
bulunur.

O halde T ailesi bir topolojidir.

4.9. Teorem: (X,T) bir topolojik uzay olmak tizere g : N x X — T fonksiyonu
hern e Nvez € X igin z € g(n + 1,z) C g(n, z) kogulunu saglasin. Ayrica her
n € N i¢in

Vo= U {x} X g(n7$)

zeX
olsun. Bu durumda, her n € N igin y, € g(n,p) ve z, € g(n,y,) iken (z,) — p
ise {V;, : n € N} ailesi (X, T) ile uyumlu yerel quasi-diizgiinliigii i¢in bir tabandir.

Kanit: p € X olsun. {V, : n € N} ailesinin (X,7) ile uyumlu yerel quasi-
diizgiinliigi igin taban olmadigimi varsayalhm. Bu durumda V,(p) kiimeleri X
uzayimun p noktas: i¢in komguluk tabani degildir.
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Dolayisiyla, n,m € N igin Vu(p) € Va(p) N Vin(p) dir. O halde dyle bir z € X
igin ¢ € Vi,(p) ve ¢ ¢ Vin(p) dir. V,, C V; 0V, oldugundan = € V2(p) \ Vin(p) dir.
Boylece her n € N i¢in z,, € V.2(p) \ Vin(p) segebiliriz. O zaman z,, € Vp,(yp) =
g(n,yn) olmak iizere y, € Vo(p) = g(n,p) vardir. Varsayummizdan (z,) dizisi p
noktasina yakinsamahdir. Ancak her n i¢in z, € V2(p) \ Vin(p) oldugundan (z,)
dizisi p noktasina yakinsayamaz. Bu ise bir geligkidir. Dolaysiyla {V,, : n € N}
ailesi X tzerindeki bir yerel quasi-diizgiinliigii i¢in sayilabilir bir tabandir. Bu
ailenin taban oldugu U diizgiinliigi igin ¥ = Fy oldugu kolayca goriilebilir.

4.10. Teorem: Bir (X,U) yerel quasi-diizgiin uzay1, bir metriklenebilir topolo-
jiye sahip ise, U bir sayilabilir tabana sahiptir ve verilen £ € X ve U € U igin
V(z) € U~}(z) olacak gekilde bir V € U vardur.

Kamt: (X,U) yerel quasi-diizgiin uzayi, bir metriklenebilir topolojiye sahip ol-
sun. Onceki teoremden bu U dizginligi {V, : n € N} saylabilir tabanmna
sahiptir.

Simdi £ € X ve U € U olsun. Diizgiinlitk tammindan V oV C U olacak gekilde
bir V € U vardir. Buradan (V o V)(z) C U(z) elde edilir. Bunu gormek igin
y € (Vo V)(z) alahm. (z,y) € (Vo V) dir. (Vo V) C U oldugundan (z,y) € U
olup y € U(z) bulunur. O halde (V o V)(z) C U(z) dir.

Simdi de V € (V o V) oldugunu gérelim: (z,y) € V ve (z,y) ¢ (V o V) oldugunu
varsayalim. Bu durumda bilegke tamimindan her z € X igin (z,2) € V veya
(2,y) ¢ V dir. O halde z = y i¢in (z,y) € V veya (y,y) ¢ V olur ki bu bir
geligkidir. O halde V € (V o V) dir. Buradan

V() C (V o V)(=) € Ulz)

elde edilir. Simdi de V(z) C U~}(z) oldugunu gosterelim. Bunu gdstermek
icin y € V(z) ve y ¢ U *(z) olacak bigimde bir y € X noktasmimn oldugunu
diigiinelim. Bu durumda (z,y) € V ve (z,y) ¢ U~ olur. Buradan (y,z) ¢ U ve
dolaysiyla y ¢ U(z) bulunur ki, bu durum V(z) C U(x) olusu ile celigir. O halde
V{z) CU (=) dir.

4.11. Tamim: X bir kiime olmak tizere d : X x X — R* fonksiyonu her z,y,z €
X i¢in
(1) d{z,y) =0 & z =y dir.

(2) Her z € X ve her € > 0 i¢in d(z,y) < & iken d(y,z) < e olacak gekilde bir
& > 0 vardir.

(3) Her z € X ve her € > 0 igin d(z, z) < § ve d(2,y) < § iken d(z,y) < € olacak
gekilde bir § > 0 vardir.
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kogullanm saghyorsa d fonksiyonuna X x X {izerinde bir yerel metrik denir.

Her d yerel metrigi X {izerinde bir topoloji iiretir. Ayrica bir d yerel metrigine gore
bir U kiimesinin agik olmasi igin gerek ve yeter kogul her z € U igin B(z,e) C U
olacak gekilde bir € > 0 sayisinin var olmasidir.

4.12. Teorem: Bir X uzayinn metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul X
uzaymn topolojisini tireten X iizerinde bir d yerel metriginin var olmasidir.

Kanit: (=>:) X uzayr metriklenebilir olsun. Bu durumda X tizerinde bir d
metrigi vardir ki X’in topolojisini tiretir. Agik¢a d metrigi bir yerel metriktir,
(¢<=:) X uzay1 lizerinde, X in topolojisini ireten bir d yerel metrigi alalim. =z € X
icin

B, = {B(z,%) :n € N}
ailesi z noktasimin sayilabilir yerel komguluklar tabanidir. Bunu gérmek icin G C

X agk ve z € G alahm. Bu durumda B(z,e;) € G olacak sekilde bir e; > 0
vardir. 1 < ¢, olacak gekilde bir n € N segelim. O halde

B(z,~) € B(z,es) € G

dir. Boylece B, = {B(z, %) : n € N} ailesi z noktasinin sayilabilir yerel komguluklar
~tabamdir.

Simdi bu tabann Teorem 4.5 in (D) ve (E) kogullarim sagladigimi gorelim.

z € X ven € Nalahm. e < -17; olacak gekilde secilen bir € > 0 says: igin V; =

B(z, €) olarak belirlenirse y € V; i¢in z € B(y, %) olup (D) kogulu gergeklenir.

z € X ve U, z noktasini igeren bir actk kiime olsun. B(z,€) C U olacak gekilde bir
e > 0 vardir. Simdir < € ve V3 = B(z, 1) olarak segilirse y € V5 i¢in By, 1) C U
olup (E) kogulu gergeklenir. Boylece Teorem 4.5 den X uzay: metriklenebilirdir.

4.13. Teorem: Bir X uzayimn metriklenebilmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul
her z € X i¢in agagidaki kogullan saglayan {Uy,(z) : n € N} ve {V,(z) : n € N}
komguluklar dizisinin var olmasidir.

(i) {Un(z) : n € N}, z noktasinin yerel komguluklar tabanidir.
(ii) y & Un(z) ise Vo(y) N Va(z) = 0 dur.
(iii) y € Vp(z) ise Va(y) C Ua(z) dir.

Kamt: (=>:) Agktr.
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(¢<==:) X uzayindaki herz € X i¢in yukaridaki kogullar: saglayan {U,(z) : n € N}
ve {Va(z) : n € N} komguluklar dizisi olsun. Genelligi bozmaksizin, her z € X
icin Vy,(z) komguluklar dizisini n sayisina bagh olarak azalan alabiliriz.

z € U ve U kiimesi agik olsun. Bu durumda Up(z) C U olacak gekilde n dogal
sayis1 bulabiliriz. Simdi

W(n,z) = | J{Va(y) : © € Va(®)}

olarak tamimlayahm. Ayrica m’, Unm (z) C V() olacak sekildeki pozitif tam-
say1 olmak iizere m = maz{n,m'} olsun. Bu durumda y € (Vin(z))® ise ¢ €
W(m,y) C Un(z) dir. Bunu gormek igin y € (Vi (z))® olacak sekilde bir y € X
alahm. Buradan y € Vp,(z) dir ve

W(m,y) = U{Vm(“’) :y € Vm(z)}

olup £ € W(m,y) bulunur. §imdi W(m,y) € U,(z) oldugunu varsayalim. Bu
durumda z € W(m,y) ve z ¢ U,(z) olacak sekilde bir z € X vardir. z € W(m,y)
ise Oyle bir y € Viu(2) i¢in z € Vio(z) dir. m = maz{n,m'} oldugundan m > n
dir.
Ve(z) komguluklar dizisi azalan oldugundan V,(z) C V,(z) dir. O halde z €
Vm(z) oldugundan z € Vy,(z) dir. Oysa ki z ¢ Upn(z) oldugundan V;,(z) N\ V,(z) =
B olmasi z € Vi (z) olmas: ile celigir. (Yani z € V,,(2) oldugundan V,(z) NV, (z) #
f olur ki bu z ¢ Uy(z) olusu ile celigir.) O halde y € Vi, (z)° ise z € W(m,y) C
Un(z) dir. -
Béylece Teorem 4.2 nin kogullan saglanmigtir. O halde X uzay: metriklenebilirdir.
Simdi daha once ikinci béliimde yer verdigimiz NAGATA-SMIRNOV Metrik-
lenebilme Teoremi’nin kanitim: biraz daha kolaylagtirarak yeniden ele alalim:

(NAGATA-SMIRNOV Metriklenebilme Teoremi)

Bir regiiler X uzaymn metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul X uzayimn
o-yerel sonlu bir tabana sahip olmasidir.

Kanit: (==:) (X, 7) metriklenebilir ve d, X fizerinde T4 = T kogulunu saglayan
bir metrik olsun. X’in, n € N olmak iizere

un:-{B(:v,-z—l;):a:EX}

agik Ortiisiinti gozonine alahm. (X,T) parakompakt oldugundan bu drtiintn V,
gibi yerel sonlu bir agik incesi vardur.
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o-ycrel sonlu ailcsinin bu uzayin bir tabani oldugu gosterilebilir. Gergekten G C X
acik ve z € G herhangi bir nokta ise z € B(z, =) C G olacak gekilde bir n dogal
say1s1 vardir. Vo de bir értit oldugundan z € V olacak gekilde bir V' € V42
vardir. V’nin gap zapr 'den kiigiiktiir. Bu nedenle her y € V icin

d(z,y) < -2—1;17‘_; < 517—‘

oldugundan y € B(z, +-) saglanur. Bu V € Vigin z € V C G saglanir. Ju halde
v, (X,T) uzaymn tabamdir.
(«<=:) Her n € N i¢in G(n) bir yerel sonlu aile olmak {dizere | J{G(n) : n € N},
regiiler X uzay1 {izerindeki topoloji icin bir taban olsun.
Genelligi bozmaksizin, her n € N icin G(n) € G(n +1) oldugunu varsayabiliriz.
Simdi

W(n,z) = {G:z € G Gn)}

ve
V(n,z)=({G:z€G¢€ G\ {G: G eG(n)= ¢ G}
olarak tammlansin. X regiler ve G(n) yerel sonlu oldugu igin V(n,z) kiimesi
agiktir ve {W(n,z) :n =1, 2,3,---}ailesiz noktasinda bir (azalan) yerel komguluklar
tabamdir. Boylece y € V(n,z) ise € € W(n,y) € W(n,z) dir. Bunu gormek igin
-y € V(n,z) alahim. Bu durumda y € ([{G :z € G € G(n)} ve y ¢ U{G:G¢€
G(n),z ¢ G} demektir.
O halde W(n,y) = MG:yeGe G(n)} oldugundan z € W (n,y) dir. Simdi de
W(n,y) € W(n,z) oldugunu gosterelim.
2z € W(n,y) olsun. Bu durumda her G € G(n) iciny € G ise z € G dir. y €
V(n,z) oldugundan ber G € G(n)ignz € Gisey € G olup W({n,y) C W(n,z)
bulunur.
Boylece Teorem 4.2. den X uzay1 metriklenebilirdir.

4.14. Teorem: Bir X uzaymin metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul
her z € X icin agagidaki kogulu saglayan bir {P(n,z) : n € N} yerel tabanmmn
var olmasidir.

z € X ven € N ise éyle bir m = m(n, ) pozitif tamsayis: vardir ki P(m,y) N
P(m,z) # 0 icin P(m,y) C P(n,z) dir.

Bu Teoremin kanit: Teorem 4.2 den agktir.
(ARHANGEL’SKii-STONE Metriklenebilme Teoremi)

Bir X uzaymn metriklenebilmesi igin gerekli ve yeterli kogul agagidaki kogulu
saglayan bir {G(n) : n € N} acik Srtiilerinin dizisinin var olmasidir.
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Her £ € X ve ’in her U komgulugu i¢in
SHV,G(n)) CU

olacak gekilde ’in bir V' komgulugu ve bir n tamsayis: vardir.

Kanmit: (=>:) X uzay: metriklenebilir olsun. Boylece Teorem 4.2 den her z €
X igin (A) kogulunu saglayan bir {W(n,z) : n € N} saylabilir, azalan yerel
komguluklar tabam vardir. Genelligi bozmaksizin her n icin W(n,z) kiimesini
agik olarak alabiliriz. Burada G(n) = {W(n,z) : z € X} olarak gézoniine alinirsa
{G(n) : n € N}, X’in agik ortiilerinin bir dizisi olup istenen kogullan saglar:

z € X ve £ € U olmak tizere U C X acik olsun. Bu durumda Teorem 4.2 nin

(A) kogulundan y € V ise z € W(n,y) C U olacak gekilde bir n tamsayis1 ve =
noktasimi igeren bir V' acik kiimesi vardir.

{W(n,z):z € V} C G(n)

olup her z € V igin W(n, z) C U oldugundan St(V,G(r)) C U bulunur.
(=) Her n € N i¢in R(n,z) = St(z,G(n)) olsun. Boylece {R(n,z) : n € N}
ailesi z noktasimn sayilabilir, yerel komguluklar tabamdir. Simdi Teorem 4.2 nin
(D) ve (E) kogullarinm saglandigim gérelim.

~x € X ven € Nalalim. £ € V € G(n) olacak gekilde bir V acgik kiimesi segebiliriz.
Cinkii G(n) bir ortadir. Simdi y € V ise z € R(n,y) = St(y,G(n)) oldugu
aciktir. Boylece (D) kogulu saglamr.
z € X ve x € U olmak iizere U kiimesi acik olsun. Varsayimdan

SHV,G(r)) < U

olacak gekilde bir r tamsays: ve  noktasim iceren bir V komgulugu vardir. y € V |
ise R(r,y) = St(y, G(r)) C U oldugundan (E) kogulu saglanir.

Boylece X uzay: metriklenebilirdir.
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Simdiye kadar metriklenebilen bir X uzay i¢in onun yerel taban: {izerinde birkag
kogul verdik. Simdi, temel sonuglarimiza ik tutacak, zayiflatilmig kogullarla
baglantisini inceleyecegiz. Bunun igin bir 6rnek verelim.

Ornek: N pozitif tamsayilann kiimesi ve z,y tamsay: olmayan aynk iki nokta
olmak tizere X = NU {z,y} olsun. X izerindeki

T ={G: G C N veya(G C X)}(X \ G) sonlu}
topolojisini gozoniine alahm. Bu topolojinin yerel tabani agagidaki gibi verilsin:
W(n,z) ={z,n,n+1,n+2,---}
W(n,y)={y,n,n+1,n+2,--}
W(2n,r) = {z,2n,2n + 1,2n +2,-- -}, 2n < r ise.
W(2n,r) = {r}, 2n > r ise.
W(2n-1,r)={y,2n—1,2n,2n+1,---}, 2n — 1 < r ise.
W(@n—1,r)={r},2n — 1> r ise.

Simdi bu taban, azalanhg disinda, Teorem 4.2 nin (A) kogulundaki gartlar: saglar:
“z € X olmak iizere z € U ve U C X agik olsun. Once z € {z,y} ve z = z alalim.
O halde z € W(n, z) C U olacak gekilde bir n sayist vardir. Simdi W(n,z) =V
olarak tanimlarsak her k € W(n, z) icin W(n,k) CU dur.
Simdi de z € X\ {z,y} = Nise z € W(n, 2) C U olacak sekilde bir n sayis: vardur.
n ¢ift ve n < z ise
W(n,z)={z,n,n+1,n+2,---}

olup durum agktir. n ¢ift ve n > z ise W(n,2) = {z} olur. V = {z} secersek
istenen elde edilir. Yani Teorem 4.2 nin (A) kogulu saglamr.

Simdi X uzaymn T; oldugunu gosterelim. z € X olsun. Eger z € {z,y} vez =z
ise X \ {z} = NU {y} kiimesinin tiimleyeni sonlu oldugundan X \ {z} acik olup
{2z} kiimesi kapahdir. z = y ise aymi durum sézkonusudur. Simdi z € N ise {z}
kiimesi yine kapalidir. Boylece X uzay: Ty dir.

Simdi de X uzaymn T olmadigim gésterelim. X uzaymn T, oldugunu varsayahm.
O halde z,y € NU {z,y} olsun. Bu durumda G N H = § olacak gekilde z € G ve
y € H agiklart vardir. GN H = @ esitliginin her iki yanunin tlimleyenini alirsak

(X\G)U(X\H)=X
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cyitligini elde ederiz. Burada (X \ G) ve (X \ H) kiimeleri sonlu, ancak X uzay
sonlu olmadig igin bir geligki vardir. O halde X uzay: T, degildir. Boylece X
uzay1 metriklenemez.

Simdi vercegimiz yardima teorem (A) ozelliginin bir genellegtirmesini saglayan
(azalan olmas: gerekmeyen) yerel komguluklar tabanina sahip uzaylarm iki 6zelligini
vermektedir.

4.15. Yardimc1 Teorem: X bir uzay olmak iizere her x € X igin
W((E)={GC X :z€G}
ailesi agagidaki kogullar: saglar:

(F) U agik bir kiime olmak iizere z € U i¢in x noktasim igeren oyle bir V agig
vardir ki, her y € V icin ¢ € W C U olacak gekilde W € W(y) vardir.

(i) W(z), = noktasimn bir zinciri ise X uzay1 collectionwise-normaldir.

(ii) X ayrilabilir ve W(z) sayilabilir tane agik kiimeden oluguyor ise X uzay:
ikinci sayilabilirdir.

Kamt: X bir uzay ve her z € X i¢in

W(iz)={GCX:z€G}

olsun. U agik ve z € U alahm. Bu durumda U € W(z) dir. z € V C U olacak
sekilde V € W(z) vardir. (Eger V kiimesi agk degilse, V C H C U olacak gekilde
bir H agk kiimesi vardir. O zaman z noktasim kapsayan aqk kiime olarak H
kiimesinin alirz.)
Simdi her y € V icin ¢ € W C U olacak gekilde bir W € W(y) oldugunu
gosterelim: y € V olsun. Bu durumda W = V alirsakz € W C U olup W € W(y)
dir. Clinki y € W ve W C X dir. Béylece (F) kogulu saglanir.
Simdi de W(z), =z noktasmm bir zinciri olsun. Bu durumda W(z) ailesini aza-
lan olacak gekilde yeniden siralayabiliriz. Simdi Teorem 4.2 nin (A) kogulunun
saglandigim gorelim:

W(z) = {W(n,z):n € N}
oldugu gozoniine ahnirsa Teorem 4.2 nin (A) kogulu saglanir. Boylece X uzay:
metriklenebilirdir. O halde X uzay1 collectionwise-normaldir.

X aynlabilir bir uzay ve W(z) sayilabilir tane agk kiimeden olugsun. Yani
W(z) = {R(n,z) : n € N} olarak alalm. Simdi Teorem 4.5 in (D) ve (E)
kogullarimin saglandigim gorelim:
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z ve n alabm. Bu durumda z € R(n,z) dir ve R(n,z) agktir. V; = R(n,z)
olarak diigiiniirsek y € V| i¢in z € R(n, y) oldugunu gostermeliyiz.

R(n,y) kiimesi y noktasuu i¢eren X’in agik bir altkiimesi oldugundan R(n,y) =
R(n, z) olarak alabiliriz. O halde (D) kogulu saglanir.

Simdi de z € X ve U, = noktasim kapsayan acik bir kiime olsun. O halde W(z)’in
tanimindan U = R(n,z) olacak gekilde bir n € N vardir. (E) kogulunda sozit
gegen, z noktasim kapsayan V3 agik kiimesini V3 = U olarak segersek y € V5 igin
R(n,y) C U kapsamasinin gergeklendigini goyle gorebiliriz:

R(n,y) kiimesi y noktastm kapsayan bir agik kiime oldugundan R(n, y) = U olarak -
alinirsa (E) kogulu saglamur. O halde Teorem 4.5 den X uzay: metriklenebilirdir.
Bu durumda her ayrilabilir metrik uzay ikinci sayilabilir oldugundan X uzay:
ikinci sayilabilirdir.
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