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GENELLESTIRILMIS ELASTIK BIR ORTAMDA
IKIi BOYUTLU DALGA YAYILIMI

OZET

Klasik elastisite teorisinde lineer dalgalarin dispersif dalgalar olmadig
bilinmektedir. Dispersif dalga karakterini teoriye katmak icin son yillarda yiksek
mertebe teori, lokal olmayan teori ve mikromorfik teori gibi cesitli genellestirilmisg
surekli ortam teorileri uretilmistir. Klasik elastisitenin tersine, bu teoriler
lineer yaklagimda dispersif dalga yayilimini kabul ederler. Modellerin dispersif
karakteri nonlineerligin de igerilmesi ile solitonlar ve yalmiz dalgalar (solitary
waves) gibi dlizgiin yapilarin olugmasina yol acar. Bu ¢aligmada sonsuz, homojen,
zayif nonlineer ve zayif dispersif elastik bir ortamda dalga yayilimi ele alinrmsg,
dalgalarin asimptotik davranigim tanimlamak icin degigik nonlineer evolisyon
denklemleri elde edilmigtir.

Bu caligma beg bolimden olugmaktadir: Birinci bolim girig olup nonlineer
sistemler hakkinda genel bir bilgi vermektedir. Dalga yayilim ile ilgili
tamim ve terminoloji ikinci bolimde verilmigtir. Uglinci bélimde ytiksek
mertebe tirevlere sahip genellegtirilmig elastik bir katinin alan denklemleri
kisaca Ozetlenmigtir. Dordinci bolimde, uzun dalga yaklagimmda iki
boyutlu durumdaki indirgeyici pertiirbasyon yontemi verilmigtir, Nonlineer
evoliisyon denklemlerini tiiretirken alan denklemleri ile iglem yapmak yerine
Lagrange yogunluk fonksiyonu ile ¢ahgilmig ve bu fonksiyon kiigik bir
parametre cinsinden seriye agilmugtir. Iki boyutlu durumda, uzun enine
dalgalarin uzun zaman icindeki davramslarinin asimptotik olarak kuple modifiye
Kadomtsev-Petviashvili (CMKP) denklemleri olarak adlandirilabilen iki simetrik
kuple nonlineer evoliisyon denklemleri ile tanimlandig: gdsterilmistir. Baz 6zel
durumlarda bu denklemler, modifiye Kadomtsev-Petviashvili (MKP) denklemi
olarak adlandirilabilen tek bir evoliisyon denklemine veya kuple modifiye
Korteweg-de Vries (KMKdV) denklemlerine indirgenmektedir. Aymi boélimde
nonlineer evolisyon denklemlerinin gezen dalga ¢dziimleri degistirilmis bir Hirota
metodu kullamlarak elde edilmigtir. Besinci boliimde, zayif nonlineer ve
zayif dispersif elastik bir ortamda yayilan enine bir dalga igin nonlineer dalga
modilasyonu problemi ele alinmigtir. Bunun igin aym y6ntem yani indirgeyici
pertiirbasyon yontemi kullanilmigtar. Iki boyutlu durumda enine dalganin
genlik modiilasyonunun tek bir (2+1) Nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi ile
karakterize edilebilecegi gosterilmigtir. NLS denkleminin bir 6zel ¢oziimi de yine
degistirilmig bir Hirota metodu ile verilmistir. Son olarak da galigmanin sonucu
altinci boliimde verilmigtir.
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TWO DIMENSIONAL WAVE PROPAGATION
IN A GENERALIZED ELASTIC MEDIUM

SUMMARY

It is well known that the linear waves are non dispersive in classical elasticity
theory. To incorporate the dispersive wave character into the theory, various
generalized continuum theories such as higher order gradient theory, nonlocal
theory, micromorphic theory etc., have been proposed in the recent years.
Contrary to the classical elasticity, these theories admit dispersive wave
propagation in the linear approximation. The dispersive character of the
models may give rise to coherent structures such as solitons or solitary waves
if nonlinearity is included. The present study considers wave propagation in an
infinite, homogeneous, weakly nonlinear and weakly dispersive elastic medium.
Various nonlinear evolution equations are obtained for the asimptotic description
of the waves.

The outline of the present study is as follows: The first section is the introduction
and gives a general information about nonlinear systems. Related terminology
and definitions regarding wave propagation are given in Section 2. Then, the
governing equations for an elastic solid with higher order gradients are briefly
summarized in Section 3. In Section 4, the general procedure of the reductive
perturbation method which is used in the long wave approximation for two
dimensional case is presented. In deriving the nonlinear evolution equations; the
Lagrangian density function, instead of operating on the equations of motion,
is expanded in terms of a small parameter. It is shown that the long time
behavior of two dimensional long transverse waves is characterized asymptotically
by two symmetrical coupled nonlinear evolution equations which may be called
the coupled modified Kadomtsev-Petviashvili (CMKP) equations. For some
special cases these equations reduce to a single evolution equation which may be
called the modified Kadomtsev-Petviashvili (MKP) equation or coupled modified
Korteweg-de Vries (CMKdV) equations. In the same section travelling wave
solutions of the nonlinear evolution equations are also considered by means
of a modified Hirota method. In Section 5, the problem of nonlinear wave
modulation of a transverse wave propagating in a weakly nonlinear and a weakly
dispersive elastic medium is considered. To this end, the same method, the
reductive perturbation method, is used. It is shown that, in two dimensional case,
wave modulation of a transverse wave is governed by the single (2+1) Nonlinear
Schrédinger (NLS) equation. A special solution of the NLS equation is also given
again by the modified Hirota method. Finally, a conclusion of the present study
is presented in Section 6.



1. GIRIS

Dogal ve fiziksel bilimlerdeki olaylarin modellenmesinde lineer adi ve kismi
diferansiyel denklemler uzun siire ¢ok onemli rol oynamiglardir. Lineer adi
ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ztimlerinin lineer olmayan denklemlere
gore daha kolay olmas: lineer modellerin yaygin olarak kullanilmasinin 6nemli
nedenlerinden biridir. Bununla birlikte dogada ve fizikte kargilagilan problemlerin
bircogunu lineer denklemlerle modellemek mimkin olmadigindan, olaylan
gercege daha yakin olarak betimlemek icin lineer olmayan denklemlerin de
hesaba katilmas: geregi ortaya gqikmgtir. Ozellikle hidrodinamik, plazma ve
optik gibi farkl fiziksel alanlarda kargilagilan lineer olmayan olaylar nonlineer
adi ve kismi diferansiyel denklemlerin yardim ile modellenmigtir. Cok farkh
fiziksel durumlarda ortaya ¢ikan nonlineer olaylardaki zenginlik ve cesitlilik
uzun zamandan beri aragtiricilarin ilgisini ¢ekmig ve bu konuda yogun olarak
¢aligilmalarina neden olmustur [1-6]. Bu ¢aligmalar, son yillarda ”Lineer Olmayan
Bilim” olarak adlandirilan yeni bir aragtirma alami yaratmigtir. Nonlineer
olaylarin modellenmesi, elde edilen model denklemlerin 6zelliklerinin incelenmesi,
analitik ¢oziimlerin elde edilebilmesi i¢in metot geligtirilmesi v.b. ¢ok farkh

alanlarda aragtirmalarin yapilmasina yol agmigtir.

Kat1 ve akigkan gibi siirekli ortamlarda dalga yayilim problemlerinin incelenmesi
ondokuzuncu ylizyihin ortalarinda baglamis ve giiniimiizde de énemini yitirmeyeﬁ
bir aragtirma alani olugturmustur. Fiziksel olaylarin biytk bir kisrunin dalga
yapisinda olmas1 bu konuda yapilan aragtirmalarin giderek artmasi sonucunu
dogurmustur. =~ Modellenmek istenen dalga hareketinin genligi sistemdeki
karakteristik bir uzunluga gore kiclk ise (6rnegin dalganin genligi dalga boyuna
gore kiiciik ise) hareketi yoneten kismi diferansiyel denklemleri lineerlegtirmek

mumkin olur. Bu durumda dalga hareketini karakterize eden lineer denklemlerin



¢Ozimilnli elde etmek goreceli olarak kolay olabilir.  Hareketin genligi,
karakteristik bir biyiiklige gore biyik ise dalga hareketini yoneten kismi
diferansiyel denklemleri lineerlegtirmek mimkin olmaz. O zaman da dalga
hareketi nonlineer kismi diferansiyel denklemler ile karakterize edilir. Lineer kismi
diferansiyel denlemlerin bile ¢o6zlimlerini elde etmenin kolay olmadig: hatirlanacak
olursa, nonlineer dalga denklemlerinin agik ¢ozlimlerinin elde edilmesinin ¢cogu kez
imkansiz oldugunu séylemek yanhg olmaz. Nonlineer denklem sistemlerinin agik
¢Ozlimlerinin elde edilmesinin miimkiin olmadig durumlarda, sistemin sayisal
¢bzimlerinin elde edilmesi akla gelen yollardan biridir [7]. Ancak nonlineer
kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri bu galigmanin kapsaminda
olmadigindan burada goéz online alinmayacaktir. Diger bir yaklagim nonlineer
sistemlerin degigik pertiirbasyon metotlan ile asimptotik olarak incelenmesidir.
Bu durumda uzay ve zaman degigkenlerinin belli deger bdlgeleri icin alan
denklemlerinin davramgini karakterize eden evolisyon denklemleri elde etmek
mimkindir. Bu nedenle nonlineer denklemlerin uzak zaman davramslarim
asimptotik olarak karakterize edilmesine olanak veren bir¢ok pertiirbasyon teknigi
geligtirilmigtir [8-9]. Nonlineer sistemlerin uzak alan davranigini veren asimptotik
metotlarla; uzun dalga yaklagiminda sistemin davramgimi ve dalgalarin kendileri
ile nonlineer etkilesmelerini karakterize eden bir veya birden fazla nonlineer
evolisyon denklemleri elde etmek mimkiin olmaktadir. Bu caligmanin amac
genellestirilmis nonlineer elastik bir ortamda, uzun dalga yaklagiminda iki
boyutlu dalgalarin evoliisyonunu ve iki boyutlu harmonik dalgalarin modiilasyonu

problemlerini indirgeyici pertiirbasyon ydntemini [10] kullanarak incelemektir.

Nonlineer bir sistemde yayilan dalgalar diklesmekte ve sonlu bir zaman sonra
kirilarak ¢ok degerli olmaktadir. Eger bu sistem ayn1 zamanda dispersif ise
yani denklemde yiksek mertebe tirevlier varsa nonlineerligin etkisi ile diklegen
dalgalarin zaman iginde dizglnlegtikleri gdzlenmistir. Bu gdzlem, nonlineerligin
neden oldugu diklesme ve dispersiyonun neden oldugu diizglinlesme etkilerinin
birbirlerini dengeledigi bir asimptotik metot gelistirilmesine neden olmustur [8-9].

Uzun dalga yaklagiminda yani kii¢lik dalga sayilarinin bulundugu durumda uygun



asimptotik yontem kullamlarak nonlineer dispersif bir sistemin biyitk konum ve

biiylik zaman degigkenleri (uzak alan) igin (1+41) boyutlu dalga hareketinin
Ut + 6utly + Ugze = 0 (1.1)

seklinde verilen Korteweg-de Vries (KdV) denklemi ile temsil edildigi.
bilinmektedir [11]. KdV denklemi (141) boyutta akigkan ve kat1 gibi farkl stirekli
ortamlarda yayilan zayif nonlineer ve zayif dispersif dalgalarin evolisyonunu
karakterize eden bir denklemdir. Bununla birlikte KdV denklemi kesinlikle
bir konum boyutuna sahip olup, eger ortamda iki uzay boyutunda degigimler
sozkonusu ise bu degisimleri agiklayan bir denklem olmaktan ¢ikmaktadir. Uzun
dalga yaklagiminda bu durum igin iki uzay boyutundaki degisimleri karakterize
edebilen yeni bir evolisyon denklemine gerek vardir. KdV denkleminin iki boyutlu

genellegtirilmig hali olan ve
(ut + 6uty + Ugps)z + Uy =0 (1.2)

ile verilen denklem ilk olarak Kadomtsev-Petviashvili tarafindan elde edilmigtir
[12]. Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi olarak adlandirilan bu denklem zayif
nonlineer, zayif dispersif ve zayif iki boyutlu etkilerin ayn1 mertebede olmas:

durumunda dalgalarin evolisyonunu tanimlar.

Baz1 zayif nonlineer sistemlerde nonlineerligin etkisi ihmal edilirse, sistem
harmonik dalga tipinde ¢oziimleri kabul eder. Zayif nonlineerligin etkisi bu
sintisoidal titregimlerin genliginde degigimlere neden olur. Diger bir deyisle
nonlineer terimlerden dolay: olusan yiiksek harmonikler orijinal dalga ile
etkilegmekte ve dalgalarin modilasyonuna neden olmaktadir. Bilindigi gibi
zayif nonlineer ve dispersif sistemlerde (1+1) boyutlu harmonik dalgalarin yavag

degigen genligini yoneten denklem
iA¢+ Azz + |APA=0 (1.3)

ile verilen nonlineer Schrodinger (NLS) denklemidir. Burada A siniisoidal

dalganin yavag degisen kompleks genligini gostermektedir. Bununla birlikte



eger ortamda iki uzay koordinati boyunca dalga yayiimi mevcut ise NLS
denkleminin bir boyutlu formu dalga modilasyonunu karakterize edemediginden
(2+41) boyutlu yeni bir evoliisyon denklemine ihtiyag vardir. (2+41) boyutta

dalganin nonlineer modilasyonunu tanimlayan evolisyon denklemi ise
iA;+ Age + Agy + Ay + [APA=0 (1.4)

ile verilen NLS denkleminin (2+1) boyutlu formudur. Bu denklem sonlu
genlikli araylizey dalgalarinda [13], iki boyutlu aglarda (lattice) [14] ve nonlineer
elastik bir zemine oturan ince plakta [15] (241) boyutta dalga modilasyonunu

tanimlayan denklemler olarak elde edilmigtir.

Klasik elastisite teorisinde lineer yaklasimda dispersif dalga yayilimimn
gozlenmedigi bilinen bir gergektir. Ote yandan elastik bir kristalde harmonik
dalga yayilim problemlerinin incelenmesi dispersif dalganin varligini géstermistir.
Bu nedenle son yillarda maddenin ayrik yapisini klasik elastisite teorisine katmak
i¢in ¢ok degisik teoriler onerilmistir. Bu teoriler, malzemede géz 6ntine aldiklar
ozelliklere bagh olarak degigik isimler alirlar: Yuksek mertebe gradyan teorileri,
yerel olmayan teoriler, ¢ok atomlu yapilar, mikromorfik teoriler v.d. Dalga
yayihm bakimindan, klasik elastisitenin tersine bu teoriler lineer yaklagimda
dispersif dalga yayihmini kabul ederler. Modellerin bu dispersif karakteri,
nonlineerligin de hesaba katilmasi ile yalmz dalgalar (solitary waves) gibi
diizglin yapilari ¢oziim kabul eden KdV, NLS denklemlerinin ve bu denklemlerin
genellestirilmig formlar: olan evoliisyon denklemlerinin elde edilmesine yol agar.
Bu caligmada, alan denklemleri yer degistirmenin yliksek mertebe gradyanlarimi
igeren genellestirilmig elastik bir ortamda farkl 6lgeklerde dalga yayilimi problemi

incelenecektir.

Caligmanin ikinci bélimiinde dalga teorisinden bilinen bir boyutlu lineer ve
nonlineer dalga denklemleri kullamlarak dalga yayilimi ile ilgili tanim ve
terminoloji verilmigtir.  Ugfincii boliimde, sonsuz, homojen ikinci mertebe
nonlineer genellestirilmig elastik bir kati i¢in alan denklemleri kisaca verilmistir.

Dordiincii bolimde, uzun dalga yaklagiminda (2+1) boyutlu dalgalarin uzak



alan davramigi indirgeyici pertiirbasyon yontemi ile incelenmis ve hareketin
kuple modifiye Kadomtsev-Petviashvili (KMKP) denklemleri ile karakterize
edildigi bulunmugtur. Ayrica degigtirilmig bir Hirota metodu kullanilarak
KMKP denklemlerinin bir ozel ¢éziimi elde edilmisgtir. Beginci bélimde,
bir koordinat ekseni ile belli bir ag1 yapacak dogrultuda yayilan sinisoidal
dalganin modiilasyonunun (2+1) boyutlu nonlineer Schrédinger (NLS) denklemi
ile karakterize edildigi gosterilmis ve degistirilmig bir Hirota metodu kullanilarak
NLS denkleminin zarf yalniz dalga (envelope solitary wave) geklindeki ¢6ziimi
verilmigtir.  Son olarak altinci boélimde ileride bu konuda yapilabilecek

aragtirmalar kisaca tartigilmgtir.



2. TEMEL DALGA TEORISI

Bu boliimde dalga teorisinden bilinen lineer dalga denklemi, lineer dispersif dalga
denklemi ve nonlineer dalga denklemlerinin bir boyutlu formlar: kullanilarak

dalga yayilimu ile ilgili gerekli tanimlar ve terminoloji verilecektir.

2.1 Lineer Dalgalar

u(z,t) degigkeni icin en basit bir boyutlu lineer dalga denklemi

Ou Ju

olup bu denklemin genel ¢ozimi
u(z,t) = f(z — cot) (2.2)

ile verilir. Burada ¢p bir sabit, f ise baglangic ve siir kogullarindan
belirlenecek keyfi bir fonksiyondur. (2.2) ile verilen u(z,t) ¢6zimi pozitif (sag)
z dogrultusunda yayilan dalgay: géstermektedir.

(2.1) ile verilen lineer dalga denklemi
u(z,t) = A expli(kz — wt)] (2.3)

seklindeki harmonik dalgay: ¢6zim olarak kabul eder. Burada k dalga sayis1 olup
dalga boyuna A = 27 /k iligkisi ile baghdir. Ayrica w frekansi ve A kompleks
genligi gosterir. u(z,t) degigkeni icin yazilan lineer dalga denkleminin sifir

olmayan ¢ozlimiiniin olmasi igin reel k ve reel w arasinda

D(k,w) =w—ck =0 (2.4)



ile verilen ve dispersiyon bagintisi olarak adlandirilan iligkinin saglanmasi

gereklidir. (2.3) ile verilen harmonik dalganin faz iz
%=%=% (2.5)

ile tanimlanir. Genel olarak, faz hiz1 k dalga sayisina bagl ise dalga dispersz'ftir
denir. Diger bir deyisle ¢, faz hiz1 her k dalga sayis1 icin ayni degilse, yani
w # cok (co =sbt) ise, farkh dalga sayilarina kargi gelen modlar farkh hizlarda
yayilir ve ortamda yayilan dalgalar dagilir.

Diger yandan dalganin grup hiz: ise

dw
Cyg = E = Cp (26)

ile tamimlamir. Dispersiyonun tamimi, w'(k) fonksiyonunun sabit olmamas:
yani w"(k) # 0 seklinde ifade edilirse [1], bu ifade (2.6) ile tanimlanan dalga
grup hizinin sabit olmamas: anlamina gelir. Genel olarak dispersiyon sozcligi,
reel bir w frekans: igin farkli dalga sayisina sahip dalgalarin farkhi faz ve
grup hizlarinin oldugu ve dalganin farkh bilegenlerinin dalga yayihmi boyunca
dagilacag anlamina gelir. Bu durumda yukarida verilen tanima gore lineer dalga

denklemi dispersif degildir.

Dispersiyonun etkisinin daha iyi gorillebilmesi i¢in (2.1) ile verilen lineer

denklemden farkl olan
b o _
ot c°3x3 -

lineer denklemi verilsin. (2.7) denklemine

0 (2.7)

u(z,t) = A expli(kz — wt)]
ile verilen harmonik dalga ¢6zliimi aranirsa, dispersiyon bagintisi
D(k,w) =w—cok® =0 (2.8)

olarak elde edilir. Bu durumda w”(k) # 0 kosulu saglandigindan bu dalga
dispersiftir. Diger yandan frekans ile dalga sayis: arasindaki iligki w = (cok?)k

seklinde ifade edilirse dalga faz hizinin, ¢, = cok?, k dalga sayisina bagh oldugu



kolaylkla goriilebilir. Kiigiik dalga sayilar icin dalga faz hizlar ki¢ik olup yavag
hareket eden dalgalarin, biiyiik dalga sayilan igin biiyik bir faz hiziyla hareket
edip dagilacaklar agiktir.

2.2 Nonlineer Dalgalar

Bu kisimda nonlineerligin dalga yayilimina etkisini gérmek igin

Ou Ou
5{+%(1+u)55_0 (2.9)

ile verilen nonlineer dalga denklemi ele alinacaktir. f keyfi bir fonksiyon olmak

lizere (2.9) denkleminin genel ¢ozimu
u(z,t) = flz — co(1 + u)t] (2.10)

ile verilir. (2.10)’den goriildiigi gibi  wu, fonksiyonel bir denklem ile ifade
edildiginden yayilim boyunca dalganin geklini degistirecegi beklenebilir.

Ozel olarak f(z) fonksiyonu

z , 0<z<l
fla)=42-z , l<z<?2 (2.11)
0 , diger durumlarda

geklinde segilirse, dalganin zaman igindeki evoliisyonu incelenerek nonlineerligin

etkisi gorillebilir. u = f[z — co(1 + u)t] fonksiyonel denklemi n = z — cot tanim

ile
n — cout , 0<n+et<l
umt) =9 2—n+cut , 1<n+ect<2
0 , diger durumlarda
veya

(2.12)
2 1<nptet<2

1—cpt



seklini alir. ¢ =0, ¢t = 1/¢y ve t = 2/cy zamanlarinda ¢éziim gematik olarak

Sekil 1. ’de gosterilmistir.

Sekil 1.

u = flz — co(l + u)t] ¢dzlimiinden de gozlendigi gibi faz hizi (1 + u) olup;
dalga, biiyiik v degerleri i¢in daha hizli yayihr. Boylece tiggenin tepe noktasindaki
parcaciklar daha hizli hareket ettiklerinden dolayi, bu noktalar agsagidaki yavag

hareket eden pargaciklar yakalar ve dalga t = 1/co anindan sonra gok degerli

hale gelerek kirlir.

Goruldigi gibi model denklemin nonlineer olmasi sonlu bir zaman sonra
dalganin gok degerli olup kirilmasina neden olmaktadir. Dispersif etkilerin yani
yiksek mertebe tirevlerin sisteme dahil edilmesi ile dalga kirilmasinin olugmas:

engellenebilir.

2.3 Nonlineer Dispersif Dalgalar

Onceki alt bélimlerde gozlendigi gibi dispersiyon, dalgalarin farkli dalga
sayilar icin farkll hizda yayilmalarina neden olmakta ve buyiik dalga sayilan
igin dalgalarin stirekli ortamda hizhi yayilarak dagilmasina yol agmaktadir.
Nonlineerlik ise sonlu zaman sonra dalgalarin diklesmesine ve daha sonra da
kirlmasina neden olmaktadir. Burada dogal olarak nonlineerlik ve dispersif
etkilerin birbirlerini dengeledigi durumda ne olacag sorusu akla gelmektedir.
Dispersiyonun neden oldugu dalgadaki dagilma ile zayif nonlineerligin neden

oldugu kirilmanin birbirini dengeledigi durumlarda; nonlineer sistemlerde diizgin,



yapilarmi koruyan, birbirleri ile nonlineer etkilegimlerden degismeden cikan

soliton ¢ozimlerinin var oldugu gozlenmektedir,

Gergekten de, bu goézlemden hareketle problemin yapisina uygun bir
pertirbasyon parametresi kullanip, uygun koordinat donigimleri yapan ve
bagimli degigkenlerin bu pertirbasyon parametresinin asimptotik serisine
acilabilecegini varsayan degisik asimptotik pertiirbasyon yontemleri [8,9] ile
" nonlineerlik ve dispersiyonun birbirlerini dengeledigi evoliisyon denklemleri elde
etmek mimkindir. Bu evolisyon denklemleri uzun dalga yaklagim icin (141)
boyutlu durumda KdV denklemi ve (2+1) boyutlu durumda KP denklemi olarak
ortaya c¢ikar [4]. Dalga modiilasyonu problemi igin ise bu denklemler NLS
dekleminin (1+1) ve (2+1) boyutlu durumlar halindedir [4].

Bu ¢aligmanin amaci, dispersif ve nonlineer genellegtirilmig bir elastik ortamda
pertirbasyon parametresinin farkh 6lgeklerine kars: gelen durumlarda iki boyutta
dalga yayilimi problemlerini incelemektir. Uzun dalga yaklagim ve dalga

modilasyonu problemleri icin gereken alan denklemleri Boliim 3 ’te verilecektir.
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3. TEMEL DENKLEMLER

Bilindigi gibi klasik sirekli ortamlar mekanigindeki esas problem verilen bir
anda cismin maddesel noktasmin zg,(k = 1,2,3) uzaysal koordinatlarinin
belirlenmesidir.  Diger yandan maddesel noktalarimin davramisi yerel sekil
degistirmelerden etkilenen mikromorfik malzemelerde ise yukaridaki z; vektoriine
ilaveten, parcaciklarin mikro hareketini karakterize eden xx fonksiyonlarinin
da belirlenmesi gerekir. Alan denklemleri ve biinye teorisi [16,17] numarali
caligmalarda verilen mikromorfik elastik ortamda klasik ve mikro gekil degigtirme

tansorleri

Ckr(Xn,t) = ZrgTrr
Urr(Xn,t) = TerXkL

Trrm(Xn,t) = ZigXrLm (3.1)

ile tamimlanir. (3.1)’de K indisi konum degigskeni Xx’ya gore kismi tiirevi
gosterir. Burada Cgr klasik Green deformasyon tansorii, ¥gr ve Txrm
ise mikromorfik teorinin 6ngdrdiigii mikro deformasyon tansérleri, z; x klasik
deformasyon gradyani, xj ise mikro parcaciklarin hareketini karakterize eden

biytkliktir. Klasik deformasyon gradyam
zrx = (6ok + ULk )6kL

ve @ yeni tammlanan mikro gekil degigtirme tansérit olmak lizere
xxx = (0Lk + @rK)kL,

(3.1) ile verilen ifadelerde kullanilirsa mikromorfik elastisite teorisinin gekil

degistirme tansorleri

2Bk = Ckr — 6k =Urr + ULk + UnxUmL
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exr = Yxr —6xr = Oxr + ULk + Unx®umL

Txim = @xrm + Unk @iy (3.2)
formuna indirgenir.

Bu ¢ahigmada genellestirilmis sonsuz elastik bir ortamda dalga yayihm problemi
inceleneceginden ilgilenilen problemlerde siur kogullar1 olmayacaktir. Dolayis:
ile uzaysal ve maddesel koordinatlar arasinda herhangi bir fark olmayacagindan,
notasyonda kolayhik saglamak amaciyla galigmanin bundan sonraki kisimlarinda

uzaysal koordinatlar kullanilacaktir. Bu kabul ile makro ve mikro sekil degigtirme

tansorleri
2er = kg + ULkt Umk Um,
er = Ou+ vk + Ump P
1-‘klm = le,m + Unk in,m (33)

geklini alir. Burada wug,; yer degistirme gradyam, ey makro hacim elemaninin
makro gekil degistirmesini karakterize eden gekil degistirme tansori, ex ve I'gim

ise mikro gekil degistirme ile ilgili tansorlerdir [16,17].

Son zamanlardaki bir calismada Erofeyev ve Potapov [18,19], mikromorfik
elastisite teorisinde alan denklemlerinin formunda basitlegtirmeler yapmglar ve
yiiksek mertebe yer degistirme gradyanlarimi alan denklemlerine dahil etmiglerdir.
Buna gore mikro gekil degistirme etkilerinin zayif oldugu kabul edilerek sekil
degistirme tansorii €y sifir olarak alinmugtir. Ayrica, @ ve @ m tansorlerinin
kiiciik oldugu varsayilip (3.3) denklemlerinde ikinci mertebe terimler ihmal

edilerek, ®j; tansorliniin yaklagik ifadesi
O~ —upg
olarak elde edilmigtir. Bu durumda makro deformasyon tansoru
2erk = Ukt + ULk + Um kUm, (3.4)
ve mikro gekil degistirme ile ilgili Iy, tansora

Thim = ~Uikm (3.5)
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olarak bulunmustur [18]. Ayrica kinetik enerjinin klasik elastisite teorisinde

oldugu gibi alinabilecegi varsayilir:
1
T = Spol(ur)’ + (vas)* + (ua)’]- (3.6)

(3.6)’de ¢ indisi zaman degigkeni t’ye gbre kismi tiirevi gosterir.

Bu galigmada genellegtirilmig elastik bir ortamda zayif nonlineer dalga yayilim
ile ilgilenileceginden, X(e,I') i¢ enerji yogunlugu fonksiyonunu argimanlarinin
bir kuvvet serisi geklinde ifade etmek uygundur [19]:
A
r o= gekken + perer + o eremiCim + Begeemm

C
+§ekkellemm + 2um? (Tkim Tkim + VD kim Dtk )- (3.7)

Burada A, g (Lime sabitleri) lineer elastik sabitler; A, B ve C ikinci
mertebe elastik sabitler olup, v ve m mikro yapiy: karakterize eden yeni sabitler
olarak verilmigtir. Mikro gekil degigtirme etkilerinin zayif oldugu distunilerek;
ortamdaki fiziksel nonlineerligi karakterize eden ve (3.7) ile verilen ¥ agihminin
e’ye gore tiglincli mertebe terimleri, I'’ya gore ise ikinci mertebe terimleri icerdigi

varsayilmigtir.

(3.4) ile verilen gekil degistirme tans6rinin ifadesi (3.7) ile verilen ¥ agiliminda
yazilirsa; yer degistirme gradyan: ug;’ye ligiinci mertebeden, yer degigtirmenin

ikinci gradyan: ug i, ye ise ikinci mertebeden bagh ¥ fonksiyonu

A ’ 2
r = 5 (uk,kum,m + uk,mum,num,n) + 2# m (un,kmun,km +v un,kmuk,nm)
U
+_(um,num,'n + Um,nUn,m + Uk, mUn,mUm,k + un.kum,kun,m)
2
+T§ uk,n(um,nuk,m + Un,mUkm + UmnUmk + un,mum,k)
B C
+Z um,mun,k(un,k + uk,n) + 'g' Uk, kUm,mUnn (38)

olarak elde edilir. (3.8) ifadesindeki ux,; yer degistirme gradyaninin ve uy i, yer
degistirme ikinci gradyaninin genel olarak z, y ve z koordinatlarina bagli oldugu

kabul edilir ve tekrarlanan indisler {izerinde toplama uylagim oldugu da hesaba
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katilirsa, ¥ gekil degistirme enerjisi yogunlugu fonksiyonunun agik formu

L o= —;— (1,0 + Ung + t2)? + (ur,e + vy ) (U2 0y + 0,
tud, ud, Ul Ul ug, +us)]
+2 (0ul 4 23, 20, ol e e oy ol T
+2us puy ; + 2uzUsy + 2Uz sU1y)
+2u1,z(u%,z + ug,z + uizi,z + u%,y + u?,z)
+2u2yy(u§,y + ug,z + u%.y + u%,z + u%,y)
+2u3,2(u§,z + ug,z + ug,y + ug,z + u%,z)
+2ul,y(u2,zu1,z + u3,zu3,y + u2,zu1,z + uZ,z“Z,y)
+2uy o (Us 2 U1 o + UszUs,z + Uaclse + Usgly)
+2u2,zu3,z(u3,y + u2,z) + 2"‘3,’5]“2,2(“3,2 + u2,y)]
2 m? [0l U] g+ Ud g+ ULy Uy Uy
tul,, +ud,, +ud,, + 2l + 2ud + 2u3,,
1oul o+ 20, + 203, + 2, + 205, t+ 2u3,,
+V(u§,zz + uf,zy + 2u1rzyu2v-’5-’b‘ + 2u11yyu273y + ug,zy + ug,yz + u?,xz
+U§ vy + Ug 2z + 2u3,zzu1,zz + u% 2 + 2“3,::zu1,zz g 2“3,yyu2,yz
+2u2,zzu3,yz + ug,yz + 2u3,zyu2,zz + 2“3,zyu1,yz + 2ul,yzu2,zz)]
+fl2— (4u?’z + 6uy Ug gULy + 3“%’:‘/”1’3 + 3uiyuz,y + 3u§,zu1,x
+3u§,zu2,y + 6ug yuy yus z + 4u§,y + 3u§’zu1,z + 3us U2,z U3y
+3ugyur gUs e + 3ul uzy + 4U3, + Bur gUs SUL: + 3U] LU
F6us Uy s Us s + 3u3 SUsz + Buf us: + Buf Uy + Buzyus iz
+3u§,zu3,z + 3u§’yu3,z + 6“3,zu2,zu3,y + 3ul,yu3,yu1,z + 3u1,zu2,zu1,y
+3u2,zu3,zu2,z + 3u2,zul,zu2,:1: + 3u1,yu2,zu3,z + 3u1,zu3,yu2,z)
+§ (2, + 2ud usy + uf yur e + Ul Juay + U Lure + U3 Uzy
F2ul jur g + 2ud, + Ul LU g+ UB Uy F YR UL e + U2y
F2Uy U gUs & + 20y yUn gUzg + 2U3, + 203 Uz + Ul U1e

2 2 2 2 2 2
+2u3,zu1vz + u3,zu3,z + ul,zu3yz + u2,zu2,y + 2“’2.yu3,2 + u2,2u372
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2 2 2 2 2 2
+u3,yu312 + 2u3,zu2y:l/ + ul,yu3,2 + ul,zuzvy + u2,zu3,2 + u2,zu1,z‘
+2u3,zu1,zu1,z + 2'LLJ.’:,:L-'U'I,zu3,:.' + 2“3,yu2,zu2,y + 2“2,2“3,3]”3,2
+2u1,yu2,zu3,z + 2“3,yu2,zu1,z + 2u1,zu3,zu2,y)
C
3
t3 (U1 +uzy + uss) (3.9)
seklinde verilebilir.

Bu durumda hareketi yoneten denklemler

6/L&=5[UV£M@&#=O (3.10)

ile verilen Hamilton prensibinden elde edilir. (3.10) ifadesindeki £ Lagrange

yogunluk fonksiyonu
L=T-YX= »C(Uk,ta Uk,l, uk,lm)

olup, kars: gelen Euler-Lagrange denklemleri

a , ocC 8 , 0L g oL
ot (6Uk t) Z 3$1(3uk1 :L; ; wmaxz 3uk Im) =0
(k=1,2,3) (3.11)

hareketi yoneten denklemleri verir. Bu galiymada, alan denklemleri (3.11) ile
verilen dalgalarin uzak alan davramiglarimi asimptotik olarak karakterize eden
nonlineer evoliisyon denklemleri elde edilecektir. Incelenilen problemin yapisina

bagli olarak (3.11) denklemlerinin agik formlan ilgili boliimlerde verilecektir.
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4. UZUN DALGA YAKLASIMI

4.1 indirgeyici Pertirbasyon Yontemi

Gergek fiziksel sistemlerin alan denklemleri ¢ogu kez yiiksek mertebe uzaysal
tirevler igerir.  Bu sistemlerde nonlineerlikten dolay:r diklegsen dalgalar,
dispersiyonun etkisi ile diizglin bir hale gelir. Bu gozlem, nonlineerligin neden
oldugu diklesme ve dispersiyonun neden oldugu dagilmanin uygun bir asimptotik
metot kullanilarak dengelenebilecegi fikrini akla getirir.  Nonlineerlik ve
dispersiyonun birbirleri ile dengelendigi sistemlerde yalniz dalga (solitary waves)
olarak adlandinlan diizglin yapilarin ortaya ciktigi 6teden beri bilinmektedir.
Bu diizgiin yapilan ¢6zim kabul eden evolisyon denklemlerini bulabilmek igin
bu caligmada segilen asimptotik metot indirgeyici pertirbasyon yéntemi’dir
[8,9]. Bu metoda gore uzay ve zaman degigkenlerini yeniden O6lgeklemek
ve bagimli degiskenlerin de uygun secilmig bir pertiirbasyon parametresine
gore seri agihmlarimi kullanmak gerekir. Boylece pertiirbasyon parametresi
zayif nonlineerli§in ve zayif dispersiyonun bir 6l¢lisii olarak probleme dahil
edilir. Bu iki etkinin birbirlerini dengelemesi sonucunda nonlineer denklem
sisteminin hareketini asimptotik olarak tanimlayan nonlineer evoliisyon denklem
veya denklemlerini elde etmek mimkin olur. Orijinal sistemden daha basit
olan evolisyon denklemlerini ¢ézmek cogu kez mimkiindiir. Bu alt bolimde
once (1+1), daha sonra (2+1) boyutlu dalgalarin uzun dalga yaklagiminda

evoliisyonunu veren indirgeyici pertiirbasyon yontemi kisaca tamtilacaktir.

(14+1) boyutta uzun dalga yaklasiminda dalga sayis1 k; € > 0 kiigik bir
parametre, p sonradan belirlenecek pozitif reel bir say1 ve k = O(1) dalga sayist

olmak tizere k = €’k yazlabilir. Dispersif sistemlerde w(k)’mn Taylor agilim k’ya
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gore tek terimleri igerdiginden, k£ — 0 igin w(k)
w(k) = ak + bk® + O(k®) (4.1)

formundadir. Burada a ve b sabitlerdir. Uzun dalgalar harmonik dalgalar
olmamalarina ragmen, uzun dalga limitinde dispersiyon iligkisinin limit formu

kullamlabileceginden, k¥ — 0 igin 6 faz fonksiyonu

0 = kz—w(k)t
= kePz — [ake® + DE3 P + O(K®))t
= keP(z — at) — bE3*t + O(K) (4.2)

gseklini alir. Faz fonksiyonunun bu formu z ve ¢ koordinatlari igin dogal bir

olcekleme sagladigindan yeni ¢ ve 7 degigkenleri
£ =e(z—at), T=¢e"t (4.3)

olarak secilebilir. Goruldigi gibi, uzay degigkeni olgeklendikten sonra zaman
degiskeninin nasil lgeklenecegi lineer dispersiyon bagintisindan bellidir. (4.3)
ile verilen koordinat uzatmasi, z ve t degiskenlerindeki biyik degigikliklerin
¢ ve T degigkenlerinde gorece olarak daha kigiik degisikliklere neden oldugunu
verir. Bu nedenle ¢ ve T yavag degigkenler olarak da adlandirilir. Artik yeni
koordinatlar yardimi ile alan denklemlerinin uzak alan davranigimi karakterize
etmek miimkiin olur. Bagimh degiskenler de €’nun kuvvetlerine gore seriye agilip
yeni koordinatlara taginmg alan denklemlerinde yazildiginda p’nin degeri uygun
bir gekilde belirlenir. (1+1) boyutta uzun dalga yaklagiminda dalgalarin uzak
alan davramgini belirleyen model denklemler gogu kez XdV denklemi ve onun

genellestirilmis formlaridur.

Baz1 durumlarda ikinci uzay boyutundaki degigimler dalga yayilimum bir boyuta
bagh olmaktan gikarir. Bu durumda dalga hareketini karakterize etmek igin ikinci
uzay boyutunun da hesaba katilmas: gerekir. Nonlineer denklemlerin uzak alan
davramgini elde etmek icin kullanilan indirgeyici pertiirbasyon metodunun (2+1)

boyutlu hal icin aldif1 form ise asagida verilecegi gibi (1+1) boyutlu halin bir
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genellegtirilmesinden ibarettir. Bir boyutlu duruma benzer gekilde (2+1) boyutta
uzun dalga yaklagiminda k dalga sayis: k* = k2 + k2 seklinde olup; k, dalga
yaythm dogrultusundaki dalga sayisi, k, ise yayilima dik dogrultudaki dalga
sayisidir. Dalga yayilimi yoniindeki dalga sayisi k;'in, enine dogrultudaki dalga
says1 k,’den biyiik oldugu kabul edilirse, yani k, >> k, ise ¢ dispersiyonun
zayifik derecesini Olgen bir parametre, p ve ¢ sonradan belirlenecek pozitif
sabitler, k, = O(1) ve ky = O(1) olmak fizere k; = ek, ve k, = €%k, olarak
secilebilir. Uzun dalga yaklagminda (k << 1), k; >> k, kabulii hatirlanacak
olursa p < ¢ olduguna dikkat edilmelidir. Uzun dalga yaklagiminda k; >> ky
icin w(k)

wk) = a(k2+E)F +b(RZ+ KD+
k: L 3 k; 2
= ak(1+ k_g)2 +bE3(1 + E)z 4
2 2

k2 .. 3K
ak (1+2k2+ )L+ o7+ ) (4.4)

(4

olup, 6 faz fonksiyonu

0 = kpz+ kyy—w(k)t
- y - k2 -
= kye’z + kyely — aky et — %E—yezq_p t— bkt -

B2

= ky(x — at) + kye'y — (——62""4” + b3 t+ - (4.5)
seklini alir. Her {i¢ koordinatin aym mertebede olmasini saglamak igin faz
fonksiyonunun formu incelenirse ¢ = 2p olmak tzere z, y vet koordinatlarinin

uzatilmg formlan
¢=e(z—at), n=cPy, 7=c" (4.6)

olarak segilebilir. Bafimsiz degigkenlerin ¢ parametresinin asimptotik serisi
seklindeki formlarinin yeni koordinatlara taginmig alan denklemlerinde yazilmasi
ile p parametresinin uygun degeri ortaya cikar. (2+1) boyutta dispersif
ortamlarda zayif nonlineer dalgalar ilk olarak Kadomtsev ve Petviashvili

tarafindan incelenmig; uzun dalgalarin asimptotik evoliisyonunun, KdV
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denkleminin iki boyuta genellestirilmis formu olan bir denklemle karakterize
edilebildigi gosterilmistir [12]. Bu denklem daha sonra degisik ortamlarda (2+41)
boyutlu uzun dalgalarin evoliisyonunu karakterize eden denklem olarak elde

edilmig ve Kadomtsev ve Petviashvili (KP) denklemi olarak adlandirilmistir.

4.2 1ki Boyutlu Ortamda Uzun Dalga Yaklagim

Bilindigi gibi kiiciik genlikli zayif dispersif dalgalarin evolisyonu bir boyutlu
durumda KdV, iki boyutlu durumda ise KP denklemleri ile verilmektedir.
Bu denklemler akigskan, plazma ve kati gibi ¢ok degisik ortamlarda elde
edilmigtir.  [20]’de indirgeyici pertirbasyon metodu kullamilarak, nonlineer
mikropolar elastik bir ortamda yayilan bir boyutlu uzun enine dalgalarin
asimptotik olarak kuple modifiye Korteweg-de Vries (KMKdV) denklemleri
ile karakterize edilebilecegi bulunmustur. Adi gecen caligmada pertirbasyon
yontemi alan denklemlerine dogrudan uygulanmigtir. Daha sonra [21]’de uzun
dalga yaklagiminda bir boyutlu enine dalgalarin etkilesimini veren KMKdV
denklemleri yeniden tiiretilmigtir. Burada kullamlan metot [3]’te verilmistir.
Bu metoda gore, alan denklemlerinin seriye agilmas: yerine, Lagrange yogunluk
fonksiyonu bir pertirbasyon parametresinin serisine acgilmigtir.  Evoliisyon
denklemlerini elde etmek igin bdyle bir varyasyonel yontem gerekli olmasa da,
Lagrange yogunluk fonksiyonunun bilinmesi nonlineer evoliisyon denkleminin
elde edilmesini kolaylagtirrmgtir.  Yukaridaki caligmalar mikropolar elastik
ortamda bir boyutlu dalga yayilimini tanmimlamaktadir. Eger ortamda iki uzay
boyutunda degisimler séz konusu ise, KMKdV denklemleri (2+1) boyutlu hareketi

tanimlayamadigindan yeni evolisyon denklemlerine gerek duyulur.

Yakin zamanlarda yapilan bir caligmada mikropolar elastik bir ortamda iki
boyutlu dalgzi yayihm, Lagrange yogunluk fonksiyonunu esas alan bir asimptotik
yontem kullamilarak incelenmistir [22). Iki boyutlu uzun dalga yaklagiminda

enine dalgalar asimptotik olarak iki tane kuple nonlineer evoliisyon denklemleri
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ile karakterize edilmistir:

ot + A [$2(8% + D)o + T bozos + v by + g [($21py)= — ($2)s] = 0
Yo+ A [a(82 + $D)o 4T Yoo + vty + 7 [(By8e = 2006,)z + (So92)y] = 0.
(4.7)

(4.7) denklemlerinde ¢ ve 3 yer degistirme vektoriiniin birinci mertebe enine
bilegenleri, A, T' ve v ise sabitlerdir. Bu evoliisyon denklemleri kuple modifiye
Kadomtsev-Petviashvili (KMKP) denklemleri olarak adlandirlabilir. KMKP
denklemleri ile tanimlanan evoliisyon; zayif nonlineer, zayif dispersif ve zayif iki
boyutlu olup fi¢ etki de ayn1 mertebedendir. (4.7) KMKP denklemleri bir boyutlu
durumda elde edilen KMKdV denklemlerinin iki boyutlu genellegtirilmig halidir.
Gergekten y koordinatina baglilhik ihmal edilirse KMKP denklemleri [20]’de verilen
KMKdAV denklemlerine indirgenir.

Caligmanin bu boliminde, alan denklemleri yiiksek mertebe yer degistirme
gradyanlarini iceren genellestirilmig sonsuz elastik bir ortamda, kii¢iik ve sonlu
genlikli dalgalarin yayihm ele alinmaktadir. Problemi matematiksel olarak
modelleyen denklem sisteminin asimptotik davramigi indirgeyici pertiirbasyon
yontemi kullanilarak incelenecektir. Burada kullanilan ydntem esas olarak [3]’te
verilmigtir. Bu yaklagima gore, Lagrange ybéunluk fonksiyonu nonlineerlik ve
dispersiyonun 6l¢iisii olan € parametresinin bir asimptotik serisi seklinde ifade
edilecektir. e’un her mertebesi i¢in elde edilen Lagrange yogunluk fonksiyonlarina,
kars1 gelen Euler-Lagrange denklemleri, orijinal denklem sisteminin uzak alan
davramgim karakterize eden evolisyon denklemlerini verir. Boyle bir yaklagimin
tercih edilmesinin nedeni, yukarida da belirtildigi gibi Lagrange yogunluk
fonksiyonu ile iglem yapmanin alan denklemleri ile islem yapmaya oranla daha

kolay olmasindandur {3].

(4.7) denklemlerinin elde edildigi [22] numarali caligmada tagiyic1 dalga z ekseni
boyunca yayilmakta olup, ikinci uzay boyutundaki degigimlerin y koordinat: ile
olgiildigi kabul edilmigtir. Dolayisi ile bu problemde y koordinatinin varlig,
(4.7) denklemlerinden de gorildiigii gibi kuplaj terimlerinde simetrik olmayan
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bir yapi olugturmugtur. Simdiki galigmada, [22]’de elde edilen sonuglardan
yola gikilarak, (4.7) denklemlerinin kuplaj terimlerinde beliren simetrik olmayan
yapin yok edilmesi i¢in ikinci uzay boyutundaki degigimlerin, y koordinat: yerine
yz dizleminde y ekseni ile belli bir agi yapan egik bir koordinatta (oblique
coordinate) oldugu varsayilmigtir. Boylece problemin ¢ozimii ile elde edilecek
evoliisyon denklemlerinde r egik koordinatinin y, z veya yz diizlemindeki herhangi
bir dogrultudaki koordinat olarak segilmesi ile evoliisyon denklemlerindeki kuplaj

terimlerin alacagi formu elde etmek mimkin olacaktur.

Iki boyutlu dalgalar igin uy yer degistirme vektéri
uk = uk(z,nt), (k=1,2,3) (4.8)

olarak kabul edilir. Burada z dalga yayilim dogrultusu, r ise yz diizleminde y

ekseni ile 6y agis1 yapan
r=cosfpy+sinbp z (4.9)

geklindeki egik koordinattir. r egik koordinatinin kullanimu ile, 8y agisimin farkh
degerleri igin yz diizlemindeki herhangi bir dogrultudaki degigimlerin probleme
ithal edilmesi mimkindiir. « = cosfly ve f = sinfp tamimlan ile (4.9) egik

koordinata
r=ay+ fBz (4.10)

seklini alir. Boylece (241) boyutta yani bagiml degigkenlerin z, r ve t bagimsiz

degigkenlerine bagli olmasi durumunda (3.9) ile verilen ¥ i¢ enerji fonksiyonu

r= % [(v1,c + Qug, + ﬂua,r)z + (u1z + aua, + ﬂUS,T)(u%,z + u'f,,.
+ug, +uy, +ul, +ul,)]

+E {2l ud ok 4w, 4 (1 @D, o (14 B2,
+2Bu1 Uz e + 20Uz pttz, + 20U Uz 5]
+2ure(ul, + U, +us, +ul,)

2 2 2,2 2,2
+zau2ﬂ'(u2,r + u2,x + a ul,'r + o u3,r)
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+2Bus, (43, + U3, + Blul, + Blus,)
+20u; - (BPu1Usr + QU gUs,r + QU3 U3, T Uz zU1,z)
+2Buy - (Us g1,z + PuszUas + Pussusr + ®uz rui )
+2us gz o (Qus,y + Puas) + 2aBus s us,(Busy + Qugr)}
+20 2 (U g+ U F W U+ UGy 0+ 20+ 205+ 25)
Fu(u? , + 4l + 20U ortin o + 20U U + O UG, + Q0+ + Bu3,,
+2Bu1 zr U3 2z + ,32113 or T 2PUs orUser + 208Us,rrUs,r + 20,u3 zrUa,zr))
+—= 7 [4u? | + 6auy guszU1y + 3ul uy g+ 3ou? us, + 3uj LUz + 30w} Juz,
(3 + 302 Uz ping + (03 + Ba)u3 , + 3uj U1z + oz Uz U3
+(3 + 36%)us rus rtia g + (3 + 3F%)u] uz,s + (8% + 36)u3,
+68u1 sUs cUs,r + 3BU3 LU, + 3Pul yus, + (38 + 3a®B)uj ;s
+3Bug oz pUs;y + 30BU stn Uz + S0PUL U U2,z)
ey
2
+(1 + &), ur e + (a+ 0®)ul, +ud o + 0uf g, + (1 + B7)us U1

3 2 2 2 2 2
2u3 , + 20y JUs;r + Uy ULz T QUL Uy T UYL T QUG U2y

+(a + 3aﬂ2)u§,ru2,r + 2au1,'ru1,zu2,z + 2a2u1,7u2,zu2,r + zﬂzul,ru&'rus,z
+2Bu? Jus, + Bud s, + Bul jus, + Bup us, + 2Burgus sty + (B + B3,
+(8 + 3ﬁa2)u§',ua,r + 20:Bug Uy pUsr + 20PUL sUs U3,y + 208Uy U2 US:

C
+3 (e + ouzs + Bua,r)®. (4.11)

olarak elde edilir.

Iki boyutlu hale karg: gelen varyasyonel problem

6/Ldt=5///£da;drdt=0

olarak tanimlanir. Burada Lagrange yogunluk fonksiyonu, £ =T — ¥,

L= L(auk auk auk 62uk azuk Bzuk
gz’ Or’ Ot’ 0z?’ Or?’ 0zlr

) (4.12)

formundadir. Bu varyasyonel problemin Euler-Lagrange denklemleri ise

0 oL +_3_ a£)+g(aﬁ)
Oz 6uk,z) 3r(3uk,, Ot Oug s

duy
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82 , oL az(ac) a(a
B axar(auk,,,) 0z \Oupgy’ Or? Ou

L
)=0 (k=1,2,3)
(4.13)
sistemin alan denklemlerini verir.

Bu agamada sistemin dispersif karakterini gérmek i¢in (4.13) alan denklemlerinin

lineer hali incelenecektir. Buna gore (4.11) ile verilen denklemde {iglincii mertebe
terimler ihmal edilirse ¥ ifadesi
= % (u1,0 + aus,r + Pus,)? + 52‘- [2ul, 4 uj, +ui, +ul, + (1+ %),
+(1 4 B%)u3 , + 2Bus,rus s + 208Uz cus; + 201+ Uy o]
+20 m? (U} 4y + US op + U oo + UL pr F Uy + UG + 2u 4y + 205, + 203 )
+1/(uf oo+ UL 2y + 2001 27 U2 gz + 200Uy rrUs o + a"’u%m + o®ul -t ,32u3 or
+28u1 zrU3 2z + .32”3 or + 2BU3,2rU1 r + 20Uz 11 Ug e + 208U rUz 27 )]
(4.14)
olup, (4.13) denklemlerinden lineer alan denklemleri elde edilir:
pousee — (A + 20 U3 2z — ps e — (A + p)(Qu2zr + Buszr)
+ 4pm*[(1 + V)1 zeee + (2 + ¥)Us,00rr + U prer
+ av(Uazzzr + Uzgrrr) + BV (Us,zozr + Uszrrr)] = 0,
potizz — Plzgz — [AQ? 4+ p(1 + &®)uzer — (A + p)urer — aB(A + p)us,r
+ 4pm[ug gres + (2 + va?)us zorr + (1 + 02Uz rrrr
+ av(U1 zoor + Ut,zrer) + @PV(Us gzrr + Usrrrr)] = 0,
PoUz,ee — Uaze — [AB® + (1 + BO)|us e — B+ p)uy zr — af(X + p)uzsr
+ 4pm*[uz zaas + (2 + VB Vuaorr + (1 + VB ug erer
+ B (U1 ,050r + Ut orer) + @BV (Ugzarr + Usprer)] = 0. (4.15)
(4.15) lineer denklemlerine A; kompleks genlik, k, ve k, sirasi ile z ve r
dogrultularindaki dalga sayis1 ve w frekans olmak tlizere
ur = Apexpli(zk, + vk, —wt)] (k=1,2,3) (4.16)

seklinde harmonik dalga ¢ozimleri aranirsa Ax(k = 1,2,3) bilinmeyenleri icin
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[~pow? + (A + p)ks” + pk? + dpm® (K* + vk k)] As
+ koko [N + p) + 4pmPvk?)(eA; + BAs) =0
[—pow® + (A + p)o’k,? + pk® + 4pm®(k* + vo®k*k, %)) A,
+ akyk (A + p) + 4pm®vk®) A; + aBk2[(A + p) + 4pm®vk?] A3 =0
[=pow® + (X + p) Bk + pk? + dum?*(k* + v62K°k,)) As
+ Bkok.[(A + p) + 4pm®vEk®) Ay + aBk, () + p) + 4pm vkt A, = 0
(4.17)

seklindeki lineer homojen denklem sistemi elde edilir. Burada k = (k,* + k,.2)'/2
olarak ahnmugtir. (4.17) ifadesindeki birinci denklem A; ve (adz + (A4s)
biyiikliklerine baghdir. Eger (4.17); denklemi ¢, (4.17); denklemi ise f ile
carpilip birbirleri ile toplamrsa, (4.17) denklemleri

[—pow? + (A + p)ko? + pk? + 4um® (B + vE k%) Ay
+ koko[(A + p) + 4pmPvk?)(ads + fA3) =0
[~pow® + (A + p)k,” + pk? + 4um®(k* + vE*E.*))(aA; + BAs)
+ koko[(A + 1) + 4pmPvk*|A; = 0 (4.18)

formuna indirgenir. Triviyal olmayan A; ve (ad; + BAs) ¢oziimlerinin
bulunabilmesi i¢in (4.18) denklem sisteminin katsayilar determinantimin sifira egit
olmas gerekir. Bu determinantin agilimindan basit fakat uzun iglemler sonucunda

frekans w ve dalga sayis1 k'min sagladig

po’w* — pow?[pk? + Apm?E* + (A + 20)K? + 4um?(1 + v)k4]
+u(A + 2u)k" + 16 m* (1 + 1)k® + 4um® k(A + 2p) + p(1 + »)] = 0
(4.19)

denklemi elde edilir. (4.19) denklemi (4.15) sisteminin lineer dispersiyon bagintisy

olup
Dy(k,w)Ds(k,) =0 (7=2,3) (4.20)
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seklindeki iki ¢arpan gibi yazilabilir. Burada D; ve D,

Dy(k,w) = w? — cr*k? — der*m?(1 + v)k*
D, (k,w) = w? — cr?k? — der*m?k* (v =2,3) (4.21)

olup
cr’ = (A+2p)/po, o’ = p/po

tanimlar: kullamlmsgtir. (4.21) denklemlerindeki D, ifadesi boyuna yer degigtirme
modu u; ile ilgili ve Dy ve D3 ifadeleri sirasi ile enine yer degistirme modlar uy

ve ug ile ilgili dispersiyon bagintilaridir.

(4.21) ifadelerinden gorildiigi gibi hem enine hem de boyuna dalgalar dispersiftir.
(4.21)’de mikro yap1 ile ilgili sabitlerden m = 0 alimirsa, hem boyuna
hem de enine dalgalarin dispersif olma ozelliklerini kaybettiklerine dikkat
edilmelidir. Oyleyse blinye denklemlerine ikinci yer degigtirme gradyanlarimin
dahil edilmesi elastik ortamin dispersif 6zellikler gostermesine neden olmustur.
Bu durumda sisteme nonlineerligin de katilmas: ile, nonlineerlik ve dispersiyonun
birbirini dengeledigi durumlarda orijinal sistemin uzak alan davramsinm belirleyen
evoliisyon denklemleri elde etmek miimkiin olur. Gergekten alan denklemleri [19]
ile verilen caligmada, zayif nonlineer genellestirilmig elastik bir ortamda boyuna
dalgalarin yayilimi incelenmig ve boyuna dalgalarin asimptotik davraniginin tek
bir KP denklemi ile verilebilecegi gosterilmistir. Bu ¢caligmada ise enine dalgalarin

uzun dalga yaklagimin asimptotik davranigi incelenecektir.

Uzun dalga yayiliminda, kiiciik dalga sayilar icin enine dalgalara ait dispersiyon

bagintis

w = crk(1 + 4m?k?)/? = ak + bk® + - -- (4.22)

seklindedir. Burada a ve b sabitleri
a = CT, b= 2ch2 (423)

olarak verilir. Dispersiyon bagintisinin bu formu, dalgalarin zay:f dispersif

oldugunu gosterir.
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(2+1) boyutlu enine dalgalann uzun dalga yaklagiminda incelenmesi igin ayrintih

hali (4.5) ile verilen
' =elz—at), ' =¢ér, t'=c (4.24)

koordinatlar secilebilir. Burada p = 1 olarak secilmigtir. (4.24) ile verilen
z' = ¢(z — at) doniigiimi ile koordinat takimu, a sabit hiziyla giden bir gezen
dalga iizerine taginmig olur. Cahgmanin bundan sonraki kisminda yazim kolaylig:

saglamas1 bakimindan (4.24) ifadesindeki isler ihmal edilmigtir.
Bu agamada ux(z,r,t) yer degistirme vektoriniin
up = ul) + eud + u) + O(e?) (4.25)

seklinde bir asimptotik seriye agilabilecegi varsayilacaktir. Boylece (4.24) ile zay:f
dispersiyonu gosteren € parametresi (4.25) ifadesi ile zayif nonlineerligin de ol¢ilisii

olarak probleme dahil edilmigtir.

Eger (4.24)teki koordinat uzatmalar1 ve (4.25)deki seri acihimlari Lagrange

yogunluk fonksiyonunda kullanilirsa £ fonksiyonu,
L=(Ly+elLs+ L3+ ) (4.26)
geklini alir.

(4.26) ifadesindeki £;, L2 ve L3 fonksiyonlarinin agik formlar
1 1
Ly = 5(”0“2 — X —2p)(uf2) + 5(/’0‘12 — w)[(u)? + (u2)?, (4.27)

].
(: 2 2 2 2 2 1 2

A
mw,, @2 1 1 1 1 1)\3
Sl + 20ulul) + 28ulul) + (ufl)’]

Eroo o). @ ) (2 (. (2 . 1
“5[4u1,zu1,z + 2“2,::“2,)4: + 2“3,)zu:(3,)z + zaug.,?ru(Z,?z + 2[3“(1)#51)::

+2(uf%)® + 2uf) (ubl)? + 2ui(ug})’]

A
— STA(EL)? + 3(u)?ul + 3(uf) ul]

12
B
B + (gl + (w27
o
Sy, (4.29)
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ve

Lo = gpol-2aufluf) — 2aufla) + 2(ulh) + a*(uEh) + o (W)’
+2a*u§ ul), + 2a*u$uf),

21007 + 0201 + B + 2o + 20 )
208ugul) +ull(ufl)? + ufL(uL)? + oul (g )?
Foug) (uh)? + Bul (s )? + Bul (w2 )

— S 20" + (u)? + 20uf) + ()’ + 2uff
L+ @) (14 7)) + 280l
208 + 20uug) + 200 (L) + 20 (4L
200 ()7 + 260 ()7 + 20l + 26uullul)

~2pum? ()2 + (ufe)’]

— LB, 4 So(uf)ug) + 3k )
+aauluflu) + 3(ull)ul) + 30ululug)]

B (1)

=5 [(ug) uls + a(ufly)ull + (usy) ul

+a(uy) ug), + Blubk)us) + Blusy) u) (4.29)
olarak verilir. Simdi asimptotik agilimin ilk ¢ mertebesine ait denklemler
ayrintili olarak ele alinacaktir.

O(€?) igin, birinci mertebe Lagrange fonksiyonu olan L;’e karsi gelen

Euler-Lagrange denklemleri

6u® : (poa® — A —2p)ul), =0
S+ (pos? - sl = 0
B ¢ (pod® = pufl =0 (4.30)

olarak elde edilir.

Bu caligmada enine dalgalarin yayilim ile ilgilenildiginden (4.23)’ten goriildigi
gibi a® = p/po olup (4.30); ve (4.30); denklemleri dzdes olarak saglanir. Bu sonug

birinci mertebe enine yer degistirme bilesenlerinin, u$’ ve u$’, keyfi fonksiyonlar
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olarak alinabilecegini verir. Diger yandan (A + p) # 0 oldugundan (4.30);
denkleminin saglanmas: icin u{” = 0 olacag: agiktir. Elde edilen bu sonuglar

(4.28) numaral denklemde kullanilirsa £y =0 Ozdesligi elde edilir.

¢* mertebesinde, (4.30)’da elde edilen sonuglar L3 ifadesinde yazilirsa
Ls = La(ulP,ud, u?,uf, ud’) (4.31)

seklini alir. L3 Lagrange yogunlugu fonksiyonuna kargi gelen Euler-Lagrange

denklemleri

(A\+2u+ A/2+ B)
2(A +p)

)+ ufl = —(ou) + Buf)) - (6520 + (L)
FuS) : 2poanl + o + Nl + (A7 + (L + 0N, + B\ + p)udl,
— 4pm®u$) o+ (N +2p + AJ2 + B)(uihul, + uflul
+ a(A 4 24 + A/2 + B)(2u$,ul, + uslufl )
+ (A + p+ A/ + B)(augpull, + Buizusy,)
+2B(p + A[4)(wEhubk,) + B(A + Bluf ug)
+ (¢ + A/4)(auslub) + Bu§rusy) =0,

6uf’ : 2poauly, + Bk + Nufl, + (A" + (1 + B)]usy, + aB(A + p)usy,
— 4pmP Uy + (A + 20+ A/2 + B)(uful + uioul)
+B(A+2u + A2+ B)(2uipulr + U5y s
+ (At g+ A/ + B)(Bufpubl, + ougzusy,)
+2a(p + A/4)(ugkusl,) + (A + B)ufug)
+ (p + A/4)(Busipusy + ougloufy) =0 (4.32)
seklinde elde edilir. Diger Euler-Lagrange denklemleri yiiksek mertebe terimler
icin bagmntilar iirettiginden, burada agik formlar1 verilmemigtir.  (4.32);

denklemi, ikinci mertebe boyuna yer degistirme gradyaninin birinci mertebe

enine yer degistirme gradyanlarma bagh oldugunu gdstermektedir. (4.32)'nin
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son iki denkleminde (4.32);’deki sonuglar kullanilarak ikinci mertebe, u{ terimi

yokedilirse, keyfi ul" ve uf’ fonksiyonlarinin sagladig:

2
@W. w oo, A+H2u+A24B) g M \2
6“2 - 2p0au2,zt BUg o + 2()\ n ”) {u2,z[(u2,z) + (US,:B) ]}1‘
Pl + (o + Dlo(uilagl, — ugl.ul))

+ Blubpull, — ugiull,) + 28(ugkoul) — ufiusl, )l =0

A+2u+ A/2 + B)?
R T e LA LA

A
AU + (e + B, — ufkauf))

+ e(ufpus ), — ubjub))20(u ) us) — us gl ) = 0. (4.33)

kuple nonlineer evoliisyon denklemleri elde edilir. Eger u’ = ¢ ve u§’ =9

tanimlar: kullanihirsa (4.33) denklemi

bot + V[Bo(Ba” + ¥27))s + Ddovos + Adrr + £[thar (atps + Bs)
~Yza(cthr + Bér) + 268(rboz — Pzder)] = 0

Yot + V[the (Yo + 62°)]e + Thazws + Atbrr + K[dor(Bds + 0ps)
— 02 (Bor + athy) + 20(¢rtze — P2tPer)] =0 (4.34)

formuna indirgenir. Burada A, v, T ve « sabitleri

—(A+2p+ A/2 + B)? Lo —2um?
4poa( + p) ’ poa
A= P o —nt A4

2poa’ 2poa

(4.35)
seklinde tanimlanmugtar.

Kuple modifiye Kadomtsev-Petviashvili (KMKP) denklemleri olarak
adlandirilabilen bu denklemler, zayif dispersiyon, zayif nonlineerlik ve zayif iki
boyut etkilerinin hepsinin ayni mertebeden oldugu evolisyonu tamimlar. Bu
problemde z ekseni tagsiyici dalganin yayilma dogrultusu olup, ikinci boyuttaki

degisimlerin yz diizlemindeki r egik koordinat: boyunca oldugu varsayilmigtir.
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KMKP denklemlerinin baz ozel durumlam agagida verilmigtir.  Ornegin
(4.34)’de r degiskeni digiirildiginde, KMKP denklemleri KMKdV denklemlerine

indirgenerek

®; + V[Q(¢2 + \Ilz)]:c +TI®pr =0
U, + v[U(®* 4+ U], + Ty, =0 (4.36)

seklini alir. Burada ® = ¢, ve ¥ = 1, alinmugtir. Boylece KMKP denklemlerinin
KMKdV denklemlerini iki boyutlu duruma genellestirdigi soylenebilir.

KMKP denklemleri bircok ozel halde daha o6nceden bilinen denklemlere
indirgenir. Eger (4.34)’deki KMKP denklemlerinde « =1 ve B =0 segilirse;
denklemlerin formu, r =y olmak iizere, katsay1 fark: ile daha 6nce [22]'de elde

edilen ve kuplaj terimleri simetrik olmayan KMKP denklemlerine indirgenir:

ot + ¥ [6o(6s” + ¥o")lo + T bozaz + A dyy
+ & (Yayz — Yoathy) = 0
Yot + v (Yo" + 627)|z + T Yozos + Aty
+ & [Goytz — boathy + 2(Gytaz — Ps¥Pzy)] = 0. (4.37)

(4.37) denklemleri, sistemde y koordinati boyunca zayif degigimler olmas:
durumunda z ekseni boyunca yayilan dalgamin evolisyonunu karakterize eder.

Benzer olarak a =0 ve f =1 alindiginda (4.34)’teki denklemler, r = z olmak

uzere

ot + v [62(bc” + %" )o + T bozzs + A 62
+ & [Yo2bs — Yrebz + 2(Y2Prz — Yodzz)] =0
Yot + V (Yo (¥ + 627z + T Yooez + A $as
+ & (Pzz:bz — beaz) = 0. (4.38)

seklinde elde edilir. (4.38) denklemi ise, sistemde z koordinati boyunca zayif
degisimler olmas:1 durumunda z ekseni boyunca yayilan dalganin evoliisyonunu

karakterize eder.
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Son olarak a =1/v/2 ve = 1/v/2 alindiginda (4.34)’daki KMKP denklemleri,

iki boyutlu durumdaki uzun dalgalar igin

Got + ¥ [o(b” + %o")e + T brzaz + A brr
+ [thor (e + 62)/VZ = Gua(te + 8)/V2+ V(e baz — Yador)] =0
Yot + v [o(s” + 65" )e + T Puzoe + A Prr
+£ [for(bo + ¥2)/V2 ~ boz(ér + ¥r) V2 + V2broz — $otbar)] = 0.
(4.39)

seklindeki simetrik KMKP denklemlerini olugtururlar. Burada elde edilen
evoliisyon denklemleri ise, sistemde yz diizleminde y ekseni ile 45° derece ag
yapan r dogrultusunda kiigik degisimler olmasi durumunda z ekseni boyunca
yayllan dalgalarin hareketini tamimlar. Gorildigi gibi (4.39) denklemlerinde ¢
ve 9 fonksiyonlarinin yerleri degistirildiginde denklemlerin formunun degismedigi
diger bir deyisle denklemlerin ¢ ve i’ye gore simetrik oldugu goérilir. Diger
yandan bu galigmadaki genellegtirilmis elastik ortam izotrop oldugundan (4.37)

ile verilen kuplaj terimleri simetrik olmayan denklemlere a2+ % = 1 olmak tizere

¢=ad+ 0¥
doniiglimleri yapilirsa denklemlerin oOzellikleri degismez.  Bu doniistimler

sonucunda yeni ® ve ¥ fonksiyonlar: igin elde edilen denklemler a ve b katsayilarim
ierir. Bu denklemlerde @ = b = 1/v/2 alindiginda ® ve ¥ fonksiyonlar icin
(4.39)’daki kuplaj terimleri simetrik olan KMKP denklemleri elde edilir. Son
olarak eger ¢ = v alinirsa yani birinci mertebe enine biiyiikliklerin birbirlerine

egit oldugu kabul edilirse, (4.39) denklemleri ¢ (veya ¢) fonksiyonu igin

¢zt + 6y ¢i¢zz + r ¢a::ca:z + A ¢rr =0 (441)

ile verilen nonlineer evolisyon denklemine indirgenir. Burada ® = ¢, tamim

kullanilirsa (4.41) denklemi

(B; + 6v 20, + T Bppa)o+ A &, =0 (4.42)
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tek modifiye Kadomtsev-Petviashvili (MKP) denklemine indirgenir. (4.42) ile
verilen MKP denklemi Konopelchenko ve Dubrovsky [23] tarafindan onerilen ve
ters sagilma teknigi ile ¢oziilebilen

(us + _gazuzuz — Ugzz)s — SUgy + 3a(u$/uydx)z =0 (4.43)

MKP denkleminden form olarak farkhidir ve (4.42) MKP denkleminin integre

edilebilir olup olmadig: acik bir sorudur.

4.3 KMKP Denklemlerinin Ozel Céziimleri

Calismanin bu kisminda (4.39) ile verilen KMKP denklemlerinin 6zel ¢oziimleri
degistirilmis Hirota Metodu ile elde edilecektir [24,25]. Degistirilmig Hirota
metodunun klasik metotdan farki, orijinal kismi diferansiyel denklemlerin
bir gezen dalga (travelling wave) doniigimi ile adi diferansiyel denklemlere
indirgenmesidir. Daha sonra bagimh degiskenler igin onerilen bir seri agilimi,
elde edilen adi diferansiyel denklemlerde yazilarak her mertebede bilinmeyen
fonksiyonlar i¢in denklem hiyerargileri elde edilir.  Elde edilen denklem
hiyerarsilerinin iteratif olarak ¢ozilmesinden elde edilen seri ¢ézimi sonlu bir

adimda kesilir ve denklemin bir 6zel ¢dzimii elde edilir.

ilk olarak (4.34) ile verilen KMKP denklemlerini adi differansiyel denklem

sistemine doniigtlirebilmek icin

¢=¢(), v=2(C) (4.44)

gezen dalga doniigtimleri ele alinacaktir. Burada ( = zk.+rk, —wt faz fonksiyonu
olup k, ve k, sirasiyla z ve r dogrultularindaki dalga sayilarini, w ise frekans
gostermektedir. (4.44) ile onerilen ifade (4.34) denklemlerine yerlestirilip bir kez

integre edilirse

Q

(Ak? —wk,) ¢ + TkE ¢ + vk} ¢/(¢"° +9%) =
(AR? — why) o'+ Tk: " + vkt ¢'(¢° +4) = D (4.45)

32



adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. (4.45) denklemlerinden goriildigi
gibi KMKP denklemlerine gezen dalga seklinde ¢éziim arandiginda, (4.34)
denklemlerindeki kuadratik kuplaj terimlerinden bir katk: gelmez. ¢ — oo igin ¢
ve ¢ fonksiyonlarmin tirevlerinin sifir oldugu kabul edilirse C' ve D integrasyon

sabitlerinin sifir alinabilecegi agiktar.

¢' = u ve ¢/ = v tanimlan ile denklem sistemi

u" + Ku + Lu(u? +v*) =0
v"+ Kv+ Lv(v® 4+ %) =0 (4.46)

seklini alir. Burada K ve L katsayilar

~wk; + Ak? v
K= Tkl » L= T
ile tamimlanmuigtir. K ve L katsayilarinin isaretlerine bagh olarak adi

diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimleri incelenmelidir.

Ozel olarak K = —a? < 0 ve L = B? > 0 parametre degerleri icin (4.46)

denklem sistemi

u// _ azu + ﬂ2u(u2 + ,02)

=0
v —®v + fPo(u + v =0 (4.47)

seklini ahir. (4.47) sistemini degistirilmig Hirota metodunu kullanarak ¢dzmek

igin u ve v ¢bzim fonksiyonlarinin, g, b ve f reel fonksiyonlar olmak {izere

9Oy MO
“(O‘f(cr (€) G (4.48)

seklinde yazilabilecegi varsayilacaktir.  (4.48) ile Onerilen gbziimler (4.47)

sisteminde yazilirsa

fg"+gf"—2f'q —a’gf + %[—2ff” +2f” +Bg* + B =0

R+ hf" —2f B — o?hf + %[—2ff" +2f7+ B+ BB =0 (4.49)
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denklemleri elde edilir. (4.49) sisteminin saglanmas igin g, & ve f fonksiyonlar

icin

f9" +9f"—2f'q =c’fg

fhll + hf/l . 2flh/ — ath
Bi(g* + ) = 21" — 2f" = 2f* (I f)" (4.50)

ile verilen {i¢ denklemin saglanmas: gerekir. (4.50) denklem sistemine
9=29d"(e", h=3 hV(e", F=1+> f({)e" (4.51)
n=1 n=1 n=1

ile verilen kuvvet serileri geklinde ¢éziim aranabilecegini varsayalim. Burada e,
acilimdaki terimleri izleyebilmek i¢in tanimlanmig bir parametredir. g, h ve

f fonksiyonlar: icin (4.51) ile Gnerilen seri agihimlan (4.50) denklem sisteminde

yazilirsa, € agiim parametresinin kuvvetlerine gore denklem hiyerarsileri elde
edilir:
e(gel — o W) + X9l — o® ¢V) + g7 + fP g
+ g0 fR —2fP¢" — o (¢ + fP9)] + O(e*) =0
e(hl — o® KDY+ (hE} — ® kW) + 3[E) + FOR)
+ RO FR 2P RD ¥ (B 4 fARW)] 4+ O(et) =0
ef e (977 + 1) —2fR) + R + O =0 (452)
Bu denklemlerin her mertebe igin ¢ozilmesiyle elde edilecek ¢6ziim

fonksiyonlarinda sonlu sayida terimden sonra agilimin terimleri sifir olursa istenen

tam ¢ozum elde edilmig olacaktir.

Birinci mertebe problemden, yani O(e) igin
o —eg =0, B oW =0, [ =0 (439
denklemleri elde edilir. Buradan ¢, A" ve f® fonksiyonlan igin bir ¢dziim

9" =20Aexp(af), A" =2aBexp(af), f =0 (4.54)
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gseklinde segilebilir. Burada A = exp(—a(;) ve B = exp(—a(;) olup (i ve (2

ise sabitlerdir.

Ikinci mertebe denklemler
g —a® g® =0, h@—a®h® =0, fQ=28%(gW+A"%)  (4.55)

formundadir. Burada ¢® ve h® denklemlerinin bir ¢ozimu sifir olarak segilirse
ve (4.54) sonuglar1 (4.55) denklemlerinde kullanilirsa, ikinci mertebedeki ¢6zim

fonksiyonlar
2
g =0, K9 =0, %= (41 B exp(2al) (4.56)

olarak elde edilir. Burada g® ve h® ikinci mertebe ¢oziimleri i¢in (4.54)’de verilen
forma benzer ¢oziimlerin bulunabilecegini, ancak g ve A" ¢bziimlerinin sirasiyla
g® ve h® ¢odziimleri ile bir sabit farkiyla ayni terimde toplanabileceginden g® ve

h® ¢oziimlerinin katsayisinin sifir secildigine dikkat edilmelidir.

f]g'ﬁncii mertebedeki denklemler

950+ PO + gV — 290 57 — o (g + fPg) = 0,
h((aC) + f(2)h(clc) + h(l)f((? _ 2h((1)fé2) —a? (h(s) + f(z)h(l)) =0,
f@=0 (4.57)

gseklindedir. (4.55) ve (4.56) denklemlerinden elde edilen sonuglar (4.57) denklem

sisteminde kullanilirsa, sistemin
g —a?g® =0, Al —-’0¥ =0, f@= (4.58)
formuna indirgendigi gozlenir. (4.58) sisteminin bir ¢6ziimd ise
g9 =0, B® =0, Ff9=0 (4.59)

olarak elde edilir. Burada diger biitin g™, A™ ve f™ (n > 3) ¢dzlimlerinin sifir

oldugu kolayhkla gorilir. Tam ¢6ziimiin elde edilmesinin esas: serilerin sonlu bir

adimda kesilmeleridir.
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Bu noktada seri agilimlarinin kesilebilecegini ve biitiin yukar: mertebe terimlerinin

sifir olacagini kabul edersek g, h ve f ¢ozlim fonksiyonlar:

9(¢) =2aAexp(al), h(¢)=2aB exp(al),
O =1+ %dz (A% + B?)exp(2a¢) (4.60)

geklini alir. Elde edilen bu sonuglar (4.48) ile verilen ifadelerde yazihirsa u(¢) ve

v(¢) ¢oziim fonksiyonlarinin formu

B 4aA exp(a()
u(() = 2 + 52(A? + B?) exp(2a()
4aB exp(a()

v = 2 + f*(A? 4+ B?) exp(2a() (4.61)

olarak elde edilir. ¢’ = u ve ¥’ = v oldugu hatirlanacak olursa (4.61) denklemleri

(’ya gore integre edilirerek ¢ ve 1 fonksiyonlar: igin

h 4A a exp(a)d(
¢(¢) = B2(A? + B?) / 7% + exp(2a()
4B o exp(a()d(

YO = 5557 ] 7 oxped)

(4.62)

denklemleri elde edilir. Burada 2 = 2/[8%*(A%? + B?)] dir. (4.62) ile verilen
integrallerde w =exp(af), dw = aexp(al)d( degisken doniigimi yapilirsa,
(4.62)’dan ¢(() ve 1(() fonksiyonlan i¢in faz sigramalan (phase jump) seklindeki
kesin ¢oziimler
22A VAT B2
¢(C) = WAI’C’G&D[—\/T— exp(a()]

_ 2V2B BVA*+ B?
Y(() = N—A—2_+_§-2~Arctan[——\7_2—— exp(a()] (4.63)

seklinde elde edilir. Burada ¢ = zk,; + rk, — wt ile tamimlanmstar.

(4.61) denklemlerinde u ile v arasmda u = 4v geklindeki bir bagmtinin
gerceklendigi gorilmektedir. Bdyle bir bagntinin yardim ile (4.46) denklem

sisteminin 6zel ¢oziimlerini Jacobi eliptik fonksiyonlar: yardimi ile de bulmak
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mimkiindir. Bu amacla ¢ herhangi bir sabit olmak iizere eger u = cv egitligi

kabul edilirse, (4.46) denklem sistemi
u — Pu+ 7P =0 (4.64)

seklini alir. Burada 42 = $%(1+ A?) dir. Bu denklem v’ ile carpilip tekrar integre
edilirse,
+
w_am+7M=o (4.65)

denklemi elde edilir. Buradaki integrasyon sabiti r — oo ve £ — oo igin u ve
tirevlerinin sifir olmas: kogulundan sifir olarak alinmigtir. (4.65) denklemi u ile

carpilip, u? = z (z reel) tamimi yapilirsa,
uu’ = ——u (4.66)

esitliginin gegerli oldugu goriilir. (4.66) ifadesinde u'? yerine (4.65) denkleminden

2

esiti yazilir ve 4* = z tamim hatirlanirsa

wu” + y*ut — fu? =0 (4.67)
denklemi, z fonksiyonu cinsinden
2" — 40Pz + 37y =0 (4.68)

seklinde yazilabilir. (4.68) diferansiyel denklemi 2’ ile garpilip integre edilirse,

1 dz, 4 gi 9 _
272((1() =—z +2722 +C = f(2) (4.69)

elde edilir. Bu nonlineer adi diferansiyel denkleminin reel ¢ézimleri f(z) > 0
kosulu altinda miimkindir. ¢; < ¢; < ¢z olmak tizere f(z) = (2—¢1)(z—cz)(e3—2)

olsun. Bu kabullerden sonra diferansiyel denklem

dz
[(z = o1)(z — c2)(es — 2|77

geklini alir. z =1? 4+ ¢; doniligiimi ile (4.70) ifadesi

= (29%)"d( (4.70)

2dt 1
(2 4+ e1 — e2)(e3 — 1 — t2)]1/2 = (29%)"/%d( (4.71)
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formuna girer. a? = ¢z — ¢;,0° = ¢, — ¢; tammlan yapilirsa (@ > b) igin

(4.71) denkleminin agik ¢dziimi Jacobi eliptik fonksiyonlar cinsinden bulunabilir
[26].  f(z) fonksiyonunun pozitif degerleri igin (4.69) denkleminin ¢Sziimi
olabileceginden (4.71)’in sol tarafindaki integralin sinirlari c; ve c; kokleri
arasinda olmalidir. z = t2+¢; déniiglimii de dikkate alinarak integrasyon sinirlari

a > y > b olarak bulunur:

/ya [(#2 - bz)(djz EE 1/ ’ / dn. (4.72)

Ters Jacobi eliptik fonksiyonlar cinsinden bu integralin degeri

—Esn'l(sinqﬁ, k) = (1;)‘/2( (4.73)

olarak bulunur. Burada a = (cz — ¢;)"/?, sing = (“ :2’2 VW2 ¢ = gk + rk, — wi

2_p2 —_ . . s .
ve k? = =5 = &=2 dir. (4.73) ifadesinin tersi alimirsa,

sing = sn{[ (C3 — e)]Y*(zky + Tk, — wt ); k} (4.74)
bulunur. sn?(y, k) + cn’(y, k) = 1 bagintis: kullanihrsa (4.74) esitligi
2
cos’¢ = cnz{[%(cs — &)]Y*(zky + vk, — wt ); k} (4.75)

formunu alir. Burada cos’¢ = Z=2 dir. (4.75) sonucundan, (4.69) denkleminin

¢6ztimi Jacobi eliptik fonksiyonla:r cinsinden
z = ¢y + (c3 — cz)cn® {[ (C3 — &)V ¥ (zk, + Tk, — wt ); k} (4.76)

elde edilmig olur. (4.69) denklemindeki C integrasyon sabitinin sifir oldugu
varsayilirsa f(z) fonksiyonunun kokleri igin ¢; — €, ve ¢; = 0 bilgilerinin gegerli
oldugu goriiliir. Bu durumda k = 1 ’dir. ¥ =1 igin cn(y, 1) = sechy oldugundan

(4.69) denkleminin ¢6zimi elemanter fonksiyonlar cinsinden yazilabilir:
2
z= c:,sechz[(zz—ca,)lﬂ(xkz +rk, —wt )] (4.77)

u? = z tamim hatirlanarak u ¢ézim fonksiyonu

u = \/E3SCCh[(§C3)1/2($kI +rk, — wt )] (4.78)

seklinde elde edilir.
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5. NONLINEER DALGA MODULASYONU

5.1 Indirgeyici Pertiirbasyon Yontemi

Bilindigi gibi birgok lineer sistem zamanla genliklerin sabit kaldigi harmonik
dalga trenlerini ¢6zliim olarak kabul eder. Bununla birlikte incelenen sistem
zaylf nonlineer bir sistem ise harmonik dalga ¢6ziimlerinin genlikleri zamanla
sabit kalmaz ve nonlineerlik genligin zaman ve konumda degigsmesine diger bir
deyigle dalga genliginin modile olmasina neden olur. Eger genlik, bir titregim
periyodu boyunca yavag degisiyorsa, uygun bir koordinat doniigimi sistemi
titregimle hizli degisen ve genlikle yavag degisen kisimlara ayirir. Bagimh
degiskenler igin asimptotik agihm geklinde 6nerilen bir ¢oztim ile birinci mertebe
genligin modilasyonunu belirleyen evolisyon denklemini tliretmek mimkin olur.
Bu konudaki aragtirmalar o6zellikle bir boyutlu fiziksel modellere ve deneylere
dayanmakta olup, ikinci bir uzay boyutundaki degigimlerin sintisoidal dalgalarin
modilasyonunu nasil etkileyecegi ilgi ¢eken bir soru olarak ortaya gikmaktadir.
Bir boyutlu durumda genligin modilasyonunu tanimlayan denklem bir boyutiu
nonlineer Schrodinger (NLS) denklemi olurken iki boyutlu durumda genligin

modiilasyonunu (2+1) boyutlu NLS denklemi tanimlar.

Bu bolimde zayif nonlineer bir sistemde harmonik bir dalgamin uzay ve
zamanda yavag degigen genliginin nonlineerligin etkisi ile nasil degistigi indirgeyici
pertirbasyon yontemi kullamlarak bulunmugtur [8,9]. Ik olarak bir boyutlu

durumda dalga modiilasyonu problemlerine uygun olan koordinat uzatmalan

yapilacaktir.

Bir boyutta lineer bir ortamda yayilan ve genlikleri aym olan iki siniisoidal dalga
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verilsin:

ui(z,t) = Aexpli(kiz — wit)]

ug(z,t) = Aexpli(kz — wot)). (5.1)

(5.1)’deki harmonik dalgalarin k; ve k, dalga sayilar1 birbine ¢ok yakin ise
bu dalgalarin siiperpozisyonu sonucunda ortaya ¢ikan dalganin ilging &zellikleri
vardir. Gergekten bir k£ dalga sayisi civarinda lokalize olmus k; = &k + Ak ve

ky = k — Ak dalga sayilarina sahip dalgalarin siiperpozisyonu

u(z,t) = Aexpli(k+ Ak)z — (w+ Aw)t)] + Aexp[i(k — Ak)z — (w — Aw)t)]
= 2Acos(Akz — Awt) expli(kz — wt)] (5.2)

sonucunu verir. Lineer ortamlarda yar1 monokromatik (hemen hemen tek dalga
sayih) iki dalganin siiperpozisyonu harmonik dalgalar, cos(Akz — Awt) ile yavag
degigen bir genlik ve exp[i(kz — wt)] ile hizh degigen bir fazdan olusan iki
kisma ayirmakta, diger bir deyigle genligin modiile olmasina neden olmaktadir.

Ak/k << 1 ve Aw/w << 1 oldugundan w frekansindaki Aw degigimi

Aw = w(k+ Ak) —w(k)

dw 1d%w 2
= %Ak + §d_k2'(Ak) e (5.3)

ile verilir. Bu durumda genligin faz fonksiyonu

dw 1 dw 9
Akz — Awt = Az — )t = 2 (AR + - (5.4)

geklini alir. p sonradan belirlenecek bir pozitif sayi ve e kiigliik bir parametre
olmak tzere Ak = ¢? oldugu kabul edilirse, genlik modilasyonunu incelemek igin

yavag degigkenler £ ve 7
£=e(z—ct), T=¢€"t (5.5)

olarak segilebilir. Burada ¢; = dw/dk olup z ekseni dogrultusunda yayilan
dalganin grup hizini gostermektedir. Lineer dispersif sistemlerde dispersiyonun

bir olglisi olarak ortaya cikan € parametresi zayif nonlineer sistemlerde
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nonlineerligin bir 6l¢iisii olarak hesaba katilirsa, yani bagimlhi degigkenlerin de
e’'nun bir asimptotik serisi geklinde yazilabilecegi gozoniine alinirsa nonlineerligin
dispersiyonla dengelendigi orijinal sistemin uzak alan davranigim karakterize eden
yeni evoliisyon denklemlerini elde etmek mimkin olabilir. Nonlineer dalga
modilasyonunun incelenmesinde kullanilan degigik asimptotik yontemler [8,9]

numarali caligmalarda genis ve ayrintili olarak verilmigtir.

5.2 Nonlineer Dalga Modiilasyonu

Bilindigi gibi zayif nonlineer bir ortamda sintsoidal dalgalarin genlik
modilasyonunu ydneten denklemler bir boyutlu durumda (141) NLS, iki boyutlu
durumda ise (241) NLS denklemi ile verilir. Caligmanin bu béliminde alan
denklemleri (3.11) ile verilen genellegtirilmig elastik bir ortamda yayilan enine
harmonik bir dalganin genliginin nasil modiile oldugu incelenecektir. Modile
olmug dalganin genligini yoneten denklemi bulmak i¢in kullanilacak metot uzun
dalga yaklagiminda oldugu gibi indirgeyici pertirbasyon yontemidir [8,9]. Bu
problemde uzun dalga yaklagimindan farkli olarak hem yavag hem de hizh
degiskenler oldugundan, indirgeyici pertiirbasyon yénteminin dogrudan Lagrange
yogunluk fonksiyonuna uygulanmas: mimkiin degildir. Gergekten yavag ve hizh
degiskenlerin 6l¢ekleri farkli oldugundan her mertebede elde edilebilecek Lagrange
yogunluk fonksiyonu hiyerarsilerine kargi gelen Euler-Lagrange denklemlerinde
mertebe kaymas: olur ve dogru sonug elde edilemez. Bunu 6nlemek igin yontem
ya alan denklemlerine dogrudan uygulanir veya Lagrange yogunluk fonksiyonuna
karg gelen Euler-Lagrange denklemi elde edilir. Euler-Lagrange denkleminin
€ parametresinin kuvvetlerine goére diizenlenmesi ile ortaya ¢ikan denklemlerin
¢ozimiinden birinci mertebe genligi yoneten evolisyon denklemi bulunur. Bu
calismada birinci yaklagim tercih edilecek ve pertiirbasyon metodu dogrudan alan

denklemlerine uygulanacaktir.

Son zamanlarda yapilan ¢aligmalarda ikinci mertebe nonlineer mikropolar elastik

bir ortamda yayilan bir boyutlu harmonik dalgalarin modilasyonu incelenmisg
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ve boyuna dalganin genlik modilasyonunun bir boyutlu bir NLS [27] ve enine
dalgalarin genlik modilasyonunun ise bir boyutlu kuple iki NLS denklemleri [28]
ile verildigi gosterilmistir.

Caligmanin bu bolimiinde, alan denklemleri yiikksek mertebe yer degistirme
gradyanlarini iceren genellestirilmig sonsuz elastik bir ortamda yayilan harmonik
dalgalarin genliklerinin zay:f nonlineerlik ile nasil degigtigi incelenecektir.
Elastisite teorisinin veya onun genellegtirilmiy formlarindan birinin alan
denklemleri diger sirekli ortamlarda hareketi tanimlayan denklemlere gore daha
karmagiktir. Bu nedenle genellestirilmis elastik bir ortamda asimptotik bile olsa
dalga yayilim problemlerinin biyik zorluklar gosterdigi bilinen bir gergektir.
Alan denklemleri (3.11) ile verilen genellestirilmis elastik bir ortamda iki boyutta
harmonik dalgalarin modilasyonunu incelemek i¢in zy diizleminde z ekseni ile 8
aglsl yapan ve

r=cosbfp z+sinfp y (5.6)

olarak tanimlanan egik bir koordinat boyunca dalgalarin yayildig: varsayilacaktir.
Bu kabul, dalgalarin esas olarak bir boyutlu olmas: sonucunu vermesine ragmen,
genligi yoneten ve r bagimsiz degigkenine bagl evolisyon denklemi zy kartezyen
koordinatlarinda yazildiginda NLS denkleminin iki boyutlu halini elde etmek
mumkiin olacaktir. cosfp = a ve sinfy = B tamimlan ile zy dizlemindeki egik

koordinat
r = az + By (5.7)
geklini alir. Bu problemde yer degistirme vektori uy
ug = ug(r,t), (k=1,2,3) (5.8)

olup, Bolim 3’te (3.8) ifadesi ile verilen X i¢ enerji fonksiyonu

A
E = 5 (e, + Buse)® + (usy + Buss)(ui, + 43, +u3,)]

+£ (L + 0P, + (14 B3, + 6, + 20Bus )
+2au1,r(u1 -+ o uz -+ o Uz, 3) + 2Bu; r(uz r ﬁzusr :32'“1 )
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+2Buy . (aful, + aful, + oPus ui,) + 207 fuz,us )
+2u m? [(u,, +ud,, + u,.) + V(@7 + 20Bur s + Bz, )]
2 (oo + 8, +38(a” + 1)ud un, + 3(1 + B)ud
+B(3 + B%)u3, + 3Bul urr + Boug  ua,]
+ 2 (a1 + o), + AL+ 30 + a1+ 36
FB(L+ A7), + Bud s + o ]

C
—l-? (ouy, + ﬂuz,7)3 (5.9)
olarak verilir.

Bu hale kars: gelen varyasyonel problem

6/Ldt=6//£drdt=0

olarak tamimlanir. Burada Lagrange yogunluk fonksiyonu, £ =T — X,
L = LUty Uk,rs Uker) (5.10)

olup, varyasyonel problemin Euler-Lagrange denklemleri ise

0,6 0L a, 6 0L 0

Su : 6t(3uk) 7 50, ,)’a—ﬂ‘(auk,,

)=0 (k=1,2,3) (5.11)

geklindedir. indirgeyici pertiirbasyon metodu dogrudan alan denklemlerine
uygulanacagindan, alan denklemlerinin agik formu burada verilecektir. (5.9)ile
verilen X i¢ enerji fonksiyonu ve (3.6) ile verilen T kinetik enerji fonksiyonu

kullanilarak, (5.11) denklemlerinin agik formu

Potiy,it — [Aa2 + “(1 + az)]ulﬂ"l‘ - (A + l‘)aﬁulr'r

A
Ea(a2 +3) + 3Ba(l + o?) + 2Ca®uy U1 or

—[Aa+ 2pa + %a(ﬂ2 +1) + Bo(1 + 36%) + 2Caf|uz sua

—[Bra+ bua +

_[)‘a + 2/‘“! + ga + Ba]u3,ru3,rr

A
~[\8 +2up + SA(e” +1) + BB(1+30°) + 200" B)(ur,rruzs + ua rtizr)
+4/l’m2[(1 + Vaz)ul,'r'r'rr + Va,Bu2,'r'r'r'r] = 07
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potizze — (A + p)aBuy e — AB® + p(L + B)]uzer
~[8N8+ 618+ 5 B(8 +3) + 3BA(L + ) + 206%us cua

—[DB+2uB+ %[i(a2 +1) 4+ BB(1 + 30®) + 2C o Blus yu1 e
~[\B + 248 + 5B+ BBlus v,

A
—[Aa + 2nua + é—a(ﬁz + 1) + Ba(l + 3ﬂ2) + 2Cﬂ2a](u2,rrul,r + ul,’r'ru2,'r)
+4ium2 [(1 + V/B2)u2,'r'rr'r + Vaﬂul,rrrr] =0,

A
Pouszt — KHU3rr — a()\ + 4,“ + '2— + B)(“S,rrul,r + ul,'r'ru3,'r)

A
"‘ﬁ()\ + 4‘-[1 + -+ B)(u3,77u2,'r + u2,r'ru3,'r) + 4ﬂm2u3,'r'rr'r =0 (512)
2

olarak elde edilir.

(5.12) denklemlerinin dispersif karakterini gormek icin alan denklemleri

lineerlestirilirse, lineerlegtirilmig denklemler

potia gt — [Aa? + p(l + o®)urr — aB(A + p)uasr
+4um?[(1 4+ va®)urrrer + aBrus ] = 0,
potiaze — (A8 + p(1 + BH)|uzyr — B + p)urrer
+4pm?®[(1 + vB*)uz rrrr + vaPUr s = 0,
ozt — pUser + 4pmPug e, = 0 (5.13)

formunu alir. Bu denklemlere Ay kompleks genlik, k ise r dogrultusundaki dalga

sayis1 olmak tlizere

up = Agexpli(rk — wt)]
seklindeki harmonik dalga ¢zlimleri aranirsa
{=pow? + [Xa? + (1 + ®)]k? + 4um?(1 + ve®)k*} Ay
+[aB(A + p)k? + 4pm®vafktA;, = 0,
{—pow? + M8 + p(1 + B*)]K? + 4pm*(1 + vB*)k*} Ay
+HaB( + p)k?* + 4pm*vapkiA, = 0,
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(—pow? + pk® + 4pm®k*)A; = 0 (5.14)

lineer homojen denklem sistemi elde edilir. (5.14)teki ilk iki denklem A; ve A,
buyiklikleri cinsinden homojen lineer bir denklem sistemidir. Sifirdan farkli A,
ve A, ¢ozlimlerinin olmasi icin kars: gelen homojen denklem sisteminin katsayilar
determinantinin sifira egit olmas: gerekir. Bu determinantin sonucu basit fakat

uzun iglemler sonucunda iki carpan seklinde yazilabilir:
[—pow?® + (A + 2)k% + 4(1 + v)pm? kY| (—pow® + pk® + 4pm?k*) = 0.  (5.15)

(5.15) denkleminde ilk ¢arpan boyuna u; modu ile ilgili dispersiyon bagintisi,
ikinci carpan ise enine u; modu ile ilgili dispersiyon bagintisidir. (5.14); denklemi

ise enine ug yer degistirme bilegenine karg1 gelen dispersiyon bagintisin1 gosterir:
Ds(k,w) = —pow® + pk® 4 4pm?k* = 0. (5.16)

(5.12) alan denklemlerinden, (5.15) ve (5.16) dispersiyon bagintilarindan
goriildigi gibi r dogrultusunda dalga yayilim s6z konusu ise, sirasiyla boyuna
ve enine (uy, us) bilegenlerinin veya yalmz enine u3 bilegeninin yayilim problemini
incelemek mimkiindiir. Bu caligmada kolaylik saglamasi bakimindan yalniz us
enine bilegeninin zayif nonlineer ortamda yayilimi géz online alinacaktir. Bu ise

u3 modu ile ilgili dispersiyon bagintisinin D3(k,w) = 0 oldugu anlamina gelir.

Bu agamada genlik modiilasyonu problemini incelemek igin, ayrintilan (5.5) ile

verilen koordinat uzatmas:
(=¢€(r—At), T=¢% (5.17)

seklinde secilmistir. Burada A sonradan belirlenecek reel bir biyiiklik, ( ve T
yavag degigkenler olmak {izere ( ile, koordinat takimi A sabit hiziyla hareket eden

bir gezen dalga tizerine taginmus olur.

Caligmanin bu béliminde bitin alan degiskenleri, uy (k = 1,2,3), igin
u = e’ ((,7) + €[ ((, 7)™ +ee] + -
uy = eud (¢, 7) + [u (¢, 7)e¥ + ce] + -

uz = e[uf’ (¢, 7)e” + c.e] + EuP (¢, 7)e* + e+ (5.18)
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seklindeki asimptotik agilimlarin yapilabilecegi varsayilacaktir. Burada
@ = kr — wt olup c.c. kendinden Once gelen terimin kompleks eglenigini
gosterir.  (5.18) agilimlarindan gorildigi gibi (5.17) koordinat donigiimdi,
¢oziimil titregimlerle hizhi degisen kisim ve yavag degisen zarf olmak iizere iki
kisma ayirir. Bu calismada ortamda yayilan diizlem dalganin, u$?, kendi kendisi
ile nonlineer etkilesmesi problemi ele alinacagindan D3(k,w) = 0 iken n > 2 igin
D;(nk,nw) # 0 oldugu kabul edilecek ve zayif ponlineerliéin dalganin genligini

nasil modiile ettigi incelenecektir.

(5.17) yavag degigkenleri ve (5.18) ¢dziim fonksiyonlar (5.12) alan denklemlerinde
yerlegtirilirse, € parametresinin kuvvetlerine gore dizenlenmis denklem
hiyerarsileri elde edilir. Her mertebe igin elde edilmis denklemlerin ¢6ziimiinden
u$ genliginin sagladig1 uygunluk kogulunu bulmak mimkiin olur. Ik olarak O(e)
i¢in elde edilen tek denklem

e (pow? — pk? + 4um?k*H)ul’ =0 (5.19)

seklindedir. u{’in katsayis1 D3(k,w) = 0 oldugundan (5.19) denkleminden u$)’in
keyfi bir fonksiyon oldugu sonucu gikar.

2

€2 mertebesinde siras1 ile birinci ve ikinci modlar igin

e’ (2pohiw — 2uik — 16pm?ik®)ull = 0 (5.20)
ve
¥ {—4pow® + 4[0Q® + u(l + &®)]k? + 64pm?(1 + vo?)k*}uf
+4aB(X + p)k? + 64pm?aBrktul) = 0
{—4pow?® + 4[A8% + p(1 + K + 64pm’ (1 + vB?) k" }uf)
+[4aB(\ + w)k? + 64um?afrkiu?® = 0
(—4pow? 4 4uk® + 64pm?kHuf’ = 0
(5.21)

denklemleri elde edilir. u$’ fonksiyonunun keyfi bir fonksiyon oldugu hatirlanacak

olursa, (5.20) denkleminin saglanmas: igin katsayi fonksiyonunun sifir olmas:

46



gerektigi ortaya gikar. Bu ise A reel biiyikliginin r dogrultusunda yayilan

dalganin grup hizi oldugunu gosterir:

A= —I—(pk + 8um?k?).
pow

Ikinci moda karsi gelen (5.21); denkleminde uy) fonksiyonunun katsayisi

D3(2k, 2w)’tiir. Bu gahigmada yiiksek harmoniklerle etkilegim incelenmediginden
D3(2k, 2w) % 0 olup u = 0 elde edilir. (5.21)de verilen ilk iki denklem u{” ve
u$ bilinmeyenleri igin lineer homojen bir denklem sistemi olugturur. Bu denklem

sisteminin katsayilar determinanti, A, uzun ve karmagik iglemlerden sonra
A= Dl(Zk, 2w)D2(2k, 2w)

olarak hesaplamir. Burada A # 0 alindigindan (5.21); ve (5.21); homojen

denklem sisteminin tek ¢oziminin
(2) —
=ud =0 (5.22)

oldugu bulunur.

Son olarak € mertebesinde sifirinc: ve birinci moda karg: gelen denklemler

€ [poA? = de® — p(l + o )]u(1°)<( —af(A+ #)“(20)«
—(aA + 20p + €A/2+ aB)E* U . = 0
lpoh? = AB* — (1 + Bl — oB(A -+ m)uf
—(BA+2Bu+ BA/2+ BB)E?[u’P . = 0 (5.23)

ve

e —2pgiwul), + (poA® — p — 24pm?E*)ul),

+ a(A +4p + A/2 + B)[FPuluf’ ~ 2ik>(ud’)*ui]
+ B +4p + A2 + B)[FPudluf) — 20K3(uf ) uf] = 0 (5.24)

geklindedir. Sifirma moddan »{” ve u}’ bilinmeyenleri igin elde edilen homojen

olmayan denklemler (’ya gore integre edilip “1( ve u(2°)c icin ¢ozilirse

Lo _ P +2u+4/2+ B)
Ui = poA2 — A —2u

ak?|uf’|? (5.25)
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ve

o At2u+4/2+B)
20~ poA2 — A —2pu

BE*ug|” (5.26)

sonuglar: elde edilir. Bu sonuglar boyuna u{” ve enine u$’ biiyiikliklerinin enine
u$) moduna bagh oldugunu gosterir. Eger (5.25), (5.26) ve (5.22) sonuglar: (5.24)

denkleminde yerlestirilirse, u’ fonksiyonu igin

—2poiwul) + (poA? — p — 24pm?k*)ul),
+ (A +4p + A/2 + B)K[aulbuf’ + Budiul’] =0 (5.27)

) = ¢ olmak iizere enine birinci mertebe

evoliisyon denklemi elde edilir. Boylece u
dalga genliginin modilasyonunu karakterize eden nonlineer kismi diferansiyel

denklem

i¢r + Dyee + k|d’¢ = 0 (5.28)

olarak bulunur. Burada I" ve &

_ (=poA? + p + 24pum?k?)
B 2pow

_ O+t AL B)0+2u+ A2+ B)
’ 2pow(poA? — X — 2p)

olarak tamimlanmigtir. (5.28) ile verilen denklem Nonlineer Schrédinger (NLS)

r

denklemi olarak bilinir ve enine dalganin genlik modiilasyonunu karakterize eder.

Enine dalganin genlik modiilasyonunu y6neten (5.28) ile verilen NLS denklemini
zy kartezyen koordinatlarinda yazmak icin (5.17) koordinat doniigimiinde
r = az + Py yazilirsa

¢ = e(az + By — At) (5.29)
elde edilir. k, r dogrultusundaki dalga sayisi; k; = ok, k, = Sk ve k* = k2 + k2
olmak tizere (5.16) dispersiyon bagintisindan Ow/0k, ve Ow/0k, hesaplanirsa

—pow;%:)— + pkg + 8um?k*k, = 0

0
—pow-a—ki + pky + 8um?k?k, =0 (5.30)
y

bulunur. (5.30) denklemlerinin birincisi o , ikincisi B ile garpilip taraf tarafa

toplanirsa

—poij—k + pk + 8um?k® =0
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dispersiyon bagintis1 elde edilir. Burada k& = ak; + Bk, olduguna dikkat
edilmelidir. Bu iglemler sonucunda A biytkliginin

A=@-a6

=%t ied 6k = ah, + BA, (5.31)

seklinde yazilabilecegi bulunur. Bu sonug (5.29) denkleminde yazilirsa
¢ = ae(z — Agt) + Be(y — Ayt)

ve

6 = 6('77 - A:ct)a n= G(y - Ayt) (532)

tanimlan yapilirsa ( = af + 87 bulunur. Bu durumda { koordinatina dik olan
¢’ = —B¢ + an olup, ters koordinat doénigimleri

E=af-B{, n=p(+af (5.33)
olarak elde edilir. Burada (5.28) denklemindeki konum tiirevleri ise &p
koordinatlarinda
0 0 0 02 2 0 2 0%
Ez—aéz—l-ﬂa—n, 52 = a 6£2+2aﬂ3£3 -I-ﬁ (5.34)

formunda yazilir. (5.34)’deki sonuglar kullanihirsa (5.28) denklemi &n

koordinatlarinda

i¢ + T gee + 2T afben + T8 ¢un + £l¢°6 = 0 (5.35)

ile verilen (2+1) NLS denklemine déniigir.

(5.35) denklemi daha 6nceden elastik bir zemine oturan ince bir plagin egilme
dalgalarini karakterize eden denklem olarak elde edilmigtir [15]. Adi gegen
caligmada aragtiricilar dogrudan iki boyutlu ortamda dalga yayilimini incelemigler
ve (2+1) NLS denklemini elde etmiglerdir. Bu caligmada ise ortam bir boyutlu
gibi diglinilerek r dogrultusunda yayilan dalga modiilasyonu incelenmig ve genligi
yoneten denklem (1+41) NLS denklemi olarak hesaplanmigtir. Daha sonra orijinal
koordinat sistemi (14+1) NLS denkleminde yerlestirilerek (2+1) NLS denklemi
elde edilmigtir.
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Ozel olarak (5.35) denkleminde a =1 ve 8 = 0 alimirsa

16, + Tdge + £l¢*¢ =0 (5.36)
seklindeki (14+1) NLS denklemi bulunur. Bu denklem ¢ dogrultusunda yayilan
dalgamin genliginin degigimini verir. Diger yandan o = 0 ve 8 = 1 alindiginda ise

i¢r + gy + 59]°¢ = 0 (5.37)

denklemi n dogrultusundaki dalga yayiimm durumunu tamimlar. Son olarak
o =f =1/V/2 ise ¢ ekseniile 45° aq yapan dogrultuda dalga yayihm

durumunda genlik modiilasyonunun

2id, + Ddee + 20 ey + Dy + 26|62 =0 (5.38)

denklemi ile karakterize edilebilecegi gosterir.

5.3 NLS Denkleminin Baz1 Ozel Céziimleri

Calismanin bu kisminda (5.35) ile verilen NLS denkleminin 6zel ¢oziimleri, bir
onceki bolimde KMKP denklemlerinin 6zel ¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilan

degistirilmig Hirota Metodu ile elde edilecektir [24,25].

Ilk olarak (5.35) ile verilen NLS denklemini adi differansiyel denklem sistemine

dénigtirebilmek igin

8(Em,) = (2)/2(ak + Bha)u(()exp (i6) (539)

gezen dalga doniigiimiini ele alalim. Burada ¢ = ki€ + kon — Q7 faz fonksiyonu

olup

Q 02
0 = 2 2,
3T (ks + Bl (k1€ + kon) + Ta®(aky + Bho)°T ok ﬂkz)zT

seklindedir. Burada a sabittir.

(5.39) ile onerilen ifade (5.35) denklemlerine yerlestirilir ise

' —ad*u+u?=0 (5.40)
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adi diferansiyel denklemi elde edilir.

(5.40) denklemi (4.64) denkleminin a = « ve 4% = 1 durumuna karg geldiginden
(5.40) diferansiyel denkleminin Jacobi eliptik fonksiyonlar: yardimu ile

1
u = +/c3 +1/(cs —- c2)cn{[§(C3 — &)Y (zky + vk, — wt ); k} (5.41)
¢oztiimini bulmak mimkiindiir.

(5.40) denklemini degigtirilmig Hirota metodunu kullanarak ¢6zmek i¢in u ¢6zim

fonksiyonunun, g ve f reel fonksiyonlar olmak tizere

u=96 (5.42)

NG

geklinde yazilabilecegi varsayilacaktir. (5.42) ile Onerilen ¢oztimler (5.40)

sisteminde yazilirsa

-]al;(fg" —gf" —2f'g'— d’fg) + %(2f'2 +g%) =0 (5.43)

denklemi elde edilir. (5.43) denkleminin saglanmas: icin g ve f fonksiyonlan

i¢in
fq" +gf"—2f'g —d’gf =0
@ —2ff"—2f%=0 (5.44)

ile verilen denklemlerin saglanmasi gerekir. (5.44) denklem sistemine

g=3gP(Qe", F=143 FH()e" (5.45)
n=1

n=1

ile verilen kuvvet serileri geklinde ¢oziim aranabilecegini varsayalim. Burada
€, agilimdaki terimleri izleyebilmek i¢in tanimlanms bir parametredir. g ve
f fonksiyonlar igin (5.45) ile 6nerilen seri agilimlan (5.44) denklem sisteminde
yazilirsa, € agihm parametresinin kuvvetlerine gore denklem hiyerarsileri elde
edilecek ve Bolim 4.3 ’de yapildig1 gibi elde edilen denklemlerin her mertebe
i¢in ¢oziilmesiyle ¢6zim fonksiyonlar: bulunacaktir. Bu ¢éziim fonksiyonlarinda
sonlu sayida terimden sonra agilimin terimleri sifir olursa istenen tam ¢oziim elde

edilmig olacaktir. Birinci mertebe problemden, yani O(¢) igin

o - g =0, 8 = (5.46)
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denklemleri elde edilir. Buradan ¢ ve f® fonksiyonlar igin bir ¢ozim
g = 2aAexp(al), fH =0 (5.47)

geklinde secilebilir. Burada A = exp(—a(i1) veolup (i ise sabittir.

Ikinci mertebe denklemler
0 -a g =0, [ = g (5.49

formundadir. Burada ¢® denkleminin bir ¢oziimi sifir olarak segilirse ve
(5.47) sonuglar1 (5.48) denklemlerinde kullamilirsa, ikinci mertebedeki ¢ozim
fonksiyonlar:

g? =0, f@= %A2 exp(2a() (5.49)
olarak elde edilir.

ﬁgﬁncﬁ mertebedeki denklemler

g(3) L f(2)g(1) (l)f(2) (l)f(z) 2 (g(a) L f(z)g(l)) = 0,

=0 (5.50)

seklindedir. (5.48) ve (5.49) denklemlerinden elde edilen sonuglar (5.50) denklem

sisteminde kullanilirsa, sistemin

o —a? g =0, 1= (5:51)

formuna indirgendigi gozlenir. (5.51) sisteminin bir ¢ozimii ise
g® =0, f9=0 (5.52)

olarak elde edilir. Boylece diger bitin g™ ve f™ (n > 3) ¢6zimlerinin sifir

oldugu kolaylikla goriliir.

Bu noktada seri agilimlarinin kesilebilecegini ve biitlin yukar: mertebe terimlerinin

sifir olacagini kabul edersek g ve f ¢ozim fonksiyonlar

lA2 exp(2a() (5.53)

9(¢) =2aAexp(al), f(()=1+3
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seklini ahir. Elde edilen bu sonuglar (5.42) ile verilen ifadede yazilirsa u(({) ¢oziim

fonksiyonunun formu

4aAe*

() = 5 Ararec (5.54)

olarak elde edilir.

Son olarak (5.54)’de u igin elde edilen ifade (5.39)’de yerlestirilirse ¢ ¢ozim

fonksiyonu

4aAhe™

8E,m,7) = ()2 (aks + o) oo exp(i0) (5.59)

seklinde elde edilir. Burada { ve
C-‘—‘klf-]-kz’l’]—ﬂ’r

ve

Q2
T AT(ak; + Phy)?

2

b= oT(cky + Bks)?

(kyé + kan) + Ta?(aky + Bks)’r

olarak tanimlanmigtir.
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6. SONUQ

Bu caligmada, zayif nonlineer ve zayif dispersif elastik bir ortamda uzay ve zaman
degigkenlerinin farkli olgeklerine kars: gelen durumlarda dalga yayihm problemi

incelenmigtir. Caligma, yapilan katk: itibari ile, iki ana bolimden olugmustur.

Ik béliimde uzun dalga yaklagiminda zayif nonlineer, zayif dispersif ve zayif
ikinci boyut etkilerinin olmasi durumunda enine dalgalarin evoliisyonunun
KMKP denklemleri ile tanimlanabilecegi gosterilmigtir. Zayif ikinci boyut
etkilerinin uygun secilen egik bir koordinatta oldugu varsayilarak elde edilen
KMKP denklemlerinin kuplaj terimlerinin simetrik olmasi saglanmigtir. KMKP
denklemlerinin 6zel halleri kisaca incelenmis ve degistirilmig bir Hirota metodu

kullamlarak KMKP denklemlerinin 6zel bir ¢ozimi elde edilmigtir.

Cahigmanmin ikinci boélimiinde zy diizleminde egik bir koordinat boyunca
sintisoidal dalgalarin yayihm problemi incelenmig ve enine dalganin genliginin iki
boyutlu NLS denklemi ile verilebilecegi gosterilmigtir. (5.35) NLS denkleminde
nonlineer terimin katsayis1 poA? = X + 2 icin sonsuza gider. Diger bir deyisle
boyuna dalganin faz hizi, [(A+2u)/po]/?, ile enine dalganin grup hizi, A, birbirine
egit oldugu zaman NLS denkleminin nonlineer teriminin katsayisi ¢ok biytir. Bu
durumda NLS denklemi gegerli olmaktan gikar ve dalganin hareketini belirlemek
igin yeni bir evolisyon denklemi gerekir. Boyuna dalga faz hizinin enine dalganin
grup hizina egit olmasi durumunda, ii¢ dalga etkilegiminin limit hali olarak
nitelenen uzun dalga-kisa dalga etkilesimi s6z konusudur [29]. Bu o6zel kisit
altinda etkilesim denklemlerinin elde edilmesi ilging olabilir. Yakin zamanda
bir boyutlu durumda uzun boyuna bir dalganin kisa enine dalgalarla etkilegim
problemi incelenmis ve literatiirde uzun dalga-kisa dalga etkilegim denklemleri

olarak adlandirilan evoliisyon denklemlerinin genellegtirilmig hali elde edilmigtir

54



[30]):

Ly — (|81f* 4 [S2*)s = 0
1514+ S12z — LS1 =0
1824 + S200 — LS2 = 0.

Burada L(z,t) boyuna uzun dalga, Si(z,t), (¢ = 1,2) ise enine kisa dalgalarin
genliklerini gostermektedir. L ile ilgili denklemin KdV ve §), S, ile ilgili
denklemlerin ise NLS denklemlerine benzemesi dikkat gekicidir.

Etkilegim problemleri igin bir sonraki agama ise uzun ve kisa dalgalarin iki

boyutlu oldugu halin incelenmesidir. Iki boyutlu uzun ve kisa dalgalarin etkilegim

denklemleri

(Lt + 6LLz + Lzzz)z + 3Lyy i 85('5'2)33 = 0

olarak verilir [31,32]. Burada L(z,y,t) uzun dalga, S(z,y,t) ise kisa
dalganin genligini gostermektedir. Melnikov denklemleri olarak adlandirilan bu
denklemlerde L ile ilgili denklemin KP denklemi ve S ile ilgili denklemin ise
NLS denklemi olmas: ilgi ¢ekicidir. Bilindigi kadar: ile Melnikov denklemlerinin
fiziksel bir model igin tiiretilmesi literatiirde mevcut degildir. Tiretilmesi oldukca
karmagik oldugu tahmin edilen bu denklemlerin zay:if nonlineer ve zayif dispersif

iki boyutlu bir sistem igin tliretilmesi ilging bir problem olarak goriilmektedir.
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