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I

OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir: Birinci béliimde, tezin igerigi ile ilgili bir girig yapilds.

Ikinci boliimde, bazi temel tammlar ve teoremler verildi. Ugiincii bolimde,

R, p,|, ve

R,q,|, toplanabime metotlan ile ¢-

R,p,.0

ve @—|R,q,;6|  toplanabilme

k k
metotlarmin denklikleri igin gerek ve yeter sartlari igeren iki teorem ifade ve ispat edildi.
Dérdiincii boliimde, ikinci boliimde verilen Teorem 2.26 ve Teorem 2.27 yi genellestiren

iki teorem ifagie ve ispat edildi.
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ABSTRACT

This thesis consist of four chapters: In the first chapter, the introduction is given dealing

with thesis. In the second chapter, some basic definitions and theorems are given. In the

third chapter, two theorems are stated and proved for the equivalance of

R’pn k2 R’qn k

summability methods and ¢ —|R,p,;6

R,q,.,0

Lo P summability  methods. In the

k
fourth chapter two theorems, which generalize the Theorem 2.26 and Theorem 2.27 in the

second chapter, are stated and proved.
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n=1

(s,) dizisi sirh
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BOLUMI

GiRiS

Son zamanlarda “bazi sartlar altinda toplanabilme metotlann arasindaki iliskiler”, farkli

matematikgiler tarafindan incelenmis ve bunlardan bir takim sonuglar elde edilmistir.

Biz bu calismamizda |R,p,

C,a

. IR, ve , toplanabilme metotlar1 igin yapilan

¢alismalant |R,p,;6

. IC,a;6

R.p,;0

P , Ve 9—|R.q,;5| metotlart igin en genel

sekilde ele alarak, hangi sartlar altinda birinin digerini gerektirdigini inceledik.



BOLUM I

Bu bolumde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tamim ve teoremleri vererek ise

baglayacagiz.

Aksi bir sey soylenmedikge (s, ), Zan serisinin kismi toplamlar dizisini ve (p,),

Pn:ipv S>x, B> ( =p, =0 21)
v=0

olacak sekilde pozitif sayilann bir dizisini gosterecektir.

TANIM 2.1. (s, ), Zan serisinin kismi toplamlar dizisini ve (#,) de 1-inci mertebeden

Cesaro ortalamasim gostersin. Yani

1 n
= 2.1
" n+1,.0s ( )

olsun.Eger

limu, ==

n—»w



ise, Zan serisi s degerine (C,1) toplanabilirdir denir,

TANIM 2.2. (u,), (2.1) deki gibi tammlanmak iizere, eger

i l"n - "n—1|<°° | (22)

n=1

ise, Za,, serisi |C,]

toplanabilirdir denir[6].

TANIM 2.3. £ >1 olmak iizere, eger
i n*u, —u,,| <o (2.3)
n=1

ise, ».a, serisi |C,]|, toplanabilirdir denir [7].

Ozel olarak, (2.3) de k =1 alirsak, |C.]| toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.4. (s,), Zan serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. & > —1 olmak tzere u, ve

1 swasiyla (s,) ve (nan) dizisinin & -inc1 mertebeden n-inci Cesaro ortalamasini

gostersinler.Yani
u® = —;?iA:j 5, (2.4)

v=0
=3 45 va, 23)

n v=0

olsun. Eger



limu; =s

N~y

ise, Zan serisi s degerine (C,) toplanabilirdir denir.Burada

Aj:[n+a)=0(n“), a>-1, A%=1, n>0, 4% =0 (2.6)
n

<o (27)

ise, Zan serisi |C, o] toplanabilirdir denir [6].

TANIM 2.6. £ >1 olmak Gizere, eger

‘<o (28)

ise, ».a, serisi |C,a], toplanabilirdir denir [7]

Burada ] =n(u,’f —u,‘f_l) (13D oldugundan (2.8) sart:

seklinde yazilabilir.



TANIM 2.7. § 20, @ > -1 ve k=1 olmak lizere, eger

¢ <o (2.9)

1,

o0
Sk~1
2
n=1

ise, Zan serisi

C,a; 5} ‘ toplanabilirdir denir [8]

Ozel olarak (2.9) da § =0 alirsak, |C,a], toplanabilmeyi ve yine (2.9) da § =0 ve a =1
alirsak

C ,1] , toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.8. (p, ),
F, =Zn',pv >, n—>® (2.10)
v=0

olacak sekilde pozitif sayilarm bir dizisi ve (T,,) de diziden diziye (R, pn) ortalamasini

gbstersin. Yani

T, = }1_2 DS, (2.11)

n v=0
olsun. Eger

ImT, =5

Ao

ise, D a, serisis degerine (R, p,) toplanabilirdir denir [9].



TANIM 2.9. (7,), (2.11) deki gibi tammlanmak iizere, eger

im =T, <o (2.12)
n=1

ise, Za,, serisi (R, pnl toplanabilirdir denir [19].

TANIM 2.10. k£ >1 olmak uzere, eger
in"‘l T, -7, <o (2.13)
n=1

ise, > a, serisi R, p,|, toplanabilirdir denir [2].

TANIM 2.11. § >0 ve k >1 olmak tzere, eger

in"’”"-‘ T, -7, < | (2.14)

1

ise, Y a, serisi ]R, P,.0

, toplanabilirdir denir [3].

Ozel olarak, (2.14) de § =0 alirsak, IR, 2| , toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.12. (s,), Zan serisinin kismi toplamlar dizisi ve (g, ) pozitif reel sayilarn bir

dizisi olsun. £ =1 ve & >0 olmak lizere, eger
S0, -1, [ <o (215)
n=l

ise, » a, serisi ¢—|R, p,;5], toplanabilirdir denir [16].



TANIM 2.13. (p, ), (2.10) da ki gibi tanimlanmak tizere pozitif sayilanin bir dizisi ve (¢,) de

diziden diziye Riesz veya kisaca (JV , pn) ortalamasini géstersin. Yani

1, = ii p.s, (2.16)
Pn v=0 -

olsun. Eger

lim¢, =5

ise, Zan serisi s degerine Riesz veya kisaca (]V , p,,) toplanabilirdir denir [9]

(]V , p,,) metodunun regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart # —> o igin P, —> o0 olmasidir

[15].
TANIM 2.14. (2, ), (2.16) daki gibi tanimlanmak iizere, eger

0

3t~ t,] <o (2.17)

n=1

ise, Zan serist [N, p,

toplanabilirdir denir [12].

TANIM 2.15. k 21 olmak tzere, eger

i(ﬂr tn =t <0 (2.18)

n=1 pn

ise, Zan serisi IN Dy

, toplanabilirdir denir 1].



Ozel olarak, (2.18) de Vne N igin p, =1 alrsak, |C,]

, toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.16.4 ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. 4 toplanabilen her dizi ayni
degere B toplanabiliyorsa, 4 ya B yi gerektiriyor denir ve 4 B ile gosterilir.

Eger ACB ve Bc A ise, 4 metodu B metoduna denktir denir [15].

TANIM 2.17. Bir Zan serisi verilmis olsun. Eger Zanln serisi bir B toplama metodu
yardimiyla toplanabiliyorsa, (4, ) dizisine Zan serisinin B metodu i¢in bir toplanabilme

garpan: denir [10].

TANIM 2.18. F reel veya kompleks sayilarin bir cismi ve v,n=0]1,2,...i¢ina,, €F olmak
fizere bir A= (a,,) sonsuz matrisi ve (s,) de F de bir dizi olsun. Bu taktirde (s, ) dizisinden

(z,) dizisine bir doniigiim

t,=.a,s, (2.19)

olarak tanimlansm. (,) dizisine, (s,) dizisinin 4 donigam dizisi denir ve4 ya da diziden

diziye bir déntigim denir. Bu déniigimiin var olmasi i¢in (2.19) daki sonsuz toplamin her n

i¢in yakinsak olmasi gerekir.

TANIM 2.19. Kismi toplamlar dizisi (s,,) olan bir Zan serisi verilmis olsun. Ayrlca(sn)
dizisinin 4 =(a,,) matrisi yardimyla (¢,) déniigiim dizisi, (2.19) daki sekilde tamimlansin.
Eger

limz, =5

N>

ise Zan serisine veya (s, ) dizisine s degerine 4 toplanabilir denir.



TANIM 2.20. Kismi toplamlar dizisi (s, ) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s, ) dizisinin
A=(a, ) matrisi yardimiyla (¢,) déniisim dizisi, (2.19) daki gekilde tanimlansin. Eger
(t,)eBY ise Zan serisine veya (s,) dizisine mutlak A toplanabilir ya da |A]
toplanabilirdir denir [13].

Eger Zan serisi fAI toplanabilirse Zan e[A' veya (sn)elAl sembollerinden bin 1ile

gosterilir.

TANIM 2.21. Kismi toplamlar dizisi (s, ) olan bir Zan serisi verilmis olsun. (s, ) dizisinin

A=(a,,) matrisi yardimyla (z,) doniigiim dizisi, (2.19) daki sekilde tanimlansin. Eger & >1

i¢in

f:n"'llT,, -7, [ <o (2.20)

n=1

ise, Y a, serisine |4|, toplanabilir denir. k=16zel durumunda |4|, toplanabilirlik |4]

toplanabilirlikle aynidir [13].

TANIM 2.22. Hepsi birden sifir olmayan non-negatif reel sayilarin bir (p,) dizisi verilmis
olsun. P, =p,+p, +..+p,, Ps20,(n=012,.) olmak iizere bir (s,) dizisinden (z,)

dizisine

¢ = PLZ s, (2.21)

n v=0

ile verilen doéniigime Riesz ortalamasi ya da Riesz déniigimi denir ve kisaca (R,p,)
ortalamasi denir [13].

(p,) ve (P,) dizileri igin (2.20) ile ifade edilen dénigimiin matris elemanlar:
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D, , V<n
a, =< P, (2.22)
0, v>n

seklinde ifade edilir [13].
TANIM 2.23. (Holder Esitsizligi)

1 1 )
p>lL, —+—=1 ve a,,a,,.,a,20, b,b,,.,b, >0 olsun. Bu takdirde
q

iakbks[ia:]A [ibzy @23)

dur [11].

TANIM 2.24. (Minkowski Esitsizligi)
pzl, aa,,.,a,20, b,b,,. b, >0 olsun Butakdirde

" N fa Voo Vo
[Z(ak + bk) ) < (Za,f) + (Zb/f) (2.24)
dir [11].

Simdi, birinci bélimin son kisminda konumuzla ilgili teoremlerin sadece ifadelerini vermekle

yetinecegiz.
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TEOREM 2.25. (p,) ve (g,) pozitif diziler olsun. IN D,

toplanabilen her serinin [N, g,

toplanabilir olmast i¢in

9n < g £n (2.25)
Q, P,

sartinin saglanabilmesi gereklidir [5][19].

TEOREM 2.26. (p,) ve (g,) pozitif diziler ve k >1 olsun. IR, p,| toplanabilen her serinin

IR, qnl toplanabilir olmasi i¢in

q,P
=22 =01 2.26
2.2, 0 (2:26)

sartinin saglanmasi gereklidir. Eger

2 ptlgh Prlgh
=0 ! 2.27
,,2110"0 or @.27)

nZn-l
sart1 da saglaniyorsa (2.26) sart1 ayni1 zamanda yeterlidir [2]

TEOREM 2.27. k21, O<ea <1 olsun. (p,)
P,=0["p,), n>w (2.28)

olacak sekilde pozitif sayilanin bir dizisi olsun. Eger Zan serisi

R, p,|, toplanabilir ise, bu

takdirde bu seri |C,a|, toplanabilirdir [4].

. @E““‘”
M
ey

1%%‘:\»“"5
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TEOREM 2.28. k>1, a>1 olsun. (p,)

P, =0lnp,), n—

olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsun. Eger Zan serisi

takdirde bu seri |C, , toplanabilirdir [4].

(2.29)

R, p,,l . toplanabilir ise, bu

LEMMA 2.29. k>1 ve A=(a,,) sonsuz bir matris olsun. 4 (l kI ) olmasi igin gerek ve

yeter gart, tim »,v >0 i¢in
a,, =0(1)
olmahdir [2].

LEMMA 2.30. Eger a > f# > 0 ise, bu takdirde

a-1 m B-1
DI o ) Y7 Y
n

a
n=v-+l An n=v+1

dir [18].

(2.30)

(2.31)



BOLUM IO

Bu bolimde ilk olarak k=1 olmak izere (p,) ve (g,) dizileri igin |R, p,|, ve

R.,q,

k

toplanabilme metotlarimin denkligi i¢in yeterli sartlan veren bir teorem ifade ve ispat

edilecektir. Bunun igin [5][19] sonuglan %>1 sartina genisletilecektir. Diger

teoremimizde ise ¢—|R,p,;d

ve ¢-|Rq,;0

toplanabilme metotlarinin denk

k k

olabilmesi igin gerek ve yeter sartlar verilerek bu sartlar i¢in ispat yapilacaktir.

TEOREM 3.1. (p,) ve (g,)
(@) nq,=0(0,)
@) P, =0mp,)
(@) 0, =0lng,)
sartlarim saglayan pozitif diziler olsun. k=1 olmak izere, eger ».a,serisi |R,p,|

toplanabilir ise, bu takdirde

R,q,|, toplanabilirdir [4).
ISPAT: > a, serisinin (R, p,) ortalamas: 7, olsun. Bu takdirde

1

1 & n
T =— =—>({P -P 3.1
n Pnépv v an—Zo( n v—l)av ( )

elde ederiz. D a, serisinin

R,p,| , toplanabilir olmasi demek (2.13) sartinin saglanmas
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demektir. Diger taraftan n>1 ve AT, | =T, = a, olmak iizere

ZP_la | (3.2)

n—l
P P n—-1 v=1

oldugundan (3.2) de n yerine n-1 alirsak,

bulunur. Buradan da

an = Pn ATn~l — P”_Z ATn—Z (33)
pn pn—l

elde ederiz. Eger Za,, serisinin (R,q, ) ortalamas (z,) ise, benzer olarak

Zq”= Y (0,-0,.)a, (3.4)

nV—O nV‘O

elde ederiz. Boylece (3.2) deki diigiinceyi kullanarak

At 2 30,4, (3.5)

~n~n—1 v=1

buluruz. (3.3) de elde ettigimiz a, degerini (3.5) de yerine yazarsak,

At =2 ZQH{P” AT, , -2 AT}
pv pv—l
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Bar - 0, “FLAT,,
Q o 0, Q,,_l Z
n-1 n—1
an AT + Z‘_,v_ q. Q Rr—l ATv—l
ann Q Qn—l v=1 OnQn—l v=1 v
_ 4.5

qn & AT, v-1
Anin AT P, —O,P,
p nQn Q Qn—l ; Dy (Q 1)

bulunur. Diger taraftan

Qv—va _Qv‘Pv—I = Qv—IPv - Qv (R’ - pv)
= Qv—ll)v _‘Pva + vav

= (QV—I -0, )Pv +p,0,

=-q,P, +p,0,

oldugundan

JVREL LBV S 9§ 0.AT
n-1 pn Q n—l Q an1 - pv v—l 0 Q v-1

Znxp-1 v=l

- tn,l + tn,Z + tn,3

bulunur. Teoremi ispatlamak igin k >1 olmak iizere Minkowski esitsizliginden yaralanarak,
i=123 i¢cin

<90, m—

S k-1
2t
n=1
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oldugunu gostermek yeterlidir. i1k olarak Teorem 3.1 in (i) ve (i) sartlant ve (2.13) sartindan

k k

S k
=2

n=1

9,5, AT,
p.0,

C k-1
2n
n=1

tn,l

sO(l)Zm:nk‘l|ATn_l|k
n=1

=0(1) m-w

elde ederiz. i=2 igin Teorem 3.1 in (i), (i) sartlarindan ve %k >1 olmak iizere Holder
esitsizliginden

k k k-1
E q, J H(P—"J Ale (n—x ]
(Q,,Q,,-l {‘; p,) Pl 2

k
(P

elde ederiz. Yine (2.13), (i) ve (i) sartlarindan

AT,

v-1

]

k
m P m+l
= 0(1){Z(pv J qv|ATv—l lk ] 0 qu }
v= v n=v+l Znixn-1

m+l m+l n ( p k
nk—l tn k — 0 1 qn [ v J .
; 2 ( ){n:Z QnQn—] gl: b, 1
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afg(2) o]

)

- 0(1){2 VAT,

=01, m-ow

bulunur. Son olarak i =3 i¢in

-II-Z

v=1] v

v—l

n-1
2.0,A

v=l
yazabiliriz. Holder egitsizligini uygularsak
k nel k

QnQn—l v=1 qv

k
4 (9
(1{ 0,001 Z[q ] &

elde ederiz. Yine (jii) ve (2.13) sartlarindan

n3 v—l

o)
j

AT,

v-1

n=2 n= ~n~n1 v=1

Sirtluaf -0 Si55-5 (%) ol

n

+]
] 9,
n=v+l Qn Qn—

= 0(1){2(3: jk q,)AT, |
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=o(1>{g(§:—]kgi-lzm-li"}

=o(1){§[§; )HIAT-IV} ~

)

- 0(1){2 VAT, ,

=0(1) m-ow

elde ederiz. O halde i =1,2,3 i¢in

k
<, m ~»

m
z nk—ll tn,i
n=1

bulunur. Bu ise teoremin ispatim tamamlar. Teorem 3.1 deki (p,) ve (g,) dizilerinin rollerini

degistirirsek agagidaki teoremleri elde ederiz.

TEOREM 3.2. Teorem 3.1 in (i) ve (iii) sartlan saglansm ve

() np,=0(p,)

olsun k£ >1 olmak iizere, eSer Zan serisi |R, qnl , toplanabilir ise bu takdirde bu seri IR, Dal,

toplanabilirdir.
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TEOREM 3.3. (p,) ve (g,)

@) ng,=0(,)

(i) P, =0(mp,)

@ii) 0, =0(ng,)

() np,=0(P,)
gartlarmi saglayan pozitif diziler olsun k>1 olmak tiizere
toplanabilmeye denktir. Yani

R,p,|, toplanabilme |R,q,

A

IR, p,

k

R.q,|,

dir. Eger her n i¢in p, =1 alrsak P, =n olur. Bu durumda |R, p,|, toplanabilme |C,],

toplanabilmeye indirgenir.

SONUC 3.4. (g,) pozitif dizisi

@) nq,=0(0,).

(@) 0, =0(ng,)
sartlarmi saglasm. Boylece k£ >1 olmak tzere
denktir. Yani

Cl

R.q,|, toplanabilmesi, , toplanabilmesine

R.q,

¢ =IC1,

TEOREM 3.5. (p,) pozitif sayilarm bir dizisi olmak azere

A S 0 ¢v AV
n=v+l Q: Qn—l Qf

(3.6)

© SFe+k-1 k k-1
¢n qn { Sk+k-1 qv }

olsun. £ >1 ve 0< & <1 olmak izere ¢ —

R, pn;é'l , toplanabilen her serinin ¢ — ]R, q,;0

k
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toplanabilir olmasi i¢in (2.26) sartinin saglanmasi gereklidir. Eger

2,0, =0(£q,) (3.7)
sart1 da saglaniyorsa, (2.26) sart1 aym1 zamanda yeterlidir ([1 6]).
TEOREMIN iSPATTI:

YETERLILIK: ) a, serisinin (R, p,) ortalamasi T, olsun. Bu takdirde

—vasv ——Z(P ~P.)a (33)

nv—O nv—o

elde ederiz. Zan serisinin ¢ —]R, P,,9|, toplanabilir olmasi demek,

Zco"‘*"“ AT, .| <o (3.9)

olmasidir. Diger taraftan

T=% P ZPV_IaV, nzl, (P,=0) (3.10)

n-1 v=1

dir. Eger Za,,, serisinin (R,q, ) ortalamas: ¢, ise, benzer olarak

quv= ~3©,-0,.) (3.11)

~n v=0 n v=0

elde ederiz. Boylece (3.10) daki benzer digiinceyi kullanarak,
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At, QQ,,IZ‘ .a,, n21, (Q,=0) (3.12)

elde ederiz. (3.4) de elde ettigimiz a, degerini (3.12) de yerine koyarsak,

P
n— Qv— { = ATV—?.}
l Q Qn—l ; v v-1

§ a Bear
QQ,H;Q“pV . QQ,H ;Ql
_ab a9 §o Doar ZQ eLaT

ann Q Qn-l v=1 pv Q Qn 1 v=1

n—1

q P qn ATv—-l
- ATn— Ov— })v - vPv—
=g A QnQH; o (0,1P, ~0.P.)

bulunur. Diger taraftan

0,.P,-0,P_,=0,.P,-0,(P,-p,)
= Qv—va - R;Qv + vav

= (QV—I - Qv )Pv + pva

=-q,P, + p,0,

yazabiliriz. (3.7) den dolayr Q, p, = O(g,P,) oldugundan
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Q ~1Pv - QvPv—l = O(quv)

elde ederiz. Boylece

P n-1
Atn»l = __nq_rg_ A‘Tn—l += L Zi qvAT;—l i
ann QnQn—-l v=l pv

= tn,l + tn,l

bulunur. Teoremin yeterlilifini gostermek igin k£ >1 olmak tizere Minkowski esitsizliinden
yararlanarak, » =1,2 i¢in

k
<

- Sk+k-
+k-1
2.9
n=1

tn,r

oldugunu gostermek kafidir. ilk olarak (2.26) den dolay1 ¢,P, = 0(Q, p,,) oldugundan ve
(3.9) dan ’

k
P
n9n AT,

C +k-1
g(p" Q,.p,

tn,l

1 m
_ Sk+k—1
- ¢n

n=1

- 0(1) p**|aT,

n=1
. =0(1), m-ow
elde ederiz. $imdi de k£ >1 olmak tizere Holder esitsizligini uygularsak,

+1 n—1

3 + R n R:
k=2¢fk 1 —O_qo_z q,AT,

n=2 Znxnp-1 vl v

tn,Z

m+1 Skt
ke

2.9

n=2
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Serk-1 & P ’
I |§ D g AT,
; (0 Qn Qn—l ; p v q" -

m+1 &+k—1 k

q,
P

-o()3, [If S ) [T,

bulunur. (3.6), (3.7) ve (3.9) geregince

=o(1)i[§ ] A, o

——O(l)z ¢&+k—l IA _1l

=0(), m-w

elde ederiz. O halde r =1,2 i¢in

Z ¢5k+k—

=0(1), m—> o

bulunur. Bu ise teoremin yeterlilifinin ispatin verir.
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GEREKLILIK: Gerekliligin ispat1 igin (2.11) m seriden seriye dénigimini ve n=1 igin
(3.10) ve (3.12) ifadelerini g6z Onine alalim. »#>1 i¢in yeterliligin ispatinda hesapladigimz
gibi

g, . &AL, 9.5,
Al = 0,.,P,~P,0,)+In AT 3.13
1 QnQn—l v—Zl D, ( 1 l ) ann 1 ( )

&+k—/l£

dir. Buradan | ¢ AT .| den etk At, | icine matris donigimini yazabiliriz.
n n-1 ¢n n-1

Boylece ¢ — IR, D,;0

toplanabilen her serinin ¢—|R,q,;6

toplapabilir olmasi demek,

k k

Ae (l kIE ) olmast demektir. Lemma (2.30) dan dolayr ¢ —|R, p,; 8], toplanabilen her serinin
9—-|R.q,;5],
olmasidir. Ozel olarak, bunun diagonal elemanlarinin siurl olmas: gerekir. Bu da bize (3.7)

toplanabilir olmasi igin gerekli sart, A4 matrisinin elemanlarmm simrh

sartinin gerekliligini verir.



BOLUM 1V

Bu bolimde amacimz |R, p,;6

ve |C,a;§

‘ , toplanabilme metotlar: igin verilen teoremleri

genellegtirmektir.

TEOREM 4.1. k>1, 0<a <1 ve 0< 8k <1 olsun. (p,), Teorem 2.26 nin (2.28) sarti

saglayan pozitif sayilann bir dizisi olsun. Eger Y a, serisi |R,p,;d

k

toplanabilirse, bu
takdirde bu seri |C,a;3], toplanabilirdir ([17]). i

TEOREM 4.2. k21, a=1 ve 0<6& <1 olsun. (p,), Teorem 2.27 nmn (2.29) sartim

saglayan pozitif sayilarn bir dizisi olsun. Eger Za,, serisi |R, p,;6|, toplanabilirse, bu

k

takdirde bu seri |C a0

, toplanabilirdir ([17]).

Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 de 6 = 0 alirsak; Teorem 2.26 ve Teorem 2.27 yi elde ederiz.

TEOREM 4.1 IN ISPATTI:

0<a <1 olmak tizere 7, (na,) dizisinin n-inci Cesaro ortalamasim gostersin. (3.3) den
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a,=—2rAT, +I2aT, (41)
pn pn—l

dir. (2.5) de (4.1) i yerine yazarsak

< P P
= _]“;z A::: v {_ v - v=2 ATv—z}
v=1 pv pv—l

n~1 P
= A7 S Boar LS gei Baar
pnAn n V=1 pv An v=1 v—-1
nP 1 "“‘
=——T 1 AT +— LCVRAL, +(v+1)A% P,
p,,A: n-1 A: ~ b, v 1{‘ An ( )A v—1 }
elde ederiz.
~VR AL + (VAT P = —vPA AT —vp, AT + P AT,
oldugundan
n-1 P n—-1
t: == nPn ATn—l _‘la_ v n——leT _—_Z —v—1 LZ1)%1"4;12[—\:1—IAT;—1
p nA: n v=1 v n v=1 A: v=1 v

—t +tn2+t 3+tn4

bulunur. Teoremi ispatlamak i¢in k¥ >1 olmak iizere Minkowski Esitsizliginden yararlanarak,
r=1234 i¢in

:0(1), m-— o

i&kl
ne ot

n=l

nr
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oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 4.1 in hipotezinden

IR S EAA NN

*Pa
= 0(1)fn""+"'1|AT A
n=1

=O(1), m—>

elde ederiz. P, = O(n“ pn) olmasy, O<a <1 igin P, =0(np,) olmasim gerektirir. & >1
olmak iizere Holder esitsizligi ve Teorem 4.1 in hipotezinden

~ k
Z"ékﬂl n2 <Z: (An)k{ 1 LA AL }
n=2

v=1

S {z( j(n VYAt

g}

- 0(1)% e {Z [i—“jk (n—v)*|AT, -llk}

v

Z‘ (n-v)

ok -6k +1

~o)%» [ jkm

n=v+]

1)2 ( ]]AT_"‘““Zn vmZ

v=l n=v+1
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~o)> (—f"—jkv'”‘*"* AT, [f

v=l v pv

— 0(1)2V5k+k llA _11

=0(1), m—®©

elde ederiz. Yine Teorem 4.1 in hipotezi ve Lemma 2.30 geregince

§

=0(1)g (Z:l {Z vA“ AT, |}

v=1

m+] Fe-1

& 8k-1) L k n {n—l ga—1
t <y —— AT,
2 e At

n3

oS e[S ariiar, |H

nV—I

k-1
ZA::J}

vy
Z na+1ﬂc

n=v+l

= 0(1 ZVk ‘ 1

= 0(1)> vv*I|aT, |
v=1

= 0(1 Zv&c+k—l !A —1|

v=l

= 0(1), m— w
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elde ederiz. Son olarak, yine Teorem 4.1 in hipotezi ve Lemma 2.30 geregince

v=1

ksm+1 n&")lk {Z -1 A:__vl_ I}k

- 0(1)'”2+1 (" t)lk {2 i AZV|AT, , }k

n=2

_ 0(1)'"2” . {"2[1)1 jkA::: [AT_llk}{

=]

ZAH}

nv—l

0SS &) -y,

v=1

> ool

n=y+1

1)2[ J AT, |

= 0(1)§ [;%]kv&'l AT, |f

- 0()3 v*I|aT, |
v=l

bulunur. O halde » =1,2,3,4 ¢in

el =00), m-ow

m
Z n&k—l

n=1
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bulunur. Bu da teoremin ispatii tamamlar.

TEOREM 4.2 NiN ISPATI:

a=1 olma durumu agiktir. ¢ >1 durumunu goéz 6niine alahm. Diger durumlar Teorem 4.1 -

dekine benzer oldugundan, sadece » =1,2 icin

“200), mow

2’”: P
n

n=1

@
tn,r

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Ik olarak, P, = O(np,,) olmasi, o >1 in P, = O(n“ p,,)

olmasin gerektirir. Dolayisiyla

S &
—1
2n
n=1

a
tn,l

np,

k
g =O(1)Zn5k+k‘1(————f i ) AT, , £
n=1

= 0(1)Y n** AT, |

n=1

=O(l), m —> ©

elde ederizEger @ =1 ise bu takdirde A, 4%} =0 dir. Boylece t,, =0 dr. Buna gore

Ve v

a >1 durumunu g6z 6niine alalm. (2.29), (2.31) sartlanindan ve

n-1

g(n - v)a—2 =0(1) J (n—x)*dx = 0n*")

oldugundan & >1 olmak iizere Hélder esitsizligini uygularsak
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v-1
=1

oo <m+l - _P_ i
Z" tno Z( Y{Z plAA

}k

-0l — {2 (5] ooy

n=2 v

R e A

-2

m+1 -—
] a7, 3 ol

ROME

—O(lZv ”( } N

= O(I)i YTt l AT, , lk
v=]

=0(l), m—w®

elde ederiz. O halde r =1,2 igin,

=0(1), m-oow

m
Zn'ﬂ‘“l t

n=1

n,r

bulunur. Bu da teoremi ispatlar.
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