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OZET

Bir Lie cebirinin n.kokii ve duali (yani Kesirsel siipergrup) S, permitasyon

grubu  iizerinde tamumlanan invaryant formlar {zerine kuruldu. Kesirsel
stiperuzaylarda S, — graded sl(2) ve Virasoro cebirlei ve onlann temsilleri
olusturuldu. Bu ¢aligmanin plam agagidaki gibidir:

Birinci béliimde bu ¢aligmamin akla yatkin bir olusumu igerdigi anlatildi, ikinci

bolimde supercebirler ve gruplann formilasyonlarim Hopf cebiri formalizminde

verdik. Ugiincii boliimde Kesirsel siipercebirleri ve onlann duallerini (Kesirsel

siipergruplanini) tammladik. Dordiincii bolimde 6rnekler verildi (S, — graded sl(2) ve

Virasoro cebirleri ve onlarin Kesirsel siiperuzay’larda tammlarin verdik).



iv

SUMMARY

n? root of a Lie algebra and its dual (that is Fractional supergroup ) based
on the permutation group S, invariant forms is defined. S, — graded s/(2) and

Virasoro algebras and their representations in fractional superspaces are constructed
explicitly. The plan of this study is as followed:

In section 1, to make the treatment reasonably self consistent. In section 2
we give a formulation of super algebras and groups in the Hopf algebra formalism.
In section 3 we define fractional super algebras and discuss the structure of their
dual (Fractional supergroups). In section 4 we give the examples: We define
S, —graded sl(2) and Virasoro algebras and give their realizations in fractional

superspaces.
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1. GIRIS

Poincare ve ayar simetri cebirlerini agikar olmayan bir yolla birlegtirmeyi
denemek i¢in, bilinen Lie cebiri yapisim genigletmek gereklidir. Kisaca
bildigimiz X ; (g6z Ontine aldifimz g cebirinin tabam ) elemanlarna asagidaki

bagntilan saglayan yeni Q, elemanlanm eklemek zorundayizBu elemanlarn sagladig

bagintilar;

{Qa.Qﬂ}=b°jLBXi (1.1)
@a.Xj}zat{ﬂQﬁ (1.2)
seklinde verilir. Grup seviyesinde yukandaki degisiklik, grup parametresine

285}=0 (13)

olacak sekilde ©, grassmann degiskenlerini eklemek gerektigini gosterir, (1.3)’den
82 =0 oldugu kolaylikla gorilir. Tezin amact n)2 oldugu zaman 07 =0 durumunu
gozonine alarak, yukanida agikladigimiz yapiyr genellestirmektir. Bunun igin (1.3)’deki
antikomitatoriin S, permiitasyon veya Z,devirli simetri gruplarim kabul -ettigi
gozlemini kullaninz.Biz galigmamizda S, veyaZ, invaryant formlanm kullanacagz.
Kolaylik olmas: i¢in, incelememizi n=3 durumu ile sinirlayacagiz. Bu durumda Z,

invaryant formu,

0050, +2,0.05 +050,0, =b3p X, (14)



ve §, invaryant formu;

Qa@ﬂ’Qr}—}-Qﬂba’Qy}"'Qy@a:Qﬂ}': biﬂer (15)

ile verilir.

n)2 igin S, ve Z, invaryant formlarinin birbirinden farkli olduunu goriiriz.
Bu durumda bilinen siipersimetriyi genellestirmek i¢in yukandaki formlarin hangisinin
daha uygun oldugu sorusu ortaya ¢ikar. Bu soruyu cevaplamak igin yapimizin sahip
olmasi gereken tim ozellikleri gozoniine almaliyiz. Bunun igin stpercebirlerin iki
formiilasyonu da kabul ettigini belirtiriz. Bunlar bildigimiz geometrik [3] ve cebirsel [4]
formiilasyonlardir. ilk durumda geometrik formiilasyon, stiper vektér uzaym ve
stipercebirleri bildigimiz Lie cebirine benzer bir yolla tammlar. Ikinci durumda Hopf
cebiri formiilasyonu kullaulir. Bu durumda Lie cebiri yerine evrensel zarf cebirleri

kullamlir {6]. Maalesef geometrik yaklagimin, 7)2 durumlanm incelemek igin yeterli
olmadifi gorilmektedir. Bunun nedeni Q. siiper iretegleri arasinda bilineer (ikili)

baginti olmamasidir. n=3 i¢in butiin ikili bagmntilar serbestir. Burada yalmzca tiglii
bagintilar mevcuttur.Bu nedenle Kesirsel siipersimetriyi olusturmak igin cebirsel
yaklagimu uygulanz. Bu yapida (1.4) ve (1.5) bagmtilarina ek olarak ko-cebir islemlerini
hepsi tutarh olacak gekilde duzenlemeliyiz. Bu kisitlama Kesirsel siipercebirler igin Z,

invaryant formu secimini disanda birakir. Gergekten, X0, =90, K, ¢" =1 olmak

uzere

AQ,)=0,®1+K®Q, (1.6)

ko-garpimu , §, invaryant formu ile uyumlu fakat Z, ile uyumlu degildir. ilk olarak
[1,2]’de  Kesirsel siipercebirlerin  formiilasyonu igin S, invaryant formu

kullamlmugtir. Geometrik yaklasimu kullanan yazarlar bu yaklasimin yetersiz oldugunu
gormiiglerdir.



[7] ve [12] literatiirlerinde Kesirsel stipersimetriye daha bagka yaklagimlar da
vardir.Omegin, [13]'de birimin koklerinde kuantum gruplanmin kullandmas: ile

Kesirsel siipergruplar elde edilebilir.
Bu ¢ahgmada , tezin plam asafidaki sekildedir. Temel materyalin tamtimim
anlagilabilir hale getirmek igin, 2. bolimde Hopf cebiri formiilasyonunda Kesirsel

siipercebirler ve gruplann temel tamm ve o6rnekleri verildi.3. bélimde, Hopf cebiri

formilasyonu ve §, invaryant formlanm kullanarak Kesirsel siipercebir ve gruplan

olusturduk. 4. bolimde, Kesirsel siipercebir s/(2) ve dualini aynntih inceledik. Aym
zamanda siiper Virasoro cebirini g6zoniine aldik ve bunu bazi Kesirsel siiperuzaylarda

gergeklestirdik.



2. SUPERCEBIRLER VE GRUPLAR

Sonraki bolimleri daha iyi anlayabilmek igin, bu boliimde stipercebirler ve
stipergruplart Hopf cebiri formiilasyonunda veriyoruz. Hopf cebirine agina olmayan
okuyucuya Ek-A da Hopf cebirinin genel tanim ve 6rnekleri verilmigtir [A-1].

Bildigimiz gibi g Lie cebiri bir vektdér uzayidir ve bu uzayda Jacobi kosulunu
saglayan antisimetrik ikili(bilineer) form tammhdir. Efer X, ,j=12,..N

elemanlant vektér uzaymin taban elemanlanysa [. , .] ile gosterilen bilineer form
kullanilir, yani

lx.x,]=3ctx, @.1)
olur ve Jacobi kosulunu

[x.lx,. x. ]+ [x..[x. x ]+ [x,.[x..x,]=0 2.2)

verir. §imdi X, ’lerin bazi vektdr uzayinda operatérler oldugunu distnelim. O halde

bilineer form;

[x,.x,]-xx,-xx, 2.3)

antikomitatorii ile verilir. Yukandaki X, ve X, arasindaki garpim bilinen operator

garpimudir. Bu durumda Jacobi kosulunun saglandif: gésterilebilir. Otomatik olarak

simdi X ile tretilen polinomlar cebiri U(g) ile gosterilir ve bu cebirde taban

XPXn. X

In 2

i,=1,..N , n,=012..

r



ile verilir. Elde edilen U(g) ye g Lie cebrinin evrensel zarf cebiri denir. Bu U(g)

cebirini Hopf cebiri yapistyla donatabiliriz. Bunun igin

A:U(g)-»U(g)®U(g)
S:U(g)->U(g)
e:U(g)»C

seklinde verilen ko-garpim, antipod ve ko-birim agagidaki formdillerle tamimlamr:

A(X;))=X,®1+10X,
S(X,)=-X, 2.4)
e(X;)=0

Simdi U(g) ’yi treten X ; elemanlanina
KQ,=-0.K,K*=1 (2.5)

dintg) (2.6)

@a’Qp}= ZbiBXj

o..x,1-5ete, e

olacak gekilde yeni @, ,o=1..,N veK ekleyelim. Boylece X,,Q, veK ile
tiretilen yeni cebii Uj (g)ile gosteriiz. (2.6) ve (2.7) bagmntilanindaki
al, ve bjelamanlan keyfi degillerdir. Bu cebirin yani UY(g)’nin birlegmeli

(assosiyetif) olmasi igin bu elamanlar iizerine baz kosullar (Jacobi ozdesligine

benzeyen kogullar) koymaliyiz. { , } antikomutator ve [. , .] komiitatér arasinda bazi
Ozdeslikler tammlanz.



Bu 6zdeglikler;
[Xi’@G’QB}]-i-{[Qu’Xi1QB}+@a’[QB’Xi]}=0 (28)
[Xh[XﬁQu]]+[Qa’[Xi’Xjﬂ+[Xj’[Qa’Xil]=0 (29)

ile verilir. Aynca yazdifimiz bu o6zdesliklerin gergeklendigi goriilebilir. Yukandaki

ozdeslikler a/, ve b, katsaylan iizerine agagidaki kosullan getirir:
[a‘ ,af]= c;a* (2.10)

dim( g) 2.11)

k _k £k E ok ok kN _
kzl: (Bl e +bonay, + b g +byas) =0

Ay zamanda bu cebiri Hopf cebiri yapisi ile donatabiliriz. Gergekten asagidaki

AQ,)=0,81+K®0, , AK)=K®K (2.12)
£(Q,)=0, &(K)=1 (2.13)
S$(Q;,)=0,K,S8(K)=K (2.14)

ve (2.4) formillerinin (2.1), (2.5), (2.6), (2.7) cebir yapist ile tutarh oldugu
gosterilebilir. Bdylece Hopf cebiri formiilasyonunda siipercebir U}’ (g) dir.

Siiper grup, U, (g) ’ye dual Hopf cebiri olarak tammlanr ve A4Y(G) ile
gosterilir. Burada G, g Lie cebirinin Lie grubudur. UY (g) ’nin her X ;0. veK
elemanlarina kars1 gelen a;,0, ve A ile dualite [Ek-(A-1)] kurabiliriz.



q* =1 olmak iizere dualite bagintilan;

(a,X,}=3,
<9G’Q5>=6°~B (2.15)
(MLK)=¢q

ile verilir. Boylece 4) (G), a,;,0, ve A elemanlan ile tretilir. Ek A’nin (A.10) kosulu
ile agagidaki bagintilar

0..6,}=0, {1,6,}=0, 22 =1 2.16)

ve a, ’nin difer tim elemanlarla defismeli oldufu gergeklenebilir. Bu durumda
8, ve A elemanlan ile iiretilen cebiri A} ve a ; ile uretilen cebiri 4(G) ile gosterelim.
O zaman A)(G) cebiri yukandaki cebirlerin  direkt garpimudir.  Yani,
AY (G)= A(G)x A *dir. AY(G) ’nin ko-cebir yapisim tammlamak igin dualite
ozelliklerini kullanabiliriz. 4, (G) cebiri iizerindeki ko-cebir islemleri U (g) cebirinin

c; » bly ve aly yap: sabitlerine baghdr.

Ornek 1:

X,, 0, veK ile tiretilen Hopf cebirini gdzdniine alahm. Oyle ki bu cebir ;
,.0.}=6,.p,, [x,,x.]=0, [0,.x.]=0 @.17)

bagntilan ile tammlamr. Dual cebir z,,0, ve A ile Uretilir.



Ve ekte verilen dualite 6zelliklerini kullanarak ko-cebir iglemleri

A@B,)=0,®1+180, ,A(D)=A01 (2.18)
A(z,) =z, ®1+1@z, + 10, ®F,

£6,)=0,e(1)=1,¢e(z,)=0 (2.19)

$©8,)=-8, ,S()=1,5(z,) =z, (2.20)

seklinde verilir.



3. KESIRSEL SUPERCEBIRLER VE KESIRSEL SUPERGRUPLAR

3.1 Kesirsel Siipercebirler

2. bolim ile paralel olarak, asagidaki bafintilan saflayan yeni
0.,.K,a=12,..,N elemanlannn eklenmesi ile U} (g) evrensel zarf cebirinin
genellemesini yapiyoruz. Bu cebirin sagladig1 bagintilar;

[x,.x]=ctx, @3.1)
0.0,,0,}=04x, (3:2)
[Q‘,,Xj]=aéBQB (3.3)
KQ,=q0,K , ¢=1, K*=1 (3.4)

Yukanidaki U (g) cebirinin Hopf cebiri yapis:

AX,=X;®1+18X,, (3.5)
AQ,)=0,®1+K®0, , AK)=K®K

e(X,;)=0, &Q;)=0 , eX)=1, (3.6)
S(X)=-Xx,, S(Q].)=—K2Q, , S(Ky=K?
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Burada
{..0,,0,1=0.0,.0,}+0,0..0,}+0,{0..0,} 3.7)

bagintis1.S, invaryant formudur.

3.2 Ko-cebir yapisi ile cebirin tutarlihg

Gergekten U} (g)cebirinin komiitasyon ve anti komiitasyon bagintilarimin ko-cebir
yapist ve antipod ile tutarh oldugunu gosterebiliriz. (3.1), (3.3) ve (3.4) ‘tn ilk

bagmtisimin ko-garpim, ko-birim ve antipod ile tutarhlif: agikar oldugundan burada
sadece cebir yapisindaki (3.2) bagmntismn ko-garpim ve antipod ile tutarhligim
gostermemiz yeterli olacaktir. (3.2) bagmtisinin ko-garpim ile tutarliid::

810010, }=blyAX, G8)

Bagintisimin gergeklendigini gostermemiz gerekir ve A bir homomorfizm oldugundan;

AQ.05.0, }= 1A0.).A0,).A0,} (3.9)

yazabiliriz.
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Ve yukandaki egitligin sa tarafina S, invaryant formu uygulanirsa;

{80.,).00,).40,)}=
= AQA@,). A0, 1+ Q). AQ )+ A©Q)©@.).4@,)}
-, ®1+K®0.){0, ®1+K®0,).0, ®1+K ®Q,)}+
+(Q, ®1+K®Q, {0, ®1+K ®0,).(, 1+K®Q, )+

+(0, ®1+K 80, {0, ®1+K ®0,),(Q; ®1+K®Q,)}

Antikomiitasyon tamim ile lineerlik 6zellikleri kullanarak ve q° =1 alarak;

= Qa@ﬁ’Q7}®1+Q5@a,QY}®1+Q7@a,QB}®1+

+K? ®Q,,L{Q,,,Q,}+K3 ®QB{QG,Q7}+K3 ®Q1{QmQa

ve K* =1oldugundan;

-(0.00,.0,}+0,10..0,}+0,00..0,)®1+
+1®(Qa {Qﬂ’Qr}+Qﬂ{Qa’Qy }+Q, {Qa,Q,g})

={0..0,,0,}81+18{0,.0,.0,}
=5/, (X, ®1+19X,)

(3.5) bagmntisindan
= bl, AX,

bulunur.
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Benzer sekilde (3.2) bagintisiun antipod ile tutarhilig:
${0..0,.0,}=b4,5(x )

ifadesinin saglandifim gosterelim. Hatirladifimz gibi S (antipod) bir anti
homomorfizimdir. Yani S(Q,0,0,)=5(Q,)S(Qs)S(Q,) *dur.

5{0..0,.0,}=150,).5(2,).5Q.)} (3.10)
= 5©)5(0,).50.)}+ 52,)50,),5.)}+ 5©@.)5(0,).5@, )}

Yukandaki esitlifin sag tarafindaki toplamun birinci kismim hesaplamak yeterlidir
glinkii digerler ile simetrik oldugundan oniarin sonucunu dogrudan yazabiliriz.

S©,)55).5@.)}=5Q,)(5(2,)5©Q.) +5(0.)S(@y))
olur. (3.6) bagntisindan;
=-KQ,(-K*Q,)(-K*Q,) +(-K*Q,)(-KQy))
(3.4) bagntilarin da kullanarak;
=~(0,0,0. +0,0.0,)
--0,0,.0.}
bulunur.

Toplamin ikinci kismu igin;

S@B©,).50))=-0,1,.0.1
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ve toplamun tgiincii kismu da;
S©.)6©0,).50,)}=-0.0,.05}

olur.

Bu sonuglan (3.10) da yerine yazip S, invaryant formunu da kullanarak;

S@u’QB!Qy}= _@a’Qﬂ’QYI

=-bl X

afy<tj
= bc{b'y‘g (X j)
elde edilir.
3.3 Kesirsel Siiper Jakobi Ozdeslikleri
[4,1B.c]+[c.[4,B]+[B,[c.4]]=0 (3.11)

[4,{,C,D}]+{B, 4} C,D}+{B,[C, 4] D}+{B,C,[D, A} =0 (3.12)
Ve

[4,{B,C,D}]+[B.{4,C,D}]+[C.{B,4,D}]+[D,{B,C, 4}]= 0 (3.13)

Ozdesliklerinin gergekten saglandiimi gostermek gerekir. Bunun igin 6nce (3.11) ile
verilen Jakobi 6zdegliinin gergeklendigini gosterelim:
[4,[B,cTl+[c.[4,B]+[B.[c.4]]=0
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Yukandaki ifadedeki sadece bir pargayr agik olarak hesaplamamiz yeterli olur. Ciinki
diger iki ifade de aymu gekilde hesaplanir, Birinci ifadeyi alalim;

[4,[B,C]|=[4,BC -CB]
=[4,BC]-[4,CB]
=[4,Blc - B[C, 4]-([4,C]B-C[B, 4)
= (AB - BA)C - B(CA~ AC)—((AC - CA)B ~ C(BA - AB))
= ABC ~ BCA—~ ACB +CBA

Benzer sekilde ikinci ifade

[c.[4,B])]=C4B- 4BC - CBA+BAC
ve lglinci ifade de

[B,[C, A]|= BCA—CAB - BAC + ACB
bulunur. Buldugumuz bu ti¢ sonug 6zdeslikte yerine yazildiginda

[4,IB,c]l+]c.[4,B]l+]B,IC, A]]l= ABC - BCA - ACB + CBA+CAB — ABC -

—CBA+BAC +BCA~-CAB~BAC + ACB
=0

olur. Boylece (3.11) dzdesligi gergeklenmis olur.
(3.12) 6zdesliginin gergeklendigini gosterelim:

[4,{B,C,D}+{B, 4} C,D}+{B,[C,4) B}+{B,C,[D, A]}=0
Ozdegslikte ilk ifadeyi alalim. (3.7) bagmntisim kullanarak

[4,{B,C,D}|=[4,B{C, D}+C{B,D}+ D{B,C}]
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elde edilir ve komiitatér bagtisinin lineerlik ozelliginden;

=[4,B{c,D}+[4,c{B,D}]+ [4,0{8,C]]
= [4, Blc, D}- Bl{C, D} 4] + 4, )8, p}-C[(B, D} 4] +[4,D){B,C}- D[{B,C} 4]

ve benzer gekilde ikinci ifade;

(B, 4] ¢, D}=[B, 4}C. D}+C{B, 4] D}+ D{B, Alc})

iigiinci ifade;

{8,[c. 4] D}= B{C, 4] D}+[C, A)(B,D}+ D{B,[C. 4]}

ve dordinci ifade de

{8,C,[D, 4]} = B{C,[D, 4]} + C{B,[D, A]}+ [D, 4B,C}

bulunur.
Elde edilen sonuglar ozdeslikte yerine yazilir, komiitatdr ve anti komiitator

tammlan kullanilirsa;

[4,{B,C, D}]+{B,4}C,D}+{B.[C, 4] D}+{B.C,[D, 4}}=

= ABCD — BCDA + ABDC ~ BDCA+ ACBD — CBDA+ ACDB ~CDBA +
+ ADBC — DBCA + ADCB — DCBA+ BACD — BADC — ABCD - ABDC +
+CBAD — CABD +CDBA - CDAB + DBAC - DABC + DCBA— DCAB +

+ BCAD — BACD + BDCA — BDAC +CABD +CADB — ACBD — ACDB +
+ DBCA — DBAC + DCAB — DACB + BCDA - BCAD + BDAC - BADC +
+CBDA - CBAD +CDAB — CADB + DABC + DACB ~ ADBC — ADCB

=0

bulunur. Kesirsel siiper Jacobi 6zdesligi saglanmug olur.
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(3.13) 6zdesliginin gergeklendigini gosterelim,
[4,{8.C,D)+[B.{4,C,D}]+[C.{B,4,D}]+[D,{B.C,4]]= 0
Ozdegslizin ilk ifadesini alalim ve sirasiyla (3.7) bagntist ile lineerlik zelliklerinden

yararlanarak;

[4,{B,C,D}]=[4,B{C,D}+C{B,D}+ D{B,C}]
=[4,B{c,D}]+[4,c{B,D}]+|4,D{B,C]]
= [4, BJ(c, D}- Bl{C, D} 4]+[4,C}{B, D}~ C[{B, D} 4]+ [4,D)B,C}-D[{B,C}, 4]

bulunur. Benzer sekilde ikinci ifade;

[B.{4.C,D}]=
- [, 4Jic, D}~ 4lic, D}, B+ [B,C}{4, D}~ Cl{4, D}, B] + [B, D)4, C}- Dl{4,C}, B]

tgiinct ifade;

[.{.4.D}]=

=[c, B}{4, D}- Bl{4, D} C]+[C, 4B, D}- A[{B, D}, cl+lc, bkB, 4}- D[{B, 4} C]

ve dordiincii ifade de

[D.{B.C.4]}]=
=D, Blc, 4}- Bl{C, 4} D]+ [D,C}B, 4}- C[{B, 4}, D]+ [D, 4}{B,C} - A[{B,C} D]

bulunur. Bulunan bu sonuglar ozdeglikte yerine yazildiginda Ozdesligin saglandifs

gorulir.
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Simdi (3.11) 6zdesliginde:

A=X, , B=X, , C=0Q, (3.14)

i
degerleri yerine yazildifinda
[0 0+ ou fx x D+ [x 0w x D= 0
olur.
(3.1) ve (3.3) bagintilanim kullanarak;
[Xi’_azrgr ]’*’ [chil;Xk ]"' [Xj’a:er ]= 0
-a[x,0, Jretlo.. X1+ al [x,.0,]=0
ve yine (3.3) ile komiitatoriin antisimetrik 6zelliinden
—al (-a,0,)+c;(a,305) +al (-a,0,)=0
(s -ty )0, = (65 )0,
ve toplami Yy =¢  {izerinden alirsak;

N ) dim(g) 3.15
> lloa, ~aLay)= 3 ekl 1
a= =

elde ederiz. Bu bagintiy1 (3.1) ile karsilagtrdiimizda a’ = (a,fﬂ ): - NxN lk

matrisleri verilen Lie cebirinin N-boyutlu temsilini tarumlar,
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(3.12) dzdegsliginde

A=X, , B=Q, , C=Qp . D-:Qy

degerleri yerine yazildiginda

(3.16)

[x..0..0,.0, ]+ {0.. x.10,.0,}+ L..I0,. . ] 0, }+ f0..0,.[0,. x. }=0

(3.7) ve (3.3) bagintilan ile birlikte komiitator 6zelli§inden faydalanarak

[x,.50, %, ]+ 44.0..0,.0, }+ 0..45.0,.0, }+ 0..05.a50. }= 0

bj

i E pi kpi EpJ =
oyl X1 + Aogbagy X +goboy X +Ayebyge X ; =0

ofy<* j

gerekli diizenlemeyi yaparsak

N dim(g)
3 (@ by + 8By +atBlpe)= Dbl

o=l Jj=l
bagintis1 bulunur.

(3.13) 6zdegsliginde
A=Qa ’ B=Qa ’ C=Qﬂ ’ D=Q7

degerleri yerine yazildiginda

(3.17)

(3.18)

lo..b..0..0 }+le....0,.0 J+ o, L0..0..0, }+[0..f0..0,.0. = 0

yukandaki 6zdeslikte (3.2) bagintisim kullamirsak
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[Qc’biﬂin]'*'[Qa’bgﬂvXJ]-"[Qﬂ’bj X, ]+[Q7’b°jlﬁc ]:
biﬂv[Qo’Xj]+bgB7[Qa’Xj]+b£O1IQﬂ’Xj]+biﬂc[Q‘f’Xj]:0
bt,{ma;',QT +bgma’ g.+b; aﬁth +b’p°a 0. =0

yukaridaki bagintiyr diizenlersek

g

2)

3.19
BL, ab. + bt 4at + bk b, + Bt ak )=0 (3.19)

-
1

1

bagintisi elde ederiz.

3.4 S, Kesirsel Siiper Cebir

Yukanda kullandifimiz yontem ve besaplara paralel olarak §,-graded Lie

cebirlerini tanimlayabiliriz. Asafidaki komiitasyon ve anti komiitasyon bagmntilarim

saglayan

{Xi,lezc;Xk
{Q.,, (O ) } bl o X, (3.20)
lo.. x,}=as0,

KQa=qQaK » q"=1 » K"=1
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Qo 50, »K elemanlarin eklenmesi ile olugturulan bu cebirin Hopf cebiri yapist

AX,=X,®1+18X,,
A0,)=0,81+K®Q, , AK)=K®K

8(‘X'j)=0’ S(Qa.)=0 4 8(K)=l ]
S(X)=-X,, $Q,)=-K"0Q, , SK)=K""

ile verilir. Bu cebir U" (g) ile gosterilir. Burada §, invaryant formu

{Qal,Qa,,---,Qa, }= 0.0, L., (3.21)

a,___.a.esn

dir.

Bu cebirin olusumunda faydalandigimiz Kesirsel siiper Jakobi oOzdeslikleri
(3.11), (3.12) ve (3.13) Ozdesliklerinin bir genellemesidir. (3.11) Ozdesligi aym
kalacagindan (3.12) ve (3.13) 6zdesliklerinin genel durumu:

[B.{4,,... 4 )]+ {4,.B] 4,,... 4, }+...+ {4, 4,,...[4,,B}}=0 (3.22)

ntl 323
4.4 A 44,0 =0 2

i=1

Bu 6zdegliklerin saglandign goruliir. Ispatlan da sirasiyla (3.12) ve (3.13) ‘e benzer
sekilde yapilir.

(3.22) 6zdesliginde B=X, 4=0, o,=L2...N i=12.n
alindifinda (3.3) ve (3.20) bagntilan kullalarak

N dim( g) 3.24
S osatn =S ¢24

0=l (Gyrn Oy 2, =
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elde edilir. Ve benzer gekilde (3.23) ozdeslifinde 4, =Q, i=12,.n+1 almr ve
(3.20) bagintis1 kullanilirsa

dim(g) 3.25
T b, o al =0 23

k=l (O @1 )20
elde edilir.

3.5 Kaesirsel Siipergruplar

2. bolim ile paralel olarak Kesirsel siipergruplan, UY (g) Hopf cebirinin duali
olarak tammlaniz. UY(g) cebirini #ireten X i+ Q. ve K elemanlanina asafida
verecegimiz dualite bafntilan ile a; ,8, ve A elemanlanm karsi getirecegiz. Soziini

ettigimiz dualite bagmntilart
(Qu:05) =84
(K\)=¢ (3.26)

(X,.,aj>=8y

ve diger tim dualite bagintilan sifirdir [Ek A). Duallik bagmntilarinin &6zelliklerini
kullanarak agagidaki bagintilan saflayan a,,0, ve A elemanlarim hesaplanz.

Yukanda bahsettiZimiz bu bagmntilar

0...0,,-40,}=0 , @, €12,.N (3.27)

20, =q0,4 , A" =1 (3.28)
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ve a,’nin diger tim elemanlarla deZigmeli olmasidir. Omegin, n = 3 durumu igin

(3.26)’y1 gosterelim. Herhangi bir ® € UY (g) i¢in
(©,8,.8,,9, ) =0 (3.29)

oldugunu gosteririz. (Ek A-10) ézelliklerini ve S, invaryant formunu kullanarak

(©,8..65.6,)) = (40,8, ® 8.6, }+6, 86,8, }+6, ®,.8,) (3.30)

olur,

(3.26) ve ko-garpim’dan @ en az bir X; elamamm kapsadifi zaman (3.30)’un sag
tarafi sifir olacaktir. Asikar olmayan tek durum @ ’nin su

=3 C.s 0.0,0, (3.31)

afy

formda oldugu zamandir.dualite ikililerinin lineerliginden;
®=0,0,0, (3.32)

igin (3.29) esitligine sahip olmak yeterlidir. Buldugumuz (3.32) ifadesini (3.30) ‘da
yerine yazar ve ko-¢arpim kuralim kullandiktan sonra (3.29) esitligini buluruz.

0, ve A ile tretilen cebiri AY ile gosterilir. A(G) , verilen g cebirinin G Lie
grubu tzerindeki polinomlarin cebiri olsun.Burada A(G)’nin U(g) evrensel zarf
cebirinin duali oldugu bilinir. A(G)ve AY cebirlerinin direkt carpmui AN (G) ile
gosterilir. Yani 4Y(G)= A(G)xAY ‘dir. AY(G)’ nin ko-cebir yapisim tammlamak igin
dualite bagmntilanni kullanmak zorundayiz [Ek A]. Benzer sekilde AY(G)’nin cebir
yapisimt da tammlaniz. Bununla beraber, genelde bu oldukg¢a gii¢ problemdir.
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ALY (G)’nin ko-cebir yapisiun, U, (g) cebirinin c;,al, ve b, , yap sabitlerine

bagl oldugunu dikkate almaliyiz. A (G)’nin bu sabitleri igermeyen en basit olanlan
AAM)=ABAN
SA)=2" , e)=1
dir. Yukandaki olusumu desteklemek i¢in basit bir 6rnek verelim. Bunun igin
o"=x, [x,0]=0 , KQ=90K
bagntilanina sahip olan Kesirsel stipercebiri gbzonine alalim. Yukandaki cebire kars:
gelen Kesirsel siipergrup z,0 ve A ile iretilir.
Oyle ki,
0"=0, OA=qAB, q"=1
ve z,0 ve A ile degismelidir. Boylece gosterebilirizki, ko-cebir iglemleri:

A@)=0R1+1R8 (3.33)

-} xn—kek ®9n~k (334)
A(z)=z®l+l®z+kz=l(q:q)k(q:q) :

£0)=0 , &)=1 (3.35)

yYeE

S@=-279 , S@A)=1 (3.36)
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elde edilir. Burada

@:9). =110-4") (3.37)

A

dir.
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4. ORNEKLER

4.1512)

sl(2) cebirinin X; , j=123 tretegleri
x.x.]=x, , X, x]=2x,, [x,X,]=-2x, (4.1)
bagmtilarint saglar ve (3.1) bagintisina gore bu cebirin yap: sabitleri
=1, ¢,=2, c,=-2 (4.2)

elde edilir. Asagidaki

X, |a>=ﬁ—a)(l+a+l)|a+l>
X;|la>=2a|a>
X,la>= Jl+a)l-a+1)|a-1>

(4.3)

formilleri sl(2)’'nin  2/+1 boyutlu indirgenemez 7’ temsillerini tammlar. Burada

I=0, -;— , 1, —;— ,... Aynnti i¢in referans [14]’e bakimz . asafida bu cebirin ii¢

durumunu inceleyecegiz. Tabiki bu Gi¢ durumda da n =3 (grade 3) ahmp N =1, 2 ve 3

durumlanm g6z 6niine alacagz.



26

4.1.1. N=1 yadal=0Durumu

Bu cebiri U} (s/(2)) ile gosteririz. Bu durumda bir tane Q, , a=1 var ve (3.15)

bagintisma gore  alaj, —alal, =cjay, sisteminin  ¢dziimi  agikardir  yani,

aly =0 ve bl =0.
4.1.2. N=2yadal=1/2 Durumu

Bu durumda cebiri U?(s/(2)) ile gosteririz. Bu cebirde iki tane 0, , o =12 mevcut ve

2 3
Z(a;,ag,, —alay) = ;c;azp bagmtist ile a’ =(al;);p, 2. mertebeden kare
g= =]

matrislerdir. Yukandaki bagmtiy1 kisaca
lo',a’]=cta* 4.4)

Seklinde ifade edebiliriz. Elde etmis oldugumuz yap: sabitleri ile bu sistemin ¢6ziim

, (o 1) . (o o) . (1 o) (4.5)
a = , a’= , a =
00 10 0 -1

bulunur. (3.17) ve (3.19) bagmtilarim kullanarak 5/, katsayilanm hesaplayalim.

matrisleri:
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C: =1 durumunda (3.17) bagntist ;

a=1 , PB=1 durumu

223 2723 _ gl
aﬂblll +ayzb2u = by,

(4.6)
y=1=by, =0
Y=2= blsu = blllz
a=2 , PB=2 durumu
2b,, +anbiy, +al,by, =by,
, . 4.7
Y =1=>2by, =by
y=2=>3b, =by,
a=1 , PB=2 durumu
b1311 +a-:1b1321 +a:2b;21 = bllz'y
(4.8)

'Y=1=>b13n =b1121

7=2:>b1312 +b1321 =bllzz

olur.
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C!, =2 durumunda (3.17) bagmntist;

olur.

a=1 , PB=1 durumu

121 1 1 21 _ a3
aylblll +2b211 +a72b211 = 2b117

4.9)
y=1= 3b;n = 2b13u

y=2=>2b}, =2b),

a=2 , PB=2 durumu

a;lblln +a-‘12b;22 = ;27 (4.10)

y=1=>bY, =2by,

y=2=>0=2b3,

oa=1 , P=2 durumu

171 o pl 1 pl _p3
aybiy +byy +aypbay = 2by,

(4.11)
y=1=>2b}, =2b,

y=2=>bl, =2b},
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CZL =-2 oldugunda (3.17) bagmtus,

a=1 , B=1 durumu

212 232 _  Apl
2 +a,,by =-2b;,

(4.12)
y=1=>0=-2b),
Y=2= bxzn = —bealz
a=2 , P=2 durumu
albl, +al,by, +2b), =-2b,
v (4.13)
y=1=>2b}, =-2b,
y=2=>3b2, =-2b},
oa=1, PB=2 durumu
ayszxzzl +a~?zbzzzl +b1211 = '2b1321
(4.14)

y=1=> blzll = 'be?‘zl

y=2=>b2, +b}, =-2b},

olur.
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(4.12), (4.6), (4.8) ve 4.9) bagintilanndan sirastyla,
bi, =0, b, =0 , b}, =0, by, =0 olurve (3.19) bagntisindan;
a=1, p=1, y=1 durumu

1 1

| 1 2
bya,, +b,,a,; +by,

1 11 2 2 2 2 2 2 2 _

1@y +by.ap, +bi,a5, +b5,a5, +b,ap, +b),,a,, =0
1 1 1 2 2 _

= b,y +by,y +byy, +b,a,, =0

c=2=b,,=0 olur

2

r=1, o=2=>b%a% +3b%, =0 ve burada (4.12)'yi kullanirsak 53, =0
bulunur.

a=1, pB=2 , y=1 durumunda, (3.19) bagintisinda =1 alinirsa;
bla% +bl +byal +bl, +by, =0

oc=2=>2b1 +2b3,=0 ve (4.13)' den b3, =0

olur.
Buldugumuz bu degeri (4.10) ‘da yerine yazdigimizda by, =0  ve (4.11)’den
b3, =0 ve b}, =0 oldugundan b}, =0 olur.(3.19) bagintisinda

a=2, B=2, y=2 ve 1=0=1

durumu incelendiginde b3, =0 ve yine aym durumda =2 =>b}, =0 olur. Eger
t=2 ,o0=1 =bl, =0 olur ve (4.14) den b}, =0dir. Bu katsayilann simetrik

oldugunu goz6niinde bulundurursak tim 57, =0 olur.
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Boylece al, ve bl degerlerine gore cebirin sifirdan farkli olan bagintilan:

(3.3) baguntsi ile
|Q1=X1]=Q2 ’ IQz:X2]=Q1 > [QhX3]=Q1 > [Qz’Xs]:_Qz (4.15)

elde edilir ve Hopf cebiri yapist da (3.5) ve (3.6) bagntilan ile verilir. U?(s/(2)) Kesirsel

stpercebirinin duali olan 47 (SL(2)) Kesirsel stipergrubu, (3.26), (3.27) ve
a8y —8,0y =1 (4.16)

bagintdanmt saglayan 4,6,,4q,,,m=12 elemanlan ile d{retilirr Aym zamanda
asagidaki ko-cebir yapisina sahip oldugu gorilir:

Aa,,)=a, ®a,, (4.17)
AA)=1®4 (4.18)
A(G,)=0,8a, +6,®a, +196, (4.19)
AG,)=0,®a, +6,Qa, +180, (4.20)
gA)=1, €6,)=0, &@a,,)=6,, 4.21)
ve antipod
S()=2*, $6,)=71(a,0,-a,b,) , S(6,)=+(a,b, ~a,0,) (4.22)

S@a,)=a, , Say)=a, , S(a,)=-a, , S(a,)=-a, (4.23)
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ile verilir. Ve A} (SL(2)) ile U,(sl(2)) arasindaki duallik bagmntilan:

(X3,a,)=CD™ , (X,a,)=1, (K.,a,,)=6,,

(4.24)
(Xy.a,)=1, (0,.6,)=1, (K,A)=¢

4.1.3. N =3 Durumu;

Bu durumda ' veya T % @T° temsillerine karst gelen a’ matrislerini segebiliriz.

Sonug olarak,iki farkh Kesirsel super sl(2)’ye sahip olacagiz. Tabi ki, aym zamanda

T*®T° ®T° segimi de vardir ve bu durum asikardir. Basitlik olmas igin T/ ®T°

durumunu gézoniine alacagiz. Bu durumda 4’ matris temsilleri:

010 0 00 1 0 0
a=/0 0 0|, a*=[1 0 0], &=j0 -1 0 (4.25)
0 00 0 00 0 0 O
dir ve bl

katsayillann N=2 durumuna benzer gekilde hesaplanacagindan sadece

sifirdan farkli olan katsayilan dogrudan yazahm:

3

3
k i k i ki Y ipg
Z (aacbcbv + aﬁobotr/ + awbcﬂa) - Zcﬂrbcﬁv
o=1 j

j=

bagintisina goére sirastyla sifirdan farkli yap: sabitleri ile j=1,k=2,i=3 durumunu gozéniine
aldigimizda
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3
3 2 13 2 1.3 1
Z( anchv + aﬂdbcm + a'!°b° ) clzbaﬂv

o=l
3 3 3 3 3 2 1.3 —nl
(a2B2, +aibi, +a 253, )+ (a2bly + Al +aib. )= by

saglanmali, a®> matrisinde a? #0 oldugundan a=2 ,p=2 ,vy=3
21

durumunda
153, +1B%, =2b%, =1by, by =1/2 ve by, =
bulunur.
Benzer sekilde
(22,83, +aib2, +abhe )+ (alsbl, +5abhe +apbisa )= by

saglanmah, a® matrisin de a) =1 ve aj, =—1 olduBuna gore a. = 1,B=1v=3
alirsak 2b2, =2 ise bjj; = —1 olmaldur.

Boylece

B, =1, bh=-1, b= (4.26)

elde edilir. Ve diger tim bJ,, yap: sabitleri sifirdir. Boylece (3.2) bagntist yardimu ile

elde edilen cebirin agik formu, (4.15) bagntis1 ve

0,00}, . 0u0}X . R0=1x 4T
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ile verilir ve diger bagntilar sifirdir. Yukandaki hesabin dogrulugunu kontrol edebiliriz.
Burada AJ(C)=C"(C)xA  dir. C~(C) ‘un elamanlan sonsuz kere
diferensiyellenebilir kompleks degigkenli fonksiyonlar ve

A: 9 ve K ile uretilen cebirdir, o6yleki ©6°=0 ve ¢*™'3=1 ‘dir.

Gergeklestirdigimiz bu cebirin dretegleri:

X =-z2"—~-zL , X, =% , X;=2z—+L (4.28)
Q1 =D9 , Q2 =""ZD9 , Q3 =102_d_ , K=qL (429)
2 dz
dir. Burada g-tiirevi;
D 9" _ l-—qk 0k—-l (430)
[} 1_ q

ve L =-q(20°D? + D,6°D,) grading operatorii

L6* = k6" (4.31)

ve [L,Do]z —-D, bagmtilanm gergekler. Bunlardan (4.31) bagintismin saglandigim

gosterelim:
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L68° =0 durumu asikar ve
10 =—-q(26°D? +D,08°D,)0
= —q(26* D20+ D,67 D, 0)
=—-qD46’
=-q(1+9)0 =06
6% =—q(26*D? + D,8°D, )6?
=-q(-2¢°02D,0-q>D,670)

=20?

elde edilir. Boylece yukandaki tammlardan faydalanarak (4.15) ve (4.27) bagintilarimn
gergeklendigini gosterelim:

ilk olarak (4.27)’in birinci bagintisim gésterelim;
{QthQs}: o) {Ql’Q3}+Ql {Qth}"‘Qs{Qth}

d d
= 209{00,%922}%923{09,1)0}

9n2d), 954 9n2 4 (12 . 2
=2D,| D,| =0°*— |+20°*—D, |+Z0*—\D; + D
9( 6(2 l) 2 l 9) 2 l(e 9)
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ql1-9° ,d 29, 4 9,24 2 d e
=2D 02 +(q07° LD, £+26* 2D, |+q6* <D
(21-—qdz()2 ‘a2 & ) &

burada 1+g=-¢* ve ¢’ =1 oldugundan

1.d q 2
=2D,| -—0—--—0°D, +
(352 ]qe

_.___ d 2(1 Q) 2 2 zd
= (¢0)D Jrank By 9D q°(90)° Dy q9

d d d 2zd zd 2
-2 _ 40D, % +¢0D, = - g0°D} =+ D;
" qeel qee! g0 ° 2 qeﬂ

d
=-2 -_x,

Benzer sekilde (4.27)’in ikinci bagintist;

{0,.0,,0,}= 0,{0,.0,}+0,{0,.0:}+ 0,{0,.0,}

= -2zD°{—zDe,%e’ %}4-—;’-92 %{—zDe,—zDe}

d d d
- —ZzDe(—zDe(-g-Gz Z}%ez Zz—(—zDe))+ 40" Z(zZDg)
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d d d
= —2zD,,(-z%(—qz)0E+—z%(qe)2pa E—%ezp,, "%9222;[’0)*

d
+q62 EZ-ZZD;

=-z? %—ZZGD,, %—qzzzeDa %+q22202D(,2 %—ZGDQ +20°D} —ZZB%DO +

d d
+2%0°D, EDG +2qz60°D} +qz*6* ED:
burada gerekli sadelestirmeler yapilirsa ;

{0,,0,,0,}=-7 %—zeDe +20°D} +2qz0°D}

= -z’ gz—— z(e D, +8°D? + 2q92D§)

=" < - 2{- (26" D} + D,0°D,))
dz

bulunur.(4.27)’in Gigiincii bagintisi;

{Qan’Qs}:Qi{Qz’Q3}+Q2{Ql’Q3}+Q3{Qan}

burada Q, =D, ,0Q,=-zD, ,0, =g—02 gz- degerleri yerine yazilirsa

Ejsitligin sad tarafindaki birinci ifadeyi hesaplayalim:
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0, {Qz,Q3}=Da{—zpo,%ezpa}=De(—wa(%9209)+-‘219209(-z00 ))

-26°D, —%292 %Da)

I
&
T
N

b
—_
X~

N
b
&a.
»Q
[
~
D
N
A
&a.
I»a

2
d
—%(—q2 ¥D, —%qzesz +—q?z(—qz)9§z-Da +%zq2921)991)9

d 0. 1 g .d.. 1 d
quB ;z“‘l"EDo —EezD‘; —Eze—d;Do +5202D9 ‘ZDG

Nl%

D, ——9 D) +* 262 d D,
dz
bulunur Benzer hesaplamalar ile sag taraftaki ikinci ifade;

- 904
0,0.0)=-,{D, L6* 2}

&) 2 d
=..l_zi+..q_zezDazi
dz 2 dz

bulunur.
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Ve ugiincii ifade de;

pdp
0.00.0.}=26" L, -0}

fl_az

2 (Do (" ZDa)—ZDaDo)

SIEW

=0’ D} -qazzi—pj

bulunur, Buldugumuz bu ig ifadeyi toplarsak;

d d 1 1
{De,—ZDe,%ez Z} = Z'd?'f'EeDe —-2—92D92 —qezDez
=zi+lL
dz 2
F.. 22—d—+L)=lX3
2 dz 2

Simdi de (4.15) bagintilanimin gergeklendiini gésterelim

[QI,X,]=[D9,— z? -j;- ZL] = [De ~z2 %] +[Dy,—2L]

=0+ (D, ,~z]L+z[L,D,]

=04+0-zDy=0,

ve

d d d
[Qz ,X2]=[-— zD, ,E] =-zD, ‘;"’E(ZDe)

=Dy =0,
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(4.15)’ nin Gigtincti bagintist

lo..x.]=| D, ,Zzgz—+L]

=| D, ,22-32—]+ D,,L]

=0+D, =0,
bulunur.
4.2 Virasoro Cebiri
Hatirlandi gibi Virasoro cebiri
[x.x,]=6-px., . ijez (4.32)

ile verilir. A4;(S*) Kesirsel siiper uzayinda, bu cebiri gergekleyen iki Kesirsel stiper

Virasoro cebiri veriyoruz. Yukandaki cebiri, yeni 0, elemanlarinin eklenmesiyle

genisletebiliriz.Burada =%+j yadaa =§+j , Je€Z dir.

__md _Jtl (4.33)

X
/ & 3

2

P 4.34
0. =315, +6°2) .
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Olmak iizere, agafidaki bagintilan saglarlar:
ba!Qﬂ’Qr}= Xa+ﬂ+7 (435)

.. % }-@-Do.., (436)

Gergekten bu bagntilanin gergeklendigini gosterelim : Ilk olarak (4.35) in gergeklendigini
gosterelim. S, invaryant formu kullanarak ;

0.0,0,}-0.0,.0,}+0,0..0, }+0,0..0}} (437)
1 2 3
Once bir nolu bagmtiy agik olarak hesaplayalim:
arg d Bl d + d
= (3\/-22 3 (Da +6? Z)){:"\/%Z 3(Do +6? 'd—z) ,:‘/%27 3 (Da +6? Fz-)
a+l d

= (iz 3 (Da +6° —)Jx

6 dz

|

J

p.,.l d r+l ﬂ+l d yel d
x({z 3(D9 +9? Ez—)’z 3D,}+{z 3(D,, +6* E—) ,Z 39232-
1 1 1 1 1 1
{zﬂ D, :Zr 3Do}+{zﬂ 9’ _c_i_’zr 3Da}+{zﬁ 3D, ,Zr 3% i}+
dz

Heigr L g 4
&’ dz

4

=4
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Yukanda elde edilen ifadede her bir parga igin once siiperkomiitatdr tanmmint kullanir ve

daha sonra da tiirev ve g-tiirev tanumlarini kullanirsak agagidaki sonucu elde ederiz.

2 1
=A(2z"” 3D§+03+y+§-)zp 392D, 292" 3921) gz--z Sl 1A d}

Buradan A ‘min yerine degeri yazilir, tekrar tirev ve g-tirev tammlan kullamilir ve
3=1, 0°=0 degerleri kullamilirsa;

1 o+Bry+l d 1 2 a+f+y
=—=z ———(B+y+= L
3 z g PTTr

elde edilir.
Benzer sekilde iki nolu ifade hesaplanirsa;

1 2
, — il u.+|3+1+1 o+Y+— u.+B+1L
0:10..0,}= 2@y

ve ii¢ nolu ifade de ;

0,00} Lerrm L1

2
+B+= u+ﬁ+1L
i Gl v

olur. Buldugumuz bu ii¢ sonucu (4.37)’de yerine yazarsak;

{Q“’ 05,0, }= —z= %‘Mg‘gzww

=X

a+Bry

bulunur.
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Simdi (4.36) bagmtisiun gergeklendigini gosterelim;

[Qc ,X ]_ 3Jiz 3(D +92 d) Zj+l ‘d——‘j—-l-'leL
dz daz 3

komiitatér tammumn kullanarak,
=3J§z 3 p,[ -z LI \Pz“ PLICH LIC I a2 PU A M
6 K 6 A
1 . 1
szl #ziza 3(D0+621) ALY 3/§z 3(D,+9zi)
FART dz)| 3 6 dz

yukandaki esitligin sag tarafim hesaplarken (4.30) ,(4.3 1) tammlanindan faydalanarak ,

a+] ] a+l a+l 2
—J: z'D, — 2 q-]iz 3z"D,,,L+4giz 392 (]+1)Zj M = d +
6 dz 6 3 6 dz?

bulunur. Buldugumuz bu ifadeyi diizenleyip gerekli sadelestirmeyi yaptifimizda;

lo. ,X,]=(a—-§)(aJ% Lo ( pvod ))
-(a-Z)e..



bulunur.

(4.32) nin bagka genislemesi de vardir ve bu cebir o,B= %+ Jj, J€Z olmak Gzere

X ——gm@_ I+l (4.38)
7 dz 2 s
0. - 2ip, . 0 =%62 % (4.39)
ile uretilir ve asagidaki bagintilan saglarlar:
0..0,,0)=%.., (4.40)
lo..x,]=( ‘%)Qm (4.41)
[Q, X; ]= 0 (4.42)

diger ucli bagmtilar sifirdir.Gergekten sirast ile bu bagintilann  saglandigint
gosterelim.(4.40) bagintist

{0.0,0)=0.10,.0}+0,{0..0}+0{0.0,} (4.43)

1 1
Qa bﬁaQ}‘:z 2Da{ zﬂ El)a :%92 %}
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tekrar g-tiirev ve Leibnitz kuralim kullanp gerekli sadelestirme yapilirsa;

1 1 ___1_ _l +l
=" _lzﬂ : 41 ﬂ+_1_)9zﬂ D, +—1- ,B+-1—)022ﬂ 2D} _4,7 292D} 4
2 dz 2 2 2 2 2 dz

Benzer gekilde ;
Qﬂ {Qa!Q}::
= zﬁ+-[—lza+_ i-l(a+—)92 2D, +l(a +——)62z 2D} —g-za+%92D3 —‘—l—)
2 2 dz
ve

=g0%(a +B+1)z***D;] +qf*z %Dé

bulunur. Buldugumuz bu g ifadeyi (4.43) bagmmtisinda yerine yazdigimizda ;

1
0.0, 4184w, , SHBHL kD] + a2 07D}

1
4 gz———q—iﬁil—z“*”L =X

=-z a+p

bulunur.
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(@ ——;'-) 0..,

bulunur.

d d : d
22 +9%2 —L-22'0*—-2'0"L—
(6 jz +6°z z z )

J+i

-4
2 2

Yukanda 0% =0 degeri kullamlir ve gerekli sadelesmeler yapilirsa;

[QsX1]=0

bulunur.
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EK-A

HOPF CEBIRLERI

Tanimm Bir A cebiri {zerinde tammlanan m,A,e,S islemleri agafidaki &zdeslikleri
sagliyorsa bu cebire Hopf cebiri denir. Bu iglemler [6]

Carpim m:AQA—> A

Ko-garpim: A:A>ARA (A-1)
Ko-birim : e:A->C
Antipod S:4->4

ile verilir ve agagidaki 6zdeslikleri saglar:

(AQid)o A=(id ® A)o A
(e®id)o A =(id ® £)o A=id (A-2)
mo((S®id)oA)=mo((id®S)oA)=1¢

Ornek:

A, SL(2,C) uzerindeki polinomlann cebiri olsun. 4, xy—wv =1 bagintisi1 saglayan
x,u,v,y kompleks sayilan ile iiretilir. 4 {izerindeki ko-cebir yapist:
ko-garpim:

AX)=x®x+u®v Au)=xQu+u®y (A-3)
AP)=vQx+yQ®v A()=y®y+vQ®u
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antipode:

Sx)=x Sw)=-u SW)=-v SO =y (A-4)

ve ko-birim:

ex)=1 , ew=0 , e»=0 , egy)=1 (A-5)

ile verilir.

Ornek:

A w1 ureten x,u,v,y kompleks degiskenleri kuantizasyondan sonra agagidaki bagmtilan

w=vu , ux=qxu , VX=qgxv , yu=quy , Yyv=gvy (A-6)
y-quw=1 , yp-qu=l

Boylece cebir degismeli olmayan bir cebire doniigiir ve bu cebir tizerinde ko-garpim:

AX)=x®@x+u®v Au)=xQu+u®y (A-7)

AP)=v@x+yQ®v AO)=y®y+vQu

ko-birim:

ex)=1 , ew=0 , eWw)=0 , e(y)=1 (A-8)

ve antipode:

S()=y S(u) = ~qu SO)=—q"'v So)=x (A-9)
-

ile verilir. T
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A(G) Hopf Cebirinin Duali:

A(G) ye dual Hopf «cebii, m,A,¢g,S, islemleri ile tammlanan
U(g) = Hom(A(G),C) lineer fonksiyonellerinin vektor uzayidir. Bu islemler agagidaki
bagntilar ile tammlanir:

(m, (4 ©6), /)= ®4. (), (A-10)
A.@.f&f),=.mf®s) (A-11)
(S.@).f)=.5() (A-12)

(L. )= (A-13)
#.)=¢.0) (A-14)

Burada V¢,4'eU(g) ve f,f € A(G) ve eBer G bir lie grubu ise U(g), g lie

cebirinin evrensel zarf cebiridir [6].

Ornek ;

U(sl(2,C))Hopf cebiri agagidaki komiitasyon bagintilan ve ko-cebir yapisim saglayan
E_E_ve H iletretilir [17]:

[H,E)=x2E, , [E.E]=H (A-15)

ko-cebir yapist:

A(E,)=E, ®1+1QE,
A(H)=H®1+1®H
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e, (E,)=0 e (H)=1 (A-16)
S.(E,)=-E, S,(H)=—H
ile verilir.
Ve duallik bagintilan da:
(EXE"H* w'v'x') = nim\115,,5,,8, (A-17)

(E?E"H* ,u*v'y') = -niml§ 3,5,

ile verilir,
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