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OZET

Bu c¢alismada, lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemlerin verilen
kogullara gére yaklagik ¢6ziimlerini Chebyshev polinomlar1 cinsinden bulmak igin
' Chebyshev matris yontemi sunulmugtur.

Yontemin ilk bolimiinde verilen denklem, Chebyshev seri katsayilarina bagh bir
matris denklemine donistlirtiliir. Ardindan da kosullarin matris formu ile birlestirilerek
yeni b1r matris denklemi olusturulur. Buradan Chebyshev katsayilar: bulunarak kesilmis
Chebyshev seri yaklagimu elde edilir.

Caligma bés boliimden olugmaktadir. Birinci bélimde konuya temel olacak
kavramlar; -ikinci boliimde Chebyshev katsayilarimin hesaplanmasi; tigiincii boliimde
problemin . tanimlanmasi, bilinmeyen fonksiyonun tiirevlerinin ve kosullarinin matris
formlar1 ve lineer olmayan diferansiyel denklemin matris denklemine doniistiirtilmesi ve
denklemin ¢6ziim y&ntemi; dordiincti boélimde lineer olmayan Volterra-Fredholm
integral denkleminin matris denklemine doniigtliriilmesi ve ¢dziim yontemi

sunulmugtur. Son béliimde ise ¢Oziim yontemlerinin uygulanmasi verilmistir.



ABSTRACT

In this study, Chebyshev matrix method was presented, in order to find the
approximate solutions of non-linear differential and integral equations, in terms of

Chebyshev polinomials for a given conditions.

The equation given in the first chapter of method was transformed into the matrix
equations, depending on the Chebyshev series coefficients and then a new equation
system was formed by combining conditions with the matrix form. Hence, the finite

Chebyshev series approach was obtained by finding the Chebyshev coefficients.

The study consisted of five chapters. In the firs chapter, concepts which were the
basis for the topic; in the second chapter, calculations of Chebyshev coefficients; in the
third chapter, description of the problem, derivatives of unknown functions and the
matrix form of the conditions, non-linear differantial equations to transform into the
matrix equations and solution method of this equation; in the fourth chapter, non-linear
Volterra-Fredholm integral equation to transform into the matrix equation and solution

method were presented. In the last chapter, application of solution methods was given.
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BOLUM 1

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 GIRIS

Lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemler fen ile miihendislik dallarinda
bir matematik modeli olarak karsimiza gikmaktadir. Lineer olmayan diferansiyel
denklemlere ozellikle, elektronik devrelerde kullamlan transistérlerde, akiskanlar
‘mekanifinde ve kuantum fizigi gibi ¢esitli alanlarda kargilagmaktayiz. Bu tiir
denkiemleﬁn analitik ¢oziimlerini bulmak, ¢ofu kere zordur. O nedenle yaklagik
¢Oziimlerinin bulunmas1 geregi dogar.

* Yaklagik ¢oziimler igin uygun yontemlerden biri Chebyshev seri veya polinomlarim
kullanan yontemlerdir. Chebyshev polinomlan yiizyill kadar 6nce Rus Matematikgisi
Chebyshev. tarafindan bulunmugtur. Elli yil kadar sonra C. Lanczos sayisal
hesaplamalardaki 6nemini ortaya ¢ikarmugtir. Bilgisayarlarin kullamlmaya baslamasiyla
vChebyshev yaklagimlar, Chebyshev polinom ve serilerinin uygulamalar1 iizerine
yapilan ¢alismalar hizla artmigtir.

Clenshaw 1956°da Chebyshev polinom ve serilerini adi diferansiyel denklemlerin
yaklasik ¢oziimleri igin ilk kez kulland: [5,6]. Daha sonra bu yontem ile ilgili aragtirma
yapanlarin baginda D. Elliot [9], M. A. Wolfe [20], S. E. El-gendi [8], N. K. Basu [2,3],
M. Smasaki ve T. Kiyono [18], R. Piessens ve M. Branders [4] gelmektedir.

Son yillarda integral denklemlere olan ilgi artmaktadir. Fredholm, Neuman,
Hilbert-Schmidt, Taylor ve Chebyshev ag¢ilimlari iyi bilinenlerdir [11,12,14,21].
Ozellikle Chebyshev serileri yardimiyla ¢ogu integral denklemlerin ¢oziilebilecegi
kesfedilmisgtir [8,9].



Giiniimiizde de Chebyshev yontemleri icerisinde Chebyshev — Matris yontemi
lineer diferansiyel denklemler igin (M. Kaynak)[17] sonra integral denklemler igin (S.
Dogan)[7] ve daha sonra lineer integrodiferansiyel denklemler i¢in (H. Kéroglu)[13]
kullanildi.

Bu tez ¢alismasindaki amacimiz, Chebyshev matris yontemini lineer olmayan
diferansiyel denklemlerinin yaklagik ¢dziimleri igin gelistirmek, uygulamak ve 6nemli
ozelliklerini ortaya ¢ikarmaktir. Daha &nce lineer olmayan integral denklemler icin
Setenay Dogan’in 1994°te gelistirdigi matris yontemini 0 <x <1 araliginda Volterra —
Fredholm integral denklemi igin gelistirmek ve uygulamaktir.

Yéntem; dnce denklem igindeki katsay: fonksiyonlarinin, lineer olmayan kismimin
ve bilinmeyen fonksiyon ile tiirevlerinin kesilmis (sonlu) Chebyshev seri agilimlarinin
alinmasina sonra bunlarin matris formlarmmn yerine konularak sadelestirilmesine ve bir
matris denklemine doniistiiriilmesine dayandirilir. Bu matris denklemi lineer olmayan

denklem sistemine karsilik gelir. Bu da bilinen sayisal yéntemlerle ¢oziilebilir.
1.2. PROBLEMIN TANITILMASI

Bu ¢aligmada problemimiz

P(x)y"+Q(x)y' + R(x)y + S(x)y* = f (%) (L.1)

formundaki ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin verilen kosullar
altinda

y(x) = %aoT0 ®+al(X)+...= i'a,T,(x) (1.2)

r=0
formunda bir Chebyshev seri ¢6ziimiinii bulmaktir.

Obiir taraftan



1 x
Y@) = )+ 4 [Kr ey di+ 2, [K; n)y©] dr (1.3)
0 0
ikinci tiir lineer olmayan Volterra — Fredholm integral denkleminde

y(x) = i'a,T,‘ (x) 0<x<l (1.4)

r=0
formunda bir Chebyshev seri ¢6ziimii aranur.

(1.1) diferansiyel denklemindeki P(x), Q(x), R(x), S(x) ve f(x) bilinen
fonksiyonlardir. (1.3) integral denklemindeki f(x), K (x,f) bilinen fonksiyonlar:
0< x,t<1 araliginda siirekli fonksiyonlar, y(t) bilinmeyen fonksiyon, A, ve A reel
parametrelerdir. K" (x,f) denklemin ¢ekirdek fonksiyonlaridir. p=q=1 ise denklem
lineer adim alir. (1.2) ve (1.4) seri ¢6ziimiindeki T,(x)ve T'(x) Chebyshev

polinomlandr.
1.3. TEK DEGISKENLi CHEBYSHEV POLINOMLARI VE SERILERI

Tek degiskenli birinci tip Chebyshev polinomlari, r herhangibir tam sayr olmak

tlizere

T,(x)=cos(rg) , cos(@)=x , -1<x<1 (1.5)
ve

T’ (x)=cos(rf) , cos(@) =2x-1, 0<x<1 (1.6)
baglantilari ile tanimlanir.

Bu tammma g6re Chebyshev polinomlarinin bazi 6nemli 6zellikleri asagida

stralanmagtir [10,11].



DLE=T0, Twm=Tw
D Lu0)=2L0-T,0) ve L=l Iy-sx

L) =2Qx DT} (1)~ T, (x) ve Iy (x) =1 T (x) = 2% -1

¢)r21igin

oo 7))
o~ _;: {2%’ ) Hzrl- 1} (zrl— 2)]22,.2xr-1 +}

Bu agilimlara gére ilk birkag Chebyshev polinomu

ve

L(x)=1

L{x)=x

T(x)=2x" -1

T(x)=4x’ -3x

T,(x)=8x" ~8x* +1

Ti(x) =16x° - 20x° + 5%
To(x) = 32x° - 48x* +18x% ~1

.............

ve
?_’J x)=1
T (x)=2x-1
Ty (x) =8x" —8x+1 |
Ty () =32x° — 48 +18x -1
T, (x) =128x* - 256x° +160x> —325+1
T35 (x) = 512x° ~1280x* +1120x° — 40052 +50x -1

-------------

(1.7
(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

d) X’in kuvvetlerinin 7,(x) ve T, (x) polinomlar cinsinden yazalimi igin genel

bagintilar



=AM @ (1.12)
X =— . X .
2’ P l 2-r
ve
. 2r 2 .
o= T (1.13)
. 2 r i=0 l .

seklinde ifade edilir. Bunlarin ilk birkag teriminin agik formda yazilis1 agagidaki gibidir.

1=Ty(x)
x=T,(x)
2x* =T,(x) +T,(x)
4x* = 3T, (%) + T, (x)
8x* = 3T, (x)+4T,(x)+T,(x)
16x° = 10T (x) + 5T, (x) + T (x)
ve
1= To* (x)
2x =T, (x)+1; (x)
8x? = 3T, (x)+4T; (x)+T, (x)
32x* =107, (x) +15T; (x) + 6T, (x) + T, (x)
128x* = 35T; (x) + 56T; (x) + 28T, (x) +8T; (x) + T, (x)
512x° =126T, 0‘ (x)+ 210T1‘ (x)+ 120T2‘ (x)+ 45T; (x)+107, 4* (x)+ T; (x)

.............

e) Trigonometrik 6zdesliklerden yararlanarak Chebyshev polinomlarinin ¢arpimi

21, ()T (%) = T,,,(x) + T, (x)

. e . . (1.14)
2T, (T, (x)=T,,,(x)+T,_,(x)

f) T.(x) ve T (x) polinomlarmm belirsiz integralleri



T,(x) (r=0)
[T, () = %Tz(x) r="1 (1.15)
Tr+1 (X) _ Tr—l (x) ( rs> 1)
20 +1) 2(-1)
ve
[ 1.
Sh® =0
jT," () ={ %T; (x) (r=1 (1.16)
| Trfn-l (x) - Tr.—l (x) (7' S 1)
(4(r+1) 4(r-1)

Eger bir f(x) fonksiyonu —1 < x < 1 aralifinda siirekli ve siirl degisimli ise, o
zaman aralik boyunca diizgiin yakinsayan

f(x)= %ao +aT,(x)+a,T,(x)+...= i'arT, (%) 1.17)

r=0

seklinde bir seri agilimi vardir[3,14]. Burada Z' , ilk terimin yaris1 alman bir toplami

gosterir. Bu seri tek degigkenli Chebyshev serisi ve a,’lerde Chebyshev katsayilar
olarak adlandinlir. Bu katsayilar [9]

jwdx j f(cosf)cosrdf , 1=0,1,2,.. (1.18)

Vi-#*

formiilii yardimiyla hesaplanabilir. Integralin ortogonal 6zelligi kullamlarak bulunan bu
formiil pratikte pek fazla kullanilmaz.

(1.17) Chebyshev serisi, f(cosé)fonksiyonunun Fourier cosiniis seri ac¢ilimidir.
Dolayisiyla yakinsama sartlar, Fourier sersinin yakinsakhik kosullarindan tiiretilebilir.
Ancak Chebyshev seri agilimi, genel Fourier serisi olmayan, periyodik olma 6zelligine
sahiptir. Boyle agilimlar, Fourier serisi ve periyodik olmayan fonksiyonlarin benzer



agilimlarindan daha hizli yakinsarlar. Ayrica, periyodik olmayan fonksiyonlarn ug
noktalarindaki slireksizlikleri Fourier serisinin Chebyshev formu ile ortadan
kaldirilabilir [6].

Benzer bigimde f(x), 0 <x <1 aralifinda stirekli ve sinirh degisimli ise

0 =3"a,T () (1.19)

r=0
seklinde diizgiin yakinsak bir seriye agilabilir.

Sonug olarak Fourier serisinin sonuglarindan faydalanilarak, Chebyshev serisi igin

asagidaki teorem ¢ikarilabilir [14].

Teorem 1.1 Eger f(x), bazs & >0 igin [-1-8, 1+ 6] araliginda simrli degigimli
ve siirekli ise o zaman [-1, 1] aralifinda (1.17) formunda diizgiin yakinsak tek
degiskenli Chebyshev serisi agilimina sahiptir.

1.4. iIKi DEGISKENLiI CHEBYSHEV POLINOMLARI VE SERILERI
Iki degiskenli Chebyshev polinomlar

Leey)=T.(0)(») , -1sxy<] (1.20)
ve

T, . (xy)=T (0T, () , 0<xy<l1 (1.21)

seklindedir. Buradaki T.(x), T.(3), T, (x) ve T, () tek degiskenli Chebyshev

polinomlaridar.

T.(x)=cos(r8d), cos(@)=x, -1<x<1

T,(y) = cos(sg), cos(@)=y, -lsy<l1

Ve



T’ (x) =cos(rf), cos(@)=2x-1, 0<x<1

T () = cos(s¢), cos(¢)=2y-1, 0<y<1

' Bu tanimlan kullanarak su sonuglan ¢ikarabiliriz.

1

Y;‘,s(x9y)Tp,q(x’y) ZZT;’+(—1)’p s+(- 1)] (x y)

-010

ztv(xhy) (x y)——zz r+(— 1) p.s+(- 1)/ (x9y)

1— j=0
2xT (x y) r+ls(x3y)+ r-ls(xSy)
202x =T, (x,3) = T, (6. ) + 1,3, (%, )
(x y) r s+1 (x’ y) + Tr,s—l (x’ y)

22y =DT, (%, ) =T,y (5, 0) + T,y (%, )

m n

x ynT’,S(x’y) = 2m1+n ZZ( i )( J r—m+2i s—n+2j(x y)

i=0 j=0

2m 2n
X J/"T:,s(x,y) 22,,,.,.2,, ZZ( )( ) r.—m+xs-n+1(x y)

i=0 j=0

1L DT, ()
T, (x,y)de = = s
|7, x5 2203 Sl

G APCY)
2% s+(=1)

I(WW“

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)



® _ l ! (~1)i];1(_l)l’s (x9 y)

_[Tr,s(xay)dx - 4,=Zo I"+(—l)i (1.32)
» _ 1 1 (—1)17-;;+(_1)J (xS y)

|77, (e. y)dy = yO DAy (1.33)

Teorem 1.2 f(x,y), -1 < x,y <1 aralifinda siirekli ve simrli degisimli ise o zaman
bu bélgede dingun yakinsayan

o 0

f&x»=Y">"a,T, (%) (139

r=0 s=0
formunda iki degigkenli Chebyshev seri agilimina sahiptir [14].
Benzer gekilde f(x) , 0<x,y <1 aralifinda stirekli ve sinirh degisimli ise

o0 o0

[y =2>"a, T (x) (1.35)

r=0 s=0

formunda diizgiin yakinsayan iki degigkenli Chebyshev serisine agilabilir.
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BOLUM 2

CHEBYSHEV KATSAYILARININ HESABI

2.1. TEK DEGISKENL] FONKSIYONLAR iCIN CHEBYSHEV KATSAYILARI

x=0 civannda Taylor seri agilimi yardimiyla —1<x<1 arabfmnda bir f(x)
fonksiyonunun Chebyshev seri agilimi bulunabilir. Bu y6ntemin 6zii Lanczos [6]

tarafindan verilmigtir ve su formiillerin kullanimina baghdar.

Ly )
x2n = 2-2n+lzl[ n JTZi (x)

im0 \n—1

x2n+1 - 2—2n

n(2n+1
[ , JT 261 (%)

i=0

Bu formiiller kullanilarak Taylor serisindeki x’in kuvvetleri yerine Chebyshev
polinomlarindaki agilimlar: konularak seriler agagidaki formda yeniden diizenlenirler.

=Y £T.(x)

r=0

=0,1,2,...,N almir ve kullanilan bu metod ile su sonuglari ¢ikarabiliriz.

fx)=fT,.(x) 2.1)

r=0

formunda N. déreceden kesilmis tek degiskenli Chebyshev serisi olan bir f(x)
fonksiyonu alalim. Bu f(x) fonksiyonunu matris formunda yazabiliriz.

f@)=T,F 22)
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- Burada

T,=[Lx T .. . L&)
veE

F=Bfo Ho- - fN} dir.

Simdi de f(x) fonksiyonuna x=0 civarinda N. dereceden Taylor polinomlar

yardimiyla yaklagalim, yani
f(x) = ib,,x" (2.3)
=0
X=[x & |, B=p, b b, ]
- olmak {izere (2.3) matris formu
f(x)=XB (2.4)
seklindedir.

(2.2) ve (2.4) denklemlerinden gu bagintiy1 elde edebiliriz.
TF=XB (2.5)

X

Diger taraftan (1.12)‘ bagintisi tekrar hatirlarsak ve n=0,1,2,...,N alinirsa matris
denklemleri

X'=DT' yada X =T.D' 2.6)

olur. Burada X (2.4)’te ve T, (2.2)’de tammlandi. D de asagidaki gibi tanimlandi.
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1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0

2 2

0 3 0 1 0 0
4 4

2-2n 2n 0 2—2n+1 2" 0 L 2—2n+1 2n O
n—-0 n-1 0

'o 2041 0 yul 21 0 5 2141 |
| n-0) . n-1 ’ 0

D matrisinde N tek i¢in son satir1, N ¢ift i¢in bir 6nceki satir1 matrisin son satiri

olarak kullanacagiz. (2.6)’y1 (2.5)’de yazarsak
F=D'B veya B=(D')"'F 2.7

matris esitlifini elde ederiz ki bu da f(x) fonksiyonu i¢in Taylor ve Chebyshev
katsayilar arasindaki iligkidir. Benzer bigimde 0<x <1 aralifinda tanimlanan f(x)

fonksiyonuna

f@=Y"£T (x) 2.8)

r=0

kesilmis Chebyshev serisi ile yaklagip ayni yol izlenirse
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1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 2
3 1 1 0 0 0
8 2 8
s I 3 1 0 0
, 16 32 16 32
D=l 35 7 7 1 1 0
128 16 32 16 28
. . . . 0
0
. 0
2—2n 2n 2—2n+1 21’! -2n+1 2" 2—2n+1 2n 2n+1 2” 2—2n+l 2n
i n n+1 n+2 n+3 n+4 2n) |
olmak iizere
F*=D"B veya B=(D")'F" (2.9)
matris egitligini elde ederiz.

2.2. IKi DEGISKENLI FONKSIYONLAR ICIN CHEBYSHEV KATSAYILARI
K(x,y) fonksiyonuna —1< x,y <1 i¢in

0 @0

Kx»)=Y">%,T, (%) (2.10)

r=0 s=0

formunda x ve y’ye gére N. dereceden iki degiskenli kesilmis bir Chebyshev serisi ile
yaklasahm. T, (x,y) =T, (x)T, (y) oldugunu g6z 6niine alir ve

1 1 1

"lfkoo Ekm EkONT

Ekw kyy o kin
K =

Live ki "

|2 NO N1 NN ]
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dersek (2.10)’u matris formunda
K(x,y)=T,KT, 2.11)
olarak ifade edebiliriz.

Simdi de K(x,y) fonksiyonuna x=y=0 civarinda x ve y’ye gére N. dereceden Taylor
polinomlar1 yardimiyla yaklasalim, yani [16]

N N
K@= Y cpnr"y" (2.12)
n=0 m=0
Burada
1 8"™"K(0,0)
" dml ooy
olur.
X=[x0 x' S xN],Y=[y° iy . A y”] ve

C= [c,,,,,,] n,m=0,1,2,..,N olmak lizere (2.12)’yi matris formunda

K(x,y)=XCY" (2.13)
olarak ifade edebiliriz.

(2.6), (2.11) ve (2.13) bagintilarim kullanarak Chebyshev ve Taylor katsayilari
arasindaki iligkiyi

K=D'CD (2.14)
olarak elde ederiz

Eger K(x,y) fonksiyonu 0 < x,y <1 araliginda tanimlanmigsa K(x,y) fonksiyonuna
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N N

K@x,y)=Y.>"% T, (%) (2.15)

r=0 s=0

iki degiskenli kesilmis Chebyshev serisi ile yaklasip aym yol izlenirse

1 1

‘iik(;o Ekgl Ek(;N
Ekfo ki . . . ky
K = - I . olmak {izere
1. . .
kv K oo K
K" =D"CD" 2.16)

matris esitligini elde ederiz.
2.3. FONKSIYONLARIN TUREVLERI iCiN CHEBYSHEV KATSAYILARI

~-1<x<1 érahgmda y(x) fonksiyonu ve n. basamaktan tiirevlerini kabul edelim ki

Chebyshev seri agilimlari

Y0 =310, (x) ve y© (1) =30, T, () @17)

r=0 r=0

olarak ifade edilsin. Burada a,”” ve a, Chebyshev katsayilandir. a,” =a, ve

(n+l) 92

yQ =y agikea gﬁrﬁlmeldedir. (1.15) baglantis1 kullanarak y™ ve  y™*’in
katsayilar1 arasindaki rekiirans bagintis1 [6,10] tarafindan agagidaki gibi bulundu.
2ra,"” =a, " —a ™", r2l (2.18)

(2.18) bagintisina dayali olarak su bagintilar1 yazabiliriz.
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(n) (n+l) (n+1)
2(7" + 1)ar-:-l = ar - ar+2
(n) (n+1) (n+1)
2(" + 3)ar+3 = ar+2 - ar+4
) _ (n+1) (n+1)
2(7’ + S)ar+5 =Gy — s

ve bu bagintilardan

a ™ = 2[(r +a,,” +(r+3a,,"” ++5a,," +. . ]

r

yada

a, " =23 (r +2i+0a,,5," (2.19)

i=0
elde edilir.

)

(2.19) bagintisina gore a, ve a,? katsayilarim agarsak

o0
(03] q
ar — 2 z :(l” + 21 + 1)ar+217+1
i=0
Ve

a,? =2 (r+2i+1)a,,,," yada a,? =4Y i(r +i)r +2)a,,, (2.20)
i=0

i=0

Burada 1=0,1,2,....,N almir ve >N ise g, =a,” =a,? =. . . =0 kabul edilir.
(2.19) bagintisin1 matris formunda

APD =2MA™ | g =0,12,... 221

'ol-ar_ak ifade edebiliriz.



Burada A® = [—1— a” a”
2

(2.21)’den N tek i¢in

© o ©
S o=

ve N ¢ift i¢in

©c o ©
S ON|=

elde ederiz.

©c N O

W OoON|w

w om[u

it
. aN(")] dir.

wn oN|w

wn oON|w

z on|=

> .

(N +1)x(N+1)

J(N +1)x(N +1)

17
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(2.21) bagmtisinda n=0,1,2,... i¢in
A® =2MA

A® =2M4® =22 M?A
A® =2MA® =2’ M*A

(2.22)
A =2MA™D =2"M"A
Burada A® = A oldugu acikga gorillmektedir [17].
Eger y(x) fonksiyonu 0 < x <1 araliginda tamml: ise (2.22) bagintisi
AN =4"M"4 (2.23)

seklinde olur.
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BOLUM 3

LINEER OLMAYAN DIiFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN
CHEBYSHEV MATRiS METODU

3.1. GIRIS
Bu boliimde amacimiz (1.1) bagintisi ile tamimlanan
P(x)y"+Q(x)y" + R(x)y + S(x)y* = f(x) 3.1

ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denkleminin

N
yx)=>"a,T, (x) -1<x<1, NelN (3.2)
r=0

formunda kesilmis bir Chebyshev seri ¢dziimiinii bulmaktir. Burada g, bilinmeyen

katsayilar, T, (x) Chebyshev polinomlar:1 ve N € IN serinin kesme sinindir.

3.2. TEMEL MATRIiS GOSTERIMLERIi

Burada daha sonraki boliimlerde kullanacagimiz bazi fonksiyonlarin Chebyshev

agilimlarimin matris gésterimini sunacagiz.
3.2.1. f(x) Fonksiyonunun Matris Gosterimi

Bilinen f(x) fonksiyonunun kesilmig Chebyshev seri formunda yazilig1
N
f@®=Y"1T, (%)
r=0

seklindedir. Bu fonksiyonun matris gosterimi ise
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f(x)=TF (3.3)

F=[‘l‘fo ho- . fN:I > Tx:'[To(x) r(x . .. TN(x)]

bi¢iminde yazilir. Burada f,’ler f(x) fonksiyonunun Chebyshev seri agihimindaki
katsayilardir.

3.2.2. y(x) Fonksiyonunun Matris Gosterimi

1
2 0
4
N
y®)=Y'a T, ®=L® L@ . . . L]
r=0
[ 9N
Eger T=[,() L) . . . Ty)
1 t
A=[5a0 a . . . aN}
olarak alirsak y(x) bilinmeyen fonksiyonunun matris formu
Y(x)=T,4 34

seklinde yazilir.

3.2.3. [y(x)]2 Fonksiyonunun Matris Gosterimi

y(x) = i'a,T, (x) olduguna gore

r=0
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@F = [Z'aﬂ: (x)] =" "'a,a,T,(x)T,(x)

= Z .Z ,arzas [Tr+s(x) + T,_s(x)]

elde ederiz. Bu ifade agilip tek bir toplam isareti altinda diizenlenirse

2N N N )
D@F =387 ()= Z'Z'——“’z" [T, )+ T, (x)] (3.5)
i=0 r=0 s=0

olur. Burada b, katsayllan (a,q,); 1,5=0,1,2,..,N bilinmeyen katsayilar tiiriinden

bulunur.

O zaman [y(x)[ ’nin matris formu [7]
b} =ZbT (x)=EB (3.6)
E=[® 1 . . . L,

B=Bbo b . . . bZN]

olarak yazilir. Burada a_, =g, olmak {izere




seklindedir.

Tablo 1. b, = (a,a, ) katsayilarinin hesab:

22

N=0 b, =—a’
0 =5 %
b 1 2 2
o =78y T
N =1 b =a,q,
1
b2=§a,2
1

b, =Ea§+a12 +a;

b =a,a, +aya,

V=2 b, =—l—af+aoa2
2
b, = aya,
b, =la§
2

3.2.4. x”y" Tiirev Fonksiyonunun Matris Gésterimi

x?y®) terimlerinin Chebyshev agilim

N p
S ] - p s
xy® =332 P(j)a|(r_)p+2j|T,(x)

r=0 j=0

Clenshaw tarafindan verilmistir [6]. (3.7)’nin matris g&sterimi
%? y(s) =T,M, 4@

(2.20) bagintisindan A9 =2 M4 yerine yazarsak

X’y =T, M, 2°M*4 0,12 p=0,12,..N

(3.7)

(3.8)




elde edilir.

Lineer olmayan kisim i¢in (3.7) bagintisim1 diizenlersek

[y = z.iz—p(ﬂb',_mzﬂ, (x)=T,M B

r=0 j=0

elde edilir.

Burada My=[m,]| (=0,1,2,..N+1 ve j=0,12,.

tipinde bir matristir. M ,’nin elemanlan p tek ise

l p p
o | 2olitdl |+ pHli=4 | s
i = 2 2

p cift ise

0 ;

m;

1 p p
2 p-li+jl |+ p+i-jl ||
2 2

i+

i+j

i+

i+j

tek

¢ift

tek

igin

igin

icin

icin

23

(3.9)

N+1) matrisi (N+1)x(N+1)

p p
burada i+j > pigin | p—|i+j| |=0 ve |i— j|> p igin | p+[i— j| |=0 kabul edecegiz.

2

Buna gore ilk birkag M, matrisi su sekildedir.

2
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(Birim Matris)

1-(N+1)x(N+1)

dN+1 )x(N +1)

el ks B =)

o © |+ © —|len -

o —~|l+ © ~|lan o

—|t o ~|laN © —~|< -

© o+ o ~|¢+ o©

1_2‘ o 1_2 S

=

2 J(N+1)x(N+1)

—t o —~|
o =N o

—N o e~

Il

o~

=
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3.2.5. Kosullarin Matris Formunda Gdsterimi

y@=21 ve y(a)=p baslangic kosullann verildiginde (3.2) ve (2.22)

bagintilarindan

ud=[a] ve vA=[4] (3.10)
Burada

A=[~1—a0 a . . . aN]t

2

U=T.@)=[T,@ T ... Ty@)]

V =2T.(a)M
seklinde yazilabilir.
3.3. LINEER OLMAYAN DiFERANSIYEL DENKLEMiIN MATRIS DENKLEMI

(3.1) Denkleminde P(x), Q(x), R(x) ve S(x)polinomlarimin x=0 civarinda N .

dereceden Taylor polinomlari cinsinden yazarsak

P@=Y px Q@)= qx R®=Yrx'" Sx)=Ysx' 311

i=0 i=0 i=0
seklindedir. Bu durumda (3.1) denklemi

N
[y sax'yarxyla+ 52y B = £(x) (3.12)

r=0

esitligine doniiglir.
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(3.3), (3.6) ve (3.8) bagmtilarim (3.12)’de yerine yazdifmmzda lineer olmayan
diferansiyel denklem,

N
> (4p,M.M? +2g,M,M + .M, )A+5,M,B=F (3.13)

i=0

matris denklemine doniismiis olur. Boylece a, (r =0,1,2,..,N) aranan Chebyshev

katsayilar1 igin (N+1) bilinmeyenli (N+1) denklemden olusan bir cebirsel denklem

sistemi elde ederiz.

(3.1) denklemine kargilik gelen (3.13) matris denklemini

N N
w=w,,|=Y pMM> 2 MM +r.M,) ve Z=[z,]=sM,
i=0

i=0

olmak tizere

WA+ZB=F (3.14)
formunda yazabiliriz. Bylece (3.14)’{in arttirilmig matrisi

W :z;F] (3.15)
olur. Verilen kosul (3.15)’in son satirtyla yer degistirilirse

:Z;F]

ST

arttirilmig matrisi veya
WA+ZB=F (3.16)

matris denklemini elde ederiz. Buradan bilinmeyen Chebyshev katsayilari bulunur. Elde
edilen Chebyshev katsayilan (3.2)’de yerine konularak (3.1)’in ¢oziimiine N. dereceden

bir Chebyshev polinomu ile yaklagmis oluruz.
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Benzer gekilde (3.1) diferansiyel denklemi 0<x <1 aralgmmda da matris
denklemine doniigtiiriilebilir.
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BOLUM 4

LINEER OLMAYAN INTEGRAL DENKLEMLER iCiN
CHEBYSHEV MATRIS METODU

4.1. LINEER FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMI

Bu boliimde amacimiz (1.3) ile tammlanan bagintida 4, =0 p =1 ise

1
Y(x) = f)+ 4 [KG (x,0)y(@)dt @.1)
0
ikinci tiir lineer Fredholm integral denkleminin

y(x) =i'arT:(x) 0<x<l1 , NeIN 4.2)

n=0

formunda kesilmis bir Chebyshev seri ¢oziimiinii bulmaktir. (4.2) bagintisinin matris

formu
y(x)=T. 4 4.3)
seklindedir. Burada

T =[w TE . .. )

(4.1) denkleminde bilinen f(x) ve K, (x,) fonksiyonlarim da Chebyshev serilerine
acabiliriz. Bunlarin matris formlar1 da su sekildedir.
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fx)=TF (4.4)
Ve

Ki(x,t)=T,K'T" (4.5)
(4.1) integralinde y(t) fonksiyonunun matris formu
YO =T/ 4 6)

seklindedir. (4.1) integral denkleminde (4.3), (4.4), (4.5) ve (4.6) bagntilarim yerine
yazarsak

1
T, A=T,F+J, [T]K'T,'T; Adt
0

1
A=F +2,,K'[ IT,"T,'dt]A
0

kisaca
A=F+/11K‘Q'A 4.7

olur. Bﬁrada

Q= le,“T,‘dz =lg;,] ij=0,1,2,..N
0

i[ 1 1
1 — +

a, = [ o7 0de =12[1-+ %) " 1-G- )Y
0

0 s i+ j tek ise

} ; I+ ¢ift ise
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Q" matrisi Fox ve Parker tarafindan tammlanmgtir [10]. Boylece (4.1) Fredholm
integral denklemi (4.7) matris denklemine déniigmiis olur ki bu a; bilinmeyen katsayili
N+1 denklemli lineer cebirsel bir sisteme karsilik gelir ve bilinen sayisal yontemlerle
¢oziilebilir.

4.2. LINEER OLMAYAN FREDHOLM iINTEGRAL DENKLEMIi
(1.3) bagmtisinda 4, =0 p=2 ise
! 2
Y@= f@)+4 [K; x0OF at (4.8)
0

ikinci tiir lineer olmayan Fredholm integral denkleminin (4.2) formunda kesilmis bir
Chebyshev seri ¢dziimiiniin oldugunu kabul edelim. Burada

oY =X 61 ©)=E'B 49
Eltw 1 . .. 5]
B=[—1—b0 b bw}t

2

Burada B matrisinin elemanlan Tablo 1 ile verilmigti.

(4.3), (4.4), (4.5) ve (4.9) bagntilarindaki matris formlarini (4.8) de yerine yazarsak

1
T, A=T;F+24 [T;K'T,"E" Bdt
0

1
A= F+21K'{ _[.’l‘,"E'dtJB
0
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kisaca
A=F+AK'T'B 4.10)

olur. Burada

1 1
T = jT,“E'dt: IT,'(t)Tj'(t)dt] i=0,1,2,..,N j=0,1,2,...2N
0 | 0

1 rl 1 + 1 ; i+ ] ¢ift ise
frr o1 @ ={2[1-G+ ) 1-G-jF ]
° | 0 ; i+ ] tek ise
bu durumda T matrisi
[ 1 0 -13 0 ~1/15

0 13 0 -Y5 0
-3 0 715 0 —19/105
"= 0 -15 0 17/35 0

seklinde sabit bir matristir. Béylece (4.8) lineer olmayan Fredholm integral denklemi
(4.10) matris denklemine doniigmiis olur ki bu a; bilinmeyen katsayilh N+1 denklemli
lineer olmayan cebirsel bir sisteme karsilik gelir ve niimerik olarak ¢6ziilebilir.

4.3. LINEER VOLTERRA iINTEGRAL DENKLEMi

(1.3) bagintisinda 4, =0 ¢ =1 ise

@)= () +4, [K; (x,0)y(0)de (4.11)
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ikinci tiir lineer Volterra integral denkleminin (4.2) formunda kesilmis bir seri
¢ozlimiiniin oldugunu kabul edelim.

K, (x,1) gekirdek fonksiyonunu (2.15) bagintisina gore

K (6, 0) = (T (K, + T, (0K, +.t Ty (K ),
K;<x,r>=(i1‘: (x)K:JT," @.12)

seklinde yazabiliriz. K, matrisleri Ky matrisinin satir matrisleridir.

(4.11) integral denkleminde integral kismim I(x) ile g&sterelim. (4.12) ve (4.6)
matris formlanm I(x)’te yerine yazalim.

I(x) = ]K; (e, O)y(E)dt = j(i T' (DK, ]T,"T,'Adt = (i T’ (XK, )T'A (4.13)

i=0

elde edilir. Burada
T = 17 dr = [ [ or; (t)dt:l =[] n,m=0,1,2,...N
0 0

olur. T (x)T" = H, i=0,1,2,...N

1

H; = [T (x)]T,“T,‘dt] =[]
0

I(x)=(iK:H:JA=i'I, @)} (6)=T:1@,) (414)

i=0

olur. Burada j>N i¢in Tj' (x) =0 kabul edilir ve
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I(a,)=|:%lo(a,.) ILi(a) . . . IN(a,.)] dir.

Elde edilen (4.3), (4.4) ve (4.14) matris formlar1 (4.11) denkleminde yazilirsa

T A=T,F+A,T.1I(a,)
kisaca
A=F+2,1(a) (4.15)

matris denklemi elde edilir. Boylece (4.11) Volterra integral denklemi (4.15) matris
denklemine déniismiis olur ki bu a, bilinmeyen katsayili N+1 denklemli lineer cebirsel
bir sisteme karsilik gelir.

4.4. LINEER OLMAYAN VOLTERRA INTEGRAL DENKLEMI

(1.3) bagintisinda 4, =0 g =2 ise

y®) = f@)+4, [K; 0] dt (4.16)

ikinci tiir lineer olmayan Volterra integral denkleminin (4.2) formunda kesilmis bir
Chebyshev seri ¢oziimiiniin oldugunu kabul edelim. (4.16) denkleminin integral kismi
i¢in (4.9) ve (4.12) bagintilarin yazalim.B matrisinin elemanlar1 Tablo 1 ‘de verilmistir.

x

1) = [K; oy de = j(iT..’ WK, ]T,"E‘Bdt

0 \!?

1(x) =( T (K )i"B 4.17)

H
i=0

olur. Burada T = ]T,"E‘dt = [jT OT; (t)dt] =[] »01.N m=01,.2N
0 0
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T’ (x)ft — H, olsun. i=0,1,2,...N

I(x) = [i K H jB = i'l,, BT, (x) =T, I(b,) (4.18)
I(bi)=[%lo(b,.) L) . . . 12N(b,.)]t

sonug olarak elde edilen (4.3), (4.4) ve (4.18) matris formlarim (4.16)’da yerine
yazarsak:

T A=T.F+,T. I(b,)
kisaca
A=F+2,I(b,) (4.19)

matris denklemi elde edilir. Boylece (4.16) lineer olmayan Volterra integral denklemi
(4.19) matris denklemine donfigmiis olur ki bu a; bilinmeyen katsayili N+1 denklemli

lineer olmayan cebirsel bir sisteme kargilik gelir ve niimerik olarak ¢6ziilebilir.
4.5. LINEER OLMAYAN VOLTERRA-FREDHOLM INTEGRAL DENKLEMI

(1.3) bagmtisinda 4, ve A, sifirdan farkh ve p,q=1,2 degerlerine gore olusan
VoiterraéFredholm integral denklemini matris denklemine su sekilde doniigtiirebiliriz:
4.1 4.2 4.3 ve 4.4 baghklan altinda elde ettigimiz matris denklemlerinde integral
kisimlarinin bir lineer kombinasyonlar: bize lineer olmayan Volterra-Fredholm integral
denkleminin matris denklemini verir. Bu matris denklemi a, bilinmeyen katsayilarina
gére N+1 bilinmeyenli N+1 denklemli lineer olmayan cebirsel bir sisteme kargilik gelir
ve niimerik olarak ¢oziilebilir.
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BOLUM 5
UYGULAMALAR

Bu ¢ahigmada sunulan Chebyshev matris yontemi lineer olmayan diferansiyel ve
integral denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini bulmakta kullanilir, Bu béliimde yontemin
daha iyi anlagilabilmesi igin baz1 6rnekler verilmigtir.

Ornek5.1. y'=x>+3?> , -1<x<1 (5.1
Lineer olmayaxi diferansiyel denklemini y(0)=1 kosuluna gbre ve N=2 olacak sekilde
ikinci dereceden Chebyshev polinomlari cinsinden bir ¢oziimiinii aragtiralim. (3.11)
bagintisindan (5.1) denkleminde

Px)=0 Qx)=1 Rx)=0 S(x)=-1 seklindedir. Boylece

Po=p=p,=0 g,=1 ¢,=¢,=0 r,=r,=r,=0 s,=-1 s5,=5,=0 olur.

1/2

1 1
f@=2 = L@+ 56  F=| 0
1/2

(5.1) denklemini (3.13) matris denklemine gére

2
(4p,M M? +2g,M .M +r,M,)4+5,M,B=2M,MA~M,B=F yazabiliriz.
i=0
S
1 _Ebo
2 0 of0 2 0]54| [-1 0 0 o 0]% | [12
1
02000 0 2['a [+0 -1 0 00, |=|0
002J0 0 0fa |0 0 -100], ||y
- 3
_b4_




e
1 5bo

0 1 0]5% —10000’,,1 1/2

0.0 4} a [+/0 -1 0 0 0], |=0

0 0 0f a 0 0 -10 0], 1/2
_b4_
010:-10 000 ; 12
0 0 4 0 -1.0 00 ; 0
000:0 0 -100;1/2

y(0)=1 kosuluna gére matris denklemini (3.10) bagintisindan

o -1a=f]

ve arttirilmig matris formunu
[10—1: 0 0 0 0 O 1]

olarak elde ederiz.

Sonug olarak (5.1) problemi i¢in yeni arttirilmig matris

01 0 : -1 0 000 ; 12
00 4 : 0 -1000O0; O
1 0 -1 0O 0 000 ; 1

olur.

Buna kars1 gelen lineer olmayan denklem sistemi agagidaki sekilde elde edilir:
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an—az =1

veya

11
a, —E(Eag +al +a§)

4a, —(a,a, +a,a, ) =0

—ay,—a, =1
20 2

Bu denklem sistemi Newton yontemiyle ¢oziiliirse

N =

37

a, =3,0134 , 4,=09998 ve g,=0,5067 olarak bulunur. (5.1) Diferansiyel

denkleminin ¢6ziimii

veya

y(x) = %3,0134T0 (x) +0,9998T, (x) + 0,506 7T, (x)

3(x) =1+ 0,9998x +1,0134x>

olur.

Bu ¢oziimii Taylor Matris ¢oziimiiyle kargilagtinlmasi agafidaki Tablo 2 ile

verilmisgtir.

Tablo 2. Omek 5.1°in sayisal ¢oziimleri

X Taylor Matris Y6ntemi Simdiki Chebyshev Matris Yontemi
1 3 3,0132
0,5 1,75 1,75325
0,25 1,3125 1,3132
0 1 1
-0,25 0,8125 0,8133
-0,5 0,75 0,7534
-1 1 1,0136
Ornek5.2. y'2(x-Dy+y*=-x+2x+1 , -1<x<1 (5.2)

Lineer olmayan diferansiyel denkieminin N=1 igin ¢6ziimiinii aragtiralim. (5.2)

denkleminde
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P(x)=0 O(x) =1 R(x)=-2x+2 S(x) =1 seklindedir. Boylece

Po=p,=0 ¢q,=1 ¢,=0 r,=2 rn=-2 s,=1 5=0 ol

f(x)=-x2+2x+1=n§x)+2ﬂ(x)_flgl F=[1/22]

(5.2) denklemi i¢in (3.13) matris denklemi yazilirsa

1
> (Ap MM +2q, MM +r,.M)A+5s,M,B=(2M,M -2M, +2M )4+ M B=F
i=0

seklinde olur.

1

1 oo 1721 J1 o] Jo 12NL, | 1 o of2"°| /2
2 +2 -2 7% |4 b, |=

o 1o o[ o 1/ 7t ol}% [Tlo1 o0 2

1 b,
1
1 500

2 0], 1 0 0]2 1/2

2 22 [*lo 1 of & || 2
_ 4 .

2

Buna kars1 gelen lineer olmayan denklem sistemi agagidaki sekilde elde edilir:

1
2a, +—a; +al =1
2
—a, +2a,+aya, =2
Bu denklem sisteminin iki ¢6ziimii

I={a,=0 , a =1}
I={a,=—4 , a =1}

seklindedir.
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nx)=x
»()=-2+x

olarak elde edilirler. Bu iki ¢oziim (5.2) lineer olmayan diferansiyel denkleminin 6zel
¢ozlimleridir. Genel ¢6zlimii bilinen yéntemlerle [1,15]

_Yx)mx e 1

=ce veya
y(x)—x+2 y(x)—x

_1 ce ¥ — 1 olarak bulunur.
2 2

Ornek 5.3. y-y+xpi=x-1 , -1<x<1 (5.3)

Lineer olmayan diferansiyel denkleminin N=2 igin ¢oziimiinii aragtiralim. (5.3)
denkleminde

P(x)=0 O(x)=1 R(x)=-1 S(x)=x oldugu agik¢a goriilmektedir.Buna gére

Po=0=p,=0¢q,=1 q=¢,=0r,=-1 r=r,=0 s;=1 s,=5,=0

f@=x-1=-T,(x)+T(x) = F[_ll]

(5.3) denklemi i¢in (3.13) matris denklemini yazarsak

2

> (4p,M M? +29,M M +r.M M +5M,B=(2M,M-M,)4+MB=F

i=1

1 -
-1 1 0]3%| [oy2 0 o 0]% | [-1
0 -1 4 q [+|1 0 y2 0 0f , |=|1
2
0 0 -1]a | [0Y2 0 Y2 0f, | |0
73

Buna kars1 gelen lineer olmayan denklem sistemi su gekildedir:
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2

1
——=a,+a; + =-1
2
1 al a} aa, a
—a +da, +—a) 22 T o
2 2 2 4

a,4,

Bu denklem sisteminin ¢6ziimiinden g, =2 a4, =0 a, =0 bulunur. Buradan (5.3)

denkleminin ¢éziimii
y(x) =1

bulunur. Bu ¢dziim (5.3) denkleminin bir 6zel ¢dzlimidiir. Bir 6zel ¢dziimi bilinen
Riccati denkleminin genel ¢6ziimii bulmak i¢in bilinen yontemler kullamlirsa [1,15]

xz—x

e
¥(x)-1

= I—— xe* *dx

bulunur. 1k birkag terime gore integrali alirsak

xt-x 2 3 4 5

¢ =_x_+_3_c___x__+x_+c olarak bulunur.
y(x)-1 2 3 4 5

Ornek 5.4 Y'-3y'2y+y* =1 , ~1<x<1 (5.4)

Ikinci mertebeden lincer olmayan diferansiyel denklemini N=2 olacak sekilde
Chebyshev polinomlar cinsinden ¢6ziimiinii arastiralim. (5.4) denkleminde

P(x)=1 O(x)=-3 R(x)=2 S(x)=1 seklindedir. Bdylece

po=1 p=p,=0¢q,=-3 ¢q,=¢,=0r=2 rn=r=0 55=1 s =5,=

olur.



fR=1=T,(x)  F=[0

5.4 denklemini (3.13) matris denklemine gore

22:(4p,.M,.M2 +2¢, MM +r.M,)4d+s,M,B=F

i=0

(4M,M? —~6M,M +2M, )4+ M,B = F yazlabilir.

1 .
0 0 4,10 -3 0 2 00 '2‘% 1 0000
0 0 0|+/|0 0 -12|+|0 2 Off a [+{0 1 0 0 O
0 0 0)] O O O 0 0 2|) g 0 0100

Buna karsilik gelen lineer olmayan denklem sistemi su sekildedir.

a, -3a, +4a, +%a§ +lal2 +la§ =1

2a, ~12a, +aya, +aa, =0

2a, +aya, +%al2 =0
Bu denklem sisteminin iki ¢dziimii

I={a0=2\[2_—2 , =a2=0}

II={ao =-242-2, a,=az=0}

seklindedir.

ARl

w

a
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y,(x)=-1+2
y,(x)=-1-2

olarak elde edilirler. Bu iki ¢6ziim (5.4) lineer olmayan diferansiyel denkleminin &zel
¢oziimleridir.

Ornek 5.5. y"v—%y2 =0 , -1<x<1 (5.5)

Ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemi N=2 igin ¢Oziimiinii

aragtiralim.
P(x)=1 Ox)=0 R(x)=0 S(x)= —% seklindedir. Buna gére

3
po=1 p=p,=0 q,=¢,=9,=0 ry,=r,=r,=0 s0=—§ s; =5, =0 olur.

f(x)=0 F=|0

(5.5) denklemini (3.13) matris denklemine gore yazarsak

2

> (4p, M, M? +2g,M,M +1.M,)A+sM,B=F

i=0

AMM*4- %MOB = F yazlabilir.
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1 _F%bo
00 4)3%| [-32 0 0 o0 0]% | [o
00 0|a |+ 0 =32 0 00f, |=lo
00 0] a 0 0 -3200], | [of
L by |

Buna kargilik gelen lineer olmayan denklem sistemi su sekildedir.

3 3
402»:(§a§ 6112 Z j =0 _
~=a,a, —=a,a, =0

Bu denklem sisteminin ¢oziimii
y(x)=0
seklindedir. Bu (5.5) denkleminin bir 6zel ¢6ziimiidiir.

x 1
Ornek 5.6 y(x)= —§%x6 + éx“ —x*+ %x - % + oj (x-)yO)f ar+ oj (x+1)y@a (5.6)

Volterra-Fredholm integral denklemini 0<x,f<1 aralifinda N=1 i¢in ¢6ziimiinii

aragtiralim.

1 ¢ 1, 5, 5 5 . —1,0452
LS S S S SO F=
JR=—gg* +3x TX Agxog s 0.1902

(5.6) integral denkleminin matris denkleminde yazilis1 su sekildedir.

A=F+1,1(b)+AK'Q' 4



Ik 6nce Volterra kismim hesaplayalim.

. . . . 0 -12 .
K =x-t= % T o(x,0)— %To’l (x,1) K = [1/2 O/ ] bu matrise gore
K =[0 -1/2] K; =[l/2 0] seklindedir.
[y®OF =E'B E=lo o . .. 1,0)
1 1
—b, Zag +2 a’
B=}| b |= a,a,
b, 1
2

19= K 0o Far = |

i=0 i=0

I(x) = (i (I’ 0K, ))

i=0

T = [T dt =[ [T (r)dt} (@=0,1 ; m=0,1,2)
0 0

| Renea xITJ O @t [1; O O

T = x x
[T o1, @)t jT; OF Ode [T, OT; @)t
T@W+Lx L®-Lx L L@ T
f' = . 2 . , _8 . 12 , 4 ) 6
- LE T LE LE-LE

8 24 8 6 32

Y (1 K, ,"E‘Bdr=(i(ﬂ‘<x)l<: )](]T,"E'dr]zs

44



45

T' T =H: (i=0,1)

1 e " e & N & _ * & *
ZK:H:—"'—?KSHO =TO‘(JC)K;T =10 _Té)(x) T = TZ,(JC) I (X)_TE)(X) ]:)(x)
i ‘ 2 16 16 12 64

&

K H; =T, 0K, T = {——T‘ 2(") O}T

|4 ) +3KT, (x) T, (x)-2T, (x) =107 (x)- 7T, (x)
B 16 64 96

I(x) = (Kg Ho+K' ﬁI)B

C , _ la rig
(T @+ x -5h(x) UT(x) -5T(x) 1175 (x) aa2
4 64 96 48 192 L
2%

_ g_(i_llaoa1 37a; T () + ao _Saa | Ta; T ()b = 1]
16 96 384 64 96 11
Fredholm kismui igin

Ko@) =x+1 =T}y (60) 4 ~Toy () + =T, k= I
&) =x+t= o,o(""a)"'2 01(x )"‘ 1o(xt) = 2 0 0 = 0 13

seklinde bulunur.

1 1
1 —a,+—a
P 1 12 1 0 _ 0 1
K'Q 4= / 2% (=2 6 | olur
1172 00 1/3 a, 1

—a
4%

Bulduéumuz matrisleri 4=F + A,1(b,)+ 4,K' Q"4 matris denkleminde yerine yazarsak



2

16

a Uaa 37af| [1 1
—L0452| |16 384 |, |2° 6
01902 | | a _Saa Tai 1,
16 96 47"
a; llaga, 374}  a
1,0452i|= 16 o ——2384 6
—-0,1902| |a, Sapa 7_(1:1__‘_&_611

9% 4
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olur. Lineer olmayan bu denklem sistemini Newton yontemine gére ¢ozdiiglimiizde

‘a, =-3,3271

veya

a, =0,4629

-3,3271
x) =

Y(x) = =2,12645 + 0,9258x

olarak bulunur. (5.6) integral denkleminin ¢6ziimii

T, (x) +0,4629T;" (x)

olur.

Bu ¢6zlimii tam ¢dzlimiyle karsilagtirilmasi agagidaki Tablo 3 ile verilmistir.

Tablo 3. Ormnek 5.6’ nin sayisal ¢oziimleri

X Tam Coziimil Simdiki Chebyshev Matris Yontemi
0 2,125 2,12645

0,25 -1,875 -1,895

0,5 1,625 -1,66355

0,75 1375 -1,4321
1 1,125 -1,20065
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SONUCLAR

Lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak
oldukg¢a giictiir. Analitik ¢6zlimiin bulunamadig1 yerde yaklasik ¢6ziimlerle yetinilir.
Bu caligmada, lineer olmayan diferansiyel denklemler ile 0 <x <1 aralifinda lineer
olmayan Volterra-Fredholm integral denklemlerin yaklagik ¢dziimlerini bulabilmek i¢in
bir Chebyshev matris yontemi sunulmugtur. Yontem, ¢6ziim fonksiyonunun Chebyshev
seri agilimmin var oldufu kabul edilip bu agilimdaki bilinmeyen Chebyshev

katsayilarinin hesaplanmasina yardimci olur.

Chebyshev matris yontemi hem 6zel hem de genel ¢oziimlerin bulunmasinda
kullamilabilen bir yontemdir. Ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimii ile ilgili pek fazla ¢aligma yoktur. Sadece bazi 6zel denklemler
i¢in, gelistirilmig y6ntemlerle genel ¢6ziimleri bulunabilmektedir. Calismamda her tiir
lineer olmayan diferansiyel denklemlerin 6zel ¢6ziimlerinin bulunabilecegi ortaya
konulmusgtur.

Integral denklemlerde, verilen f(x) fonksiyonu 0<x<1 arahfinda tamml ve
K" (x,t) ¢ekirdek fonksiyonu bu aralikta Chebyshev serisine agilabiliyorsa o zaman
y(x) ¢Oziimii vardir. Aksi takdirde yontem gegerli degildir. Aynica ¢ekirdek
fonksiyonunun hizli yakinsamasi1 durumunda iyi sonug verir.

Burada y(x) ¢Oziimiine yaklasim polinomunun derecesi N’nin tahmini dnemlidir.
Ciinkii N’in- se¢imi y(x) ¢dziimiiniin hassashifim belirler. Eger N yeterince kiigiik
alimirsa ¢6ziim istenilen yaklagiklikta olmayabilir. Bu yiizden uygun bir yaklasim elde
etmek i¢in N yeterince biiyiik secilmelidir.

Besinci boliimdeki Ornek 5.1°de goriilecegi gibi, Taylor matris yontemiyle N=4
i¢in elde edilen sonuca, Chebyshev matris yontemiyle N=2 alinarak ulagilabilmistir. Bu
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yontemimizin avantajidir. Ancak Ornek 5.6 igin aym sonuca varamadik. N=1
aldigimizda tam ¢oziime yeterince yaklagamadik.

Herhangi bir sonlu aralikta tammlanan problem Chebyshev matris yontemiyle
¢Oziilebilir, Eger problem a < x < aralifinda tammlanirsa o zaman

x=%(b—~a))(+%(b+a)

veya

x=(b—a)X+a

lineer doniigiimii ile bu aralik 7,(x) Chebyshev polinomlarnin tamm aralif olan
-1<x <1 araligina doniistiiriilebilir. Araligin 0<x <1 olma durumunda ise ¢6zlim
T’ (x) fonksiyonlar yardimiyla bulunabilir.

Yoéntem integrodiferansiyel denklemler de uygulanabillir. Ayrica daha yliksek
mertebeden lineer olmayan diferansiyel ve integral denklemlere de genisletilebilir. Ozel
¢6ziimleri bulunan ikinci mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlere de genel

¢ozlimii bulmak i¢in bir yéntem geligtirilebilir.
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