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Bu çalışmada, almost simetrik Arf yarıgrupları ile kale polinomları arasındaki ilişkiyi 

Young diyagramları aracılığıyla ortaya koyarak, bu alanda çalışanlara yeni bir uygulama alanı 

sunmayı amaçlıyoruz. Çalışma kapsamında sayısal kümeler, sayısal yarıgruplar, pozitif 

tamsayıların parçalanışları, kale polinomları ve Young diyagramları gibi kavramlar ele alınmıştır. 

Literatürde, sayısal kümeler kümesi, parçalanışlar kümesi ve Young diyagramları kümesi 

arasında birebir eşleşmelerin bulunduğu iyi bilinmektedir. Almost simetrik Arf yarıgruplarına 

karşılık gelen Young diyagramlarının kale polinomlarını ifade etmek için bu eşleşmelerden 

yararlandık. 

Kale polinomlarının hesaplanmasına yönelik literatürde hücre ayrıştırma algoritması ve 

blok ayrıştırma algoritması gibi çeşitli yöntemlerin kullanıldığı bilinmektedir. Bu çalışmada, 

almost simetrik Arf yarıgruplarına karşılık gelen Young diyagramlarının kale polinomlarını 

hesaplamak için blok ayrıştırma algoritmasını uyguladık ve elde ettiğimiz sonuçları sunduk. 

Sonuç olarak, almost simetrik Arf yarıgruplarına karşılık gelen Young diyagramlarının 

kale polinomlarını belirledik. Ayrıca, bu Young diyagramlarının tamamlayıcılarının kale 

polinomlarını da elde ettik. 

 

Anahtar Kelimeler: Sayısal küme, Sayısal yarıgrup, Almost simetrik Arf yarıgrup, 

Pozitif tamsayı parçalanışı, Young diyagramı, Kale polinomu. 
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In this study, we aim to introduce a new area of application for researchers in the field by 

exploring the relationship between almost symmetric Arf semigroups and rook polynomials 

through Young diagrams. The study addresses concepts such as numerical sets, numerical 

semigroups, partitions of positive integers, rook polynomials, and Young diagrams. It is well 

established in the literature that there are one-to-one correspondences among the sets of numerical 

sets, integer partitions, and Young diagrams. We utilized these correspondences to express the 

rook polynomials of the Young diagrams corresponding to almost symmetric Arf semigroups. 

It is known that various methods, such as the cell decomposition algorithm and the block 

decomposition algorithm, are used in the literature for the calculation of rook polynomials. In this 

study, we applied the block decomposition algorithm to calculate the rook polynomials of Young 

diagrams corresponding to almost symmetric Arf semigroups and presented the results we 

obtained. 

As a result, we determined the rook polynomials of the Young diagrams corresponding 

to almost symmetric Arf semigroups. We also obtained the rook polynomials of the complements 

of these Young diagrams. 

 

Keywords: Numerical set, Numerical semigroup, Almost symmetric Arf semigroup, 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Simgeler 

 

𝑨\𝑩  : 𝐴 fark 𝐵 kümesi 

𝑨 × 𝑩   : 𝐴 ve 𝐵 kümelerinin kartezyen çarpımı 

𝑨 ∪ 𝑩   : 𝐴 ve 𝐵 kümelerinin birleşimi 

𝑨 ⊆ 𝑩   : 𝐴, 𝐵’nin alt kümesi 

𝒂 ∗ 𝒃   : (𝑎, 𝑏) ikilisinin ∗ işlemi altındaki görüntüsü 

𝑩𝑯,𝒋   : 𝐻’ye göre 𝐵’nin 𝑗’inci dahil etme tahtası 

𝑭(𝑺)   : 𝑆 sayısal kümesinin Frobenius sayısı 

𝑮(𝑺)   : 𝑆 sayısal kümesinin boşluklarının kümesi 

𝒈(𝑺)   : 𝑆 sayısal kümesinin cinsi 

𝐦𝐢𝐧(𝒂, 𝒃)  : 𝑎 ve 𝑏’nin küçüğü (minimumu) 

𝑴𝒑,𝒒[𝔽𝟐]  : Her bir elemanı ikili girdilere sahip bir 𝑝 × 𝑞 matrisi 

ℕ   : Pozitif tam sayılar kümesi 

ℕ𝟎   : Negatif olmayan tam sayılar kümesi 

𝑷𝑭(𝑺)  : 𝑆 sayısal yarıgrubunun pseudo-Frobenius sayılarının kümesi 

ℙ   : Pozitif tam sayıların parçalanışlarından oluşan küme 

𝑹𝒑,𝒒(𝒙)  : 𝑝 × 𝑞 şeklindeki bir dikdörtgenin kale polinomu 

𝕊   : Sayısal kümeler ailesi 

𝒕(𝑺)   : 𝑆 sayısal yarıgrubunun tipi 

𝒀𝑺   : 𝑆 sayısal yarıgrubuna karşılık gelen Young diyagramı 

𝒀𝝀   : 𝜆 parçalanışına karşılık gelen Young diyagramı 

𝕐   : Young diyagramlar ailesi 
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1. GİRİŞ 

ℕ, pozitif tam sayılar kümesi ve ℕ0 = ℕ ∪ {0} negatif olmayan tam sayılar 

kümesini göstersin. ℕ0’ın bir 𝑆 alt kümesi 0’ı (sıfırı) kapsıyor ve ℕ0’da sonlu tümleyene 

sahip ise 𝑆’ye sayısal küme denir. Bir 𝑆 sayısal kümesi verildiğinde, her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 için 𝑥 +

𝑦 ∈ 𝑆 oluyor ise 𝑆’ye sayısal yarıgrup denir. Sayısal yarıgruplar, matematik biliminin 

değişmeli cebir, cebirsel geometri, kombinatorik, sayılar teorisi ve kodlama teorisi gibi 

birçok alt alanında uygulamalara sahiptir. 

Sayısal yarıgruplar, ilişkili olduğu yarıgrup halkaları bakımından değişmeli cebir 

çalışanların özel ilgisini çekmiştir. Gorenstein, Kunz, doymuş ve Arf halkalarının değer 

yarıgruplarının sırasıyla simetrik, sözde-simetrik, doymuş ve Arf sayısal yarıgruplarına 

karşılık geldiği bilinmekte olup ve bu alanda literatürde çok fazla çalışmaya 

rastlanmaktadır (Abhyankar, 1967; Arf, 1948; Barucci et al., 1997; Brown & Curtis, 

1991; Brown & Herzog, 1992; Delgado & Nuñez, 1987; Lipman, 1971; Nuñez, 1989; 

Sally, 1977; Zariski, 1971a, 1971b, 1975). 

Sayısal yarıgrup çalışmaları, pozitif tam sayı katsayılı homojen olmayan bir lineer 

denklemin negatif olmayan tam sayı çözümlerine eşdeğerdir. Bu klasik problemin sayı 

teorisi çalışanları tarafından geniş ölçüde çalışıldığını görebiliriz. 19. yüzyılın sonunda 

ilk kez ortaya çıkan sayısal yarıgrup problemleri, günümüzde hâlâ güncelliğini korumakta 

olup, konuyla ilgili literatürde birçok çalışmaya rastlanmaktadır (Brauner, 1942; Brauner 

& Shockley, 1962; Çelik, 2023; Davison, 1994; Djawadi & Hofmeister, 1996; İlhan & 

Karakaş, 2017; Johnson, 1960; Selmer, 1977; Sylvester, 1884). 

Ayrıca, sayısal yarıgruplar, cebirsel hata kodları düzeltme ve kombinatorik 

çalışanların da dikkatini çekmiştir (Bras-Amorós, 2003; Campillo et al., 2000; Colton & 

Kaplan, 2017; Kaplan, 2017; Kaplan & O'Neill, 2021). Birçok araştırma çalışması ile 

görüldüğü üzere güncel ve uygulama alanı geniş olan sayısal yarıgruplar çalışmalarına 

yenilerini eklemek tezi sunmak için oldukça motive edici bir unsurdur. 

 Bir Young diyagramı, her sütundaki kutu sayısı hemen sağında bulunan sütundaki 

kutu sayısından az olmayacak şekilde üste hizalanmış bir dizi kutu sütunu olarak 

tanımlanır. Bazı kaynaklarda Young diyagramı, her satırdaki kutu sayısı, hemen altındaki 

satırdaki kutu sayısından az olmayacak şekilde, sola hizalanmış bir dizi kutu olarak 
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tanımlanmaktadır (Fulton, 1997, s.1; Gümüşbaş et al., 2020, s.2187; Tutaş et al., 2019, 

s.449-450). Young diyagramları kavramı, temsil teorisi dahil ancak bununla sınırlı 

olmamak üzere matematiğin çeşitli dallarında uygulamaları olan temel kombinatoryal 

yapılardan biridir. 

𝐵, satırlar ve sütunlar halinde düzenlenmiş bir hücreler kümesi olan bir satranç 

tahtası olsun. Kale, satırlara ve sütunlara saldıran bir satranç taşıdır; kale yerleşimi 

derken, 𝐵 tahtası üzerindeki birbirinden ayırt edilemeyen 𝑘 kalenin saldırmadan 

yerleştirilmesini kastediyoruz. Bu sezgisel tanım çeşitli şekillerde biçimlendirilebilir. 

Örneğin, 𝐵, ikili girdilere sahip bir 𝑝 × 𝑞 matrisi olan 𝑀𝑝,𝑞[𝔽2]’nin bir öğesi olarak da 

görülebilir. Bu durumda 𝐵 = (𝑏𝑖,𝑗) şeklinde yazarız. Bu yorumda 𝑘 kalenin 𝐵 üzerindeki 

bir yerleşimi 𝐵'deki 𝑘 bağımsız 1'in bir seçimine karşılık gelir. 

Bir 𝐵 tahtasının kale polinomu 𝑅𝐵(𝑥) = 𝑟0(𝐵) + 𝑟1(𝐵)𝑥 + ⋯+ 𝑟𝑘(𝐵)𝑥
𝑘 +⋯, 

denklemi ile verilir. Burada 𝑟𝑘(𝐵) katsayısı, 𝑘 tane kale yerleştirme yollarının sayısını 

verir. Herhangi bir tahta için 𝑟0(𝐵) = 1 ve 𝑟1(𝐵), 𝐵’deki hücre sayısına eşittir. 

Kale polinomları teorisi ilk olarak Kaplansky ve Riordan (1946) tarafından ortaya 

atılmıştır. O zamandan beri bu konu hakkında yapılmış çok sayıda önemli çalışmalar 

olduğu raporlanmıştır (Alayont & Krzywonos, 2013; Loehr & Remmel, 2009; Mitchell, 

2004). Kale polinomlarının son zamanlarda hipergeometrik seriler, matrislerin sonlu 

alanlar üzerinde numaralandırılması, grup temsil teorisi, eşleştirme teorisi, kromatik teori 

ve diğer çeşitli grafik-teorik konularla ilişkili olduğunu ve ayrıca, Weyl cebirleri ile kale 

polinomlarının kullanımı yoluyla kuantum mekaniğine yönelik uygulamalar son 

zamanlarda yüzeye çıkmaya başladığı raporlanmıştır (Mitchell, 2004). 

Bu çalışmada, almost simetrik Arf yarıgrupları ile kale polinomları arasındaki 

ilişkiyi Young diyagramları aracılığıyla ortaya koyarak, bu alanda çalışanlara yeni bir 

uygulama alanı sunmayı amaçlıyoruz. Bugüne kadar, parçalanışların kombinatoryal 

özellikleri detaylı bir şekilde incelenmiş ve bu konuda önemli bir bilgi birikimi 

oluşmuştur. Özellikle sayısal kümelerle ilgili özellikler, Constantin vd. (2017) tarafından 

ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Pozitif tam sayıların parçalanışları, Young diyagramları 

kullanılarak grafiksel olarak görselleştirilebilir. Ayrıca, Young diyagramları sayısal 

yarıgrupların daha küçük bileşenlere ayrıştırılmasını düzenleyerek, cebirsel yapıların net 

bir şekilde görselleştirilmesine olanak tanır. Kale polinomları, genellikle yarıgrupların 

(veya grupların) indirgenemez bileşenlere ayrıştırılmasını modellemek için gösterim 

teorisinde kullanılmaktadır. Almost simetrik Arf yarıgruplarının incelenmesinde Young 
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diyagramları ve kale polinomlarının kullanımı, bu yapıların ve cebirsel özelliklerinin 

daha derinlemesine anlaşılmasına olanak sağlayan zengin bir kombinatoryal çerçeve 

sunar. Bu araçlar kullanılarak, yarıgrup elemanlarının etkileşim biçimleri, ayrışma 

süreçleri ve birleşme özellikleri hakkında daha derin bir kavrayış elde edilebilir; bu da 

yarıgrup teorisi ve cebirsel kombinatoriklerin daha kapsamlı bir şekilde incelenmesine 

olanak sağlar. 

Bu çalışma beş bölümden oluşmaktadır. 

Giriş bölümünde sayısal yarıgrupların, Young diyagramlarının ve kale 

polinomlarının uygulama alanlarından bahsedilmiştir. 

Kaynak araştırması bölümünde, sayısal kümelerin Young diyagramlarıyla 

ilişkilendirilmesine yönelik bir literatür özeti sunulmuş, ayrıca kale polinomlarıyla ilgili 

literatür özeti de verilmiştir. 

Yöntem bölümünde, tez yazımı boyunca yararlanılan tanımlar ve yardımcı 

teoremler verilmiştir. 

Bulgular ve tartışma bölümünde, almost simetrik Arf yarıgruplarına karşılık gelen 

Young diyagramlarının kale polinomları ve bu diyagramların tamamlayıcılarının kale 

polinomları ile ilgili sonuçlar ele alınmış, ayrıca tartışmalara yer verilmiştir. 

Sonuçlar ve öneriler bölümünde, tez kapsamında yürütülen tüm çalışmalar 

doğrultusunda elde edilen sonuçlara yer verilmiştir. Ayrıca, konuyla ilgili gelecekte 

çalışma yapmayı planlayan araştırmacılar için yol gösterici olabilecek bazı öneriler 

sunulmuştur. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

Keith ve Nath (2011) kombinatorik bir obje olan ve temsil teorisinde birçok 

uygulaması bulunan Young diyagramları, sayısal kümeler ile ilişkilendirmiş ve bu 

ilişkinin sayısal yarıgruplar ve tam sayı parçalanışları üzerine etkilerini incelemişlerdir. 

Constantin vd. (2017) bu ilişkiyi simultane çekirdek parçalanışlarının ve bunlara karşılık 

gelen sayısal yarıgrupların kombinatorik özelliklerini çalışmak için kullanmışlardır. Son 

yıllarda ise Tutaş vd. (2019) Young diyagramları aracılığı ile Arf sayısal yarıgrupları 

karakterize etmiş ve bu çalışmanın neticesinde Arf sayısal yarıgrupların birçok 

kombinatorik özellikleri Young diyagramları ile elde edilmiştir (Gümüşbaş & Tutaş, 

2020; Gümüşbaş et al., 2020; Karakaş & Tutaş, 2020; Tutaş, 2019). Süer ve Yeşil (2021), 

Young diyagramları simetrik ve sözde simetrik sayısal yarıgrupların yeni ayrıştırmalarını 

vermek için kullanmışlardır. Yine, Süer ve Yeşil (2024), bazı özel alt diyagramlar ve 

bunlara karşılık gelen sayısal kümelerin karakterizasyonunda Young diyagramlarını 

kullanmışlardır. 

Kale polinomları kısıtlı permütasyonlar teorisinde güçlü bir araçtır. Herhangi bir 

tahtanın kale polinomunun, Riordan (1958) hücre ayrıştırma tekniği kullanılarak 

yinelemeli olarak hesaplanabileceği bilinmektedir. Mitchell (2004) bu tekniği daha da 

genelleştirerek kale polinomunu hesaplamak için daha verimli bir algoritma sağlayan yeni 

bir ayrıştırma algoritmasını sunmuştur. Kale polinomları daha yüksek boyutlarda da 

çalışılmıştır. Örneğin, iki boyutlu kale polinomlarının özelliklerini ve teoremlerini daha 

yüksek boyutlara genelleştirilerek açıklanmıştır (Alayont & Krzywonos, 2013; Zindle, 

2007). 
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3. YÖNTEM 

Bu tezin sonuçlarına ulaşabilmek için öncelikle sayısal kümeler, parçalanışlar ve 

Young diyagramları ile ilgili gerekli literatür verisi toplandı ve analiz edildi. Ardından, 

bu üç kavram arasındaki ilişkiler incelendi. Sonrasında, kale polinomları teorisi ile ilgili 

kaynaklar gözden geçirilerek gerekli literatür verisi elde edildi. Kale polinomları üzerine 

yapılan araştırmalarda, bir tahtanın kale polinomunu hesaplamak için kullanılan 

algoritmalar araştırıldı. Daha sonra araştırdığımız bu algoritmaları genel ifadesi bilinen 

almost simetrik Arf sayısal yarıgruplarına karşılık gelen Young diyagramlarının kale 

polinomlarına uygulayarak sonuçlarımıza ulaştık. Bu sonuçlar, matematik ispat 

yöntemleri kullanılarak kanıtlandı. 

Uyguladığımız yöntemin ve araştırma konusunun anlaşılması için ilgili temel 

tanımlar ve yardımcı teoremler aşağıdaki iki kısımda ayrıntıları ile verilmiştir. 

 

3.1. Sayısal Kümeler, Parçalanışlar ve Young Diyagramlar 

 

Tanım 3.1.1. ℕ, pozitif tam sayılar kümesi ve ℕ0 = ℕ ∪ {0} negatif olmayan tam sayılar 

kümesini göstersin. ℕ0’ın bir 𝑆 alt kümesi 0’ı kapsıyor ve ℕ0’da sonlu tümleyene sahip 

ise 𝑆’ye sayısal küme denir. 

Örnek 3.1.2. 𝑆 = {0,3,5,6,9,11,→} kümesi bir sayısal kümedir. Çünkü 𝑆 kümesi 0’ı 

kapsıyor ve ℕ0\𝑆 = {1,2,4,7,8,10} kümesi sonludur. 

Burada " → " işareti sonraki tüm sayıların 𝑆’ye ait olduğunu belirtmektedir. 

Tanım 3.1.3. 𝑆 bir sayısal küme olsun. 𝑆’de olmayan ℕ0 kümesinin elemanlarına 𝑆’nin 

boşlukları denir ve 𝑆’nin tüm boşluklarının kümesi 𝐺(𝑆) ile gösterilir. Bununla beraber, 

𝐺(𝑆)’nin eleman sayısına 𝑆’nin cinsi denir ve 𝑔(𝑆) ile gösterilir. ℕ0, 𝐺(𝑆) = ∅ olan bir 

sayısal kümedir ve eğer 𝐺(𝑆) ≠ ∅ ise 𝑆’ye bir has sayısal küme denir. 

Tanım 3.1.4. 𝑆 bir sayısal küme olsun. 𝑆’de olmayan en büyük tam sayıya 𝑆’nin 

Frobenius sayısı denir ve 𝐹(𝑆) ile gösterilir. 

Tanım 3.1.5. 𝐶(𝑆) = 𝐹(𝑆) + 1 sayısına 𝑆’nin ileticisi ve 𝐶(𝑆)’den küçük olan 

elemanlara 𝑆’nin küçük elemanları denir. Eğer 𝑆 sayısal kümesinin 𝑛 tane küçük elemanı 
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varsa bu durumda 𝑠0 = 0 < 𝑠1 < ⋯ < 𝑠𝑛−1 ve 𝑆 = {𝑠0 = 0, 𝑠1, … , 𝑠𝑛−1, 𝑠𝑛 = 𝐶(𝑆),→} 

olarak yazılır. 

Örnek 3.1.6. 𝑆 = {0,4,7,8,13,→} sayısal kümesi verilsin. O zaman 

𝐺(𝑆) = {1,2,3,5,6,9,10,11,12}  

𝑔(𝑆) = 9  

𝐹(𝑆) = 12  

𝐶(𝑆) = 13 olur. 

Tanım 3.1.7. 𝐴 bir küme olsun. 𝐴 × 𝐴’dan 𝐴’ya tanımlı 

∗ : 𝐴 × 𝐴 → 𝐴, (𝑥, 𝑦) → 𝑥 ∗ 𝑦 

fonksiyonuna 𝐴’da bir ikili işlem denir. Burada 𝑥 ∗ 𝑦 değeri (𝑥, 𝑦) ikilisinin ∗ işlemi 

altındaki görüntüsü demektir. 

Tanım 3.1.8. ∗, 𝐴 kümesi üzerinde bir ikili işlem olsun. Eğer 𝐴 kümesi ∗ işlemine göre 

birleşme özelliği varsa, yani 

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 için (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) 

eşitliği sağlanıyorsa o zaman (𝐴,∗) ikilisine bir yarıgrup denir. 

Tanım 3.1.9. 𝑆 bir sayısal küme olsun. ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑆 oluyor ise 𝑆’ye sayısal 

yarıgrup denir (Rosales & García-Sánchez, 2009, s.1). 

Örnek 3.1.10. 𝑆 = {0,4,7,8,9,11,→} kümesi bir sayısal yarıgruptur. Çünkü 𝑆 bir sayısal 

küme ve ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 için 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑆’dir. 

Tanım 3.1.11. 𝑆 bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer 𝑥 ∉ 𝑆 ve ∀𝑠 ∈ 𝑆 ∖ {0} için 𝑥 + 𝑠 ∈ 𝑆 

oluyorsa, bu durumda 𝑥 tam sayısına 𝑆’nin pseudo-Frobenius sayısı denir ve 𝑆’nin bütün 

pseudo-Frobenius sayıların kümesi 𝑃𝐹(𝑆) ile gösterilir. 𝑃𝐹(𝑆)’nin eleman sayısına 𝑆’nin 

tipi denir ve 𝑡(𝑆) ile gösterilir (Rosales & Branco, 2002, s.306). 

Örnek 3.1.12. 𝑆 = {0,7,9,13,14,16,18,20,21,22,23,25,→} sayısal yarıgrubu verilsin. O 

zaman 𝑃𝐹(𝑆) = {19,24} ve 𝑡(𝑆) = 2 olur. 

Önerme 3.1.13. 𝑆 bir sayısal yarıgrup olsun. O zaman 

𝑆 almost simetrik bir yarıgruptur ⇔ 𝑔(𝑆) =
𝐹(𝑆)+𝑡(𝑆)

2
 dir (Branco et al., 2019, s.3). 

Örnek 3.1.14. 𝑆 = {0,7,9,14,15,16,17,18,19,21,→} sayısal yarıgrubu verilsin. Buradan 

𝐺(𝑆) = {1,2,3,4,5,6,8,10,11,12,13,20}  

𝑔(𝑆) = 12  

𝐹(𝑆) = 20  

𝑃𝐹(𝑆) = {8,10,12,20}  

𝑡(𝑆) = 4 bulunur. Aynı zaman da 



 

7 
 

𝑔(𝑆) =
20+4

2
= 12 olduğu için 𝑆 almost simetrik bir yarıgruptur. 

Teorem 3.1.15. 𝑆 bir sayısal yarıgrup ve 𝑃𝐹(𝑆) = {𝑓1 < 𝑓2 < ⋯ < 𝑓𝑡 = 𝐹(𝑆)} olsun. O 

zaman 

𝑆 almost simetrik bir yarıgruptur ⇔ ∀𝑖 = 1,… , 𝑡 − 1 için 𝑓𝑖 + 𝑓𝑡−𝑖 = 𝐹(𝑆) olmasıdır 

(Nari, 2013, s.143). 

Örnek 3.1.16. 𝑆 = {0,6,11,12,16,17,18,21,22,23,24,26 →} sayısal yarıgrubu verilsin. O 

zaman 

𝐹(𝑆) = 25  

𝑃𝐹(𝑆) = {5,10,15,20,25} olur. Buradan 

𝑓1 = 5, 𝑓2 = 10, 𝑓3 = 15, 𝑓4 = 20 ve 𝑓5 = 𝐹(𝑆) = 25 için 

𝑓1 + 𝑓4 = 25  

𝑓2 + 𝑓3 = 25  

𝑓3 + 𝑓2 = 25  

𝑓4 + 𝑓1 = 25  

olduğundan 𝑆 almost simetrik bir yarıgruptur. 

Tanım 3.1.17. 𝑆 bir sayısal yarıgrup olsun. Eğer ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 için 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧  olduğunda 

𝑥 + 𝑦 − 𝑧 ∈ 𝑆 sağlanıyorsa  𝑆’ye bir Arf sayısal yarıgrup denir (Arf, 1948, s.259-260). 

Örnek 3.1.18. 𝑆 = {0,4,8,12,14,16,18,→} sayısal yarıgrubu verilsin. ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆 için 

𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧  koşuluyla 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 ∈ 𝑆 olduğu için 𝑆 bir Arf sayısal yarıgruptur. 

Fakat 𝑆 = {0,9,13,14,16,→} sayısal yarıgrubu bir Arf sayısal yarıgrup değildir. Çünkü 

14 + 14 − 13 = 15 ∉ 𝑆’dir. 

Tanım 3.1.19. Bir Young diyagramı, her sütundaki kutu sayısı hemen sağında bulunan 

sütundaki kutu sayısından az olmayacak şekilde üste hizalanmış bir dizi kutu sütunu 

olarak tanımlanır. 

Bazı kaynaklarda Young diyagramı, her satırdaki kutu sayısı, hemen altındaki satırdaki 

kutu sayısından az olmayacak şekilde, sola hizalanmış bir dizi kutu olarak 

tanımlanmaktadır (Fulton, 1997, s.1; Gümüşbaş et al., 2020, s.2187; Tutaş et al., 2019, 

s.449-450). 

Örnek 3.1.20. Şekil 3.1,  6 sütun ve 5 satırdan oluşan bir Young diyagramıdır. 
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Şekil 3.1. 6 sütun ve 5 satırdan oluşan bir Young diyagramı 

 

Tanım 3.1.21. Her 𝑆 sayısal kümesi bir Young diyagramı ile gösterilebilir. Bu gösterim 

ℤ2’de orijinden başlayan sürekli ve çok köşeli bir yol çizilerek elde edilir. 𝑠 = 0’dan 

başlayarak, 

  Eğer 𝑠 ∈ 𝑆 ise sağa doğru bir birim uzunlukta bir doğru parçası çizilir, 

  Eğer 𝑠 ∉ 𝑆 ise yukarı doğru bir birim uzunlukta bir doğru parçası çizilir, 

  Yukarıdaki işlem 𝑠 + 1 için tekrar edilir. 

Bu işlemlere 𝑠 = 𝐹(𝑆) oluncaya kadar devam edilir. Bu süreç sonunda elde edilen çok 

köşeli yol, 𝑦 ekseni ve 𝑦 = 𝑔(𝑆) doğrusu tarafından sınırlanan bölge, birim karelerin 

oluşturduğu bir Young diyagramdır. Bu Young diyagrama, 𝑆’ye karşılık gelen Young 

diyagramı denir ve 𝑌𝑆 ile gösterilir. Tersine her Young diyagramına tek bir 𝑆 sayısal 

kümesinin karşılık geldiği açıktır. Böylece 𝜑: 𝕊 → 𝕐, 𝜑(𝑆) = 𝑌𝑆 ile tanımlanan bağıntı 

sayısal kümeler ailesi ile Young diyagramlar ailesi arasında birebir ve örten bir eşleme 

oluşturur (Constantin et al., 2017, s.99-127; Gümüşbaş et al., 2020, s.2187-2188; Tutaş 

et al., 2019, s.451). 

Örnek 3.1.22. 𝑆 = {0,3,4,5,7,9,11,→} sayısal kümesi verilsin. Bu sayısal kümeye 

karşılık gelen Young diyagramı Şekil 3.2’deki gibidir. 
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Şekil 3.2. S={0,3,4,5,7,9,11,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı 

 

Tanım 3.1.23. Pozitif bir 𝑁 tam sayısı verildiğinde, 𝑁’nin bir 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘] 

parçalanışı, 𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑘 = 𝑁 olacak şekilde, artmayan bir 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑘−1 ≥

𝜆𝑘 pozitif tam sayı dizisidir. ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝜆𝑖 sayısına 𝜆’nın bir parçası, 𝑘 sayısına 

ise parçalanışın uzunluğu denir. Eğer 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘], 𝑁’nin bir parçalanışı ise o 

zaman 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘] ⊢ 𝑁 yazarız (Gümüşbaş et al., 2020, s.2187; Keith & Nath, 

2011, s.2;Tutaş et al., 2019, s.449). 

Örnek 3.1.24. 𝑁 = 7 için farklı parçalanışları aşağıda verilmiştir. 

7 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  𝜆1 = [1,1,1,1,1,1,1] ⊢ 7 

7 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1    𝜆2 = [2,1,1,1,1,1] ⊢ 7 

7 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1    𝜆3 = [2,2,1,1,1] ⊢ 7 

7 = 3 + 1 + 1 + 1 + 1    𝜆4 = [3,1,1,1,1] ⊢ 7 

7 = 2 + 2 + 2 + 1     𝜆5 = [2,2,2,1] ⊢ 7 

7 = 3 + 2 + 1 + 1     𝜆6 = [3,2,1,1] ⊢ 7 

7 = 4 + 1 + 1 + 1     𝜆7 = [4,1,1,1] ⊢ 7 

7 = 3 + 2 + 2     𝜆8 = [3,2,2] ⊢ 7 

7 = 3 + 3 + 1     𝜆9 = [3,3,1] ⊢ 7 

7 = 4 + 2 + 1     𝜆10 = [4,2,1] ⊢ 7 

7 = 5 + 1 + 1     𝜆11 = [5,1,1] ⊢ 7 

7 = 4 + 3      𝜆12 = [4,3] ⊢ 7 

7 = 5 + 2      𝜆13 = [5,2] ⊢ 7 

7 = 6 + 1      𝜆14 = [6,1] ⊢ 7 

7 = 7       𝜆15 = [7] ⊢ 7 
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Tanım 3.1.25. 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘] ⊢ 𝑁 parçalanışı verilsin. 𝜆’ya karşılık gelen Young 

diyagramı uzunlukları 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘 olan 𝑘 sütundan oluşan kutulardan meydana gelir ve 

𝑌𝜆 ile gösterilir. Her Young diyagramı tek bir parçalanışı temsil etmektedir. Böylece 

𝜓:ℙ → 𝕐, 𝜓(𝜆) = 𝑌𝜆 ile tanımlanan bağıntı parçalanışlarının kümesi ile Young 

diyagramlarının kümesi arasında birebir ve örten bir eşleme oluşturur (Gümüşbaş et al., 

2020, s.2187;Tutaş et al., 2019, s.450). 

Ayrıca, 𝜓−1𝜑: 𝕊 → ℙ, 𝜓−1𝜑(𝑆) = 𝜓−1(𝑌𝑆) ile tanımlanan bağıntı, sayısal kümeler ailesi 

ile parçalanışlar kümesi arasında birebir ve örten bir eşleme oluşturur (Gümüşbaş et al., 

2020, s.2188). 

Örnek 3.1.26. Örnek 3.1.20’deki Young diyagramı [5,3,3,3,2,1] ⊢ 17 parçalanışına 

karşılık gelir. 

Tanım 3.1.27. Bir Young diyagramında 𝑘 tane sütun olduğunu ve ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için 𝑖 

uzunluğunda 𝑢𝑖 satır olduğunu varsayalım. O zaman böyle bir Young diyagramı  

𝑌 = 1𝑢12𝑢2 …𝑘𝑢𝑘 ile gösteririz. Eğer 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘], 𝑌 = 1
𝑢12𝑢2 …𝑘𝑢𝑘’ya karşılık 

gelen parçalanış ise o zaman 

 

𝜆𝑗 =∑𝑢𝑖 ,   1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘

𝑘

𝑖=𝑗

 

 

şeklindedir. Ayrıca, ∀𝑗 = 1,… , 𝑘 − 1 için 𝜆𝑗 − 𝜆𝑗+1 = 𝑢𝑗 ve 𝜆𝑘 = 𝑢𝑘 geçerlidir 

(Gümüşbaş et al., 2020, s.2187;Tutaş et al., 2019, s.450). 

Örnek 3.1.28. 𝜆 = [12,7,6,3,2,1,1,1,1,1] olsun. 𝑗 = 1,2,3,4,5,6,7,8,9 için 

𝑢1 = 𝜆1 − 𝜆2 = 12 − 7 = 5,  

𝑢2 = 𝜆2 − 𝜆3 = 7 − 6 = 1,  

𝑢3 = 𝜆3 − 𝜆4 = 6 − 3 = 3,  

𝑢4 = 𝜆4 − 𝜆5 = 3 − 2 = 1, 

𝑢5 = 𝜆5 − 𝜆6 = 2 − 1 = 1, 

𝑢6 = 𝜆6 − 𝜆7 = 1 − 1 = 0, 

𝑢7 = 𝜆7 − 𝜆8 = 1 − 1 = 0, 

𝑢8 = 𝜆8 − 𝜆9 = 1 − 1 = 0, 

𝑢9 = 𝜆9 − 𝜆10 = 1 − 1 = 0 ve  

𝑢10 = 𝜆10 = 1 bulunur. O zaman 𝑌 = 1521334151101 olup 

101     : 10 uzunluğunda 1 satır vardır, 
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90       : 9 uzunluğunda 0 satır vardır, 

80       : 8 uzunluğunda 0 satır vardır, 

70       : 7 uzunluğunda 0 satır vardır, 

60       : 6 uzunluğunda 0 satır vardır, 

51       : 5 uzunluğunda 1 satır vardır, 

41       : 4 uzunluğunda 1 satır vardır, 

33       : 3 uzunluğunda 3 satır vardır, 

21       : 2 uzunluğunda 1 satır vardır, 

15       : 1 uzunluğunda 5 satır vardır. 

Dolayısıyla 𝜆’ya karşılık gelen Young diyagramı Şekil 3.3’teki gibidir. 

 

 
 

Şekil 3.3. 10 sütun ve 12 satırdan oluşan bir Young diyagramı 

 

3.2. Kale Polinomları 

 

Tanım 3.2.1. 𝐵, satırlar ve sütunlar halinde düzenlenmiş bir hücreler kümesi olan bir 

satranç tahtası olsun. Kale, satırlara ve sütunlara saldıran bir satranç taşıdır; kale yerleşimi 

derken, 𝐵 tahtası üzerindeki birbirinden ayırt edilemeyen 𝑘 kalenin saldırmadan 

yerleştirilmesini kastediyoruz.  

Bu sezgisel tanım çeşitli şekillerde biçimlendirilebilir. Bir 𝐵 tahtası bazı 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ 

için [1,2, … , 𝑝] × [1,2, … , 𝑞]’nun bir alt kümesi olarak düşünülebilir. 𝐷 ⊆ [1,2, … , 𝑝] 
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keyfi bir altküme olsun. O zaman bir kale yerleşimi, herhangi bir 𝑖 ∈ 𝐷 için (𝑖, 𝑓(𝑖)) ∈ 𝐵 

olacak şekilde bir 𝑓: 𝐷 →  [1,2, … , 𝑞] birebir fonksiyonudur. 

𝐵, ayrıca ikili girdilere sahip bir 𝑝 × 𝑞 matrisi olan 𝑀𝑝,𝑞[𝔽2]’nin bir öğesi olarak 

da görülebilir. Bu durumda 𝐵 = (𝑏𝑖,𝑗) şeklinde yazarız. Bu yorumda 𝑘 kalenin 𝐵 

üzerindeki bir yerleşimi 𝐵'deki 𝑘 bağımsız 1'in bir seçimine karşılık gelir. Örneğin, 

aşağıda ikili girdilere sahip 3 × 3 matrisini ele alalım: 

 

𝐵 = (
1 0 1
0 1 0
1 0 0

) 

 

Bu matriste 2 kale yerleştirirsek, olası bir dizilim onları matristeki 1’lere karşılık gelen 

(1,1) ve (2,2) hücrelerine yerleştirmektir: 

 

𝐵 = (
𝟏 0 1
0 𝟏 0
1 0 0

) 

 

 

Burada kalın yazılan girdiler kalelerin konumlarını temsil etmektedir. Bu kaleler aynı 

satırı veya sütunu paylaşmadıkları için birbirinden bağımsızdırlar. Kalelerin 

yerleştirilmesine ilişkin bu dizilim, 𝐵 matrisinde bağımsız 1’lerin seçilmesine karşılık 

gelir. 

Tanım 3.2.2. Bir 𝐵 tahtasının kale polinomu 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ∑𝑟𝑘(𝐵)𝑥
𝑘

∞

𝑘=0

 

 

şeklindedir. Burada 𝑟𝑘(𝐵) katsayısı, 𝑘 tane kale yerleştirme yollarının sayısını verir. 

Herhangi bir tahta için 𝑟0(𝐵) = 1 ve 𝑟1(𝐵), 𝐵’deki hücre sayısına eşittir. 

Örnek 3.2.3. Şekil 3.4’te verilen 𝐵 tahtasının kale polinomunu bulalım. 

 

 
 

Şekil 3.4. B tahtası 
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Bu tahtaya karşılık gelen matris: 

 

𝐵 = (
1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 1

) 

 

şeklindedir. Bu durumda  

1 kalenin 𝐵 üzerindeki yerleşimi matristeki 1’lere karşılık gelen (1,1), (2,1), (2,2), 

(3,2), (3,3) ve (3,4) hücrelerine yerleştirmektir. Dolayısıyla, 𝑟1(𝐵) = 6 bulunur. 

Bu matriste 2 kale yerleştirirsek, olası dizilimler: 

 (1,1) ve (2,2) hücrelerine yerleştirmek 

 (1,1) ve (3,2) hücrelerine yerleştirmek 

 (1,1) ve (3,3) hücrelerine yerleştirmek 

 (1,1) ve (3,4) hücrelerine yerleştirmek 

 (2,1) ve (3,2) hücrelerine yerleştirmek 

 (2,1) ve (3,3) hücrelerine yerleştirmek 

 (2,1) ve (3,4) hücrelerine yerleştirmek 

 (2,2) ve (3,3) hücrelerine yerleştirmek 

 (2,2) ve (3,4) hücrelerine yerleştirmek 

şeklindedir. Dolayısıyla, 𝑟2(𝐵) = 9 bulunur. 

Bu matriste 3 kale yerleştirirsek, olası dizilimler: 

 (1,1), (2,2) ve (3,3) hücrelerine yerleştirmek 

 (1,1), (2,2) ve (3,4) hücrelerine yerleştirmek 

şeklindedir. Dolayısıyla, 𝑟3(𝐵) = 2 bulunur.  

Bu matrise 4 veya daha fazla kale yerleştirmek mümkün değildir. Buradan 𝐵 tahtasının 

kale polinomu 𝑅𝐵(𝑥) = 1 + 6𝑥 + 9𝑥2 + 2𝑥3 olarak bulunur. 

Dikkat edilirse, 𝐵 tahtasının kale polinomu aşağıdaki durumlarda belirtilen şekilde 

döndürdüğümüzde değişmeyecektir: 

1. Saat yönünde 90, 180 veya 270 derece döndürme 

2. Saat yönünün tersine 90, 180 veya 270 derece döndürme 

3. 𝑥 ve 𝑦 eksenlerine göre simetri alma 

Teorem 3.2.4. (Ayrık Tahta Ayrıştırma Teoremi ) 𝐴 ve 𝐵, satırları ve sütunları 

paylaşmayan tahtalar olsun. O zaman 𝐴 ve 𝐵’deki hücrelerin birleşiminden oluşan 𝐴 ∪ 𝐵 
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tahtasının kale polinomu 𝑅𝐴∪𝐵(𝑥) = 𝑅𝐴(𝑥). 𝑅𝐵(𝑥) olur (Alayont & Krzywonos, 2013, 

s.37). 

Örnek 3.2.5. Şekil 3.5’te verilen 𝐶 tahtasının kale polinomunu bulalım. 

 

 
 

Şekil 3.5. C tahtası 

𝐶 tahtasını aşağıdaki gibi 𝐴 ve 𝐵 şeklinde 2 ayrık alt tahtaya ayıralım. 

 

 
 

𝐴 tahtasının kale polinomunun 

 

𝑅𝐴(𝑥) = 1 + 2𝑥 

 

olduğu açıktır. 

Örnek 3.2.3’ten 𝐵 tahtasının kale polinomunun 

 

𝑅𝐵(𝑥) = 1 + 6𝑥 + 9𝑥2 + 2𝑥3 

 

olduğunu biliyoruz. Ayrık tahta ayrıştırma teoreminden 

 

𝑅𝐶(𝑥) = 𝑅𝐴∪𝐵(𝑥) 

= 𝑅𝐴(𝑥). 𝑅𝐵(𝑥) 

= (1 + 2𝑥). (1 + 6𝑥 + 9𝑥2 + 2𝑥3) 

= 1 + 8𝑥 + 21𝑥2 + 20𝑥3 + 4𝑥4 
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olarak elde edilir. 

Teorem 3.2.6. 𝑅𝑝,𝑞(𝑥), 𝑝 × 𝑞 şeklindeki bir dikdörtgenin kale polinomunu göstersin. O 

zaman 

 

𝑅𝑝,𝑞(𝑥) = ∑ (
𝑝

𝑘
) (
𝑞

𝑘
)𝑘! 𝑥𝑘

min(𝑝,𝑞)

𝑘=0

 

 

biçimindedir (Riordan, 1978:170-171). 

Örnek 3.2.7. Şekil 3.6’da verilen 2 × 3 boyutlarındaki dikdörtgen tahtanın kale 

polinomunu bulalım. 

 

 
 

Şekil 3.6. 2×3 boyutlarında dikdörtgen bir tahta 

 

Dikdörtgenin kale polinomunu Teorem 3.2.6'yı kullanarak bulalım. O zaman 

 

𝑅2,3(𝑥) = ∑(
2

𝑘
) (
3

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

2

𝑘=0

                      

               = (
2

0
) (
3

0
) 0! 𝑥0 + (

2

1
) (
3

1
) 1! 𝑥1 + (

2

2
) (
3

2
) 2! 𝑥2 

               = 1 + 6𝑥 + 6𝑥2 

 

olarak bulunur. 

 

3.2.1. Kale polinomlarını hesaplamak için bazı algoritmalar 

 

3.2.1.1. Hücre ayrıştırma algoritması 

 

Teorem 3.2.1.1.1. (Hücre Ayrıştırma Teoremi) Bir 𝐵 tahtası verilsin. 𝐵 tahtası üzerinde 

bir hücre seçelim. Seçtiğimiz hücreye karşılık gelen satır ve sütunun çıkarılmasıyla elde 
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edilen tahta 𝐷 ve 𝐵’den yalnızca seçtiğimiz hücreyi silerek elde edilen tahta 𝐸 olsun. O 

zaman 𝐵 tahtası için kale polinomu 𝑅𝐵(𝑥) = 𝑥𝑅𝐷(𝑥) + 𝑅𝐸(𝑥) olur (Alayont & 

Krzywonos, 2013, s.38). 

Örnek 3.2.1.1.2. Şekil 3.7’de verilen 𝐵 tahtasının kale polinomunu bulalım. 

 

 
 

Şekil 3.7. B tahtası 

 

𝐵 tahtasının kale polinomunu bulmak için hücre ayrıştırma teoremini kullanalım. 𝐵 

tahtasının üzerinde bir hücre seçelim ve bunu ∗ ile işaretleyelim. 

 

 

 

∗ hücresine karşılık gelen satır ve sütunun çıkarılmasıyla elde edilen tahta 𝐷 ve 𝐵’den 

yalnızca ∗ ile belirtilen hücreyi silerek elde edilen tahta 𝐸 aşağıdaki gibidir. 

 

 

 

𝐷 ve 𝐸 dikdörtgenlerin kale polinomlarını Teorem 3.2.6'yı kullanarak bulalım. Buradan 
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𝑅𝐷(𝑥) = ∑(
4

𝑘
) (
2

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

2

𝑘=0

                      

             = (
4

0
) (
2

0
) 0! 𝑥0 + (

4

1
) (
2

1
) 1! 𝑥1 + (

4

2
) (
2

2
) 2! 𝑥2 

             = 1 + 8𝑥 + 12𝑥2 

 

ve 

 

𝑅𝐸(𝑥) = ∑(
4

𝑘
) (
3

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

3

𝑘=0

                      

             = (
4

0
) (
3

0
) 0! 𝑥0 + (

4

1
) (
3

1
) 1! 𝑥1 + (

4

2
) (
3

2
) 2! 𝑥2 + (

4

3
) (
3

3
) 3! 𝑥3 

             = 1 + 12𝑥 + 36𝑥2 + 24𝑥3 

 

olarak bulunur. Hücre ayrıştırma teoreminden 

 

𝑅𝐵(𝑥) = 𝑥𝑅𝐷(𝑥) + 𝑅𝐸(𝑥) 

= 𝑥(1 + 8𝑥 + 12𝑥2) + 1 + 12𝑥 + 36𝑥2 + 24𝑥3 

= 1 + 13𝑥 + 44𝑥2 + 36𝑥3 

 

olarak elde edilir. 

 

3.2.1.2. Blok ayrıştırma algoritması 

 

Bu bölümde, bir tahtayı biçimsel olarak 𝔽2 üzerinde bir 𝑝 × 𝑞 matrisi olarak göreceğiz. 

Tanım 3.2.1.2.1. Bir 𝐵 tahtasının bir 𝐻 alt tahtası, 𝐻’nin satır ve sütun indekslerinden 

𝐵’ye 𝜔1 ve ω2 birebir eşlemeleriyle birlikte ℎ𝑖,𝑗 = 𝑏𝜔1(𝑖),𝜔2(𝑗) özelliğine sahiptir ve 𝔽2 

üzerinde bir (ℎ𝑖,𝑗) matrisyle temsil edilir (Mitchell, 2004, s.4). 

Örnek 3.2.1.2.2. Şekil 3.8’de verilen 𝐵 tahtasını düşünelim. 
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Şekil 3.8. B tahtası 

 

Bu tahtaya karşılık gelen matris: 

 

𝐵 = (
1 1 1 1
1 1 1 0
1 1 1 1

) 

 

 

şeklindedir. Şimdi 𝐵 matrisinin birinci, ikinci ve üçüncü satırları ile üçüncü ve dördüncü 

sütunlardaki hücreleri seçerek bir 𝐻 alt tahtasını tanımlayalım. Bu bize şunu verir: 

 

𝐻 = (
1 1
1 0
1 1

) 

 

Dolayısıyla 𝐻 matrisi 𝐵 tahtası üzerinde aşağıda kırmızı renkle gösterdiğimiz bölgeye 

karşılık gelir. 

 

 

 

Bu durumda, 𝜔1 ve  ω2 eşlemeleri 𝐻’nin satır ve sütunlarını 𝐵’nin karşılık gelen satır ve 

sütunlarıyla aşağıdaki gibi eşleyecektir: 

 𝜔1 için: 

𝜔1(1)=1 

𝜔1(2)=2 

𝜔1(3)=3 

 𝜔2 için: 

𝜔2(1)=3 
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𝜔2(2)=4 

Daha sonra bu eşleştirmeleri kullanarak 𝐻’nin elemanlarının 𝐵’nin elemanlarına karşılık 

geldiğini şu şekilde görebiliriz: 

 ℎ1,1 = 𝑏𝜔1(1),𝜔2(1) = 𝑏1,3 = 1  

 ℎ1,2 = 𝑏𝜔1(1),𝜔2(2) = 𝑏1,4 = 1  

 ℎ2,1 = 𝑏𝜔1(2),𝜔2(1) = 𝑏2,3 = 1  

 ℎ2,2 = 𝑏𝜔1(2),𝜔2(2) = 𝑏2,4 = 0 

 ℎ3,1 = 𝑏𝜔1(3),𝜔2(1) = 𝑏3,3 = 1  

 ℎ3,2 = 𝑏𝜔1(3),𝜔2(2) = 𝑏3,4 = 1  

Dolayısıyla 𝐻, tanımlandığı gibi 𝐵’nin bir alt tahtasıdır. 

Tanım 3.2.1.2.3. Eğer 𝑖 (sırasıyla 𝑗) ω1 (sırasıyla ω2) görüntüsünde bulunuyorsa, 𝐵’nin 

bir alt tahtası 𝐻, 𝐵’nin bir 𝑖 satırını (sırasıyla bir 𝑗 sütununu) kapsar denir (Mitchell, 2004, 

s.4). 

Örnek 3.2.1.2.4. Örnek 3.2.1.2.2’de  𝜔1’in görüntüsü {1,2,3} ve 𝜔2’nin görüntüsü {3,4} 

şeklindedir. 𝐵’nin alt tahtası 𝐻, 𝐵’nin 𝑖 = 1 satırını ve 𝑗 = 3 sütununu kapsar (çünkü 𝑖 =

1, 𝜔1’in görüntüsünde 𝑗 = 3, 𝜔2’nin görüntüsünde vardır). Fakat 𝐻, 𝐵’ nin  𝑗 = 1 

sütununu kapsamaz (çünkü 𝑗 = 1, 𝜔2’nin görüntüsünde yoktur). 

Tanım 3.2.1.2.5. 𝐵’deki bir 𝐻 bloğu aşağıdaki koşulları sağlar ise 𝐵’nin bir alt tahtası 

olur. 

1. 𝐻 tarafından kapsanan herhangi bir 𝑖, 𝑖′ satırı ve 𝐻 tarafından kapsanmayan 

herhangi bir 𝑗 sütunu için 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖′,𝑗’dir. 

2. 𝐻 tarafından kapsanmayan herhangi bir 𝑖 satırı ve 𝐻 tarafından kapsanan herhangi 

bir 𝑗, 𝑗′ sütunu için 𝑏𝑖,𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗′’dir. 

Sezgisel olarak bir 𝑠 × 𝑡 bloğu 𝐻, bir 𝑠 satır kümesi ile bir 𝑡 sütun kümesinin 

kesişiminden oluşan 𝐵’nin bir alt tahtasıdır. Bu blok dışında tüm hücreler aynıdır. Her 

hücrenin aslında 1 × 1 boyutunda bir blok olduğu unutulmamalıdır (Mitchell, 2004, s.4). 

Tanım 3.2.1.2.6. 𝐵, 𝑝 × 𝑞 şeklinde bir tahta ve 𝐻, 𝐵’deki bir 𝑠 × 𝑡 blok olsun.  

0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚𝑖𝑛(𝑠, 𝑡) için 𝐵𝐻,𝑗, 𝐵’den 

1. 𝐻 tarafından kapsanan 𝑠 satırın 𝑗 tanesini 

2. 𝐻 tarafından kapsanan 𝑡 sütunun 𝑗 tanesini 

3. 𝐻’nin tüm hücreleri 
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silinmesiyle elde edilen tahtayı göstersin. Bu durumda 𝐵𝐻,𝑗, 𝐻’ye göre 𝐵’nin 𝑗’inci dahil 

etme tahtası olarak adlandırılır. 𝐵𝐻,𝑗 tahtasının iyi tanımlı olduğunu belirtmek gerekir, 

çünkü ilgili satır ve sütunlar, silinen 𝐻 bloğu hariç aynıdır (Mitchell, 2004, s.4). 

Teorem 3.2.1.2.7. (Blok Ayrıştırma Teoremi) 𝐵 bir 𝑝 × 𝑞 tahtası ve 𝐻, 𝐵’nin içinde bir 

𝑠 × 𝑡 blok olsun. 𝐻’nin kale polinomunda 𝑥𝑘’nın katsayısı 𝑟𝑘(𝐻) olsun. 1 ≤ 𝑗 ≤

min(𝑠, 𝑡) için 𝐵𝐻,𝑗, 𝐵’nin 𝐻’ye göre 𝑗’inci dahil etme tahtası olsun. O zaman 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ∑ 𝑟𝑗(𝐻)𝑥
𝑗𝑅𝐵𝐻,𝑗(𝑥)

min(𝑠,𝑡)

𝑗=0

 

 

şeklindedir (Mitchell, 2004, s.4). 

Örnek 3.2.1.2.8. Şekil 3.9’da, örnek 3.2.1.2.2’de verilen 𝐵 tahtasını tekrar sunup kale 

polinomunu bulalım. 

 

 
 

Şekil 3.9. B tahtası 

 

Şekil 3.10’da, 𝐻, 𝐵’nin içinde kırmızıyla işaretlenmiş 3 × 2’lik bir blok olsun. 

 

 
 

Şekil 3.10. B tahtası içinde kırmızıyla işaretlenmiş H tahtası 

 

Tanım 3.2.1.2.6’ya göre 

 



 

21 
 

 

 

yazarız. Ayrıca, 𝑅𝐻(𝑥) = 1 + 5𝑥 + 4𝑥2 olduğunu biliyoruz. Teorem 3.2.1.2.7’ye göre 

 

𝑅𝐵(𝑥) =∑𝑟𝑗(𝐻)𝑥
𝑗𝑅𝐵𝐻,𝑗(𝑥)

2

𝑗=0

 

 

ve 

 

 

 

yazarız. Teorem 3.2.6’yı kullanarak yukarıdaki dikdörtgenlere karşılık gelen kale 

polinomlarını yerine koyalım. Buradan 

 

𝑅𝐵(𝑥) = 𝑟0(𝐻)𝑥
0𝑅𝐵𝐻,0(𝑥) + 𝑟1(𝐻)𝑥

1𝑅𝐵𝐻,1(𝑥) + 𝑟2(𝐻)𝑥
2𝑅𝐵𝐻,2(𝑥) 

= 1(1 + 6𝑥 + 6𝑥2) + 5𝑥(1 + 4𝑥 + 2𝑥2) + 4𝑥2(1 + 2𝑥) 

= 1 + 11𝑥 + 30𝑥2 + 18𝑥3 

 

olarak elde edilir. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

4.1. Bulgular 

 

Bu kesimde tez boyunca elde ettiğimiz sonuçlar ayrıntılarıyla aşağıda verilmiştir. 

Tanım 4.1.1. Eğer bir 𝑆 sayısal yarıgrubu hem almost simetrik yarıgrup hem de Arf ise 

o zaman 𝑆’ye almost simetrik Arf yarıgrup denir (Gümüşbaş et al., 2020, s.2189). 

Tanım 4.1.2. 𝜆 = [𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑘] parçalanışı verilsin. O zaman 

1. Almost simetrik yarıgrup 𝑆 için eğer 𝜆 = 𝜓−1𝜑(𝑆) ise o zaman 𝜆’ya bir almost 

simetrik parçalanış denir. 

2. Almost simetrik Arf yarıgrup 𝑆 için eğer 𝜆 = 𝜓−1𝜑(𝑆) ise o zaman 𝜆’ya bir 

almost simetrik Arf parçalanış denir. 

(Gümüşbaş et al., 2020, s.2190). 

Teorem 4.1.3. 𝛼 ∈ ℕ ve 𝛽 ∈ {1,3,5, … ,2𝛼 − 1,→} olmak üzere, herhangi bir almost 

simetrik Arf parçalanış λ ya 𝜆 = [𝛼] ya da 𝜆 = [𝛼 + 𝛽, 𝛼, 𝛼 − 1,… ,2,1] formundadır 

(Gümüşbaş et al., 2020, s.2190). 

Sonuç 4.1.4. 𝛼 ∈ ℕ için, 𝜆 = [𝛼] parçalanışına ait almost simetrik Arf yarıgrubu 𝑆 =

{0, 𝛼 + 1,→} formundadır. 

Sonuç 4.1.5. 𝛼 ∈ ℕ ve 𝛽 ∈ {1,3,5, … ,2𝛼 − 1,→} olmak üzere, 𝜆 = [𝛼 + 𝛽, 𝛼, 𝛼 −

1, … ,2,1] parçalanışına ait almost simetrik Arf yarıgrubu 𝑆 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3, … ,2𝛼 +

𝛽 + 1,→} formundadır. 

Teorem 4.1.6. 𝑆 = {0, 𝛼 + 1,→}, Sonuç 4.1.4’teki gibi almost simetrik bir Arf yarıgrup 

ve 𝑆’ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝑆 ile gösterildiğini varsayalım. O zaman 𝑌𝑆’nin 

kale polinomu 

 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 1 + 𝛼𝑥 

 

formundadır. 

İspat. 𝑆 = {0, 𝛼 + 1,→}, Sonuç 4.1.4’teki gibi almost simetrik bir Arf yarıgrup ve 𝑆’ye 

karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝑆 ile gösterildiğini varsayalım. O zaman, Young 

diyagramı 𝑌𝑆, Şekil 4.1’deki gibidir. 
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Şekil 4.1. S={0,α+1,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YS 

 

Teorem 3.2.6 kullanılarak yukarıdaki dikdörtgenin kale polinomu aşağıdaki şekilde 

hesaplanır: 

 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = ∑(
𝛼

𝑘
) (
1

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

1

𝑘=0

                      

              = (
𝛼

0
) (
1

0
) 0! 𝑥0 + (

𝛼

1
) (
1

1
) 1! 𝑥1 

              = 1 + 𝛼𝑥 

 

Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Şimdi, ana sonucumuzu ispatlamak için aşağıdaki yardımcı teoremi vereceğiz. 

Yardımcı Teorem 4.1.7. 𝛼 ∈ ℕ için, 𝑆 = {0,2,4, … ,2𝛼 + 2,→}, Sonuç 4.1.5’teki gibi 

almost simetrik bir Arf yarıgrup ve 𝑆’ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝑆 ile 

gösterildiğini varsayalım. O zaman 𝑌𝑆’nin kale polinomu 

 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥 + 𝑠2(𝑌𝑆)𝑥
2 +⋯+ 𝑠𝛼+1(𝑌𝑆)𝑥

𝛼+1 

 

olup, burada 𝑠0(𝑌𝑆) = 𝑠𝛼+1(𝑌𝑆) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝛼 için 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼+2−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

formundadır. 
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İspat. Sonuç 4.1.5’te 𝛽 = 1 olduğunda, 𝑆’nin almost simetrik bir Arf yarıgrubu olduğu 

kolayca görülebilir. Bu durumda, 𝑆’ye karşılık gelen Young diyagramı Şekil 4.2’deki gibi 

olur. 

 

 
 

Şekil 4.2. S={0,2,4,…,2α+2,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YS 

 

Bu yardımcı teoremi tümevarım yöntemini kullanarak ispatlayalım. İspatı, 𝛼 üzerinde 

tümevarım yoluyla gerçekleştireceğiz. 

Temel Durum: 𝛼 = 1 iken, 𝑆 = {0,2,4,→} olur. Bu durumda, 𝑆’ye karşılık gelen Young 

diyagramı Şekil 4.3’teki gibi olur. 

 

 
 

Şekil 4.3. S={0,2,4,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YS  

 

Kale polinomu tanımından, aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

 𝑠0(𝑌𝑆) = 1. 

 𝜇 = 1 için 𝑠1(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀1 = 1 + 2 = 32
𝜀1=1

 olup, bu da 𝑌𝑆’deki hücrelerin sayısını 

verir. 

 Ayrıca, 𝑌𝑆 tahtasına yerleştirilebilecek iki kale yalnızca Şekil 4.3’teki gibi 

yerleştirilebilir. Dolayısıyla, 𝑠2(𝑌𝑆) = 1 olur. 

Buradan, 𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 1 + 3𝑥 + 𝑥2 olduğundan verilen ifade 𝛼 = 1 için doğrudur. 

Tümevarım Varsayımı: Şimdi sonucun 𝛼 = 𝑛 için geçerli olduğunu varsayalım. Yani, 

𝑆 = {0,2, … ,2𝑛 + 2,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝑆’nin kale polinomu  
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𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥 + 𝑠2(𝑌𝑆)𝑥
2 +⋯+ 𝑠𝑛+1(𝑌𝑆)𝑥

𝑛+1 

 

olup, burada 𝑠0(𝑌𝑆) = 𝑠𝑛+1(𝑌𝑆) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝑛 için 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

formundadır. 

Tümevarım Adımı: Şimdi sonucun 𝛼 = 𝑛 + 1 için doğru olduğunu göstereceğiz. 𝛼 =

𝑛 + 1 için 𝐵 = {0,2,4, … ,2𝑛 + 2,2𝑛 + 4,→} ile gösterilsin. Bu durumda, 𝐵’ye karşılık 

gelen Young diyagramı Şekil 4.4’teki gibi olur. 

 

 
 

Şekil 4.4. B={0,2,4,…,2n+2,2n+4,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YB 

 

Buradan, 

 

𝑅𝑌𝐵(𝑥) = 𝑏0(𝑌𝐵) + 𝑏1(𝑌𝐵)𝑥 + 𝑏2(𝑌𝐵)𝑥
2 +⋯+ 𝑏𝑛+1(𝑌𝐵)𝑥

𝑛+1 + 𝑏𝑛+2(𝑌𝐵)𝑥
𝑛+2     

 

olarak yazılır.  

Kale polinomu tanımından, aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

 𝑏0(𝑌𝐵) = 1. 

 Ayrıca, 𝑌𝐵 tahtasına yerleştirilebilecek 𝑛 + 2 kale yalnızca Şekil 4.4’teki gibi 

yerleştirilebilir. Dolayısıyla, 𝑏𝑛+2(𝑌𝐵) = 1 olur. 
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 Şimdi 𝑌𝑆, Şekil 4.5’te gösterildiği gibi (𝑛 + 2) × (𝑛 + 2) bloğuna sahip 𝑌𝐵’nin 

içinde kırmızıyla işaretlenmiş bir (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) blok olsun. 

 

 
 

Şekil 4.5. YB tahtası içinde kırmızıyla işaretlenmiş YS tahtası 

 

Teorem 3.2.1.2.7’yi kullanarak 

 

𝑅𝑌𝐵(𝑥) = ∑𝑠𝑗(𝑌𝑆)𝑥
𝑗

𝑛+1

𝑗=0

𝑅(𝑌𝐵)(𝑌𝑆),𝑗
(𝑥) 

 

elde ederiz. 

Şekil 4.5’teki (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) boyutundaki kırmızı blokların ayrıştırılması Tanım 

3.2.1.2.6’ya göre aşağıdaki gibi verilmiştir. 

 

 
 

Bu ayrıştırmada, genişliği 1 ve uzunluğu 𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛 + 2) olan 𝑛 + 2 dikdörtgen 

blok elde edilir. Bu dikdörtgenlerin kale polinomları Teorem 3.2.6'ya göre 1 + 𝑖𝑥 

biçimindedir. Bu nedenle, aşağıdaki denklemi yazarız. 

 

𝑅𝑌𝐵(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆)𝑥
0𝑅(𝑌𝐵)(𝑌𝑆),0

(𝑥) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥
1𝑅(𝑌𝐵)(𝑌𝑆),1

(𝑥) + ⋯ 
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               +𝑠𝑛+1(𝑌𝑆)𝑥
𝑛+1𝑅(𝑌𝐵)(𝑌𝑆),𝑛+1

(𝑥) 

= 𝑠0(𝑌𝑆)[1 + (𝑛 + 2)𝑥] + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥[1 + (𝑛 + 1)𝑥] + ⋯+ 𝑠𝑛+1(𝑌𝑆)𝑥
𝑛+1[1 + 𝑥] 

= 𝑠0(𝑌𝑆) + [𝑠1(𝑌𝑆) + (𝑛 + 2)𝑠0(𝑌𝑆)]𝑥 + ⋯+ [𝑠𝑛+1(𝑌𝑆) + 2𝑠𝑛(𝑌𝑆)]𝑥
𝑛+1 

               +𝑠𝑛+1(𝑌𝑆)𝑥
𝑛+2 

 

Tümevarım varsayımında 𝑠0(𝑌𝑆) = 𝑠𝑛+1(𝑌𝑆) = 1 olduğunu biliyoruz. Bunu kullanarak 

 

𝑅𝑌𝐵(𝑥) = 1 + [𝑠1(𝑌𝑆) + (𝑛 + 2)𝑠0(𝑌𝑆)]𝑥 + ⋯  

+[𝑠𝑛+1(𝑌𝑆) + 2𝑠𝑛(𝑌𝑆)]𝑥
𝑛+1 + 𝑥𝑛+2                                                   (4.1.1) 

 

denklemini elde ederiz. 

Denklem (4.1.1)’den 𝜇 = 1,2, … , 𝑛 + 1 için 

 

𝑏𝜇(𝑌𝐵) = 𝑠𝜇(𝑌𝑆) + (𝑛 + 3 − 𝜇)𝑠𝜇−1(𝑌𝑆)                                                                         (4.1.2) 

 

olduğu açıktır. 

Tümevarım varsayımı ile 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

ve 

 

𝑠𝜇−1(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝑛+3−𝜇

𝜀𝜇−1=1

 

 

katsayılarına sahibiz. 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) ve 𝑠𝜇−1(𝑌𝑆) değerlerini Denklem (4.1.2)’de yerine yazalım. Böylece aşağıdaki 

ifadeye ulaşırız. 
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𝑏𝜇(𝑌𝐵) = [ ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇=1

] 

       +(𝑛 + 3 − 𝜇) [ ∑ 𝜀𝜇−1 ( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝑛+3−𝜇

𝜀𝜇−1=1

] (4.1.3) 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) katsayısı aşağıdaki şekilde yazılabileceğine dikkat edelim. 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = [ ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇=1

] 

            = 1( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

1

𝜀𝜇−1=1

) 

             +2( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

2

𝜀𝜇−1=1

) +⋯ 

             +(𝑛 + 2 − 𝜇)( ∑ 𝜀𝜇−1 ( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇−1=1

)     (4.1.4) 

 

Denklem (4.1.4)’ü, Denklem (4.1.3)’te yerine yazalım. Böylece aşağıdaki ifadeye 

ulaşırız. 

 

𝑏𝜇(𝑌𝐵) = 1( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

1

𝜀𝜇−1=1

) 

              +2( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

2

𝜀𝜇−1=1

) +⋯ 

              +(𝑛 + 2 − 𝜇)( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝑛+2−𝜇

𝜀𝜇−1=1

) 

              +(𝑛 + 3 − 𝜇)( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝑛+3−𝜇

𝜀𝜇−1=1

) 
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              = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝑛+3−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

Dolayısıyla, ifade 𝛼 = 𝑛 için geçerliyse 𝛼 = 𝑛 + 1 için de geçerlidir. Bu nedenle, 

tümevarım yoluyla ifade tüm 𝛼 ∈ ℕ değerleri için geçerlidir. 

Örnek 4.1.8. 𝛼 = 3 ve 𝛽 = 1 için, almost simetrik Arf yarıgrubu  𝑆 = {0,2,4,6,8,→}’nin 

kale polinomunu bulalım. 𝑆'ye karşılık gelen Young diyagramı Şekil 4.6 gibi olur. 

 

 
 

Şekil 4.6. S={0,2,4,6,8,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YS 

 

𝑌𝑆’nin kale polinomunun 

  

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥 + 𝑠2(𝑌𝑆)𝑥
2 + 𝑠3(𝑌𝑆)𝑥

3 + 𝑠4(𝑌𝑆)𝑥
4 

 

olduğunu varsayalım. Yardımcı Teorem 4.1.7’den 𝑠0(𝑌𝑆) =  𝑠4(𝑌𝑆) = 1 ve 𝜇 = 1,2,3 

için 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇

5−𝜇

𝜀𝜇=1

( ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

) 

 

formundadır. Buradan biz 

 

𝑠1(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀1

4

𝜀1=1

 

= (1 + 2 + 3 + 4) 

= 10, 
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𝑠2(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀2

3

𝜀2=1

(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

) 

= ∑ 𝜀2

3

𝜀2=1

(1 + ⋯+ 𝜀2) 

= 1(1) + 2(1 + 2) + 3(1 + 2 + 3) 

= 25 

 

ve 

 

𝑠3(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀3

2

𝜀3=1

(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

) 

= ∑ 𝜀3

2

𝜀3=1

(∑ 𝜀2(1 + ⋯+ 𝜀2)

𝜀3

𝜀2=1

) 

= ∑ 𝜀3

2

𝜀3=1

(1(1) + ⋯+ 𝜀3(1 + ⋯+ 𝜀3)) 

= 1(1(1)) + 2(1(1) + 2(1 + 2)) 

= 15 

 

buluruz.   

Dolayısıyla, 

 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 1 + 10𝑥 + 25𝑥
2 + 15𝑥3 + 𝑥4 

 

olur. 

Teorem 4.1.9. 𝐶 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3,… ,2𝛼 + 𝛽 + 1,→}, Sonuç 4.1.5’teki gibi almost 

simetrik bir Arf yarıgrup ve 𝐶’ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝐶 ile gösterilsin. Bu 

durumda, 𝑌𝐶’nin kale polinomu 

 

𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶) + 𝑐1(𝑌𝐶)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶)𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶)𝑥

𝛼+1 
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olup, burada 𝑐0(𝑌𝐶) = 1, 𝑐1(𝑌𝐶) =
𝛼(𝛼+1)

2
+ (𝛼 + 𝛽), 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶) = 𝛽 ve 𝜇 = 2,… , 𝛼 için 

 

𝑐𝜇(𝑌𝐶) = [ ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼+1−𝜇

𝜀𝜇=1

] 

+(𝛼 + 𝛽 − 𝜇 + 1) [ ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝛼+2−𝜇

𝜀𝜇−1=1

] 

 

formundadır. 

İspat. 𝐶 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3,… ,2𝛼 + 𝛽 + 1,→}, Sonuç 4.1.5’teki gibi almost simetrik bir 

Arf yarıgrup olsun. O zaman, 𝐶’ye karşılık gelen Young diyagramı Şekil 4.7 gibi olur. 

 

 
 

Şekil 4.7. C={0,β+1,β+3,…,2α+β+1,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YC 

 

Şimdi 𝑌𝑆, Şekil 4.8’de gösterildiği gibi (𝛼 + 𝛽) × (𝛼 + 1) bloğuna sahip 𝑌𝐶’nin içinde 

kırmızıyla işaretlenmiş bir (𝛼) × (𝛼) blok olsun. 
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Şekil 4.8. YC tahtası içinde kırmızıyla işaretlenmiş YS tahtası 

 

Varsayalım ki 𝑌𝐶’nin kale polinomu  𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶) + 𝑐1(𝑌𝐶)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶)𝑥
2 +⋯+

𝑐𝛼+1(𝑌𝐶)𝑥
𝛼+1 ve 𝑌𝑆’nin kale polinomu ise 𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥 + 𝑠2(𝑌𝑆)𝑥

2 +

⋯+ 𝑠𝛼(𝑌𝑆)𝑥
𝛼 olsun. 

Yardımcı Teorem 4.1.7’ye göre 𝑠0(𝑌𝑆) = 𝑠𝛼(𝑌𝑆) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝛼 − 1 için 

 

𝑠𝜇(𝑌𝑆) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼+1−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

olduğunu biliyoruz. 

Teorem 3.2.1.2.7 ve Tanım 3.2.1.2.6’dan aşağıdaki ifadeleri elde ederiz: 

 

𝑅𝐶(𝑥) =∑𝑠𝑗(𝑌𝑆)𝑥
𝑗

𝛼

𝑗=0

𝑅(𝑌𝐶)(𝑌𝑆),𝑗
(𝑥) 

 

ve 
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Bu ayrıştırmada, genişliği 1 ve uzunluğu 𝑖 + 𝛽 (𝑖 = 0,1, … , 𝛼) olan 𝛼 + 1 dikdörtgen 

blok elde edilir. Bu dikdörtgenlerin kale polinomları Teorem 3.2.6'ya göre 1 + (𝑖 + 𝛽)𝑥 

biçimindedir. Bu nedenle, aşağıdaki denklemi yazarız. 

 

𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 𝑠0(𝑌𝑆)𝑥
0𝑅(𝑌𝐶)(𝑌𝑆),0

(𝑥) + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥
1𝑅(𝑌𝐶)(𝑌𝑆),1

(𝑥) + ⋯ 

              +𝑠𝛼(𝑌𝑆)𝑥
𝛼𝑅(𝑌𝐶)(𝑌𝑆),𝛼

(𝑥) 

= 𝑠0(𝑌𝑆)[1 + (𝛼 + 𝛽)𝑥] + 𝑠1(𝑌𝑆)𝑥[1 + (𝛼 + 𝛽 − 1)𝑥] + ⋯ 

              +𝑠𝛼(𝑌𝑆)𝑥
𝛼[1 + 𝛽𝑥] 

= 𝑠0(𝑌𝑆) + [𝑠1(𝑌𝑆) + 𝑠0(𝑌𝑆)(𝛼 + 𝛽)]𝑥 + [𝑠2(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)(𝛼 + 𝛽 − 1)]𝑥
2 +⋯ 

+[𝑠𝛼(𝑌𝑆) + 𝑠𝛼−1(𝑌𝑆)(1 + 𝛽)]𝑥
𝛼 + 𝑠𝛼(𝑌𝑆)𝛽𝑥

𝛼+1 

 

Bu denklemden 𝑅𝑌𝐶(𝑥) katsayılarını aşağıdaki gibi yazarız: 

 𝑐0(𝑌𝐶) = 𝑠0(𝑌𝑆) 

 𝑐1(𝑌𝐶) = 𝑠1(𝑌𝑆) + 𝑠0(𝑌𝑆)(𝛼 + 𝛽) 

 𝑐2(𝑌𝐶) = 𝑠2(𝑌𝑆) + 𝑠1(𝑌𝑆)(𝛼 − 1 + 𝛽) 

⋮ 

 𝑐𝛼(𝑌𝐶) = 𝑠𝛼(𝑌𝑆) + 𝑠𝛼−1(𝑌𝑆)(1 + 𝛽) 

 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶) = 𝑠𝛼(𝑌𝑆)𝛽 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) polinomunun katsayılarını yazıp gerekli işlemleri yaptığımızda 𝑅𝑌𝐶(𝑥) 

polinomunun katsayılarını aşağıdaki gibi elde ederiz: 

 𝑐0(𝑌𝐶) = 1 

 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶) = 𝛽 

 𝑐1(𝑌𝐶) = (∑ 𝜀1
𝛼
𝜀1=1

) + 1(𝛼 + 𝛽) =
𝛼(𝛼+1)

2
+ (𝛼 + 𝛽) 
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 𝜇 = 2,… , 𝛼 için 

 

𝑐𝜇(𝑌𝐶) = 𝑠𝜇(𝑌𝑆) + 𝑠𝜇−1(𝑌𝑆)(𝛼 + 𝛽 − 𝜇 + 1) 

 

olduğu açıktır. 

Bu durumda, 

 

𝑐𝜇(𝑌𝐶) = [ ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼+1−𝜇

𝜀𝜇=1

] 

+(𝛼 + 𝛽 − 𝜇 + 1) [ ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝛼+2−𝜇

𝜀𝜇−1=1

] 

 

olur. 

Örnek 4.1.10. 𝛼 = 3 ve 𝛽 = 5 için, almost simetrik Arf yarıgrubu  𝐶 =

{0,6,8,10,12,→}’nin kale polinomunu bulalım. 𝐶'ye karşılık gelen Young diyagramı 

Şekil 4.9 gibi olur. 

 

 
 

Şekil 4.9. S={0,6,8,10,12,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı YC 

 

𝑌𝐶’nin kale polinomunun 

 

𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶) + 𝑐1(𝑌𝐶)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶)𝑥
2 + 𝑐3(𝑌𝐶)𝑥

3 + 𝑐4(𝑌𝐶)𝑥
4 
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olduğunu varsayalım. Teorem 4.1.9’dan 𝑐0(𝑌𝐶) = 1, 𝑐1(𝑌𝐶) =
3.4

2
+ (3 + 5) = 14, 

𝑐4(𝑌𝐶) = 5 ve 𝜇 = 2,3 için 

 

𝑐2(𝑌𝐶) = (∑ 𝜀2

2

𝜀2=1

(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

))+ 7(∑ 𝜀1

3

𝜀1=1

) 

= (∑ 𝜀2

2

𝜀2=1

(1 +⋯+ 𝜀2)) + 7(∑ 𝜀1

3

𝜀1=1

) 

= (1(1) + 2(1 + 2)) + 7(1 + 2 + 3) 

= 49 

 

ve 

 

𝑐3(𝑌𝐶) = (∑ 𝜀3(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)

1

𝜀3=1

) + 6(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

2

𝜀2=1

) 

= (∑ 𝜀3(∑ 𝜀2(1 + ⋯+ 𝜀2)

𝜀3

𝜀2=1

)

1

𝜀3=1

) + 6(∑ 𝜀2(1 + ⋯+ 𝜀2)

2

𝜀2=1

) 

= (∑ 𝜀3(1(1) + ⋯+ 𝜀3(1 + ⋯+ 𝜀3))

1

𝜀3=1

) + 6(∑ 𝜀2(1 + ⋯+ 𝜀2)

2

𝜀2=1

) 

= (1(1(1))) + 6(1(1) + 2(1 + 2)) 

= 43 

 

bulunur. Dolayısıyla, 

 

𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 1 + 14𝑥 + 49𝑥2 + 43𝑥3 + 5𝑥4 

 

olur. 

Tanım 4.1.11. Bir Young diyagramının tamamlayıcısı, ilk satırdaki kutu sayısı kadar 

genişliğe ve ilk sütundaki kutu sayısı kadar yüksekliğe sahip dikdörtgen bir ızgarayı 

tamamlayarak bulunur (Guhl et al., 2020). 
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Örnek 4.1.12. Örnek 4.1.10’da verilen 𝑌𝐶’nin tamamlayıcısı Şekil 4.10’da kırmızı renk 

ile gösterilmiştir. 

 

 
 

Şekil 4.10. YC’nin tamamlayıcısı kırmızı renkli bölgedir 

 

Teorem 4.1.13. 𝐶 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3,… ,2𝛼 + 𝛽 + 1,→}, Sonuç 4.1.5’teki gibi almost 

simetrik bir Arf yarıgrup olsun. 𝐶'ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝐶 ve 𝑌𝐶 'nin 

tamamlayıcısı 𝑌𝐶′  ile gösterilsin. O zaman, 𝑌𝐶′’nin kale polinomu 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶′) +

𝑐1(𝑌𝐶′)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶′)𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝛼(𝑌𝐶′)𝑥

𝛼 ve 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥)’in katsayıları 

 

𝑐𝑗(𝑌𝐶′) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1                                                                             eğer 𝑗 = 0 ise

∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=0

            eğer 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 < 𝛽 ise

∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=0

            eğer 1 ≤ 𝑗 < 𝛽 ≤ 𝛼 ise

 ∑ ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=𝑗−𝛽

        eğer 𝛽 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 ise

 

  

şeklindedir. Burada ℎ0(𝐻) = ℎ𝛼−1(𝐻) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝛼 − 2 için 

 

ℎ𝜇(𝐻) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼−𝜇

𝜀𝜇=1
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formundadır. 

İspat. 𝐶 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3,… ,2𝛼 + 𝛽 + 1,→}, Sonuç 4.1.5’teki gibi almost simetrik bir 

Arf yarıgrup olsun. Ayrıca, 𝐶'ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝐶, Şekil 4.7’de 

gösterilmektedir. 𝑌𝐶 tahtasının tamamlayıcısı ise Şekil 4.11’de kırmızıyla belirtilmiştir. 

Kırmızıyla gösterilen 𝑌𝐶 tahtasının tamamlayıcısını 𝑌𝐶′  ile gösterelim. 

 

 
 

Şekil 4.11. Şekil 4.7’deki YC tahtasının tamamlayıcısı olan YC’ tahtası kırmızıyla işaretlenmiştir 

 

𝑌𝐶′  tahtasını saat yönünde 90 derece döndürüp daha sonra 𝑥 eksenine göre simetrisini 

aldığımızda, Şekil 4.12’deki 𝐵 tahtasını elde ederiz. Bu tahta, 𝑌𝐶′  tahtasıyla aynı kale 

polinomuna sahiptir. 

 

 
 

Şekil 4.12. B tahtası 
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Şimdi 𝐻, Şekil 4.13’te gösterildiği gibi 𝐵 tahtasında sarıyla işaretlenmiş bir (𝛼 − 1) ×

(𝛼 − 1) blok olsun. 

 

 
 

Şekil 4.13. B tahtasında sarıyla işaretlenmiş H tahtası 

 

Varsayalım ki 𝐵’nin kale polinomu 𝑅𝐵(𝑥) = 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶′) + 𝑐1(𝑌𝐶′)𝑥 +

𝑐2(𝑌𝐶′)𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝛼(𝑌𝐶′)𝑥

𝛼 ve 𝐻’nin kale polinomu ise 𝑅𝐻(𝑥) = ℎ0(𝐻) + ℎ1(𝐻)𝑥 +

ℎ2(𝐻)𝑥
2 +⋯+ ℎ𝛼−1(𝐻)𝑥

𝛼−1 olsun. 

Yardımcı Teorem 4.1.7’ye göre ℎ0(𝐻) = ℎ𝛼−1(𝐻) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝛼 − 2 için 

 

ℎ𝜇(𝐻) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

olduğu açıktır. 

Teorem 3.2.1.2.7 ve Tanım 3.2.1.2.6’dan aşağıdaki ifadeleri elde ederiz: 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ∑ℎ𝑗(𝐻)𝑥
𝑗𝑅𝐵𝐻,𝑗(𝑥)

𝛼−1

𝑗=0

 

 

ve  
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Teorem 3.2.6’yı kullanarak yukarıdaki dikdörtgenlere karşılık gelen kale polinomlarını 

yerine yazalım. 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ℎ0(𝐻)( ∑ (
𝛼

𝑘
)

min(𝛼,𝛽)

𝑘=0

(
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘) 

+ℎ1(𝐻)𝑥 ( ∑ (
𝛼 − 1

𝑘
)

min(𝛼−1,𝛽)

𝑘=0

(
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘) +⋯ 

+ℎ𝑖(𝐻)𝑥
𝑖 ( ∑ (

𝛼 − 𝑖

𝑘
)

min(𝛼−𝑖,𝛽)

𝑘=0

(
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘) +⋯ 

+ℎ𝛼−1(𝐻)𝑥
𝛼−1 (∑(

1

𝑘
)

1

𝑘=0

(
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘). 

 

Burada iki durum söz konusudur. 

Durum 1: Eğer 𝛼 < 𝛽 ise, bu durumda 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ℎ0(𝐻)(∑(
𝛼

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛼

𝑘=0

) + ℎ1(𝐻)𝑥 (∑ (
𝛼 − 1

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛼−1

𝑘=0

) +⋯ 

+ℎ𝑖(𝐻)𝑥
𝑖 (∑(

𝛼 − 𝑖

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛼−𝑖

𝑘=0

) +⋯ 
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+ℎ𝛼−1(𝐻)𝑥
𝛼−1 (∑(

1

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

1

𝑘=0

) 

                           = ℎ0(𝐻) + [ℎ0(𝐻) (
𝛼

1
) (
𝛽

1
)1! + ℎ1(𝐻) (

𝛼 − 1

0
) (
𝛽

0
)0!] 𝑥 + ⋯ 

+[ℎ0(𝐻) (
𝛼

𝑖
) (
𝛽

𝑖
) 𝑖! + ℎ1(𝐻) (

𝛼 − 1

𝑖 − 1
) (

𝛽

𝑖 − 1
) (𝑖 − 1)! + ⋯

+ ℎ𝑖(𝐻) (
𝛼 − 𝑖

0
) (
𝛽

0
) 0!] 𝑥𝑖 +⋯         

+ [ℎ0(𝐻) (
𝛼

𝛼
) (
𝛽

𝛼
)𝛼! + ℎ1(𝐻) (

𝛼 − 1

𝛼 − 1
) (

𝛽

𝛼 − 1
) (𝛼 − 1)! + ⋯

+ ℎ𝛼−1(𝐻) (
1

1
) (
𝛽

1
) 1!] 𝑥𝛼 

 

olur.  

Şimdi 𝑅𝐵(𝑥) polinomunun katsayılarını 𝑥’in derecelerine göre yeniden düzenleyelim. 

 

𝑅𝐵(𝑥) = ℎ0(𝐻) + [∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

1 − 𝜇
) (

𝛽

1 − 𝜇
) (1 − 𝜇)!

1

𝜇=0

] 𝑥 + ⋯ 

+[∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑖 − 𝜇
) (

𝛽

𝑖 − 𝜇
) (𝑖 − 𝜇)!

𝑖

𝜇=0

] 𝑥𝑖 +⋯ 

+[∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝛼 − 𝜇
)(

𝛽

𝛼 − 𝜇
) (𝛼 − 𝜇)!

𝛼

𝜇=0

] 𝑥𝛼 . 

 

Yukarıdaki denklemden aşağıdaki ifadeleri kolayca yazabiliriz. 

𝑐0(𝑌𝐶′) = ℎ0(𝐻) = 1 ve 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 < 𝛽 için  

  

𝑐𝑗(𝑌𝐶′) = ∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!

𝑗

𝜇=0

 

 

şeklindedir. 

Durum 2: Eğer 𝛽 ≤ 𝛼 ise, bu durumda 𝛼 − 𝛽 ≥ 0 olur. Böylece, 𝑅𝐵(𝑥) polinomunun 

katsayıları aşağıdaki gibidir.  
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               𝑅𝐵(𝑥) = ℎ0(𝐻)(∑(
𝛼

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛽

𝑘=0

) 

+ℎ1(𝐻)𝑥 (∑(
𝛼 − 1

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛽

𝑘=0

) +⋯ 

+ℎ𝛼−𝛽(𝐻)𝑥
𝛼−𝛽 (∑(

𝛽

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛽

𝑘=0

) 

+ℎ𝛼−𝛽+1(𝐻)𝑥
𝛼−𝛽+1(∑ (

𝛽 − 1

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

𝛽−1

𝑘=0

) +⋯ 

+ℎ𝛼−1(𝐻)𝑥
𝛼−1 (∑(

1

𝑘
) (
𝛽

𝑘
) 𝑘! 𝑥𝑘

1

𝑘=0

) 

= ℎ0(𝐻)((
𝛼

0
) (
𝛽

0
) 0! 𝑥0 + (

𝛼

1
) (
𝛽

1
)1! 𝑥1 +⋯+ (

𝛼

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! 𝑥𝛽) 

+ℎ1(𝐻)𝑥
1 ((

𝛼 − 1

0
) (
𝛽

0
) 0! 𝑥0 + (

𝛼 − 1

1
) (
𝛽

1
) 1! 𝑥1 +⋯

+ (
𝛼 − 1

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! 𝑥𝛽) +⋯ 

+ℎ𝛼−𝛽(𝐻)𝑥
𝛼−𝛽 ((

𝛽

0
) (
𝛽

0
)0! 𝑥0 + (

𝛽

1
) (
𝛽

1
)1! 𝑥1 +⋯+ (

𝛽

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! 𝑥𝛽) 

+ℎ𝛼−𝛽+1(𝐻)𝑥
𝛼−𝛽+1 ((

𝛽 − 1

0
) (
𝛽

0
) 0! 𝑥0 + (

𝛽 − 1

1
) (
𝛽

1
) (1)! 𝑥1 +⋯

+ (
𝛽 − 1

𝛽 − 1
) (

𝛽

𝛽 − 1
) (𝛽 − 1)! 𝑥𝛽−1) +⋯ 

                           +ℎ𝛼−1(𝐻)𝑥
𝛼−1 ((

1

0
) (
𝛽

0
) 0! 𝑥0 + (

1

1
) (
𝛽

1
)1! 𝑥1). 

 

𝑅𝐵(𝑥) polinomunun katsayılarını 𝑥’in derecelerine göre yeniden düzenleyelim. 
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              𝑅𝐵(𝑥) = [ℎ0(𝐻) (
𝛼

0
) (
𝛽

0
) 0!] 𝑥0

+ [ℎ0(𝐻) (
𝛼

1
) (
𝛽

1
) 1! + ℎ1(𝐻) (

𝛼 − 1

0
) (
𝛽

0
) 0!] 𝑥1 +⋯ 

+ [ℎ0(𝐻) (
𝛼

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! + ℎ1(𝐻) (

𝛼 − 1

𝛽 − 1
) (

𝛽

𝛽 − 1
) (𝛽 − 1)! + ⋯

+ ℎ𝛽(𝐻) (
𝛼 − 𝛽

0
) (
𝛽

0
)0!] 𝑥𝛽

+ [ℎ1(𝐻) (
𝛼 − 1

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! + ⋯+ ℎ𝛽(𝐻) (

𝛼 − 𝛽

1
) (
𝛽

1
) 1!

+ ℎ𝛽+1(𝐻) (
𝛼 − 𝛽 − 1

0
) (
𝛽

0
)0!] 𝑥𝛽+1 +⋯

+ [ℎ𝛼−𝛽(𝐻) (
𝛽

𝛽
) (
𝛽

𝛽
)𝛽! + ℎ𝛼−𝛽+1(𝐻) (

𝛽 − 1

𝛽 − 1
) (

𝛽

𝛽 − 1
) (𝛽 − 1)! + ⋯

+ ℎ𝛼−1(𝐻) (
1

1
) (
𝛽

1
) 1!] 𝑥𝛼 . 

 

Yukarıdaki denklemden aşağıdaki ifadeleri kolayca yazabiliriz. 

 𝑐0(𝑌𝐶′) = ℎ0(𝐻) = 1 

 1 ≤ 𝑗 < 𝛽 ≤ 𝛼 için  

𝑐𝑗(𝑌𝐶′) = ∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!

𝑗

𝜇=0

 

Bu iki durumun Durum 1 ile aynı olduğunu dikkat edin. 

 𝛽 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 için 

𝑐𝑗(𝑌𝐶′) = ∑ ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!

𝑗

𝜇=𝑗−𝛽

. 

 

Örnek 4.1.14. Örnek 4.1.10’da verilen 𝑌𝐶’nin tamamlayıcısının kale polinomunu 

bulalım.  𝑌𝐶 'nin tamamlayıcısı Örnek 4.1.12'de kırmızıyla verilmiştir. Şimdi polinomu 

Teorem 4.1.13'ü kullanarak değerlendirelim. ℎ0(𝐻) = ℎ2(𝐻) = 1 ve 𝜇 = 1 için 

 

ℎ1(𝐻) = ∑ 𝜀1

2

𝜀1=1

 

= (1 + 2) = 3 
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biçimindedir. O zaman 𝑌𝐶′’nin kale polinomu 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶′) + 𝑐1(𝑌𝐶′)𝑥 +

𝑐2(𝑌𝐶′)𝑥
2 + 𝑐3(𝑌𝐶′)𝑥

3 ve 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥)’nin katsayıları aşağıdaki gibidir: 

𝑐0(𝑌𝐶′) = 1 

ve 1 ≤ 𝑗 ≤ 3 için 

 

𝑐1(𝑌𝐶′) = ∑ℎ𝜇(𝐻) (
3 − 𝜇

1 − 𝜇
)(

5

1 − 𝜇
) (1 − 𝜇)!

1

𝜇=0

 

                 = ℎ0(𝐻) (
3

1
) (
5

1
) 1! + ℎ1(𝐻) (

2

0
) (
5

0
) 0! 

         = 1 (
3

1
) (
5

1
) 1! + 3 (

2

0
) (
5

0
) 0! 

= 18, 

 

𝑐2(𝑌𝐶′) = ∑ℎ𝜇(𝐻) (
3 − 𝜇

2 − 𝜇
) (

5

2 − 𝜇
) (2 − 𝜇)!

2

𝜇=0

 

= ℎ0(𝐻) (
3

2
) (
5

2
) 2! + ℎ1(𝐻) (

2

1
) (
5

1
) 1! + ℎ2(𝐻) (

1

0
) (
5

0
) 0! 

= 1 (
3

2
) (
5

2
) 2! + 3 (

2

1
) (
5

1
) 1! + 1 (

1

0
) (
5

0
) 0! 

= 91 

 

ve  

 

𝑐3(𝑌𝐶′) = ∑ℎ𝜇(𝐻) (
3 − 𝜇

3 − 𝜇
)(

5

3 − 𝜇
) (3 − 𝜇)!

3

𝜇=0

 

                           = ℎ0(𝐻) (
3

3
) (
5

3
) 3! + ℎ1(𝐻) (

2

2
) (
5

2
) 2! + ℎ2(𝐻) (

1

1
) (
5

1
) 1!

+ ℎ3(𝐻) (
0

0
) (
5

0
) 0! 

= 1 (
3

3
) (
5

3
) 3! + 3 (

2

2
) (
5

2
) 2! + 1 (

1

1
) (
5

1
) 1! +  0 (

0

0
) (
5

0
) 0! 

= 125 
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olarak bulunur. Dolayısyla, 

 

𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥) = 1 + 18𝑥 + 91𝑥2 + 125𝑥3 

 

olur. 

 

4.2. Tartışma 

 

Young diyagramları ve kale polinomları kombinatorik bir kavram sayısal 

yarıgruplar ise cebirsel bir yapıdır. Bu tez ile bir cebirsel yapı kombinatorik yapılar ile 

yorumlandı. Son yıllarda sayısal yarıgruplar ve Young diyagramları ile ilgili literatürde 

birçok çalışma yer almakta ve güncel bir konu olarak araştırılmaktadır. Bizim çalışmamız 

da bu güncel araştırma konusuna destek niteliğindedir. Daha önce kale polinomları ile 

sayısal yarıgruplar arasındaki ilişki açıklanmamıştı. Bu bağlamda çalışmamız yeni bir 

problemin çözümünü ele aldı. Bu tez, gelecekte yapılacak çalışmalara rehberlik 

edebilecek özgün bulgular içermekte ve aynı zamanda cebirsel yapıların kombinatorik 

yapılar ile ilişkilerini daha derinlemesine anlama yönünde katkı sağlamaktadır. Böylece, 

matematiksel yapıların birbiriyle ilişkilerini inceleyen araştırmacılara hem teorik hem de 

pratik açılardan yeni bir bakış açısı sunarak literatüre anlamlı bir katkı sağladığımıza 

inanıyoruz. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

 

Bu çalışmada, almost simetrik Arf yarıgrupları ile kale polinomları arasındaki 

ilişki, Young diyagramları aracılığıyla ele alınmıştır. Sayısal kümeler kümesi, 

parçalanışlar kümesi ve Young diyagramları kümesi arasındaki birebir eşleşmeler 

kullanılarak, almost simetrik Arf yarıgruplarına karşılık gelen Young diyagramları 

belirlenmiş ve bu diyagramlara ait kale polinomları blok ayrıştırma algoritması ile 

hesaplanmıştır. 

Çalışma kapsamında, 𝛼 ∈ ℕ için almost simetrik Arf yarıgrubu 𝑆 = {0, 𝛼 +

1,→}’ye karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝑆’nin kale polinomu 

 

𝑅𝑌𝑆(𝑥) = 1 + 𝛼𝑥 

 

biçiminde elde edilmiştir. Bunun yanı sıra, 𝛼 ∈ ℕ ve 𝛽 ∈ {1,3,5, … ,2𝛼 − 1,→} olmak 

üzere, almost simetrik Arf yarıgrubu 𝐶 = {0, 𝛽 + 1, 𝛽 + 3, … ,2𝛼 + 𝛽 + 1,→}’ye karşılık 

gelen Young diyagramı 𝑌𝐶’nin kale polinomu 

 

𝑅𝑌𝐶(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶) + 𝑐1(𝑌𝐶)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶)𝑥
2 +⋯+ 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶)𝑥

𝛼+1 

 

olarak belirlenmiştir. Burada 𝑐0(𝑌𝐶) = 1, 𝑐1(𝑌𝐶) =
𝛼(𝛼+1)

2
+ (𝛼 + 𝛽), 𝑐𝛼+1(𝑌𝐶) = 𝛽 ve 

𝜇 = 2,… , 𝛼 için 

 

𝑐𝜇(𝑌𝐶) = [ ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2(∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼+1−𝜇

𝜀𝜇=1

] 

+(𝛼 + 𝛽 − 𝜇 + 1) [ ∑ 𝜀𝜇−1( ∑ 𝜀𝜇−2…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇−1

𝜀𝜇−2=1

)

𝛼+2−𝜇

𝜀𝜇−1=1

] 
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formundadır. Ayrıca, aynı gruba karşılık gelen Young diyagramı 𝑌𝐶’nin tamamlayıcısına 

ait 𝑌𝐶′’nin kale polinomu da 

 

𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥) = 𝑐0(𝑌𝐶′) + 𝑐1(𝑌𝐶′)𝑥 + 𝑐2(𝑌𝐶′)𝑥

2 +⋯+ 𝑐𝛼(𝑌𝐶′)𝑥
𝛼 

 

 ve 𝑅𝑌
𝐶′
(𝑥)’in katsayıları 

 

𝑐𝑗(𝑌𝐶′) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

1                                                                             eğer 𝑗 = 0 ise

∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=0

            eğer 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 < 𝛽 ise

∑ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=0

            eğer 1 ≤ 𝑗 < 𝛽 ≤ 𝛼 ise

 ∑ ℎ𝜇(𝐻) (
𝛼 − 𝜇

𝑗 − 𝜇
) (

𝛽

𝑗 − 𝜇
) (𝑗 − 𝜇)!   

𝑗

𝜇=𝑗−𝛽

        eğer 𝛽 ≤ 𝑗 ≤ 𝛼 ise

 

  

biçiminde ifade edilmiştir. Burada ℎ0(𝐻) = ℎ𝛼−1(𝐻) = 1 ve 𝜇 = 1,2, … , 𝛼 − 2 için 

 

ℎ𝜇(𝐻) = ∑ 𝜀𝜇 ( ∑ 𝜀𝜇−1…(∑ 𝜀2 (∑ 𝜀1

𝜀2

𝜀1=1

)

𝜀3

𝜀2=1

)…

𝜀𝜇

𝜀𝜇−1=1

)

𝛼−𝜇

𝜀𝜇=1

 

 

formundadır. 

 

5.2 Öneriler 

 

Bu çalışmada almost simetrik Arf yarıgruplarının kale polinomları ile ilişkisi 

Young diyagramları aracılığıyla incelenmiş ve bu ilişkilerin cebirsel ifadeleri ortaya 

konulmuştur. Bu çalışma ile sayısal kümeler ile kale polinomları arasında yapılan 

araştırmanın daha da genişletilmesi gerektiği anlaşılmaktadır. Bu doğrultuda, gelecekteki 

çalışmalarda aşağıdaki araştırma alanları ele alınabilir: 

 Farklı sayısal yarıgruplar için kale polinomlarının bulunup bulunamayacağı 

araştırılabilir. 
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 Kale polinomlarının katsayıları ile sayısal kümelerin değişmezleri arasında bir 

ilişki olup olmadığı incelenebilir. 

 Kale polinomunun literatürdeki uygulama alanlarına sayısal kümelerin dahil 

edilip edilemeyeceği değerlendirilebilir. 
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