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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Yaren UNEY
Manisa Celal Bayar Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damsman: Prof. Dr. Duygu DONMEZ DEMIR

Bu ¢aligma, miihendislik ve matematik arasindaki iliskiyi giiclendiren teorik ve
uygulamali bir referans niteligi tasimaktadir. Ozellikle iigiincii bliimde sunulan kesirli
tiirevlerle modellenen akiskan tasiyan boru sistemi ve analizler, boru sistemlerinin
dinamik davraniglarint daha dogru bir sekilde anlamak ve modellemek i¢in 6nemli bir

katki saglamaktadir.

Birinci bdliimde, boru sistemleriyle ilgili temel kavramlar detayli bir sekilde
ele alinmistir. Borularin tarihgesi, geometrik 6zellikleri ve dinamik analiz agisindan
onemi a¢iklanmistir. Ayrica, kesirli tiirevlerin matematiksel altyapisi, tarihsel gelisimi
ve uygulama alanlar1 degerlendirilmistir. Bu béliimde ayrica titresim hareketi,
rezonans ve viskoelastik davranis gibi miihendislikte kritik kavramlar agiklanmis ve
boru sistemlerinin farkli mesnet sartlar1 altindaki davraniglarina yer verilmistir.
Matematiksel modelleme teknikleri ve pertiirbasyon yontemi gibi yontemler de bu

boliimde detaylandirilmistir.

Ikinci béliimde, kesirli tiirevlere sahip bir boru modeli géz dniine alinmis ve
bu modelin titresim analizi gerceklestirilmistir. Modelin hareket denklemleri tiiretilmis
ve pertiirbasyon yontemi kullanilarak ¢oziimler elde edilmistir. Elde edilen sayisal
sonugclar, kesirli tlirevlerin boru sistemlerinin dogal frekanslar {izerindeki etkilerini
acikca ortaya koymaktadir. Bu bulgular, miihendislik uygulamalarinda daha hassas

analizler yapilabilmesi i¢in yenilik¢i bir yaklagim sunmaktadir.



Tezin son boliimiinde ise, ¢calismanin genel bir degerlendirmesi yapilarak, elde
edilen bulgular oOzetlenmistir. Ayrica, kesirli tlrevlerin sagladigi avantajlar

vurgulanarak, gelecekte yapilacak ¢alismalar i¢in dneriler sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Akigskan tagiyan borular, Titresim Analizi, Kesirli Tiirev,
Pertiirbasyon Y Ontemi, Viskoelastik Davranis, Rezonans, Sontimleme, Dogal Frekans,

Serbest Titresim, Zorlanmis Titresim, Dinamik Sistemler
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ABSTRACT
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This study is a theoretical and practical reference that strengthens the relationship
between engineering and mathematics. Particularly, the fluid carrying pipe system
modelled with fractional derivatives and analysis presented in the second section
provide an important contribution to understanding and modelling the dynamic

behavior of pipe systems more accurately.

In the first section, basic concepts related to pipe systems are discussed in
detail. The history of pipes, their geometric properties and importance in terms of
dynamic analysis are explained. In addition, the mathematical background, historical
development and application areas of fractional derivatives are evaluated. In this
section, critical concepts in engineering such as vibration motion, resonance and
viscoelastic behaviour are explained and the behaviour of pipe systems under different
support conditions is given. Mathematical modelling techniques and methods, such as

the perturbation method, are also detailed in this section.

In the second part, a pipe model with Rieamann Liouville fractional derivatives
is considered and vibration analysis of this model is performed. The equations of
motion of the model are derived and solutions are obtained using the perturbation
method. The numerical results clearly reveal the effects of fractional derivatives on the
natural frequencies of pipe systems. These findings provide an innovative approach

for more accurate analysis in engineering applications.
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In the last section of the thesis, a general evaluation of the study is made and
the findings are summarized. Additionally, the advantages of fractional derivatives are

emphasized and suggestions for future studies are presented.

Keywords: Pipes conveying fluid, Pipe Systems, Vibration Analysis, Fractional
Derivative, Perturbation Method, Viscoelastic Behaviour, Resonance, Damping,

Natural Frequency, Free Vibration, Forced Vibration, Dynamic Systems

2025, 62 pages
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onemine dikkat cekmek ve bu alandaki analiz yontemlerine katki saglamak amaciyla
hazirlanmistir. Tezin birinci boliimiinde, ¢alismanin temelini olusturan temel tanim ve
kavramlara yer verilmistir. ikinci béliimde, kesirli tiirevlere sahip bir boru modelinin
dinamik analizi g6z 6niine alinmistir. Tezin son boliimiinde ise, ¢aligma siiresince elde

edilen bulgular 1s181nda genel bir degerlendirme yapilmis ve tartigsmalar sunulmustur.
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GIRIS

Borular, insaat ve altyapidan endiistriye, tarimdan ulasima kadar pek c¢ok
alanda kullanilmaktadir. Sehirlerde su, atik su, dogal gaz ve yangin sondiirme
sistemlerinin taginmasinda, 1sitma ve sogutma tesisatlarinda 6nemli bir role sahiptir.
Endiistriyel alanlarda petrol ve dogal gazin ¢ikarilmasi, tasinmasit ve kimyasal
maddelerin tasinmasi gibi islemlerde yaygin olarak kullanilirken, enerji santrallerinde
buhar ve basingli gaz sistemlerinde yer alir. Tarim ve sulamada, damla sulama ve
yagmurlama sistemlerinde tercih edilirken seracilikta isitma ve su dagitiminda
kullanilir. Ulagtirma sektoriinde havacilik ve otomotivde yakit, hidrolik sivilar ve hava
akist i¢in kullanimi 6nemlidir. Denizcilikte ise gemilerde sivi transferi ve hidrolik
sistemlerde gorev alir. Saglik sektoriinde hastanelerde medikal gazlarin taginmasinda
ve dis ile cerrahi ekipmanlarda, evlerde ise su ve dogal gaz tesisatlarinda kullanilir.
Ayrica dekoratif amaglarla mobilya ve aksesuar tasarimlarinda da yer bulur. Enerji
tiretiminde jeotermal ve niikleer santrallerde 6zel borular kullanilirken, gida ve icecek
endiistrisinde sivilarin tasinmasi ve islenmesi icin hijyenik borular tercih edilir.
Madencilikte cevher tasima, yer alti drenaj ve havalandirma sistemlerinde, spor
alanlarinda ise ylizme havuzlar ve kayak merkezlerindeki yapay kar makinelerinde
kullanim1 dikkat ¢eker. Borular, malzeme tiirline gore farkli sektorlerin ihtiyaglarina

uygun olarak tasarlanir ve dayanikliligi ile genis bir kullanim alani sunar.

Boru hatlarinin giivenli ve verimli bir sekilde calisabilmesi i¢in, bu yapilarin
dinamik davranislarinin anlasilmasi son derece onemlidir. Ozellikle borularin
titresimleri, sistemdeki yer degistirme, gerilme ve hizlarin dogru bir sekilde
hesaplanabilmesi amaciyla titiz analizler gerektirmektedir. Boru sistemlerinde
meydana gelen titresimler, dis etkenler nedeniyle genellikle farkli frekanslarda ortaya
cikmakta ve bu titresimlerin analizi, miihendislik uygulamalarinin giivenligi ve
verimliligi agisindan kritik bir rol oynamaktadir. Titresim analizi, boru hatlarinin
tasarimindan operasyonel izlemeye kadar birgok asamada onem arz etmektedir.
Geleneksel olarak, boru sistemlerinin titresim davranigi klasik diferansiyel
denklemlerle a¢iklanmakta olup, bu denklemler genellikle borunun elastik 6zellikleri
ve c¢evresel faktorleri géz Oniinde bulundurarak sistemin hareketini modellemeye
calismaktadir. Ancak, bu yaklasim sistemin karmasik davraniglarini tam anlamiyla
aciklamada yetersiz kalabilmektedir. Ozellikle boru sistemlerinde, malzeme dzellikleri

1



ve cevresel etkenlerden kaynaklanan viskoelastik ve nonlineer davranislar, klasik
yontemlerle modellenmesi gii¢ fiziksel olgular olarak karsimiza g¢ikmaktadir. Bu
baglamda son yillarda kesirli tiirevlerin kullanimi, bu tiir karmasik sistemlerin
modellemesinde yeni bir bakis agis1 sunmustur. Kesirli tiirevler, klasik tiirevlerin
genellestirilmis bir versiyonu olup ozellikle sistemlerin viskoz, elastik ve anormal

dinamik davranislarini modellemede etkin bir yaklasim sunmaktadir.

Boru modellerinde kesirli tiirev kullanimi, 6zellikle akiskan dinamigi, 1s1
transferi ve titresim analizi gibi karmagsik miihendislik uygulamalarinda biiyiik 6nem
tasir. Kesirli tiirevler, klasik tlirevlerin yetersiz kaldigi durumlarda sistemin ge¢mis
davraniglarin1 ve hafiza etkilerini daha iyi modelleyerek, daha gergek¢i ve hassas
sonuclar elde edilmesini saglar. Ozellikle, borular igerisindeki akiskanlarin
viskoelastik  davraniglarinin = veya boru  malzemelerinin  zamana  bagh
deformasyonlarinin modellenmesinde kesirli tiirevler kullanilarak sistemin zamanla
nasil degistigi daha dogru bir sekilde analiz edilebilir. Bunun yani sira, borularda
olusan titresimlerin sOniim mekanizmalarinin belirlenmesi, boru sistemlerinin
dayaniklilik ve verimliligini artirmak i¢in kritik bir rol oynar. Kesirli tiirevler, bu tiir
dinamik problemlerde daha kapsamli bir perspektif sunarak, miihendislik tasarim

stireglerine onemli bir katki saglar.

Bu baglamda, kesirli tiirevlerin bu alandaki uygulamalari, boru sistemlerinin
elastik olmayan ozelliklerinin daha iyi anlagilmasina katkida bulunmaktadir. Ayrica,
bu tiirevler, sistem igerisindeki gii¢ kayiplariin ve enerji sizintilarinin daha gercekei
ve dogrusal olmayan bir bicimde temsil edilmesine olanak saglamaktadir. Kesirli
tiirevlerin kullanimi, ayrica boru hatlarindaki rezonans frekanslarinin daha dogru bir
sekilde tespit edilmesine yardimci olmakta ve asirt titresimlerin neden olabilecegi

potansiyel hasarlarin 6nceden tahmin edilmesine imkan sunmaktadir [1].

Kesirli tiirevlerin bu alanda uygulanmasi, daha hassas titresim modlar1 ve dogal
frekanslarin elde edilmesine olanak tanir. Bu, 6zellikle boru sistemlerinde olusabilecek
rezonans, asiri titresim veya yapisal hasar gibi istenmeyen durumlarin dnceden tespit
edilmesini kolaylastirir. Kesirli tlirevlerin kullanimi, boru hatlarinin elastik olmayan
ozelliklerini ve zamanla degisen viskoelastik tepkilerini dikkate alarak daha gercekei
bir modelleme sunar. Boru sistemlerinin viskoelastik 6zellikleri, 6zellikle enerji tasima

ve iletim hatlarinda kritik bir parametre olarak one ¢ikmaktadir. Bu nedenle, kesirli



tiirevlerin boru sistemlerinin dinamik davranislart {izerindeki etkilerini incelemek,

miihendislik alaninda 6nemli bir arastirma konusu haline gelmistir [2,3].

Kesirli tiirevler, miihendislik alaninda sistemlerin daha esnek ve karmasik
dinamiklerini modellemek amaciyla genis bir uygulama yelpazesine sahiptir. Boru
sistemlerinin titresim analizi, bu tiir sistemlerin daha dogru ve kapsamli bir sekilde
modellenmesine imkan tanimaktadir. Kesirli tiirevlerin uygulandig titresim analizi,
son yillarda mekanik sistemlerin dinamik davraniglarini anlamada 6nemli bir arastirma
alan1 haline gelmistir. Kesirli tiirevler, klasik diferansiyel kavraminin genisletilmesiyle
ortaya cikarak, siirekli zamana sahip dinamik sistemlerin daha hassas bir sekilde
modellenmesine olanak tanimistir. Boru sistemleri s6z konusu oldugunda, bu tiir
tiirevler, karmagik yapilar ve malzeme 6zelliklerinin etkilerini daha dogru bir bigimde
incelemek i¢in 6nemli bir arag olarak 6n plana ¢cikmaktadir. Bu alanda gergeklestirilen
bazi calismalara goz attigimizda, Podlubny kesirli diferansiyelin matematiksel
temellerini gelistirmis ve bu yaklasimin mekanik sistemlerdeki sinir kosullarina olan
etkilerini arastirmistir [4]. Daha sonra, Mainardi benzer bir sekilde, kesirli tlirevlerin
viskoelastik sistemlerdeki dinamik davranislarini incelemis ve bu tiir tiirevlerin
mithendislik problemlerine uygulanabilirligini gostermistir [5]. Sprott ve Miller ise
kesirli tiirevlerin miihendislikteki uygulamalarini ele alarak, 6zellikle hafif dinamik
ozelliklerin modellenmesinde faydali olduklarini ortaya koymuslardir [6,7]. Yildirim
ve Sevik, kesirli tiirevli modelleri boru sistemlerinin titresim analizine entegre ederek,
bu yaklagimin titresim modlarinin dogrulugunu artirdigini belirtmislerdir [8]. Son
olarak, Sahin ve Ertan boru modellerinin titresim analizi iizerindeki kesirli tiirevli
yaklasimin dogrulugunu klasik diferansiyelle karsilagtirmis ve daha fazla esneklik ile
dogruluk sagladigini gostermislerdir [9]. Bu calismalar, boru sistemlerinin titresim
analizinde kesirli tiirevlerin kullanilmasinin, klasik modellemelere gore daha yiiksek
¢Oziim hassasiyeti sundugunu ve sistemin ger¢ek dinamik Ozelliklerini daha iyi
yansittigini ortaya koymaktadir. Kesirli tiirevlerin, viskoelastik davranislar, heterojen
malzemeler ve non-lineer 6zellikler iceren boru sistemlerinde sagladigi avantajlar, pek
cok ¢alisma ile ortaya koyulmustur. Ornegin, Atangana ve Baleanu, kesirli tiirevlerin
diferansiyel ve integral hesaplamalarindaki uygulamalarini incelemis ve bu
yaklagimlarin miihendislik ile fiziksel sistemlerde daha dogru sonuglar ortaya
koydugunu vurgulamislardir [10]. Zuo ve Guo, kesirli tiirevlerin bu tiir sistemlerin

titresim analizi i¢in daha esnek ve kapsamli bir model sundugunu gostermislerdir [11].



Ayrica, bu yaklagim, boru hatlarinin uzun vadeli titresim davranislarini tahmin etmede
de faydalidir, zira kesirli tiirevler, fiziksel sistemlerin zamanla degisen 6zelliklerini
daha iyi simiile edebilme yetenegine sahiptir. Li ve He, boru sistemlerinde akigkanin
titresim tizerindeki etkilerini kesirli tiirevlerle inceleyerek sivilarin tasima sirasinda
karsilagtig1 enerji kayiplarin1 daha dogru bir sekilde modellemeyi basarmislardir [12].
Kesirli tiirevler, boru hatlarindaki titresim frekanslarini ve mod sekillerini daha kesin
bir sekilde hesaplayarak, sistemdeki enerji kayiplarin1 da daha hassas bir bigimde
modelleme imkani tanimaktadir. Ayrica, bu tiirevler, boru sistemlerinde meydana
gelen elastik olmayan o6zellikleri incelemek igin etkili bir ara¢ olarak ortaya
cikmaktadir [13]. Bu alandaki ilerlemeler, miithendislik uygulamalarinda sistemlerin
daha verimli ve gilivenli bir sekilde analiz edilmesine olanak saglamaktadir. Kesirli
turevler, klasik tiirevlerden farkli olarak, oOzellikle viskoelastik malzemelerin
modellenmesinde belirgin avantajlar sunmaktadir. Boru sistemlerinin titresim
analizinde kesirli tiirevlerin kullanima, bu tiir yapilarin davranislarinin daha hassas bir
sekilde temsil edilmesine olanak tanimaktadir. Bu alanda yapilan calismalar, kesirli
tiirevlerin sistemin dogal frekanslari, mod sekilleri ve titresimleri {izerinde onemli
etkiler yarattigimni ortaya koymustur. Kesirli tiirevler, 6zellikle viskoelastik boru
hatlarinin dinamik 6zelliklerini daha iyi yansitmasiyla miihendislik uygulamalarinda
giderek daha fazla tercih edilmektedir [14]. Diger yandan, kesirli tiirevlerin akiskan
tasiyan sistemlerdeki boru hatlarindaki titresim analizlerine uygulamasi, akigkanin
etkilerini de dikkate alarak daha karmasik ve dogru bir modelleme imkani
sunmaktadir. Ayrica, Borhani ve Rahmani, kesirli tiirevlerin boru sistemlerinde i¢
akiskan ile etkilesim dinamiklerini anlamada nasil faydali oldugunu tartigsmis ve bu tiir
analizlerin, ozellikle sivi ve gaz akigkanlarinin etkilesime girdigi sistemlerde anlamli
avantajlar sagladigini belirtmistir [15]. Bu sistemler, akiskanin ve boru hatlarinin
mekanik 6zelliklerinin birlesiminden kaynaklanan karmasik sistemler sergilemektedir.
Kesirli tiirevlerin boru sistemlerinin titresim analizine uygulamasi, 06zellikle
geleneksel tlirev modellerinin yetersiz kaldigi durumlarda faydali bir ¢éziim
sunmaktadir [16]. Hammad, Zhang ve Liu, kesirli tiirevlerin boru hatlarinin titresim
analizi lzerindeki etkilerini incelemis ve bu yaklasimin geleneksel tiirevlerle
gerceklestirilen modellere kiyasla daha dogru sonuglar verdigini gostermistir [17].
Sonu¢ olarak, kesirli tiirevlerin boru sistemlerinin titresim analizindeki kullanima,
geleneksel miihendislik yaklagimlarini asarak daha hassas ve giivenilir sonuglar

sunmaktadir. Bu alanda ortaya koyulan ¢alismalar, kesirli tiirevlerin boru hatlarindaki
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enerji kayiplari, soniim ve viskoelastik etkileri daha dogru bir bicimde modelleme
kapasitesine sahip oldugunu gostermektedir. Yapilan arastirmalar ise, bu tiirevlerin
miihendislik uygulamalarinda daha genis bir kullanim alanina sahip olacagini ortaya

koymaktadir.



L. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Boru Kavram
1.1.1. Boru Kavraminin Tarihcesi

Boru kavraminin tarihgesi, miihendislik, matematik ve fizik alanlarindaki
onemli teorik ve pratik gelismelerle paralel bir seyir izlemistir. Borular, 6zellikle
sivilarin ve gazlarin tasinmasi amaciyla kullanilan temel miihendislik bilesenleri
olarak ortaya ¢ikmis ve zamanla akigkan dinamigi, yapisal analiz ve malzeme bilimi

gibi daha karmagsik miihendislik disiplinleriyle biitiinlesmistir.

1.1.2. Boru Tanim

Boru, miihendislik uygulamalarinda sivi, gaz ve kat1 maddelerin taginmasi
amaciyla kullanilan, genellikle silindirik bir yapiya sahip olan bir bilesendir. Boru
sistemleri, taginan akigkanin tiirline ve tasima gereksinimlerine bagl olarak gesitli
malzemelerden iiretilmektedir. Secilen malzemeler, borunun tasima kapasitesini,
dayanikliligini ve kullanim 6mriinii etkileyen 6nemli unsurlar arasinda yer almaktadir.
Borular genellikle, i¢inden gegen maddelerin 6zelliklerine ve ¢evresel etkilere gore
tasarlanmaktadir; dolayisiyla, boyutlart ve malzeme se¢imleri miihendislik
hesaplamalarina dayanarak belirlenmektedir [18,19].

Boru sistemleri yalnizca s1vi veya gaz tasimakla sinirlt olmayip, ayni zamanda
enerji iletiminden 1s1 transferine kadar pek ¢ok farkli miihendislik uygulamasinda
hayati bir rol oynamaktadir. Borular, petrol ve dogal gaz endiistrisi, su temini, kimya
sanayi, 1sitma ve sogutma sistemleri gibi c¢esitli endiistrilerde yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bu sistemlerin giivenligi ve verimliligi, borunun geometrisi,

malzeme 6zellikleri ve ¢evresel etkenler gibi faktorlerle dogrudan iliskilidir [4,20].

1.1.3. Boru Tipleri ve Kullanim Alanlari

Boru tipleri, tagidiklari maddelere ve sistemin ¢aligma kosullarina bagli olarak
farklilik gostermektedir. Celik borular, genellikle yiiksek basinca dayanikliliklar: ve

mekanik mukavemetleri nedeniyle siklikla tercih edilmektedir. Bu tiir borular,
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ozellikle petrol ve dogalgaz endiistrisinde, derin deniz ve kara boru hatlar1 gibi
uygulamalarda kullanilmaktadir [21]. Plastik borular ise, hafiflikleri, korozyona karsi
direngleri ve diisiik maliyetleri dolayisiyla su temini ve atik su sistemlerinde yaygin

olarak tercih edilmektedir [22].

Aliiminyum ve bakir gibi metaller, genellikle daha hafif borular gerektiginde,
Ornegin otomotiv endiistrisinde ve havacilikta kullanilmaktadir. Kimya sanayisinde
ise, kimyasal maddelerin taginmasi amaciyla korozyona dayanikli ve genellikle 6zel

formiilasyonlara sahip borular kullanilmaktadir [23].

1.1.4. Boru Geometrisi ve Malzeme Secimi

Boru sistemlerinin tasariminda, borunun geometrik 6zellikleri biiyiikk 6nem
tagimaktadir. Borunun i¢ ¢api, tasidigi akiskanin miktarin1 ve hizini belirlerken, dis
capt borunun disartya uyguladigr kuvvetleri, yercekimi ve c¢evresel etkilesimleri
dikkate alir. Duvar kalinlig1, borunun dayanikliligini ve tasima kapasitesini belirleyen
en onemli faktorlerden biri olarak 6ne ¢ikmaktadir. Borunun geometrik yapist ve
malzeme secimi, Ozellikle dinamik analizler agisindan, borunun titresim modlarini,
rezonans frekanslarin1 ve yapisal dayanimini etkileyen unsurlar olarak karsimiza

cikmaktadir [24].

Zhang ve Cao, boru sistemlerinin geometrik tasariminin tagima kapasitesini
dogrudan etkileyen bir parametre oldugunu vurgulamis ve boru hatlarindaki akiskanin
ozelliklerine gore cap ve duvar kalinliginin optimize edilmesi gerektigini
belirtmislerdir [19]. Borunun geometrisi, ayn1 zamanda digsal yiiklerden, Ornegin
rlizgar etkisi veya yer hareketlerinden (depremler gibi) ne 6l¢iide etkilenecegini de

belirlemektedir [25].

1.2. Kesirli Tiirevler
1.2.1. Kesirli Tiirev Tanimi

Kesirli tlirev kavrami, tlirev isleminin tam sayr olmayan mertebelere
genellestirilmesi ihtiyacindan dogmus ve 17. yiizyildan itibaren matematiksel analizde
onemli bir arastirma alani haline gelmistir. Ilk olarak 1695 yilinda Leibniz’in

L'Hopital’a yazdig1 bir mektupta dile getirdigi bu fikir, Euler, Fourier ve Dirichlet gibi
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matematikgilerin caligmalariyla gelismistir. 19. yilizyilda Riemann ve Liouville, kesirli
tiirevleri integral operatorleri araciligiyla tanimlayarak Riemann-Liouville kesirli
tiirevini gelistirmistir. Daha sonra Griinwald ve Letnikov, farklar yontemiyle kesirli
tiirevlerin alternatif bir tanimin1 sunmus, 20. yiizyilda ise Michele Caputo, fiziksel
uygulamalarda daha kullanishi olan Caputo kesirli tiirevini Onermistir. Kesirli
tirevlerin ortaya c¢ikisi, klasik tiirevlerin yetersiz kaldigi bellek etkisi gosteren
sistemler, fraktal yapilar ve anomaliler igeren fiziksel siireg¢lerin modellenmesi
ihtiyacindan kaynaklanmistir. Giintimiizde kesirli tiirevler, kesirli diferansiyel
denklemler araciligryla miithendislik, fizik, biyomedikal bilimler ve finans gibi bir¢ok

alanda yaygin olarak kullanilmakta ve aragtirmalarin merkezinde yer almaktadir [3,4].

Kesirli tlirevlerin uygulama alanlar1 oldukga genistir. Fizik ve Miihendislik
alanlarinda kesirli tiirev, diflizyon, 1s1 iletimi, akigskanlar dinamigi ve viskozite gibi
miihendislik sorunlarinda yaygin olarak kullanilmaktadir. Ornegin, fraktal
geometrilerdeki kesirli tiirev kullanimi, klasik tiirevlerin Otesine gegerek fiziksel
stireglerin daha dogru bir sekilde modellenmesine olanak tanir [26]. Finans ve ekonomi
alanlarinda kesirli tiirevler, finansal modellere de entegre edilen dnemli bir aractir.
Ozellikle opsiyon fiyatlamasi ve risk analizi alanlarinda, kesirli tiirevlerin sundugu
esneklik, piyasa hareketlerini daha dogru bir sekilde tahmin etme imkan1 saglar [27].
Biyoloji ve Ekoloji alanlarinda, biyolojik sistemlerin dinamiklerini modellemek i¢in
kesirli tiirevlerin kullamimi yaygindir. Ornegin, ekosistemlerdeki biyolojik siirecler
veya virlis yayillimi {izerine yiirlitilen arastirmalar, kesirli tiirevlerin sagladigi
genellestirilmis  matematiksel yapilar sayesinde daha isabetli tahminler

yapabilmektedir [28].

Pertiirbasyon serileri a¢iliminda belirli avantajlar1 bulundugundan genellikle
Riemann-Liouville (R-L) kesirli tiirev taninmi tercih edilmektedir. Oncelikle, R-L
tanimi, integral formiilasyonuyla daha genel ve analitik ¢ozlimler liretmeye daha
uygun bir yapr sunar. Ozellikle, diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde Laplace ve
Fourier doniisiimleriyle kolayca ifade edilebilir olmasi, onu miihendislik ve fizik

uygulamalarinda tercih edilen bir secenek haline getirmistir.

Caputo tanimi ile kiyaslandiginda, R-L kesirli tiirevi, baglangi¢ kosullarinin saf
diferansiyel denklemler yerine integral denklemler iizerinden ele alinmasina olanak
tanir. Bu, ozellikle karmasik sistemlerde baslangi¢ kosullarini dogrudan belirlemek

yerine integral ifadeleri kullanarak daha genis kapsamli analizler yapmay1 miimkiin
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kilmaktadir. Bu ¢alismada kullanilan ¢ok zaman 6lgekli metot, kiigiik parametreler
cergevesinde tiiretilmis denklemlerle g¢alistig1 icin, R-L tanimi uygun bir se¢enek

olmustur.

Ayrica, ¢ok zaman 6l¢ekli metot, R-L tlirev tanimini igeren operatorleri dogal
bir sekilde islemesine olanak tanimaktadir. Bunun nedeni, bu tanimin kesirli tiirevlerin
zaman tiirevleri olarak ele alinmasini kolaylastirmas: ve zaman olgekleri iizerindeki
pertiirbasyon analizlerine daha uyumlu hale getirmesidir. Bu sebeplerle, kesirli
mertebeden pertlirbasyon seri agilimi yapilirken Riemann-Liouville kesirli tlirev

tanimi tercih edilmektedir [29].

1.2.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi

R reel eksen lizerinde tanimli sonlu bir aralik [a, b] (—0 < a < b < )
olsun. a € C olmak iizere (R(a) > 0) mertebeden sag ve sol tarafli Riemann-

Liouville kesirli integralleri, I" fonksiyonu

[0e]

') = j t* le tdt (R(a) > 0)
0

olmak iizere,

X

(1% £) () = — j JWdt_ (o R > 0)

I'a) | (x—1t)l-«@

a

b

1 d
(- x) = ) j (tf_(t,)c)lt_a (x > b; R(a) > 0)

P

bi¢ciminde tanimlanir. Buna gore, @« € C(R(a) > 0) mertebeden Riemann-Liouville

kesirli turevleri

X

- dY /. 1 (dY} f@)ad _
( Da+f)(x)=(&) (1 f)(x):m(&j Im(n:[%(a)]+],x>a)

a



(RLD;f f )(x) :(—%j (I;f“ f )(x) = F(nl—a) (—%) I%(n =[R(a)]+Lx<b)

esitlikleri ile verilir. Burada [R(a)], R(a) degerinin tam kismini ifade eder. Ozel

olarak, 0 < [R(a)] < 1 ise, bu takdirde

X

1 d d
(RLD;f)(X):ma %(0<[%(a}]<1;x>a}
b
1 d d
(RLDggf)(x) :_F(l—a)af(tfgct))a;(a) (0 <R(a) <1;x>b)

bulunur [3].

1.2.3. Caputo Kesirli Tiirevi

R reel eksen iizerinde tanimli sonlu bir aralik [a, b] ve

3 dY, .. 1 d\" % f)dt g _
(Da+f)(x)=(&j (1 f)(x)zr(n_a)(&j jm(n=[n(a)]+1,x>a)

a

) d\' /. .. 1 d\'t f(t)dt s _
(Dbf)(x)=[—&j (17 f)(x):r(n_a)[—&j jm(n=[ﬁ(a)]+1,x<b)

X

ile tammli a € C olmak tizere (R(a) = 0) mertebeden Riemann-Liouville kesirli

tiirevleri
s FO10) = (D f) ()
Dy-1f 0D1(x) = (Dy-1)(x)

olsun. Bu takdirde,

a &Ny icinn=[R(a)]+1;, a ENyicinn=«a
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olmak tizere, a € C(R(a) = 0) mertebeden sag ve sol tarafli Caputo kesirli tiirevleri

yukaridaki Riemann-Liouville kesirli tiirevleri kullanilarak,

(°D:+f)=(D;{f<t> 5 @y oo

j=0

n-1 f (j) ]
(CD;‘f):(Dg’{f(t) ij_(b)(b a) ||(x)

j=0

bigiminde tanimlanir. Simdi R(a) >0 ve n de Dp-[f (t)](x) = (Dg-f)(x) gibi olsun.

Buna gore, [a,b] araligi ilizerinde tanimli Caputo kesirli tiirevleri asagidaki gibi

tanimlidir;

i) a&Nyise D =d /dxven = [R(a)] + 1 olmak iizere,

1 Tf(n)(t)dt
F(n a)s kL

(°0; 1)

- (1) % ™)t
( D )( )_I‘(n a)J‘(t X)a n+1

bigimindedir. Burada, 6zel olarak 0 < [R(a)] < 1 alindiginda

e 1 rf(t)dt
(°D 1) 00 = rl-a) j (x—t)
s 1 G f@adt
(B )09 = F(l—a)-[(t—x)“

bulunur.

ii) a = n € Nj ise, bu takdirde
(°DLF) () = @ (x)(neN)

(°DL ) () =D F(x)(neN)

olarak verilir [3].
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1.3. Titresim Hareketi

1.3.1. Titresim Hareketinin Tanimi

Titresim, bir sistemin denge konumu etrafinda belirli bir diizen veya rastgelelik
icinde periyodik veya soniimlii hareket etmesi olarak tanimlanir. Matematiksel olarak,
titresimler genellikle diferansiyel denklemler ve harmonik analiz g¢ercevesinde
incelenir. Lineer sistemlerde basit harmonik hareket ile modellenirken, lineer olmayan
sistemlerde kaotik ve kompleks davraniglar sergileyebilir. Titresim analizi,
miithendislikten fizige, biyomekanikten finansal modellere kadar genis bir uygulama
alanina sahiptir ve sistemlerin dinamik &6zelliklerini anlamak i¢in temel bir aragtir.
Kesirli tiirevler ve integral operatorleri gibi gelismis matematiksel araclar, 6zellikle
soniimlii ve viskoelastik ortamlar iceren sistemlerde titresimlerin daha hassas bir
sekilde modellenmesine olanak tanimaktadir. Titresim hareketinin temel 6zellikleri ise

sunlardir:

i) Periyot (T): Titresimin bir tam dongiisiinii tamamlamasi i¢in gecen siiredir.
Birimi saniyedir (s).

ii) Frekans (f): Birim zamanda gerceklesen titresim sayisidir. Birimi Hertz (Hz)
olup, f=1/T bagtis1 ile bulunur.

iii) Genlik (A): Cismin denge noktasindan en uzak konuma kadar olan maksimum
yer degistirme miktaridir.

iv) Faz (¢): Titresim hareketinin belirli bir anda hangi durumda oldugunu belirten
bliytikliiktiir. Genellikle radyan cinsinden ifade edilir.

v) Harmonik Titresim: Eger bir cismin hareketi sinlis ya da kosiniis
fonksiyonuyla ifade edilebiliyorsa, bu hareket basit harmonik hareket olarak
adlandirilir.

vi) Soniimlii ve Soniimsiiz Titresim: Eger titresim hareketi zamanla azaliyorsa
sOniimlii, enerjisini koruyarak devam ediyorsa sOniimsiiz titresim olarak
adlandirilir.

vii)  Zorlanmis Titresim: Sisteme disaridan periyodik bir kuvvet uygulanarak

devam ettirilen titresim hareketidir.
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viii) Rezonans: Zorlayici frekansin sistemin dogal frekansina esit olmasi

durumunda meydana gelen biiyiik genlikli titresimdir [30].

1.3.2. Titresim Hareketinin Tarihsel Gelisimi

Titresim hareketi, mekanikte bir cisim veya sistemin denge konumundan
saparak gerceklestirdigi salinim hareketini ifade eder. Bu tiir hareketler, fiziksel
sistemlerin analizi agisindan 6nemli bir yere sahip olup, genellikle "harmonik hareket"
olarak adlandirilir. Titresim hareketi, miihendislik, fizik ve biyoloji gibi bir¢ok farkli

alanda karsimiza ¢ikan bir olgudur.

Antik Yunan doneminden itibaren insanlar, hareket ve kuvvetler iizerine ¢esitli
gozlemler yapmuslardir. Ornegin, Aristoteles (M. O. 384-322) hareketin dogasi
hakkinda diigiinceler gelistirmis, ancak bu teoriler modern fizigin bazi prensipleriyle
celismistir. Bu erken c¢alismalar, titresim hareketlerinin temel prensiplerinin

anlasilmasi acisindan dolayli bir etki yaratmis olabilir.

Isaac Newton (1643-1727), "Philosophie Naturalis Principia Mathematica"
adli eserinde hareket yasalarini kapsamli bir sekilde formiile etmistir. Newton’un
hareket yasalari, 6zellikle ikinci yasasi (F=ma), titresim hareketleri i¢in kritik bir temel
olusturmustur [31]. Newton’un ¢alismalari, klasik mekanikte titresim hareketlerinin

bir cismin denge noktasindan sapmalarla meydana gelecegini agiklamistir.

Christiaan Huygens (1629-1695), sarka¢ teorisini gelistirerek titresim
hareketlerinin siirekliligi lizerine 6nemli katkilarda bulunmustur. Huygens, salinim
hareketi ve periyodik hareketlerin analizi i¢in matematiksel modeller gelistiren ilk
bilim insanlarindan biri olarak taninmakta olup, calismalari titresim hareketlerinin

belirli ve diizenli frekansta olabilecegini ortaya koymaktadir [32].

Leonhard Euler (1707-1783), titresim hareketlerinin analizi konusunda 6nemli
bir matematik¢idir. Euler, mekanik sistemlerdeki hareketlerin denklemlerini ¢6zme
konusundaki katkilariyla taninir ve gelistirdigi denklemler, titresim hareketlerinin

fiziksel yasalarint modellemede hayati bir rol oynamistir [33].

Joseph Fourier (1768-1830), Fourier serileri aracilifiyla karmasik dalgalarin
siniizoidal bilesenlere ayrilabilecegini gostermistir. Bu, titresim hareketlerinin

matematiksel ¢oziimiinde devrim niteligi tasiyan bir adimdir [34]. Fourier’in teorileri,
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sinlizoidal dalgalarin titresimlerle iligkisini agiklayarak miihendislik ve fizik
alanlarinda genis bir uygulama alani bulmustur. Pierre-Simon Laplace (1749-1827),
fiziksel sistemlerin hareketlerini modelleyen diferansiyel denklemler {izerine 6nemli
calismalara imza atmis ve dinamik sistemlerin titresimlerinin analizine katkida
bulunmustur [35]. Laplace’in ¢alismalar1 ise, titresim hareketlerinin evrimini

anlamada temel bir rehber olarak kabul edilmistir.

20. yiizyilda gerceklestirilen miihendislik arastirmalari, 6zellikle titresimlerin
yapilar iizerindeki etkilerini derinlemesine incelemis ve bu alanda 6nemli gelismelere
imza atmistir. Bu ¢aligmalar, yap1 miihendisligi, otomotiv miihendisligi ve havacilik

endstrisi gibi disiplinlerde genis uygulama alanlar1 bulmustur [36].

Gilinlimiizde ise titresim hareketleri, teknolojinin her alaninda dikkate deger bir
yer tutmaktadir. Akustik miihendislik, titresim kontrolii ve sismoloji gibi alanlar,
modern aragtirmalarda genis ¢apta uygulanmakta ve bu alanlardaki temel teoriler,

yukarida bahsedilen klasik ¢aligmalar {izerine insa edilmektedir.

1.3.3. Titresim Cesitleri

Titresim hareketleri ve zorlanmis titresim olarak ikiye ayrilmaktadir. Her iki
titresim de kendine 6zgii dinamikler ve matematiksel modeller gerektirmektedir.
Serbest ve zorlanmis titresim, mekanik sistemlerde farkli dinamikler ve enerji
etkilesimleri ile meydana gelen, temel titresim tiirleridir. Bu iki tiir, sistemin hareketine
etki eden kuvvetlerin varlig1 ve sistemin bu kuvvetlere verdigi tepkiye bagh olarak

degisiklik gostermektedir.

1.3.3.1. Serbest Titresim

Serbest titresimler, bir sistemi baslangigta verilmis olan enerji ile dis hicbir
kuvvet olmaksizin dogal frekansinda titrestiren hareketlerdir. Bu tiir titresimlerin
temeli, Newton’un Hareket Yasalar1 ve Hooke Yasasi (1716) ile atilmistir. Yayh
sistemler ve Kkiitleler iizerinde yapilan analizlerde, serbest titresimler genellikle

sintizoidal hareket olarak modellenir.
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Goldstein (1980) [37], serbest titresimleri klasik mekanik sistemlerin en temel
hareket tiirlerinden biri olarak tanimlamaktadir. Bu ¢alismada, serbest titresimlerin,
baslangicta bir kuvvetle yerinden edilen bir sistemin, dig bir kuvvet olmaksizin dogal

frekanslar etrafinda gerceklestirdigi hareketler oldugu vurgulanmistir.

Arnold (1989) [38], serbest titresimler iizerine gergeklestirdigi caligmalarda,
sistemdeki soniimleme etkisini de ele almistir. Soniimleme, titresimin genliginin
zamanla azalmasina yol agarak sistemin enerji kaybii temsil eder. Bu durum
genellikle lineer soniimleme denklemleri ile modellenir ve klasik fizik sistemlerinde

sikca gozlemlenir.

Serbest titresimlerin matematiksel modellemesinin erken 6rnekleri arasinda
Galileo (1638) ve Hooke (1678) [39] gibi isimler 6ne ¢ikmaktadir. Hooke’un yay
kanunu, serbest titresimlerin temelini olusturan elastik kuvvetin matematiksel

ifadesidir.

Tek serbestlik dereceli bir sistem igin serbest titresimi matematiksel modeli, m
kiitle (kg), k yay sabiti (N/m), x sistemin yer degistirmesi (deplasman), ¥ zamana

gore ikinci tiirevini (ivme) temsil etmek iizere,
mX+kx =0
hareket denklemi ile verilir [37]. Bu denklem ¢6zlimii genellikle
x(t) = A.cos (wot + ¢)

bi¢iminde bir siniizodial hareketi temsil eder.Burada, A genlik (baslangigta verilen
enerjinin biiylikligi), w, dogal frekans (rad/s), ¢ faz agisi, t ise zamandir. Elde
edilen hareket denklemine gore sistem, serbest titresimde belirli bir frekansta ve
genlikte hareket eder. Sistemin genligi, baslangi¢ kosullarina ve enerji kayiplarina

(sonlim) bagl olarak zamanla azalir.

1.3.3.2. Zorlanms Titresim

Zorlanmig titresimler, bir dis kuvvetin etkisi altinda meydana gelen
titresimlerdir. Bu tiir titresimlerde, dis kuvvetin frekansi ve biiytlikliigii, sistemin genlik
degerini 6nemli dl¢iide etkileyebilir. Zorlanmus titresimlerin temel 6zelliklerinden biri,
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rezonans olayidir. Rezonans, dis kuvvetin frekansi sistemin dogal frekansina

yaklastiginda ortaya ¢ikar ve genligin biiyiik bir artis gostermesine yol agar.

William Thomson, diger adiyla Lord Rayleigh, 1877 yilinda zorlanmis
titresimler ve rezonans konularinda 6nemli arastirmalar gerceklestirmistir. Rayleigh,
dis kuvvetin sistem tlizerindeki etkilerini inceleyerek, zorlanmig titresimlerde
rezonansin genligi artiran kritik bir etken oldugunu géstermistir. Onun bu alandaki
caligmalari, zorlanmis titresimlerin ve rezonansin miihendislik uygulamalarindaki

Onemini biiylik 6l¢iide 6ne ¢ikarmistir.

Rayleigh, 1877’de zorlanmis titresimler iizerine yaptigi calismalarda, dis
kuvvetin frekansinin dogal frekansa yakin oldugu durumlarda genligin nasil dnemli
Olciide arttigini agiklamistir [40]. Bu olay, 6zellikle mekanik sistemlerde biiyiik enerji
birikimine neden olabilir ve dolayisiyla sistemin asir1 titresmesine yani rezonansa yol
acabilir. Rayleigh, rezonansin yapisal hasarlara yol agabilecegi konusunda da 6nemli

uyarilarda bulunmustur [41].

1911 yilinda, Lamb ise zorlanmis titresimler {iizerine gerceklestirdigi
analizlerde, dis kuvvetin periyodik etkisi ile sistemin tepkisini arastirmistir [42]. Bu
caligmada, sistemin genliginin dis kuvvetin frekansi ile nasil iliskili oldugu ve

rezonans durumunun nasil meydana geldigi detayli bir sekilde agiklanmistir.

Zorlanmis titresimlerin matematiksel modeli, F,, dis kuvvetin genligini, w dis
kuvvetin agisal frekansini, m sistemin kiitlesini, k yay sabitini ve x sistemin yer

degistirmesini temsil etmek iizere [37],

mX + kx = Fycos(wt)

bi¢iminde ifade edilir. Elde edilen hareket denkleminin ¢ozlimii,

x(t) = X.cos (wt — ¢)

bicimindedir. Burada X, zorlanmis titresimin genligini temsil eder ve bu genlik, dis
kuvvetin frekansi, biiytikliigii ve sistemin dogal frekansi ile dogrudan iligkilidir. Eger
dis kuvvetin frekansi, sistemin dogal frekansina yakinsa, genlik oldukca biiyiik bir

degere ulasabilir, bu ise rezonans olarak adlandirilir.
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Rezonans Durumu: Zorlanmis titresimlerde rezonans genellikle su sekilde
aciklanir: Sistemin dogal frekansi, dis kuvvetin frekansina esit hale geldiginde,
sistemin genligi dnemli 6l¢iide artar. Bu sartlar altinda, sistem asir1 titresime gegebilir
ve biiyiik miktarda enerji birikimi olusabilir; bu durum ise potansiyel olarak yapisal

hasara yol agabilir.

Ormnegin; bir salincagin bir kisi tarafindan dis kuvvetle (Srnegin itme)
zorlandig1 durum, eger dis kuvvet, salincagin dogal frekansina yakin bir frekansta
uygulantyorsa, rezonans ortaya c¢ikarir. Eger bu kisi siirekli olarak dogru
zamanlamayla itis yaparsa, salincagin genligi giderek artacak ve ¢ok biiyiik salinimlar

gerceklesecektir.

Serbest ve zorlanmis titresimler, titresim hareketlerinin farkli dinamik
Ozelliklerini ve kuvvet etkilesimlerini tanimlar. Serbest titresimler, bir sistemin kendi
dogal frekansinda hareket etmesiyle karakterize edilirken, zorlanmus titresimler bir dis
kuvvetin etkisiyle gerceklesir ve siklikla rezonans ile tanimlanir. Bu iki titresim,

miihendislik, akustik ve yap1 dinamigi gibi 6nemli alanlarda kritik bir 6neme sahiptir.

1.3.3.3 Soniimsiiz Titresimler

Sonilimsiiz titresim, bir sistemin dig etkenlerden bagimsiz olarak, enerjisini
kaybetmeden siirekli olarak yaptig: titresim hareketidir. Bu tiir titresimlerde siirtlinme
veya hava direnci gibi enerji kaybina neden olan faktorler goz ardi edilir, dolayisiyla
sistemin genligi zamanla degismez ve titresim hareketi sonsuza kadar devam eder.
Ancak gercekte, tiim fiziksel sistemlerde az da olsa bir soniimleme etkisi
bulundugundan, tamamen soniimsiiz titresim pratikte miimkiin degildir. Soniimsiiz
titresime en iyi Ornek, ideal kosullarda salinan bir yay-sarkag sistemidir. Eger yay ve
kiitlenin hareketine etki eden herhangi bir diren¢ veya siirtiinme olmasaydi, sistem
sonsuza kadar ayn1 genlikte salinim yapmaya devam ederdi. Ancak gergek sistemlerde
az da olsa bir soniimleme oldugu i¢in, zamanla enerji kayb1 yasanir ve sistem durma

noktasina gelir.

Galilei ve Hooke gibi erken donem bilim insanlarinin ¢alismalari, bu tiir

titresimlerin temel 6zelliklerini anlamak agisindan énemli ilk adimlar1 atmistir [39].
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Sontimsiiz titresimler genellikle matematiksel olarak m kiitle, k yay sabiti, X

konumun zamana gore iKinci mertebeden tiirevi olmak tizere
mX+kx =0

diferansiyel denklemi ile modellenmektedir. Buna gore, A genlik, w, dogal frekans,

¢ faz acis1 olmak iizere, denklemin ¢oziimii

x(t) = Acos(wyt + ¢)

olarak elde edilir.

1.3.3.4. Soniimlii Titresimler

Soniimli titresim, bir sistemin genligi zamanla azalarak gerceklestirdigi
titresim hareketidir. Bu tiir titresimlerde, sistemin enerjisi siirtlinme, hava direnci veya
i¢ direng gibi soniimleyici etkiler nedeniyle kaybolur ve sonunda hareket durur veya
belirli bir denge konumuna ulagir. Soniimlii titresimler hafif soniimlii, kritik soniimlii
ve agirt sOniimlii olmak tizere ii¢ farkli sekilde siniflandirilabilir. Hafif sontimlii
titresimde genlik zamanla azalir ancak sistem bir siire daha salinim yapmaya devam
eder. Kritik sontimlii titresimde ise sistem en kisa siirede denge konumuna doner ve
salinim yapmaz. Asir1 soniimlii titresimde ise sistem ¢ok yavas bir sekilde dengeye
gelir ve yine salmim gergeklesmez. Gilinlilk hayatta araba amortisorleri, bina
sonlimleyicileri ve mekanik sistemlerdeki yayli mekanizmalar soniimlii titresim
orneklerindendir. Bu tiir sistemler, dis etkilere karsi1 daha kararli ve dengeli bir hareket

saglamak i¢in tasarlanmistir.

Sontimlii titresimlerin temel 6zelligi, genligin zamanla eksponansiyel bir hizla
azalmasidir. 1877 yilinda Rayleigh [40], soniimlemenin fiziksel temellerini atmis ve
ses dalgalarindaki rezonansi incelemistir. SOniimlii titresimler, m kiitle, ¢ soniimleme

katsayisi, k yay sabiti olmak iizere,

mi+cx+kx=0

biciminde modellenir. Sonug¢ denklem, genellikle zayif soniimleme, kritik soniimleme

ve agirt sontimlenme ¢oéziimleri olmak iizere, ii¢ farkli ¢oziime sahiptir. Buna gore, ¢ =
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c - v e 1a k <
oW soniimleme orani, wyg = wgy+/ 1 — ¢% soniimlii frekans, wy = /; dogal frekans

olmak tizere, kritik soniimleme ¢6ziimii
x(t) = Ae $®tcos(wqyt + @)

bigiminde olup, ¢oziimde, genlik e ¥t faktdrii ile azalir. Zayif soniimleme
durumunda, genlik azalirken sistem uzun siire titresim yapmaya devam eder. Kritik

soniimleme durumu ise, sistemin titresimi en hizl sekilde durdurdugu durumdur ve
x(t) = (A + Bt)e S@ot

olarak ifade edilir. Ayrica, asir1 soniimleme durumu, genligin ¢ok hizli bir sekilde
stfira yaklagmasini saglar ki sistem yavas bir sekilde dengeye ulasir. Bu takdirde, 7y

ve 1, reel sayilar olmak iizere, ¢6ziim
x(t) = Ae™t + Be™!

ile verilir. Burada r; ve r, negatif reel sayilardir. Elde edilen ¢oziim, sistemin
titresimlerinin, 6zellikle yapilarin ve makinelerin titresim analizlerinde dikkate alinan
kritik bir durum oldugunu gostermektedir. Tacoma Narrows Kopriisii'niin ¢okiisii,

soniimlemenin etkilerini agik¢a gdzler Oniine sermistir [43].

Soniimlii ve sOniimsiiz titresimler giinliik hayatta bir¢cok farkli alanda karsimiza
cikar. Soniimli titresim, sistemin enerjisini zamanla kaybederek durma noktasina
gelmesiyle gergeklesir. Ornegin, araba amortisérleri yol yiizeyinden gelen titresimleri
sonlimleyerek daha konforlu bir siirlis saglar. Yiiksek binalarda ve kopriilerde
kullanilan deprem soniimleyicileri, yapmin asir1 salimm yapmasii Onleyerek
giivenligi artirir. Salincakta sallanan bir ¢ocuk, hava direnci ve siirtiinme nedeniyle
zamanla yavaglayarak durur. Benzer sekilde, makinelerde ve motorlarda olusan
sarsintilar, soniimleyici sistemlerle azaltilarak daha verimli bir ¢calisma saglanir. Diger
taraftan, sonlimsiiz titresimde sistem enerjisini kaybetmeden siirekli olarak titresmeye
devam eder. Fizik derslerinde ideal kosullarda ele alinan yay ve sarkac sistemleri,
sirtinme ihmal edildiginde sOniimsiiz titresim Ornegi olarak kabul edilir. Gergek
hayatta tamamen sOniimsiiz titresim miimkiin olmasa da, bazi sistemler diisiik sontimle

uzun siire titresmeye devam edebilir.

19



1.4. Rezonans
1.4.1. Rezonans Tanim

Rezonans, bir sistemin kendine 6zgii dogal frekansina esit veya ¢ok yakin bir
frekansta disaridan bir kuvvet uygulandiginda, titresim genliginin 6nemli Olgiide
artmasi olayidir. Bu durumda sistem, normalden ¢ok daha biiyiik genlikte salinim

yaparak maksimum enerji transferine ulasir [44].

Rezonansin giinliik hayatta bircok drnegi vardir. Ornegin, bir salincag kiigiik
itiglerle diizenli araliklarla ittirdiginizde, belirli bir frekansta sallanarak daha biiytik
genliklere ulagmasi rezonans etkisidir. Bir diger 6rnek, sesle bardak kirma deneyidir;
sarkici, bardagin dogal frekansinda bir nota sOylediginde, bardaktaki titresimler
artarak onu catlatabilir. Miihendislikte ise kopriiler ve binalar tasarlanirken rezonans
tehlikesi géz oniinde bulundurulur. Ornegin, 1940’ta Tacoma Narrows Kopriisii,
rizgarin neden oldugu rezonans etkisi nedeniyle biiyiik genlikte titresmis ve

yikilmistir [43].

Rezonans, mekanik sistemlerin yani sira elektrik devrelerinde de goriiliir.
Ornegin, radyo alicilarinda belirli bir frekanstaki radyo dalgalarin1 segmek icin
rezonans prensibinden faydalanilir. Rezonans etkisi kontrollii bir gsekilde
kullanildiginda faydali olabilir, ancak kontrolsiiz oldugunda yapilar ve makineler igin

tehlikeli sonuglar dogurabilir.

Sonug olarak, rezonans, sistemlerin dogal frekanslar1 ile dis kuvvetlerin
frekanslar1 arasindaki uyumdan kaynaklanan 6nemli bir fenomendir. Biiyiik genlikli
titresimlere yol agarak yapisal bozulmalara neden olabilir. Rezonansin matematiksel
modellemesi, zorlanmis osilatorler ve titresim sistemleri aracilifiyla gergeklestirilir.
Rezonansin etkilerini kontrol altina almak igin sonlimleme faktorlerinin dikkate
alinmasi1 6nemlidir. Miihendislik alanlarinda rezonans, yapisal giivenligi etkileyen ve

tasarim siireclerinde géz dniinde bulundurulmasi gereken dnemli bir faktordiir.
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1.5. Viskoelastik Davranis ve Mesnet Sartlari

1.5.1. Elastik ve Viskoz Davramislarin Birlesimi

Viskoelastik davranis, malzemelerin hem viskoz (akiskan gibi) hem de elastik
(yay gibi) ozellikler gostermesidir. Bu tiir malzemeler, uygulanan yiike hem aninda
elastik bir tepki verir hem de zamanla viskoz bir deformasyon sergiler. Yani, bir
kuvvet uygulandiginda kismen yay gibi geri donerken, ayn1t zamanda zamana bagli bir

sekilde sekil degistirir.

Ornegin, polimerler, kauguk ve biyolojik dokular viskoelastik malzemelerdir.
Viskoelastik davranisin en belirgin etkilerinden biri siinme ve gevseme olaylaridir.
Stinmede, sabit bir yiik altinda malzeme zamanla daha fazla sekil degistirir. Gerilme
gevsemesinde ise sabit bir deformasyon altinda zamanla gerilme azalir. Bu 6zellik,
titresim ve darbe soniimleme uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar. Ornegin, otomobil
siispansiyon sistemlerinde ve soniimleyici malzemelerde viskoelastik malzemeler

kullanilir.

Viskoelastik malzemelerin elastik davraniglari, Hooke Yasasi’na dayanir. Bu
yasa, malzemenin deformasyonunun uygulanan gerilme ile dogrusal bir iligki i¢inde
oldugunu belirtir [45]. Elastik malzemeler, gerilme uygulandiktan hemen sonra eski
hallerine donerken, viskoz malzemeler deformasyon sirasinda zamanla akigkanlik
gosterir. Newton'un viskozite yasasi, bu tiir malzemelerin deformasyon oraninin

uygulanan gerilmeye orantili oldugunu ifade eder [46].

Ferry [47] viskoelastik malzemelerin davranisini agiklarken, bu malzemelerin
her iki 6zelligi de barindirdigini ve elastisite ile viskoziteyi birlikte géz oniine alarak,

malzemenin tepkisini belirledigini vurgulamistir.

1.5.2. Viskoelastik Modeller

Viskoelastik model, hem elastik hem de viskoz davramis sergileyen
malzemelerin mekanik 6zelliklerini matematiksel olarak temsil eden bir yaklagimdir.
Bu modeller, malzemelerin zamana bagl ylikleme ve bosaltma siireclerinde nasil tepki
verdigini anlamak i¢in gelistirilmistir ve genellikle yay (elastik eleman) ile

sonlimleyici (viskoz eleman) kombinasyonlarindan olusur. En yaygin viskoelastik
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modellerden biri olan Maxwell modeli, bir yay ve bir soniimleyicinin seri
baglanmasiyla elde edilir ve 6zellikle siinme davranisini aciklar [47]. Kelvin-Voigt
modeli ise ayn1 elemanlarin paralel baglanmasiyla olusturulur ve malzemenin zamanla
sekil degistirmesini tanimlamada kullanilir [46]. Burgers modeli, Maxwell ve Kelvin-
Voigt modellerinin birlesimi olup hem siinme hem de gerilme gevsemesini daha
kapsamli bir sekilde agiklar. Standard Linear Solid (SLS) modeli ise hem ani hem de
zamana bagh elastik deformasyonu agiklayarak bir¢ok miihendislik uygulamasinda
kullanilmaktadir. Viskoelastik modeller, polimerler, kauguk, biyomalzemeler ve
deprem yalitim sistemleri gibi birgok malzemenin analizinde kritik bir rol oynar ve
ozellikle soniimleyici 6zelliklerin belirlenmesi gereken miihendislik ¢alismalarinda

onemli bir yere sahiptir.

1.5.3. Mesnet Sartlar

Mesnet sartlari, bir yap1 elemaninin desteklenme ve sinirlandirilma kosullarini
ifade eder. Yapiya uygulanan yiiklerin nasil tasinacagini ve elemanin nasil hareket
edebilecegini belirler. Bir yapinin statik dengeyi saglamasi ve giivenli ¢alismasi i¢in
uygun mesnetleme sartlariin  secilmesi Onemlidir. Mesnet sartlari, yapilarin
stabilitesini ve yiik tasima kapasitesini dogrudan etkiler. Yanlis mesnetleme,
beklenmeyen deformasyonlara veya yapisal hasarlara yol agabilir. Bu nedenle
miithendislik tasarimlarinda, malzeme Ozellikleri, ylikleme durumlart ve cevresel
kosullar dikkate alinarak en uygun mesnet tipi belirlenmelidir. Temel mesnet tiirleri

genellikle, hareketli, sabit ve ankastre mesnet olarak siniflandirilir.

1.5.3.1. Sabit Mesnet

Sabit mesnet, bir yap1 elemaninin hem diisey hem de yatay dogrultuda hareket
etmesini engelleyen, ancak donmesine izin veren bir destek tiirlidiir. Bu tiir mesnetler,
yap1 elemanima gelen yiikleri zemine veya baska bir tasiyici sisteme aktarirken,

elemanin serbestce yer degistirmesini Onler ancak serbest¢ce donmesine olanak tanir.

Sabit mesnetler, genellikle mentese seklinde modellenir ve iki bilinmeyenli bir mesnet
olarak kabul edilir. Bu nedenle, miihendislik hesaplamalarinda bir diisey ve bir yatay

tepki kuvveti olusturur, ancak moment tasimaz. Kopriilerde, makas sistemlerinde ve
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cerceve yapilarinda yaygin olarak kullanilan sabit mesnetler, hareketli mesnetlerle

birlikte c¢alisarak sistemin termal genlesmelerden veya farkli yiiklemelerden

deplasman yani yer degistirme, L kiris uzunlugu olmak iizere,

d2w(L) _

= El
dx?

0

w(0) =w(L) =0 ve El dzwg(’)
dx

bi¢iminde verilir.

1.5.3.2. Makarali Mesnet

Makaralt mesnetler, yalnizca bir yonii, genellikle dikey hareketi kisitlar,
bdylece yapinin yatay hareketi serbest kalir. Bu, yapinin daha esnek olmasina neden

olur ve egrilik daha genis bir alan lizerinde yayilir [48].
1.5.3.3. Hareketli Mesnet

Hareketli mesnet, bir yap1 elemaninin yalnizca diisey kuvvetleri tasimasina izin
veren, ancak yatay yonde serbest hareket etmesini saglayan bir mesnet tiiriidiir. Bu
mesnet, yapinin termal genlesme veya dis kuvvetler nedeniyle yatay yonde serbestce
hareket etmesini saglarken, diisey yonde sabit kalmasini garanti eder. Matematiksel
olarak hareketli mesnet, yalnizca diisey tepki kuvveti olusturur ancak yatay kuvvetleri
ve momenti tasimaz. Bu 6zelligi sayesinde, kopriilerin bir ucunda kullanilarak sicaklik
degisimleri nedeniyle olusan genlesme ve biiziilmelerin yapiya zarar vermesi Onlenir.
Ayn1 zamanda celik ve betonarme cerceve sistemlerinde, biiyiik agikliklarda asiri
gerilmeleri engellemek i¢in tercih edilir. Tren raylarinin baglanti noktalarinda da
benzer prensiple calisan hareketli mesnetler kullanilarak raylarin genlesme ve
bliziilmesi dengelenir. Endistriyel yapilardaki catt makaslarinda da hareketli
mesnetler bulunarak yiik degisimlerine uyum saglanir. Yapilarin esnek ve gilivenli
olmasimi saglayan hareketli mesnetler, asir1 gerilmeleri ve deformasyonlar1 6nlemek
acisindan kritik bir rol oynar. Hareketli mesnet X =a konumunda bulunuyorsa, w

diisey yer degistirme olmak {izere, sinir kosullari

d2w

dx? =0

X=a

w(a) =0 ve

bi¢imindedir.
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1.5.3.4. Ankastre Mesnet

Ankastre mesnet, bir yapisal elemanin belirli bir noktada tamamen sabitlenerek
hareketinin ve donmesinin engellendigi mesnet tiiriidiir. Bu tiir mesnetler, li¢c temel
serbestlik derecesini kisitlar: yatay ve diisey dogrultuda yer degistirmeye izin vermez
ve donme hareketini engeller. Yapiya gelen moment ve kesme kuvvetleri dogrudan bu
mesnet tarafindan karsilanir. Ornegin, bir celik kirisin duvara gdmiilii olarak
sabitlenmesi veya bir binanin kolonunun temele rijit bir sekilde baglanmasi, ankastre
mesnete Ornek olarak verilebilir. Yap1 miihendisliginde sikc¢a kullanilan bu mesnet
tiirdi, stabiliteyi saglamak ve yapisal dayanimi artirmak i¢in kritik bir rol oynar.
Ankastre mesnetler, giinliik hayatta bir¢cok yapisal ve mekanik sistemde karsimiza
cikar. Binalarda kolonlar genellikle temele ankastre olarak baglanarak stabilite
saglanirken, bazi kirisler de duvarlara sabitlenerek moment tasiyict sistemler
olusturulur. Kopriilerde, 6zellikle konsol kopriilerde, tek taraftan ankastre mesnetli
kirisler kullanilarak dayaniklilik artirilir. Yol kenarindaki aydinlatma direkleri ve
trafik sinyal direkleri, zemine ankastre olarak baglanarak riizgar ve dis kuvvetlere karsi
direng kazanir. Biiyiik reklam panolar1 ve bayrak direkleri de giiglii riizgar yiiklerine
dayanabilmesi i¢in temele sabitlenir. Deniz kenarindaki bazi rihtimlar ve iskeleler,
suyun dalga etkilerine dayanikli olmasi igin ankastre sistemlerle giiclendirilir. Yiiksek
yap1 ingaatlarinda kullanilan kule vingler, zemine ankastre edilerek gilivenli ¢alisma
saglarken, fabrikalardaki agir makineler de titresimleri ve dengesizlikleri onlemek
amaciyla ankastre olarak monte edilir. Bu tiir uygulamalar, ankastre mesnetlerin

miihendislikte ve giinliik hayatta ne kadar 6nemli bir rol oynadigin1 gosterir.

Eger kirisin X =0 noktasinda ankastre mesnet varsa, W diisey yer degistirme olmak

tizere, sinir kosullari

x=0

ile verilir.

1.5.3.5. Basit-Basit Mesnet

Bir kiris, her iki ucunun basit mesnetlerle desteklenmesi durumunda, her iki ug

da serbest hareket edebilmesine ragmen, yer degistirme yalnizca dikey yonde
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siirhidir. Bu tiir kirislerin uglarindaki egilme momenti sifirdir. Basit-basit mesnetler,

pratikte cogunlukla kopriiler ve yatay kirislerin desteklenmesinde tercih edilmektedir

[49]. Basit-basit mesnet sartlar1 Euler-Bernoulli kirisi i¢in

d?w d?w

=0, EI

w(0) =w(L) =0veEI =0

dx?lx=0 dx?lx=p,

bigimindedir.
1.5.3.6. Ankastre-Basit Mesnet

Bu durumda bir ug sabitlenmis (ankastre) olup, diger ug ise basit bir mesnetle
desteklenmektedir. Ankastre ug, hem yer degistirmeye hem de dénme hareketine engel
olurken, basit u¢ yalnizca yer degistirmeye izin vermektedir. Bu tiir mesnet kosullari,

ozellikle gergeve ve koprii gibi yapilarda yaygin olarak gdzlemlenir [50]. Ozel olarak
ornek verilecek olursa, koprii kirisleri, konsol, ¢ikintili kirisler, ¢elik ¢cer¢eve sistemleri
ornek verilebilir. Buna gore, sinir sartlar

d?w

dx?ly=p,

=0

w(0) =0, w'(0) =0ve w(L) =0,—EI

bi¢iminde verilir.
1.5.3.7. Ankastre-Ankastre Mesnet

Bu durumda, kirisin her iki ucu ankastre ile desteklenmis olup, her iki u¢ da
hem yer degistirme hem de donme hareketine kars1 kisitlanmistir. Ankastre-ankastre
kirigler, sabit uglar1 sayesinde ¢ok daha dayanikli yapilar sunar ve bu 6zellikleriyle
biiyiik yapilar igin ideal bir segenek olusturur [51]. Ornek verilecek olursa, bu tip
mesnetler betonarme koprii kirisleri, sabit baglantil gelik kirisler (endiistriyel yapilar),
tiineller ve yeralt1 gecitleri, betonarme perdeli binalarda kat dosemeleri, viyadiik gibi

yapilarda yer almaktadir. Sinir sartlarinin ise,
w(0)=wlL)=0,w0)=w'(L)=0

biciminde oldugu goriiliir. Sonug olarak, kiris mesnet kosullarinin dogru bir sekilde

analizi, insaat mithendisligi ve yap1 miihendisligi gibi alanlarda son derece 6nemlidir.
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Her bir mesnet tiirii, kirisin elastik davranisini, yiik tasima kapasitesini ve genel
stabilitesini dogrudan etkileyerek, yapmin giivenligi ve dayanikliligi iizerinde
belirleyici bir rol oynar. Bu nedenle, her mesnet kosulunun anlasilmasi ve dogru bir

sekilde uygulanmasi gerekmektedir.
1.6. Pertiirbasyon Yontemi

Pertiirbasyon metodu, matematiksel ve fiziksel problemlerin yaklasik
¢dziimlerini elde etmek igin kullanilan gii¢lii bir tekniktir. Ozellikle analitik ¢oziimiin
zor veya imkansiz oldugu durumlarda, problemin kiiciik bir parametre etrafinda
genisletilerek ¢oziime ulasilmasi amaclanir. Metot, matematiksel ve fiziksel
sistemlerde dogrusal olmayan veya karmasik denklemlerin ¢oziimiinde oldukca
etkilidir. Pertiirbasyon yani bozulma, bir sistemin baslangi¢ veya basit haline eklenen
kiigiik bir degisikliktir. Bu degisiklik, sistemin davranisinda da kii¢iik sapmalara yol
acar. Pertiirbasyon metodunda genellikle £ <1 olacak sekilde tanimlanan ¢ok kiigiik
bir parametre olan pertiirbasyon parametresi kullanilir. Bu parametre, sistemdeki

bozulmanin biiyiikliigiinii kontrol eder. Cozlim, & parametresi cinsinden
X=X, +EX +EX, +...

seklinde ifade edilir. Bu ¢6zlim ayn1 zamanda yaya ac¢ilimi olarak adlandirilir. Burada,
X, temel ¢Oziimii, X,X,,... ise sirastyla birinci, ikinci mertebe diizeltme terimlerini

temsil eder [52]. Bdylece, orijinal problemin yaklasik ¢6ziimii adim adim
olusturulabilir. Bu metodun uygulama alan1 olduk¢a genistir ve birgok bilim dalinda

etkili sekilde kullanilmaktadir.

Matematik alaninda pertiirbasyon metodu, 6zellikle diferansiyel denklemlerin
(hem adi hem de kismi) yaklasik ¢éziimlerinde sik¢a kullanilmaktadir. Ayrica lineer
cebir problemleri, 6zdeger analizleri ve asimptotik analizlerde de pertiirbasyon
yontemleri 6nemli rol oynamaktadir. Kiigiik parametrelerin etkisini hesaplamak,
matematiksel modellerin hassasiyet analizlerini yapmak acisindan da oldukga

faydalidir.

Fizikte, 6zellikle kuantum mekanigi uygulamalarinda, atom alt1 parcaciklarin
enerji seviyelerinin yaklasik olarak hesaplanmasinda pertiirbasyon yontemi yogun

olarak kullanilir. Klasik mekanigin bozulmus sistemlerinde, drnegin ideal harmonik
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hareketten sapmalarin analizi gibi durumlarda da bu yontemden yararlanilir. Ayrica
akigkanlar mekaniginde, sinir katmani1 problemleri ve diisiik Reynolds sayisindaki

akislarin incelenmesinde de pertiirbasyon metodu etkin bir aractir.

Miihendislik alaninda da pertiirbasyon metodu ¢ok sayida uygulama bulur.
Yap1 miithendisliginde, yiikleme kosullarinda ya da malzeme 6zelliklerinde meydana
gelen kiiciik degisimlerin yapinin davranisi iizerindeki etkisi bu yontemle analiz
edilebilir. Titresim analizi, sistem dinamigi, kontrol sistemleri ve termal analiz gibi

bir¢ok alt disiplinde de pertiirbasyon metodu basariyla uygulanmaktadir.

Ekonomi ve finans alanlarinda ise denge durumlarinin analizinde pertlirbasyon
yontemi  kullanilir.  Ozellikle ekonomik sistemlerdeki kiiciik parametre
degisikliklerinin piyasa dengesi lizerindeki etkisi bu yontemle incelenebilir. Oyun
teorisinde, stratejilerdeki kiiclik degisimlerin sonuglara olan etkisi yine pertiirbasyon

yaklagimiyla analiz edilebilir.

Bilgisayar bilimleri ve optimizasyon alaninda da pertiirbasyon metodu 6nemli
bir yere sahiptir. Sayisal analizde yaklagik ¢oziimlerin dogrulugunu ve hata sinirlarini
degerlendirmek igin kullanilir. Ozellikle konveks optimizasyon problemlerinde,
kisitlar veya amag fonksiyonundaki kiiciik degisimlerin optimum ¢oziim {izerindeki
etkisini incelemek amaciyla tercih edilmektedir. Duyarlilik analizi gibi konularla da

yakindan iliskilidir.

Son olarak, biyoloji ve ekoloji gibi alanlarda da pertiirbasyon metodunun
uygulamalar1 bulunmaktadir. Popiilasyon modellerinde ¢evresel faktorlerdeki kiiciik
degisimlerin popiilasyon dengesi iizerindeki etkisi bu yontemle analiz edilebilir.
Hiicresel diizeydeki sinyal iletim sistemlerinde de, sistemin kii¢ciik bozulmalara verdigi

yanitin modellenmesinde pertiirbasyon yaklagimina bagvurulur [52].

Sonug olarak, pertiirbasyon metodu; matematik, fizik, miihendislik, ekonomi,
bilgisayar bilimleri, biyoloji gibi bir¢ok disiplinde kullanilan, sistemlerin kiiciik
degisimlere verdigi tepkileri incelemeye yarayan ¢ok yonlii ve etkili bir yontemdir.

Pertlirbasyon metodunun ¢esitli teknikleri, farkli fiziksel ve matematiksel
sistemlerde onemli birer ara¢ olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Yaya a¢ilimi, Lindstedt-

Poincaré teknigi, renormalizasyon ve ¢ok zaman 6lgekli teknikler, bu alandaki temel

yaklasimlar1 simgelemektedir. S6z konusu yontemler, dogrusal olmayan sistemlerin
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analizi agisindan biliylik bir Oneme sahip olup, karmasik problemlerin

¢oziimlenmesinde etkili birer ara¢ olarak kullanilabilmektedir.

1.6.1. Yaya Ac¢cilima Metodu

Yaya acilimi teknigi, dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢dziimiinde
etkili bir pertiirbasyon metodu olarak 6ne ¢ikmaktadir. Bu tip bir a¢ilim, herhangi bir
problem olmayan direkt acilimdir. Bagimli degisken pertiirbasyon parametresi
cinsinden polinom olarak seriye acilir, denklemler ayristirilir ve her bir mertebedeki
denklemler ¢oziilerek bilinmeyen fonksiyonlar belirlenir [52]. Bu yontem, zamanla
degisen sistemlerin ¢oziimlerini adim adim iyilestirmek i¢in kullanilmaktadir [53]
Baslangicta dogru kabul edilen bir ¢6zlim iizerinde kiigiik diizeltmeler yaparak, elde

edilen ¢oziimiin hassasiyetini artirmak miimkiindiir.

Bu teknigin en 6nemli avantaji, dogrusal olmayan sistemlerin her bir bilesenini
zaman i¢inde c¢oziimle iligkilendirerek analitik diizeltmeler elde edebilmesidir.
Mekanik sistemler, elektromanyetik dalgalar ve akiskanlar mekanigi gibi alanlarda
siklikla bagvurulan bu yontem, Ozellikle dogrusal olmayan etkilesimlerin onem

kazandig1 durumlarda biiyiik bir avantaj sunar.

Yaya a¢ilimi teknigi, zamana bagli problemler icin dogru ¢6ziime ulagmada
adim adim ilerleyen bir yap1 sergilemekte ve her adimda ¢oziimdeki dogrulugun

artirtlmasina olanak saglamaktadir.

1.6.2. Lindstedt-Poincaré Metodu

Lindstedt-Poincaré teknigi, zaman igerisindeki fiziksel olmayan biiyiimeleri
engellemek icin kullanilan bir tekniktir. Coziimiin periyodik oldugu varsayimi ile
hareket edilir. Once zaman degiskeninde doniisiim yapilir ve bu doniisiim sayesinde
pertiirbasyon a¢ilimi bu doniisiimdeki keyfi parametreye de uygulanarak ¢6ziimlerdeki
patlamalar giderilir [52]. Ozellikle periyodik hareketler veya periyodik ¢dziimler
igceren sistemler s6z konusu oldugunda son derece etkili bir pertiirbasyon metodudur.
Bu yontem, dogrusal olmayan osilator problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmakta olup,
¢Ozlimiin zamanla periyodik yapisini1 koruyarak dogrusal olmayan etkileri diizeltme

amaci giitmektedir [54].
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S6z konusu teknik, baslangi¢c ¢oziimiinii daha dogru bir hale getirmek icin
kiiclik diizeltmeler yapilmasina imkan tanimakta olup, periyodik hareketlerin analizi
acisindan giiclii bir ara¢ niteligi tasimaktadir. Periyodik ¢oziimler igeren fiziksel
sistemlerde, zamanin dogrusal olmayan etkileri g6z onilinde bulundurularak asamali
diizeltmeler gergeklestirilir. Lindstedt-Poincaré teknigi, sistemin periyodik dogasinin
korunmasini saglarken, fiziksel sistemlerin daha hassas bir sekilde modellenmesine

olanak tanimaktadir.

1.6.3. Renormalizasyon Metodu

Renormalizasyon metodunda dnce problem yaya acilimi ile ¢oziiliir. Ortaya
cikan sekiiler yani patlamaya yol acan terimler ise zaman doniisiimiiyle yok edilir.
Lindstedt-Poincaré tekniginden farki zaman doniisiimlerinin en basta degil de en sonda
uygulanmasidir [52]. Bu teknik, 6zellikle kuantum alan teorisi ve istatistiksel fizik gibi
disiplinlerde karsilasilan sonsuzluklari ortadan kaldirmak amaciyla kullanilan bir
tekniktir.  Ozellikle, teorik hesaplamalarda ortaya ¢ikan sonsuzluklarin
diizenlenmesine yardimci olmakta ve fiziksel anlam tasiyan sonuclarin elde edilmesini
saglamaktadir [53]. Renormalizasyonun temel hedefi, fiziksel anlam ifade eden

hesaplamalar gerceklestirmek i¢in teorik modeldeki sonsuzluklari ele almaktir.

Kuantum elektrodinamigi gibi alanlarda, hesaplamalar sirasinda sonsuz
terimlerin ortaya ¢ikmasi s6z konusu olabilmektedir. Bu durumda, renormalizasyon
teknikleri, bu sonsuzluklar1 ortadan kaldirarak dogru sonuglara ulasilmasina imkan
tanimaktadir. Renormalizasyon, fiziksel sistemlerde gergek¢i ve fiziksel anlaml
sonuglar elde etmek i¢in kritik bir asamadir ve bu nedenle parcacik fizigi ile kuantum

alan teorisinin temellerinde 6nemli bir yere sahiptir [55].

1.6.4. Cok Zaman Olcekli Metot

Cok zaman 6lgekli metotta, ¢oziimiin zaman bagimlilig1 hizli ve yavag zaman
Olcekleri ile yeniden tanimlanir.Boylece, orijinal denklem tiirevler hizli ve yavas
zaman degisimleri cinsinden ifade edilir, tiirevlerle birlikte bagimli degiskene yaya

acilimi uygulanarak mertebe ayristirmasi yapilir ve elde edilen sonu¢ denklemler
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coziilerek bilinmeyen fonksiyonlar bulunur [52]. Yontemin amaci, kiiciik dlgekli
etkilesimlerin ~ biiylik  ol¢ekli  davraniglarla  nasil  iligkilendirilebilecegini
incelemektedir. Fiziksel sistemler icerisinde, farkli 6l¢eklerdeki siireglerin birbirini
etkilemesi, sistemin daha derin bir anlayisla ele alinmasina olanak tanimaktadir. Cok
6l¢ekli analizler, bu farkli 6l¢eklerin entegrasyonu sayesinde daha dogru ve giivenilir

sonuglar elde edilmesini saglamaktadir.

Ozellikle karmasik sistemlerde, cok &lgekli metot, her bir dlgek diizeyinin
etkilerini dikkate alarak daha kapsamli ¢6zlimler sunmaktadir. Bu yaklagim, akigkanlar
dinamigi, biyolojik sistemler ve kimyasal miihendislik gibi alanlarda yaygin bir
sekilde uygulanmaktadir. Sistemlerin mikroskobik ve makroskobik diizeydeki
etkilesimlerinin birlikte analiz edilmesi, ¢6zlimiin dogrulugunu artirmakta ve karmagik

etkilesimlerin daha iyi anlasilmasina katki saglamaktadir [53].

Sonug olarak, pertiirbasyon metodunun farkli teknikleri, ¢esitli disiplinlerdeki
karmagik problemlerin ¢éziimiine 6nemli katkilar saglamaktadir. Bu yontemler, daha
dogru ¢oziimler elde edilmesi ve sistemlerin daha iyi anlasilmasina yonelik biiyiik bir

potansiyel sunmaktadir.
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II. BOLUM

KESIRLI TUREVLERE SAHIP BiR BORU MODELININ TITRESIM
ANALIZI

Bu boliimde, akigkan tasiyan viskoelastik bir borunun lineer olmayan dinamik
analizi incelenecektir. Burada goz Oniine alinan boru malzemesi viskoelastik olup,
Kelvin-Voight modeli ile modellenmistir. Bu modelde boru, egilme momenti tasimaz
ve denklemde, yer degistirmenin konuma gore dordiincii mertebeden tiirev terimi
mevcut degildir. Nonlineerlik ise, dinamik hareket boyunca boru ekseninin
genislemesinden kaynaklanir. Hareket denklemi tek boyutludur ve dogrusal olmayan
bir integro diferansiyel denklemdir. Akigkan tastyan bir boru i¢in, dogrusal olmayan
hareket denklemindeki soniim terimi, kesirli tiirev ile modellenmistir. Borunun uglari
sabit destekler iizerindedir. Akiskan tasiyan boru bir tel gibi diisiiniilebilir. Akiskan
hiz1 ise sabit kabul edilir. Malzeme ve sekil bagimliligindan kurtulmak ig¢in
boyutsuzlagtirma yapilir. Elde edilen boyutsuz nonlineer hareket denklemini ¢6zmek

icin ¢ok zaman 6l¢ekli metot kullanilmistir. Sayisal sonuglar grafiklerle verilmistir.

Akigkan tasiyan borularin dinamik analizi son yillarda ¢ok sayida bilimsel
arastirmanin konusu olmustur. Bu arastirma sonug¢larinin, niikleer santral, havacilik,
kozmonotik, petrol tasimaciligi, belediye su temini ve 1s1 esanjor cihazlar gibi
miihendislik alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak uygulanabilecegini

gostermektedir.

Bununla birlikte, akiskan ve yap1 arasindaki ¢ift etki genellikle titresime, hatta
borunun yirtilmasina neden olur. Bu nedenle, bir¢ok bilim adami, akigskan tagiyan bir

borunun dogal frekansinin nasil elde edilecegiyle ilgilenmektedir.

Son zamanlarda, kesirli hesap viskoelastisiteyi tanimlamada oldukga basarili
olmustur [56,57]. Viskoelastisiteyi tanimlamak igin, kesirli hesap yaklagimi ¢ok
onemlidir [58,59]. Kesirli viskoelastik model tamsay1 mertebeden tiirev yerine kesirli

tiirev alinarak elde edilir. Bundan dolayi kesirli tiirevli modeller kolayca elde edilir.
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2.1. Hareket Denkleminin Elde Edilmesi

Hareket denklemini elde ederken enerji metodu kullanilmistir [60]. Buna gore,

non-lineer birim sekil degistirme fonksiyonu
€==W (1)

bi¢ciminde goz Online alinmistir. Burada W, enine deplasmani gostermektedir. Bu

calismada ( ) , konuma gore tiirevi, (.) ise zamana gore tiirevi temsil etmektedir.

Sistemin kinetik enerjisi yazilirsa,

1=l A [(Wewo) dis L p A [veds 2)
_Epf f.(.).( + ) +Epp p!

elde edilir. Yukaridaki denklemde p;, A, ve ( ifadeleri sirasiyla akiskanin

yogunlugunu, kesit alanini ve hizim géstermektedir. g,, A, terimleri ise akigkan

tagtyan borunun yogunlugunu ve kesit alanini temsil eder. L ise, borunun X ekseni
boyunca olan uzunlugunu temsil eder. Sistemin egilme momenti tagimayan bir sistem

oldugu kabul edildiginden, potansiyel enerji

3)

N | —
o'—.l-
><>
o'—.l—
U)
(‘D)
><>

bicimindedir. Burada o, akigkan tasiyan sistemin (boru/hortum) gerilme dagilimini,
P, ise sisteme etki eden sabit cekme kuvvetini gostermektedir. Buna gore, Hamilton
prensibi uygulanirsa, asagidaki hareket denklemi elde edilir:

A”L

pfAf(®+20vi/'+02w")+ppAp\}§/—Po ——jAadx 0 (4)

Burada viskoelastik malzeme,

0“é

oc=Eé+n—
ot

(&)
biciminde Kelvin-Voight modeli ile modellenmistir. Bu gerilme ifadesini hareket

denkleminde yerine yazilirsa,

An EAp AnL A2 G ﬁAp
P A (W+2vw +V )+ppApW—P0W — W IW dx — oL
0

L
W[ D*(W?)dk =0 (6
L j (W) (6)
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denklemi bulunur. Elde edilen denklem non-lineer integro-diferansiyel denklemdir.
Malzeme ve sekil bagimliligindan kurtulmak icin hareket denklemi, agagidaki
boyutsuz bagimli ve bagimsiz degiskenler sayesinde boyutsuz hale getirebilir. Buna

gore,

W=

s

x==vet=f i . 7
] (0o A+ AL

olmak tizere, boyutsuz hareket denklemi

"

1 1
Wt (V2 — )W + 2/ fv —W?(vf [wedxs | D“(W’Z)dx] -0 (8)
0 0

w(0,t) = w(L,t) =0 9)

olarak elde edilir. Karsimiza ¢ikan yeni boyutsuz terimler ise, V boyutsuz hiz, S

doluluk orani olmak tizere,

P A P A EA 5, 2
V=V £l ”B= L aVI: pa77:77po(2 )L Ap(pfAf +ppAp)[ 2] (10)
PO ppAp+pfAf

bicimindedir. Burada ¢ kiigiik boyutsuz bir parametredir. Sinirli parametre degerleri

icin farkli durumlar tartisilacaktir. =1 olmasi durumunda, hareketli bir tel i¢in

hareket denklemi ikinci mertebeden bir akiskan-boru sisteminin 6zel bir hali olarak
elde edilir. Sabit (degismeyen) bir stviigin, S =1 ve V=0 oldugunda, lineer olmayan

tel icin hareket denklemi elde edilir.

2.2. Cok Zaman Olcekli Metot ile Coziim

Bu boliimde, akiskan tasiyan viskoelastik borunun enine titresimi ¢ok zaman

ol¢ekli metot ile analiz edilecektir. Bu takdirde, W, ve W, birinci ve & mertebeden

yer degistirme fonksiyonlar1 ve T, =¢&"t olmak iizere, pertiirbatif seri agilimini
w(x,t; &) =w, (X, T,, T,) + e W, (X, T, T)) +... (11)

bigiminde kabul edelim. Burada, t =T, pertirbe edilmemis sisteme karsilik gelen
dogal frekanslarindan biri olan @, de meydana gelen hareketi karakterize eden hizl

zaman Olcegini, &t =T, ise olasi rezonanstan kaynakli genlik ve faz modiilasyonunu
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karakterize eden daha yavas zaman dlgegini temsil etmektedir. Zamana gore tiirevlerle
ilgili bagmtilari, D,=0/0T, ve D% D' ,D*?,.. tirev operatorleri Riemann-

Liouville kesirli tiirevi temsil etmek tizere,

2
%=DO+‘9D1+"' , %:D0+25D0D1+... (12)
d “ 2 a a a-1
(aj =(D,+eD,+¢°D, +...)" =D + DI D, +... (13)

olarak goz oOniine alinir. Bir fonksiyonun o kesirli mertebeden Riemann Liouville

tirevi

1 d j- f (s)ds

PO = F gy dt) sy

(14)

formunda tanimlanmak iizere, iistel fonksiyonun kesirli tiirevini hesaplamak icin

asagidaki formiil verilir:

sin za ]" u®

RLDfeth — (ia))aeia)t + :
U+lw

edu (15)

T %

Burada, « ¢ok kii¢iik oldugundan ikinci terim ihmal edilmistir ve </~1, i karmasik
(kompleks) sayisini ifade etmektedir. Buna gore, denklemin pertiirbatif ¢oziimii i¢in
(11)-(13) denklemleri, (8)-(9) denklemlerinde yerine yazilir ve & ‘nun ilk iki

mertebesine gore ayristirilirsa,
% D2w, + (V2 1w, +2v./BD,w, =0 (16)

W, (0,t) = w,(Lt) =0 17)

&' DAw, + (V2 —1)w, + 2v+/BD,W, = —2D,D,w, — 2v,/AD,w, +%W; vfj(w('))dx +77I Dy (W0 )2
0 0
(18)
w,(0,t) =w,(1,t) =0 (19)

elde edilir. n. modun direkt uyarildig1 ve i¢ rezonansin etkin olmadig: kabul edilirse,

(16) denkleminin ¢éztimii

W, (X, Ty, T,) = A, (T) X, (x)e'™ + R )X, (x)e T (20)

34



formunda yazilabilir. Bu takdirde, X, sekil fonksiyonu agagidaki denklemi saglar:
A-V?)X," —2ive,[BX, + X, =0 (21)
X, (0)=X,(1)=0 (22)
Boylece, uclar1 sabitlenmis akigkan tagiyan boru i¢in dogal frekans denklemi

o = 7AVD o 23)

N(B-1+1
bigiminde elde edilir. Bu takdirde, X,

in;rv\/ﬁ X
X (x)=Ce" D sinznx; n=1,2,.. (24)

bulunur. & mertebesindeki ¢ézlim i¢in, (20) denklemi & mertebesindeki denklemde

yerine yazilirsa,
Daw, + (V2 —L)w,” + ZVJEDowl' = —2DA (iw X, +V \/anr)eimo
1 1
+%vﬁA3A (zxn” [ X)X dx+ X | anzdxjemnTo 25)
0 0
1 ey}
+§’7(2ia’n)a AquXn"e'”"T°J.Xn'2dx+cc+ NST
0

elde edilir. Burada cc kompleks eslenikleri, NST ise sekiiler olmayan terimleri temsil
eder. Buna gore, (25) denkleminin ¢dziimii, i1k terim sekiiler terimlerle, ikinci terim

ise sekiiler olmayan terimlerle ilgili olmak iizere,
W, (X, T, T,) =@, (X, T,)e“ ™ +W(x,T,,T,) +cc (26)

bicimindedir. Boylece, denklemi (25) denkleminde yerine yazilirsa,

(1_V2)¢n” - 2iVa)n \/Egon’ + a)r?(pn =-2 D1A1 (Ia)n Xn +V\/an’)

1 1
+%V,ZA3A [ZXn"JXn'in'dXJr)?n"J'Xn'deJ 27)
0 0
1 _ 1
+§77(2ia)n)"’AfA1Xn"J'Xn'2dx
0

?,(0)=0, ,(1)=0 (28)
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elde edilir. (27) denklemi, ancak ¢oziilebilirlik sartin1 [61] saglarsa, sinirl1 bir ¢6ziime

sahiptir. Buna gore, [0,1] aralig1 lizerinde kompleks fonksiyonlar i¢in, i¢ carpim

(f.g) = [, fgdx (29)

biciminde tanimlanmak iizere, ¢oziilebilirlik sart1 [61]

0

1 1
<—2D1A1 (ia)an +v\/ﬁxn’)+1v,2A$An (2xn"jxn’>?n'dx+ Xn”jxn’zdx)
2 0
1 1 (30)
+En(2imn)“A$A>Zn"jxn’2dx, xn>=o
0
bicimindedir. Buna gore, (27) denklemi uygulanirsa,
1 1 iy _
2 (W +n(2im,)" I Xn'zdxdx+v|2IX XX, dxdx
0 0

b, = ’ 31)
—2ia;njxn>?n dx—2v\[B[ X,'X,, dx
0 0

3
I
ot—
o'—,H

olmak tizere,
DA, +b,A’A, =0 (32)

haline indirgenir. Burada b,, b =b® +ib! formunda bir kompleks sayidir. Buna gére,

1 i
A (M) = Ean (T))e At (33)
ifadesi (32) denkleminde yerine yazilir, sonu¢ denklem reel ve imajiner kisimlara
ayrilirsa,
' 1 RA43
Re:an+zbnan:0 (34)
Im: g += b'a2_0 (39)

bulunur. (34) ve (35) denklemlerinin ¢oziilmesi ile, A, genligi, kK, ve K, herhangi bir

sabit olmak tizere,

|
b_n|n

1 .
A= J207T, +k,) eXp( 207

§T1+ko\+klj (36)

36



bigiminde elde edilir.

2.3. Sayisal Sonuclar

Bu boéliimde temel titresim genligi, nonlineerite ve viskozite katsayisinin
kararli hal tizerindeki etkileri tartistlmistir. Sekil 1'de goriildiigii gibi, kesirli soniim,
dogal frekans iizerinde dnemsiz bir etkiye sahiptir. Ancak klasik soniim durumunda
dogal frekans degismez. Burada, bu etki biraz zor fark edilir. Bu etki, @’ nin kii¢lik ve
biiylik degerlerinde neredeyse kaybolur. o 'nin orta degerlerinde dogal frekanstaki

degisim daha biiyiiktiir.

0.4 —

0.3 —

Linear
—k—— 0=0.2
—+— 0=0.4
—60— 0=0.6
—— 0=0.8

0.1 —

0
\ \

2.4 2.6 2.8 3 3.2
Natural frequency

Sekil 1. $=0.5, v=0.5, v, =1.0, n=1.5 i¢in o degisiminin dogal frekans

uzerindeki etkileri
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0.6 —

Linear

04 —

3
|

02 —

0
\ \ \ |

2.4 2.8 3.2 3.6 4
Natural frequency

Sekil 2. B=0.5, v=0.5, vV, =1.0, a=0.6 i¢in n degisiminin dogal frekans

uzerindeki etkileri

Kesirli mertebe i¢in sdylediklerimiz soniim katsayis1 i¢in de gegerlidir. Soniim
katsayis1 daha biiyiik degerler alabileceginden, dogal frekans tizerindeki etkileri Sekil
2'de net bir sekilde gozlemlenebilir.

0.5 —

Linear e v=l.0

0.4 —

0.3 —

EN
1

0.2 —

0.1 —

0
\ \

2.4 2.8 3.2 3.6 4 4.4
Natural frequency

Sekil 3. $=0.5, v=0.5, n=1.0, a=0.6 icin V, degisiminin dogal frekans

uzerindeki etkileri
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Sekil 3'te, Vv, lineer olmayan terimlerin bir katsayisi oldugundan, V, nin artan

degerleri lineer olmayan terimlerin sistem tizerindeki etkinligini arttirir. Bu ise, dogal

frekans Vv, degeri ile degistiginde kolayca goriilebilir.

0.5 —

EN

0 ! \ \

2.4 2.6 2.8 3 32 3.4
Natural frequency

Sekil 4. v, =0.5, v=0.5, n=1.0, a=0.6 i¢in B degisiminin dogal frekans

tizerindeki etkileri
Problem tel-boru tipi oldugundan, doluluk kiitle oran1 dogal frekans tizerinde

anlaml bir etkiye sahiptir. Sekil 4, B degerlerinin lineer frekansa benzer lineer

olmayan frekans egrileri tizerinde anlamli bir etkiye sahip oldugunu gdsterir.
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Sekil 5.v, =0.5, p=0.5, n=1.0, 0.=0.6 i¢in vV degisiminin dogal frekans

uzerindeki etkileri

Doluluk kiitle orani i¢in ifade edilenler akiskan hizi i¢in de sdylenebilir. Akiskan
hizinin degismesi sistemin dogal frekansi iizerinde ¢ok Onemli bir etkiye sahiptir.

Dogrusal olmayan frekans iizerindeki benzer etki Sekil 5'de gozlemlenmektedir.

40



III. BOLUM

SONUC VE TARTISMA

Bu tez calismasi, akiskan tasiyan boru sistemlerinin dinamik davraniglarini
kesirli tiirev temelli matematiksel modeller araciligiyla inceleyen teorik ve uygulamali
bir arastirmadir. Calismanin temel amaci, klasik modellemelerin 6tesine gegerek
kesirli tiirev kavraminin boru sistemlerinin titresim karakteristikleri tizerindeki

etkilerini ortaya koymak ve bu sayede miihendislik alanina katk1 saglamaktir.

Birinci boliimde, borularin tarihgesi, geometrik ve fiziksel 6zellikleri, dinamik
davraniglart ile birlikte viskoelastik ortamlar, rezonans, serbest ve zorlanmis
titresimler gibi kavramlar ayrintili olarak ele alinmistir. Ayrica kesirli tiirevlerin
tarthsel gelisimi, matematiksel temelleri ve uygulama alanlari literatlir destegiyle

aciklanmis, bu kapsamda pertlirbasyon yontemine 6zel olarak odaklanilmaistir.

Ikinci boliimde ise, kesirli tiirevli soniim terimi igeren bir boru modelinin
dogrusal olmayan hareket denklemleri tiiretilmis ve ¢ok zaman Olcekli metot ile
coziilmistiir. Elde edilen sayisal sonuglar, kesirli mertebenin, soniim katsayisinin,
dogrusal olmayan terimlerin katsayisinin ve akigkan hizinin sistemin dogal frekansi
lizerindeki etkilerini ortaya koymustur. Ozellikle orta mertebedeki kesirli tiirev
degerlerinde dogal frekansta belirgin degisimler gézlemlenmis, bu durum, sistemin
titresim karakteristiklerinin kesirli parametrelerle hassas bi¢imde ayarlanabilecegini

gostermistir.

Bu analizler, klasik soniim modellerine kiyasla kesirli tiirev yaklasimlarinin
daha gercekci ve esnek c¢oziimler sundugunu ortaya koymaktadir. Ayrica, kesirli
modeller sayesinde viskoelastik davraniglarin zamana bagli karmasik etkileri daha

etkili bir sekilde temsil edebilmistir.

Sonug olarak bu tez, miithendislik ve matematik disiplinlerinin kesisiminde yer
alan akigkan tastyan boru sistemlerine yonelik kesirli tiirevli modelleme yaklagimini
detayli sekilde sunarak literatiire hem teorik hem de sayisal bir katki saglamaktadir.
Tez kapsaminda elde edilen bulgular, miihendislik uygulamalarinda sistem

dinamiklerinin daha hassas analizine olanak tanimaktadir.
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Gelecekte yapilacak ¢aligmalarda, farkli smir kosullarina sahip boru
sistemlerinin  kesirli tlirevlerle modellenmesi, ¢esitli viskoelastik malzeme
modellerinin karsilagtirmali olarak incelenmesi ve elde edilen sonuglarin deneysel
verilerle dogrulanmasi1 6nem arz etmektedir. Ayrica, sistem lizerindeki zamana bagh
dis zorlamalarin etkisinin degerlendirilmesi ve parametrik optimizasyon yontemlerinin
uygulanmasi, daha kapsamli ve ger¢ekci modellemeler gelistirilmesi agisindan faydali
olacaktir. Bu oneriler dogrultusunda yapilacak ¢aligsmalar, boru sistemlerinin dinamik
analizinde kesirli tlirevlerin sundugu avantajlar1 daha da goriiniir kilacak ve bu

yontemin mithendislik uygulamalarindaki yerini giliglendirecektir.
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