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OZET

Bir Reaksiyon-Difiizyon SIR Modelin Kesin
Coziimleri

Sevda OZTURK

Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Selmahan SELIM

Saglik teknolojisindeki dikkate deger gelismelere ragmen salgin hastaliklar insan
toplumuna Onemli Olgiide zarar verebilmektedir. Bulasici hastaliklarin insan
popiilasyonlart i¢inde yayilmasi, matematiksel modellemede son zamanlarda
yaygin olarak incelenen 6nemli bir arastirma konusudur. Salgin hastaliklarin
yayllma dinamiklerini anlamak, etkili miidahale stratejileri gelistirmek, salgin
yonetiminin bilimsel temel zeminini olusturmak ve insan sagliin1 korumak
amaciyla gelistirilen matematiksel modeller bircok arastirmacinin ilgisini
cekmistir.  SIR (Susceptible-Infected-Recovered) modeli de bu calismalara
onciiliik ederek farkli modellerin gelismesine zemin hazirlamigtir.  Genellikle
SIR modeli, epidemiyolojik siirecleri modellemek icin kullanilsa da sosyal
olaylarin dinamiklerini anlamak icin de uygun hale getirilebilir. Bunun ig¢in
reaksiyon-difiizyon sistemlerine ihtiya¢ duyulur. SIR model, salgin hastaligin bir
popiilasyonda zamanla nasil degistigini ele alirken reaksiyon-difiizyon sistemiyle
birlikte ele alindiginda ayn1 zamanda hastaligin baska alanlarda nasil yayildigini
da inceler. Bu c¢alismada bir reaksiyon-difiizyon SIR modeli ele alinmisgtir.
Giris boliimiinde salgin hastalik ve epidemiyolojik modellemeden bahsedilmistir.
ikinci boliimde, temel salgin hastalik modelleri olan SI, SIS, SIR, SIRS, SEIR
modelleri tanitilmistir. Hastalik yayilmasinda 6nemli olan insidans orani ve temel
iireme sayisindan bahsedilmistir. Uciincii boliimde yontemin uygulama adimlari
verilmistir. Ele alinan bu modelin, (G’/G)-acilim yontemi kullanilarak kesin
coziimleri elde edilmigtir. YOntemin uygulama asamasi sirasinda olusan lineer

olmayan cebirsel denklem sisteminin ¢oziimii kendi iirettigimiz MATLAB kodlari

xi



yardimiyla bulunmugtur. Son olarak da, farkli parametre degerleri icin kesin

cOziimlerin grafik gosterimleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reaksiyon-difiizyon SIR modeli, (G’/G)-agilim yontemi,

Kesin ¢oziimler.
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ABSTRACT

Exact Solutions of a Reaction-Diffusion SIR Model
Sevda OZTURK

Department of Mathematics

Master of Science Thesis

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Selmahan SELIM

Despite remarkable advances in health technology, pandemic diseases continue to
pose a significant threat to human societies. The spread of infectious diseases
within human populations is a critical area of research that has been extensively
explored in recent years through mathematical modelling. Mathematical models
developed to understand the dynamics of disease transmission, devise effective
intervention strategies, provide a scientific basis for epidemic management and
protect public health have attracted considerable attention from researchers. SIR
(Susceptible-Infected-Recovered) model has played a pioneering role in these
studies, paving the way for the development of various modelling frameworks.
Traditionally used to simulate epidemiological processes, the SIR model can be
adapted to analyze the dynamics of social phenomena. This adaptation requires the
integration of reaction-diffusion systems. The SIR model typically examines how
a disease evolves over time within a population; however, when combined with
a reaction-diffusion framework, it additionally examines the spatial spread of the
disease across different regions. This study investigates a reaction-diffusion SIR
model. The introduction section discusses pandemic diseases and epidemiological
modeling. Chapter two introduces fundamental epidemic models, including the SI,
SIS, SIR, SIRS, and SEIR frameworks. Key concepts in disease transmission, such
as the incidence rate and the basic reproduction number are mentioned. Chapter
three outlines the methodological steps applied in this study. Exact solutions for
this considered model were obtained using the (G’/G)-expansion method. The
system of nonlinear algebraic equations generated during the implementation of

this method is solved using own developed MATLAB codes. Finally, graphical
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representations of the exact solutions for different parameter values are also

presented.

Keywords: Reaction-diffusion SIR model, The (G’/ GG)-expansion method, Exact

solutions.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND ENGINEERING
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GIRIS

1.1 Salgin (Epidemik) Hastahk

Edinilmis immiin yetmezlik sendromu, siddetli akut solunum sendromu, H7NO,
H5NI1, Ebola, Zika, pandemik HINI1, Orta Dogu solunum sendromu ve son
zamanlarda COVID-19 gibi hastalik salginlari son yarim yiizyillda kamuoyunun
dikkatini ¢cekmigtir. Cin’in Wuhan sehrinde 31 Aralik 2019°da tespit edilen bir
viriis insan hayatinin dinamiklerini ciddi ol¢iide etkilemistir. Bu viriisiin belirli
bir bolgede aniden ortaya cikmasi ve beklenenden fazla hastalik vakasinin olmasi
bir salgin (epidemik) olusmasina zemin hazirlamistir [1]. COVID-19, siddetli
akut solunum sendromu koronaviriis 2 (SARS-CoV-2) denilen viriisiin neden
oldugu kiiresel bir salgindir [2]. 30 Ocak 2020’de Diinya Saglik Orgiitii (DSO),
COVID-19’u Uluslararas1t Kamu Sagligi Acil Durumu ilan etmigtir [3]. Salginin
diinya genelinde yayilmasiyla 11 Mart 2020°de DSO, COVID-19’u pandemi olarak
ilan etmistir. Pandemi, diinya genelinde bir hastalifin yayilmasi ve birden fazla
ilkede ayn1 anda etkili olmas1 durumunu tanimlar. Salgin kavramlarini ele alirken
endemik kavrami ile de karsilasirniz. Hastalik uzun siire boyunca belirli bir
popiilasyonda veya bdolgede siirekli varligin1 gosteriyorsa endemik kabul edilir.
Ornegin; Kolera, giivenli suya ulagimin eksikligi, yetersiz saglik hizmetleri ve artan
niifus hareketleri nedeniyle, cevresel altyapinin zayif oldugu bolgelerde diizenli
olarak biiyiik salginlara yol agmakta ve ciddi bir halk sagligi riski olusturmaktadir
[4]. Bu nedenle, ozellikle gelismekte olan iilkelerde endemik bir hastalik olarak
kabul edilir.

Salgin hastaliklar saglik sistemleri tizerinde agir bir etki olusturabilir. Pandemi
olaylar1 sirasinda, hiikiimetin hizli miidahaleleri hastalik durumunun kontrol altina
alinmasinda vazgecilmez bir rol oynamaktadir. Hiikiimet kontroliinii destekleyip
desteklememe konusunda bireysel karar verme, politikalarin eksiksiz ve etkili bir
sekilde uygulanmasi i¢in ¢ok onemlidir. COVID-19 salgininda, viriisiin belirsiz
dogasi nedeniyle hastaligin bulasmasini anlamak zordu. Bircok iilke, hastalifin

goriilme sikligini kontrol altina almak icin temizlik, maske ve mesafe kurallarinin



yani sira sosyal mesafe politikalar1 uyguladi ve enfekte bireyleri izole ederek
halka acik alanlardan uzak tuttular [5]. Salginla miicadelede bircok as1 ¢aligmasi
yapilmasina ragmen, halk saglhigi i¢cin hala biiyiik bir tehdit olusturmaktadir.
Ayn1 zamanda viriisiin dinamikleri ve tibbi tedaviler hikayenin énemli bir parcasi
olsa da, COVID-19 bircok iilkede toplumsal diizeni de altiist etti. Salginlarla
birlikte de8isen diinyada var olabilmek i¢in matematik¢ilerde bu alanda etkin
rol oynamistir. Gecmisten giiniimiize kadar gelen bulasict hastaliklarin neden
oldugu salginlarin yayilimi, analizi, kontrolii i¢in bir¢ok arastirmaci tarafindan

matematiksel modellemeden yararlanilmagtir.

1.1.1 Epidemiyolojik Modelleme

Epidemiyoloji, belirli bir popiilasyonda (niifusta) saglikla ilgili olaylarin veya
durumlarin dagilimini ve nedenlerini inceleyen, bu bilgiyi saglik sorunlarini
tyilestirmek icin uygulayan bir bilim dali olarak tanimlanmaktadir [1].
Epidemiyologlar hem hastaligin olusumu hem de kontrolii ile ilgilenirler [6]. Bu
nedenle epidemiyoloji, hastaliklarin nedenlerini belirlemeyi, ilgili niifusun sagligim
tyilestirmek i¢cin miidahaleler 6nermek ve bunlari degerlendirmek icin niifuslarin
saglik durumunu 6l¢meyi amacladigindan halk sagliginin en onemli alanlarindan

birini olusturur.

Epidemiyolojik olaylarin matematikle tanimlanmasi, 1760 yilinda Daniel
Bernoulli’nin c¢icek hastaligi asilamasinin etkinligini degerlendiren modeliyle
baglamistir [[7]. 1772’de Lambert, modele yasa bagli parametreler ekleyerek
Bernoulli’nin caligmasimi genigletmistir [8]. 1906 yilinda Hamer, kizamik
salginlarinin tekrarlayan dogasimi anlamaya yonelik bir ayrik zaman modelini
formiile etmis ve analiz etmistir. Bu model, insidansin duyarl ve enfekte bireylerin
yogunluklarinin ¢arpimina bagl oldugunu varsayan ilk model olabilir [9]]. 1911°de
Ross, sitma insidanst ve kontrolii ile ilgilenmis ve sitma icin bir diferansiyel
denklem modeli gelistirmistir [[10]. Kermack ve McKendrick, deterministik bolmeli
salgin modellemesinin temelini atan 6nemli calismalar yaymlamistir [11H13]. Bu
calismalarda, salginin olugmasi i¢in duyarlilarin yogunlugunun kritik bir degeri

agmasi gerektigi seklindeki salgin esigi sonucunu elde ettiler.

Epidemiyolojik olaylarin matematiksel modeller kullanilarak modellenmesi,
bu olaylarin dinamik davraniglarinin tanimlanmasinda, analizinde ve ozellikle
bulasicit hastaliklarin yayilmasinin kontroliinde ©6nemli bir rol oynamaktadir
[14]. COVID-19’un mekansal yayilimini anlamaya yardimci olmak i¢in de bazi
matematiksel modeller gelistirilmistir. Bu calismalar etkili kontrol stratejilerinin

uygulanmasina yardimci olmustur [[15]].



Gecerli epidemiyolojik hastalik modelleri gelistirmek icin Onerilen on agsamali bir

model gelistirme siireci asagidaki Sekil [I.1]de verilmistir.
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Sekil 1.1 Epidemiyolojik model gelistirme siireci

Epidemiyolojik modelleme icin standart bir siniflandirma sistemi mevcut degildir
[16]. Ancak arastirmacilar ve uygulamacilar modelleri birbirinden farkli yonlerini
ele almiglardir.  Son birka¢ on yilda, diferansiyel ve fark denklemleriyle
tanimlanan bulasici hastaliklarin dinamik modelleri hizla gelismis ve bir¢ok
klasik sonug, hastaliklarin kontrolii ve onlenmesinde 6nemli bir yer edinmistir.
O zamandan bu yana SIR, SEIR modelleri ve bunlarin ¢esitli uzantilar1 gibi
bir¢ok bulagici hastalik modelleme ve analizinde onemli ilerlemeler kaydedilmistir.
Epidemiyoloji modelleri i¢in kullanilan bu kisaltmalar genellikle kompartimanlar
arasindaki gecis modellerine dayanir. Bunlar arasinda MSEIR, MSEIRS, SEIR,
SEIRS, SIR, SIRS, SEI, SEIS, SI ve SIS modelleri bulunmaktadir [9]. Insan
toplumunun ve ekonominin hizli yiikselisiyle birlikte, insan davraniglarinin
alan1 genisleyerek daha yaygin hale gelmesiyle reaksiyon-difiizyon denklemleri
salgin hastalik modellemesinde siklikla kullanilmaktadir. Mekansal ve zamansal
tanimlama i¢in giiclii bir ara¢ olarak, reaksiyon-difiizyon sistemleri yaygin
olarak epidemiyolojide uygulanmaktadir [17-19]. Reaksiyon-difiizyon denklemleri
epidemiyolojik modellerde, hastaligin ortadan kalkmasi, temel lireme katsayisinin
hesaplanmasi, hareketli dalga ¢coziimiiniin varligi, endemik denge varlig1 gibi temel
konularin odak noktasi olmustur [20-23]]. Ayrica sosyal cercevede de epidemiyoloji

modelleri ele alinmigtir [24]).



2

BAZI EPIDEMIYOLOJIK MODELLER

2.1 Temel SIR Model
Kompartiman (bélmeli) modeller, Kermack ve McKendrick’in 1927°de gelistirdigi

epidemik modelle baslamistir [11]. SIR modelinin bilinen en temel sekli olarak
kullanilmaya devam etmektedir. Deterministik bir model, bir dizi diferansiyel
denklemle tek bir sistemde tanimlanabilir ve homojen bir popiilasyon varsayar.
Burada sistem, dikkate alinan popiilasyondaki tiim bireyleri, ve bu bireylerin belirli
bolmeler arasindaki gegislerini tanimlar. Bu bireylerin birbirleriyle esit ve rastgele
sekilde etkilesime girdigi bir popiilasyon olarak kabul edilebilir. Popiilasyon
kavrami ise sistemin dinamiklerini etkileyen bireylerin toplam sayisini gosterir.
Bu sayi, belirli bir iilke veya bolgeyi de kapsayabilir [25]. SIR modeli ii¢
kompartimandan olusan {i¢ ayr1 popiilasyonu ele alir ve her bir kompartiman bir

harf ile adlandirilir.

t zaman diliminde;

* S(t) (duyarl): hastalig1 tagima riski olan ancak heniiz enfekte olmamis

bireyler.

* I(t) ( enfekte): hastaligr atlatmig ve bu hastaligi bagkalarina bulagtirabilen

bireyler.

* R(t) (iyilesen): hastali1i gecirmis ve iyilesmis ve kalic1 olarak bagisiklik
kazanmig veya iyilesme ve kalici bagisiklik olusana kadar izole edilmis
bireyleri temsil eder.

SIR model dort temel varsayim iizerinden ele alinmaktadir:

* Sisteme hicbir dogum ve 6liim dahil edilmemistir.



* Popiilasyon biiyiikliigii bir sabit N (¢) olup;
N(t)=S{t)+I(t)+ R(t) (N:[0,7] — N),

ifadesi sistemdeki toplam birey sayisimin, her bir ¢ € [0,7] aminda
kompartimanlarin (duyarli, enfekte, iyilesen) boyutlarinin toplamina esit
oldugunu belirtir. ~ Sistemin iyi tanmimlanabilmesi i¢in S(0), 1(0) ve
R(0) baglangi¢ kosullari ile birlikte verilmesi gerekir [26]. Popiilasyon
bityiikligiiniin sabitlii, N(¢)’nin tiirevine bakilarak saglanir. Eger tiirev
sifirsa, popiilasyon biiyiikliigii sabittir:

N'(t)=S' () + I'(t) + R'(t) =0 Vte[0,T] = N(t)=N = sabit.

e lIyilesen insanlar tamamen bagisiklik kazanirlar, yle ki bir daha hastaliga

yakalanamazlar.

* Enfekte olmus bireyler de bulasicidir.

SIR modeli i¢in gegis diyagrami Sekil 2.1]deki gibidir.

(SUSCEPTIBLE) [ (INFECTED) -
DUYARLI ENFEKTE

Sekil 2.1 SIR model ge¢is diyagrami

S(t), I(t) ve R(t) dinamikleri gecis diyagramma gore asagidaki diferansiyel
denklem sistemiyle gosterilebilir.

dsS

— = —p3851
i BSI,
dl

dR

Yy S

a

Burada [ enfeksiyon orani, 7 iyilesme oramidir; 5 > 0, v > 0.

Aragtirmacilar, salginin ne zaman bitecegine dair matematiksel ¢6ziim yolu aradilar.
Popiilasyondaki duyarli bireylerin sayisi bir¢ok parametreye gore bir esik degerinin
alt sinirim agtiginda salginin sona erdigini goézlemlediler [27]]. Toplam niifus sabit
oldugu icin, iiciincii denklem ilk iki denklemden tiiretilebilir. Ilk iki denklemi ele

aldigimizda, salginin gerceklesmesi i¢in su kosul saglanmalidir:

. % > () olmalidir. Eger % < 0 1se salgin meydana gelmez.

5



Salginin baglamasi icin gerekli kosulda 7/ nin dinamigini yerine yazarsak,

7

S>vy= 5>
pS >~ 3

(2.2)

dir.

Salginin sona ermesi i¢in enfekte bireylerin degisim oraninin negatif olmasi gerekir:
g

S < —. (2.3)
B

Temel Ureme Sayis1 (R,): Temel iireme sayisi, bulasict hastaligin var oldugu

tamamen duyarli bir popiilasyonda, enfeksiyonu kontrol etmeye yonelik herhangi

bir miidahale olmadan, bir kisinin enfekte ettigi kisi sayisinin ortalamasidir:
* Baglangicta S' = N oldugundan, oran % = ﬁTN = Ry.

SIR modellemesinde onemli bir parametre olan (Ry), ozellikle salginin ne zaman
baglayacagini anlamada 6nemlidir. Yani, (Ry) > 1 ise bir salgin meydana gelir.

Eger (Rg) < 1 ise salgin olmayacaktir.

B 04t

03

02 S(t)(Duyarl)
I(t) (Enfekte)

01} R(t) lyllesmis)

0 10 20 30 40 50 60
t

Sekil 2.2 3 =0.6 ~ = 0.2 iken SIR salgini

Sekil grafigine baktifimizda I(¢)’nin belli bir zaman artip sonra azalip
sontimlendigi, S(f)’nin zamanla azaldigi ve R(¢)’nin de zamanla arttig1

goriilmektedir. Bu durumda salginin gerceklestigi goriiliir.
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Sekil 2.3 3 =0.1 ~ = 0.4 iken SIR salgini

Sekil grafiginde ise I(¢)’nin zamanla azalip soniimlendigi, S(¢)’nin, Sekil
grafigine gore daha az azalirken R(t)’de artig oldugu goriilir ve salgin
gerceklesmez.

Bulagic1  hastaliklarin  epidemiyolojik dinamikleri, biyolojik organizasyonun
farkli seviyelerinde meydana gelen dogrusal olmayan ve rastgele olaylarin bir
kombinasyonundan kaynaklanmaktadir [28]. En dikkate deger olan1 SIR tipi
modeller ailesi [[11,/19] olan ¢esitli teorik yaklasimlar, bulagici hastalik salginlarinin

farkli yonlerini incelemek i¢in yararli olmustur.

2.1.1 Temel SIR Modelinde Maksimum Enfeksiyon Sayisi

Zaman ic¢inde enfekte olan bireylerin maksimum sayisinin ne oldugu ve bu
saylya ne zaman ulasildig1 cevaplanmasi gereken onemli bir sorudur. Temel
SIR modelinde prevalansin (enfekte bireylerin toplam popiilasyona orani) artmaya

bagladi1g1 durumun, su sekilde oldugu agiktir [25]):

I'(0) = p1(0)S(0) = ~1(0) = (85(0) = 7)1(0) > 0. 2.4)

Yukaridaki esitsizlige gore ve 1(0) = 0 varsaymminin yan sira /(0) # 0 dikkate
alindiginda, prevalansin (enfekte bireylerin toplam popiilasyona orani) baslangicta

artigl icin yeterli bir kosul agagidaki esitsizlikle verilmektedir:

BS0)—vy>0<

B3O . (2.5)
¥



(2.1)’deki birinci ve ikinci denklemler R’ye bagli olmadigindan iigiincii denklem
sonraki adimlarda ihmal edilmigtir. (2.1)’de ikinci denklemi birinci denkleme

bolerek I’ igin I’dan bagimsiz bir denklem elde edilir.

I’(t)_d]_BSI—vl__ R [ s
S’(t)_IS*_——BSI = 1+5S & df—( 1+65>d5. (2.6)

(2.6) denklemi S € [0, co0) araliginda integrallenirse

Lo —Ip= —(Sx — So) + %m (Sﬁ) 2.7)

elde edilir. Burada Sy, = S(0), [y = I(0) wve Sy = limy_,o S(t) olup,
S+ salgimin nihai boyutu olarak adlandirilir.

Eger (2.6) sonlu bir S degerine kadar integrallenirse asagidaki sonucu elde ederiz:
I(S) = Sy + I — S + %111(5). 2.8)

Ayrica (2.1))’deki birinci denklemi tigiincii denkleme bolersek

S'(t) ds 8BS

= — = 2.9
R@) 4R 4 29)

elde edilir. Denklem (2.9) integrallenirse
S(R) = Spe™ 7% > Spe N > 0., (2.10)

Soo’un her zaman pozitif oldugu ve dolayisiyla popiilasyonda her zaman duyarh

kisilerin bulunacagi sdylenebilir.

(2.1)’deki birinci denkleminin integralini aldigimizda
So — Sao = 5/ 1(0)S() dt @.11)
0

ve eger I(t), [0, 00) araliginda integrallenebilirse,

So — Sae > BSn / h I(t)dt (2.12)
0



denklemi elde edilir. Denklem (2.12)) kullanilarak denklem (2.7)’den

Y (5 5 ()
Ih=Sc—S+-In(—-) = Z=-—"""C_ 2.13
’ in(s) = Semriom @
elde edilir.
S = % oldugunda, enfekte bireylerin maksimum sayisina ulasilir. Bu gercegi

kullanarak, salginda (veya pandemide) meydana gelen enfekte kompartimanin
maksimum biiylikliigii 7., su sekilde verilir:
-

Inox = -+ %m (%) +So+ Io — %m (So) - (2.14)

2.1.2 Insidans Oram

Belirli bir zaman araliginda meydana gelen yeni enfeksiyonlarin sayisina insidans
denilmektedir. Yani SIR modelinde, duyarl bireylerden enfekte bireylere gecen kisi
sayis1 olarak temsil edilir [25]].

Insidans orani ise bu yeni vakalarin, ayn1 donemde hastalik riski tastyan toplam
kisi-zaman birimine oramidir.  Halk sagligi uygulamalarinda yaygin olarak
kullanilan bu oran, genellikle yeni vaka sayisinin, risk altindaki bireylerin ortalama
sayisina boliiniip belirli bir carpanla ifade edilmesiyle hesaplanir. Insidans,
hastaligin yayilma hizin1 anlamak i¢in dnemli bir parametre olup, hem oransal hem
de siklik olarak ele alinabilir [1]].

Farkl1 insidans oranlarinin uygulanmasi, temel modelin davraniglarini etkileyebilir.

Dort farkl insidans orani tantmlanmistir [29]):

* Bilineer insidans oram ($SI): Kimyasal kinetik modellerinden,
kimyasallarin birbirine rastgele carparak reaksiyona girmesi seklinde
tanimlanan Kkiitle hareketi yasasindan elde edilmistir.

Kiitle hareketi yasasi insidans, niifus biiyiikliigii ve yogunlugu arttik¢a temas
oraninin arttif1 grip (influenza) ve SARS gibi hastaliklarda yaygin olarak
kullanilir [26]].

+ Standart insidans oram (3 %] ): Her bir temas bagina enfeksiyon olasiligt,
enfekte bireylerin sayisina bagh olarak degisebilir.

Bilineer insidansindan farkli olarak, temas oran1 toplam popiilasyon
biiyiikliigiine boliinerek normalize edilir. Sabit popiilasyon durumunda iki

model ayn1i sonucu verir.



¢ Enfekte birey sayisina bagh doygunluk insidansi:

ST
1"—0&15

,  «q pozitif bir sabit. (2.15)

S popiilasyonundaki bireylerin davranig degisiklikleri ve popiilasyon artisiyla
iligkilidir.

e Duyarh birey sayisina bagh doygunluk insidansi:

Enfekte bireylerin sayisinin artmasiyla meydana gelir. S bdlmesinden [
bolmesine gecis oraninin [ popiilasyon biiyiikligii ile ters orantili oldugunu

ifade eder.

SI
1+042[

, (o pozitif bir sabit. (2.16)

Doygunluk insidanslar1 (2.15) ve (2.16) etkinliginin azalmasi «; veya o
paremetrelerine bagl olarak S bolmesinden /’ya gecis oranini her birim zamanda
azaltir [29]).

Eger (2.13) ve (2.16) limitleri sirasiyla S veya I’nin sonsuza gitme egilimi olarak
kabul edilirse, asagidaki insidans limitleri elde edilir. Bu da (2.15) i¢in S’den veya
(2.16)) i¢in I’dan bagimsiz bir limit oldugu anlamina gelmektedir:

ST I
‘5'—>C>01—|—0415_0417
BSI _@ (2.17)

111 = .
I—co 1 + il (%)

Sonu¢ olarak, enfekte seviyeleri yiiksek oldugunda enfektif ve duyarl kisiler

arasindaki etkili temas sayis1 doygunluga ulasir.

Ayrica, her iki doygunluk etkisini birlestiren bir model de miimkiindiir:

SI

Bl—FOélS—l—OéQI

. ag,an > 0. (2.18)
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2.1.3 Demografiyi Iceren SIR Modeli

Klasik SIR modele, dogum-6liim oranlarinin eklenmesiyle olusan modeldir. SIR
modelinde incelenen popiilasyonun sabit bir N oldugu varsayimini belirtmistik.
Burada popiilasyonun sabit tutulmasi i¢in demografik bir modelde dogum-6liim
oranlarinin birbirine esit kabul edilmesiyle saglanir. Dogum-6liim oran1 igceren SIR

model gecis diyagrami Sekil [2.4] gibidir.

d
d
. sty , It
(SUSCEPTIBLE) (INFECTED)
DUYARLI ENFEKTE
d d d

Sekil 2.4 Dogum-6liim orani iceren SIR modeli gecis diyagrami

Gegis diyagrami gore dogum-0liim iceren SIR modeli asagidaki diferansiyel

denklem sistemiyle gosterilebilir.

dS  —pSI

9o _ TP | I

p N T (I+R),

dl  BSI

d_ ISy, @19
AR

21— dR.

a7

Burada 3 bulagma orani,  iyilesme orant ve d dogum-6liim oranidir.

Demografi faktorlerini SIR salgin modeline dahil etmek igin, tiim bireylerin
duyarh olarak dogdugu varsayilmaktadir. Temel SIR modeli, sadece hastalifin
yayilmasini incelerken, demografiyi iceren versiyonu niifus degisimlerini de goz
oniinde bulundurur. Yani, dogum ve 6liim gibi faktorler modele eklenerek, uzun

vadeli hastalik dinamikleri daha gergekci bir sekilde analiz edilir.

11



2.2 SI Model

En basit kompartiman (bdlmeli) tipi modellerden olan, temel SIR modelin yalnizca
iki popiilasyonu dikkate alan bir salgin matematiksel modelidir [11]. Bildigimiz
gibi S (duyarl) ve I (enfekte) bolmelerine karsilik gelmektedir. Popiilasyon burda
da sabittir.

SI modeli i¢in gecis diyagrami Sekil [2.5]deki gibidir.

(SUSCEPTIBLE) (INFECTED)
DUYARLI ENFEKTE

Sekil 2.5 SI Model gecis diyagrami

B > 0 olup, hastaliga kars1 duyarl bireylerin enfeksiyon oranidir.

Gegis diyagramina gore SI i¢in diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibidir.

ds  —pSI
dt N
a1 pSI (2.20)
dt N

Baglangi¢ kosullart olarak S(0) > 0, I(0) > 0 ve S(0) + [(0) = N oldugu
bilindiginden, toplam niifus sabit kalmakta ve her zaman S(t) + I(t) = N esitligi
saglanmaktadir. Bu esitligi kullanarak, [ i¢in yazilan diferansiyel denklemde S

yerine (N — ) ifadesi yazarsak;

dl 1
U pr (1 - N) @21)

olur. (2.21) ’deki denklem, tagima kapasitesi (V) olan lojistik bilyiime denklemi
ile aymdir. (2.21)) salginin daima yayilacagi ve duyarli tiim bireylerin enfekte
olacagin1 gosterir [30]. Bu tiir modeller, grip (influenza) gibi yiiksek bulasiciliga
sahip hastaliklar i¢in uygulanabilir. Bu modelde bireyler yalnizca duyarl (S) ve
enfekte (1) bolmeleri arasinda hareket eder. Enfekte olanlar iyilesmez ve siirekli
olarak hastali§1 yaymaya devam eder. Bu tiir hastaliklarda, popiilasyonun tamamina
yakini enfekte olur ve salginin siiresi yalniz enfeksiyonun yayilmasiyla ilgili olup,

tyilesme siireci dikkate alinmaz [31]].

12



2.3 SIS Model

Iki kompartimani olan SIS modeli bir enfeksiyonun bagisiklik olusturmadigi,
yani duyarh kisiler enfekte olup, iyilestikten sonrada tekrar duyarli hale geldigi
hastaliklar i¢in uygun bir modeldir [32]. SIS tipi modeller, frengi ve gonore
(bel soguklugu) gibi cinsel yolla bulasan hastaliklara uygulanmistir. S6z konusu
hastaliklarda enfekte bireyler tedavi edilmekte ancak hemen tekrar duyarli hale
gelmektedir [31]]. SIS modeli i¢in gegis diyagrami Sekil [2.6daki gibidir.

¥

S(t) -~ 1)

(SUSCEPTIBLE} (INFECTED)
DUYARLI ENFEKTE

Sekil 2.6 SIS model gecis diyagrami

Temel SIR model varsayimlarina ek olarak dogum ve Oliimlerin olmadig:

varsayimini da goz Oniine alarak basit bir SIS modeli asagidaki gibidir.

dS  —BSI

@- ~ T

W BSI (2.22)
— = 5]

it~ N

Burada [ enfeksiyon orani, 7 iyilesme oramidir; 5 > 0, v > 0.

Baslangi¢ kosullart olarak S(0) > 0, I(0) > 0 ve S(0) + [(0) = N oldugu
bilindiginden, toplam niifus sabit kalmakta ve her zaman S(¢) + I(¢t) = N esitligi
saglanmaktadir. Bu esitligi kullanarak, / i¢in yazilan diferansiyel denklemde S

yerine (N — I) ifadesi yazilirsa:

dl I6;
—=6—71<1——1), B#7. (2.23)
a OGN

* [ > # ise, enfekte niifus W degerine yaklasir ve duyarl niifus %

degerine yaklasir. Hastalik salgin olmaya devam eder.

* 8 <~ ise, enfekte niifus sifira yaklasir ve salgin devam etmez.

13



2.4 SIRS Model

Bu modelde de dogum ve 6liimii ihmal edebilecegimizi varsayiyoruz.

3

(SUSCEPTIBLE) (INFEGTED) C
DUYARLI ENFEKTE

Sekil 2.7 SIRS model gecis diyagrami

Sekil 2.7 SIRS salgin modeli diferansiyel denklem sistemi asagidaki gibidir.

dS  —BSI

@ - N TR

dl  BSI B8S

e RNY N I acu 2.24
dR

Enfeksiyon orani /3, iyilesme orani -y ve iyilesmis bireylerin tekrar duyarl bireylere

doniisme oran1 § olup, tiimii pozitif degerlerdir (3,~, > 0).

Burada da S(0) > 0, I(0) > 0, R(0) > 0ve S(0)+ I(0) + R(0) = N oldugu
varsayilmaktadir. Bu nedenle, S(¢)+1(t)+R(t) = N korunur. R(t) degiskeni, S(¢)
ve I(t) degiskenleri cinsinden ifade edilebildigi i¢in, yalmizca S ve I degiskenlerini
incelemek yeterlidir. Bu durumda, S ve I icin diferansiyel denklemler su sekilde

yazilabilir:

_8SI
55 _ =051 g g g
dt N (2.25)
ﬂ_](@_ )
a SNy

Bu modelin dinamikleri, SIR modelinden farklidir. Hastaligin her zaman yok
olmasi gerekmez. Bagisikligin1 kaybeden bireyler nedeniyle hastalik endemik hale

gelebilir.
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2.5 SEIR Model

Temel epidemiyolojik modellerden biri olan SEIR modeli, dort kompartimana
ayrilmigtir [26]. S(t),E(t),I(t),R(t) seklinde olup, dnceki modellerden bildigimiz
tanimlar disinda bu modele, enfekte olmus ancak bulasict olmayan yani hastaliga
maruz kalan (exposed) birey 6zelliklerini tastyan F(t) kompartimani eklenmistir.
SEIR model gegis diyagram Sekil [2.8] gibidir.

CE > [ 5> i >
(SUSGEPTIBLE) oy (INFECTED)

Sekil 2.8 SEIR model gegcis diyagrami

Gecis diyagraminda bulunan parametreleri inceledigimizde;

* Enfeksiyon oran1 (8 > 0), hastaligin yayilma hizin1 gosterir ve duyarl (5) ve

enfekte (/) bireyler arasindaki bulagsma olasiligini ifade eder.

* Kulugka oran1 (), gizli (latent) donemindeki bireylerin bulasic1 hale gelme

hizidir.

* lyilesme oran1 (y > 0), enfekte bireylerin hastaliktan iyilesme hizin1 gosterir.

SEIR modelin dinamikleri asagidaki diferansiyel denklem sistemi formundadir.

s

— = —fS51

o BSI,

% =pBSI — L,

I (2.26)
— =0F —~I

dt ’Y )

dR

— =~

a !

Duyarli bireyler, enfekte bireylerle temas sonucu enfekte olur. Ancak dogrudan S
bolmesinden I bolmesine ge¢mezler. Ilk olarak gizli (latent) enfeksiyon durumu
olan E bolmesine girilir. Bu modelde de dogum ve 6liim oranlar1 ihmal edilir ve

toplam niifus sabit kabul edilir:

S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) = N = sabit V¢ € N.
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2.5.1 Reaksiyon-Difiizyon SIR Modeli

1981°de Anderson ve arkadaslar1 tilki popiilasyonlar1 ve kuduz arasindaki
etkilesimin genel dinamikleri i¢in {ic kompartimanli bir matematiksel model
sunmustur [33]]. 1986’da Murray ve arkadaslar1 yalnizca zamana bagli durumu
ele alan bu matematiksel modele difiizyon terimleri ekleyerek hastaligin mekanda
nasil yayildigini da analiz etmistir [34]. SIR modelde, mekansal yayilimi hesaba
kattigimizda, difiizyon terimlerini ekleyerek basit bir reaksiyon-difiizyon SIR

modeli su hale gelir:

05

S —maAS = —BIS,

o AL = IS A1, (2.27)
OR

Burada my, me, mg diflizyon katsayilaridir. Bu model, hem teori agisindan hem
de uygulamalar acisindan epidemiyoloji i¢in Onemlidir. Mevcut matematiksel
yaklagimlarin ¢ogu bu modele olduk¢a 6zgiidiir ve daha genis bir sistem sinifina
genellestirilemez [24].

2.6 Ele Alinan Model

Calismamizda ele aldigimiz model, sosyal huzursuzluk seviyesi ve sosyal
gerilimin baglantili dinamiklerini hesaba katmak i¢in epidemiyoloji modellerini
kullanmaktan olusmaktadir [24]. Belirli durumlarin S ve [ (duyarli-enfekte)
epidemiyoloji modeli ile iyi bir sekilde yakalandig1 belirtilmektedir. Burada R,
I’dan tiiretildigi i¢in ihmal edilebilir. (2.27)’de ilk iki kompartimani kullanilarak

asagidaki reaksiyon-difiizyon sistemlerinin genel formu asagidaki gibidir:

0

8—2; —miAu = p(u,v),

0

a—: — moAv = o(u,v), (2.28)

uw(0,z) = up(x), v(0,2) = vo(z).

Belirli bir x konumunda ve ¢ zamaninda u(z,t) toplumsal huzursuzluk seviyesini

(I), w(x,t) ifadesiise sosyal gerilim seviyesini (S) temsil etmektedir.
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Burada, m;Au(z,t) ve meAv(x,t) difiizyon terimleridir. p ve o reaksiyon
terimleri, v ve v’nin ic¢sel biiyiimelerini ve geri ¢ekilmelerini modellemektedir.
Sosyal huzursuzlugun olmadig: sakin bir donemde v = 0 dir. v, ise sosyal gerilimin
bu donemdeki temel degerini ifade eder. Sistem duragan (sabit) durumda, yani
(u = 0,v = v,) i¢in, bir denge durumu olugturur. (0, v;) (2.28) sisteminin bir sabit
(duragan) bir ¢6ziim noktasidir. Yani p(0, vp) = 0(0,v) = 0 dir. Ayrica u = 0 iken
vp (2.28)in ikinci denklemi i¢in zayif kararli bir durumdur, yani

e v<uy, ise o(0,v) >0

e wv>v, ise o(0,v) <0

olur.
Reaksiyon terimleri, modelin sosyal huzursuzlugun seviyesini (u) ve sosyal

gerilimin seviyesini (v) temsil eder.

p terimi:
p(u,v) =ulr(v)g(u) — w) (2.29)

seklinde tanimlanir.

g(u) terimi, endojen faktorii (veya 6z pekistirme/doygunluk mekanizmasini) temsil
eder. Doygunluk etkisini hesaba katmak i¢in g(u) fonksiyonu artmayan ve u = 0
icin pozitif aliriz. Yani baglangigta biiylime hizla artabilirken, belli bir noktadan
sonra artis hizi yavagslar ve sonunda sabitlenir. Ornegin g(u) = 1 — u veya
g(u) = 1 almabilir. w parametresi, 6z pekistirme (toplumsal huzursuzlugun
kendi kendini besleyip artirmasi) olmadigi durumda toplumsal huzursuzlugun dogal
yatisma (sakinlesme) hizidir. Yani eger disaridan bir etki yada olay olmazsa,
huzursuzluk zamanla yatisir ve yatismanin ne kadar hizli oldugunu w belirler.

r(v), sosyal gerilimin olusturdugu uyarici rolii modellemektedir. Endojen faktor,
r(v) fonksiyonu tarafindan diizenlenmektedir. r(v) fonksiyonu negatif olmayan ve
artan bir fonksiyon olarak secilir. Bu terimi, endojen (i¢sel) biiylimeyi acip-kapatan

bir anahtar gibi diisiinebiliriz.
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Ornegin, 7(v) lineer olabilir (r(v) = v gibi) veya bir sigmoid fonksiyon olarak

alinabilir: .

1T e p (2.30)
burada o > 0 ifadesi gegisin gerceklestigi esik degerini belirlerken, 5 > 0
parametresi sakin (relaxed) durum ile hareketli (excited) durum arasindaki gecisin
ne kadar keskin (sert) olacagini dlger (kontrol eder). [ degeri ne kadar biiyiikse

gecis o kadar ani (sert); [ kiiciikse ge¢is daha yumusaktir.

o terimi : (2.28)’in ikinci denkleminde reaksiyon terimi olarak tanimlanmugtir.
Netlik agisindan, v’yi (0, 1) araliginda normalize etmek istiyoruz. Bu nedenle
vo’m (0,1) araliginda oldugunu ve o(u,0) > 0, o(u,1) < 0 oldugunu
varsayacagiz. Boylece o terimi ile ilgili olarak asagidaki iki model sinifina 6zel

olarak odaklaniyoruz ve her bir durum, sistemin tipik niteliksel davranigini yansitir.

1. Gerginlik engelleyici (Tension inhibiting) durum: Bu durum gegici bir sosyal
huzursuzluk hareketi (isyan v.b) temsil eder. v > 0, v € (0,1) i¢in o(u,v) < 0
olur. Bu durumda «’nun aniden artmas1 v’nin yani gerilimin azalmasina neden olur.
Tepkime terimi o (u, v)’nin negatif deger olmasi sistemdeki sosyal gerilimin v’nin
zamanla azalacagi anlamina gelir. v belirli bir esik degerin altina diistiigiinde, «
kaybolur ve sonunda durur. Bu durum, »’nun yiiksek degerleriyle birlikte sistemin
i¢csel olarak kendini yatistirmasi seklinde yorumlanabilir.

Bu model, o(u,v) = —puv, [ > 0 olan SI epidemiyoloji modeline benzer bir

davranis sergiler.

2.  Gerginlik artiran (Tension enhancing) durum: Bu durum, sosyal
huzursuzlugun hem sosyal gerilim arttikca hem de bir doygunluk etkisi ile sinirh
oldugu bir durumu temsil eder. v > 0, v € (0,1) i¢in o(u,v) > 0 olur.
Bu durumda, v’nun aniden artisi v’nin artmasina neden olur. Bu durum, kalic1
bir karigiklifa neden oldugunu gosterir ve igbirlik¢i bir sisteme (yani bir degisken
artinca digerini de artirir-u artarsa v artar , v artarsa v artar) benzer davranig sergiler.

Ornek olarak o (u,v) = uv(1 — v) alinabilir.
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Modelimizi reaksiyon terimlerinin agilimiyla tekrardan yazarsak;

O —mu B = p(u,v) = u (r(v)g(u) — ) 231)
00 — moAv = O'(U, U)

Ele aldigimiz modelde, asagidaki varsayimlar gecerli olacaktir:

e my>0,my>0vew > 0.

* g(u), [0, 4+00) araliginda diizgiin ve artmayan bir fonksiyondur; ¢g(0) > 0,

ornegin g(u) = 1 — u veya g(u) = 1.

* r(v), (0,1) araliginda diizgiin, negatif olmayan ve artan bir fonksiyondur.

Ornegin 7(v) = v.

e r(0) < ﬁ) < r(1) ve su sekilde tanimlanir:
* -1 W
v=r — ] €(0,1). (2.32)
(9(0)) R

* ¢(0,.), fonksiyonun (zayif) kararl bir sifir1 vardir: v, € (0, 1). Yani,
Vv e (0,v) igin o(0,v) >0,
Yo € (vp,1)  igin  o(0,v) <O0.

* o(u,v) diizgtin bir fonksiyondur ve v = 0 ve v = 1 noktalarinda doygunluk

kosullarini saglar:

Yu>0 igin o(u,0)>0 wve o(u,l)<0.

* up(x) > 0 strhdir ve vy = v, dir, burada v, yukarida bahsedilen sabittir.
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3

YONTEM

3.1 Giris

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, karmasik ve zamana bagh
sistemlerin davraniglarim1 tahmin etme ve aciklama yetenekleri nedeniyle hem
teorik hem de uygulamali bilimler icin c¢ok Onemlidir. ~ Lineer olmayan
popiilasyon dinamikleri ve soliton teorisi gibi cesitli bilimsel alanlardaki fiziksel
modeller, fizik, kimya, biyoloji, matematiksel fizik ve plazma gibi disiplinler icin
onemlidir [35]. Soliton kavramin1 detaylandirmak faydalidir ¢iinkii gézlemlenen
fenomenlerin agiklanmasinda 6nemli bir rol oynar. Zabusky ve Kruskal, 1965°te
soliter dalgalarin 6zel bir hali i¢in soliton terimini kullanarak, bu dalgalarin
etkilesimleri sonrasinda bile sekil ve boyutlarini koruyarak birbirlerine carpmadan
gecebildiklerini kesfetmiglerdir [36]].  Yani solitonlar, lineer olmayan dalga
denklemlerinde ortaya cikan ve kendini koruyan dalgalar diyebiliriz. Soliton

¢Ozlimiinii bulmak i¢in dalga doniisiimii yontemi uygulanabilir. Bu baglamda,

u(z,t) = flp), ¢=z—ct (3.1)

seklinde bir degisken doniisiimii yapilir. Burada c parametresi dalganin uzayda
hangi yone hareket ettigini gosterir. Pozitif ¢ degerleri dalganin saga negatif
degerleri icin ise sola hareketidir. Lineer olmayan evrim denklemleri teorik acidan,
varolan durumla orantisiz degisim gosteren karmasik sistemlerin zamanla degisen
yapisini inceler [[37]. Lineer olmayan evrim denklemlerinin analizinden elde edilen
kesin ¢oziimler, sistemin davranisinin kesin matematiksel tanimlarini saglayarak
fiziksel olaylara iligkin anlayisimizi derinlestirmektedir. Bu c¢oziimler, karmasik
sistemlerin nasil gelistigini, etkilesime girdigini ve cesitli dig etkilere nasil yanit
verdigini agiklamaya yardime1 olarak fizik, biyoloji ve miihendislik gibi alanlarda
ilerlemelere katkida bulunur. Ozellikle, ilerleyen dalga ¢oziimleri, problemin
fiziksel yonlerine dair daha derinlemesine bilgi saglar. Bu coziimler, sistemin

dinamigini daha iyi anlamamiza yardimc1 olur ve boylece fiziksel mekanizmalarin
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isleyisine dair daha kapsamli bir anlay1s gelistirir, bu da ¢esitli uygulamalara olanak
tanir [38]. Tanh yontemi [39], tanh-coth yontemi [40], simetri yontemi [41],
exp-fonksiyon yontemi [42], homojen denge [43]], (G'/G)-agilim yontemi [44]
gibi yontemler lineer olmayan evrim denklemlerinin kesin ¢oziimiinii olusturmak
icin kullanilir. (G’/G)-agilim yonteminin diger yontemlere gore temel avantajlari,
uygun bir parametre secimi ile mevcut yontemlerle elde edilen bazi bilinen
coziimlere doniisen bazi serbest parametrelerle daha genel ¢oziimler vermesidir
[45]. Giiniimiizde, karmagik lineer olmayan denklemlerin kesin ¢oziimlerinin,
ozellikle de soliter dalga c¢oziimlerini arastirilmasi, gercek diinyada, Ornegin
matematiksel ve fiziksel olaylarin farkli yonlerinde beklenen etki nedeniyle 6nemli
bir rol oynamaktadir. Oncii calisma Wang ve arkadaslar1 [44], cesitli fiziksel
sistemleri modelleyen lineer olmayan kismi diferansiyel denklemleri ilerleyen
dalga ¢oziimlerini (G’/G)-agilim yontemiyle elde etmiglerdir. Bu yontem, bircok
denklem sistemine uygulanmustir [46-48]). Ilerleyen dalga ¢oziimleri, biyolojik
popiilasyon, akiskanlar mekanigi, kimyasal reaksiyonlar matematiksel ekoloji
gibi ¢ok cesitli alanlari kapsamaktadir [49-51]. (G'/G)-agihim yontemi, diger
yontemlere kiyasla bazi1 serbest parametrelerle daha genel coziimler sunar ve
baglangi¢ sinir kosulu veya baglangic deneme fonksiyonu gerektirmeden dogrudan
ele alnabilir. Bu yontem, daha genis bir uygulama alani saglayarak Onemli
avantajlar sunar. Son zamanlarda, bir¢ok arastirmaci bazi lineer olmayan evrim
denklemlerini bu yontemle ¢alismistir. Mingliang Wang, (G’/G)-ag¢ihim yontemi
ad1 verilen bir yontem Onermistir [44]. Bu makalenin amaci, bilinen iki lineer
olmayan evrim denkleminin ilerleyen dalga ¢6ziimlerini bu (G’/G)-agilim yontemi
kullanarak bulmaktir. Literatiirde, reaksiyon-difiizyon SIR modellerinin analitik
coziimiine odaklanan calismalar sinirli olup, cogu calisma sayisal yontemlere
dayanmakta ve analitik yaklagimlar genellikle ihmal edilmektedir. Bu tezde,
reaksiyon-difiizyon SIR modelinin bir 6rneginin analitik ¢oziimiinii inceleyerek,
literatiirdeki bu boslugu doldurmayi amaglamaktayiz. Ayrica, modelin mekansal
ve zamansal Ozellikleri, epidemiyolojik siireclerin daha iyi anlasilmasina katkida
bulunacaktir. Bu tezde, ilerleyen (travelling) dalga coziimlerini bulmak igin
(G'/G)-agihm yontemi kullanilmigtir [52].  Salgin modellemesinde, ilerleyen
dalga ¢oziimleri, baglangictaki hastaliksiz dengeden bagka bir hastaliksiz duruma
gecisin hareketli bir bolgesini temsil eder. Ilerleyen dalgalara iligskin sonuglar,
bir hastalifin cografi olarak ne kadar hizli yayildigim1 tahmin etmeye ve hastalig1
onlemek icin ilgili onlemleri almaya yardimci olabilir. ilerleyen dalga ¢oziimleri,
her iki popiilasyon da reaksiyona girdiginde ortaya c¢ikan difiizyon fenomenine 1s1k
tutmakta ve hiz ile yayilma zamani arasindaki iligkinin tahmin edilmesine olanak
saglamaktadir [53]].
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311 (G'/G)-Acihm Yontemi
Lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemi asagidaki gibi verildigini

varsayalim:

Q(uvuhua)auttaumhuaja)v"') :O (32’)

Q, v = u(x,t) ve w'nun kismi tiirevleri cinsinden bir polinom olup, en yiiksek
mertebeden tiirevler ve lineer olmayan terimler icermektedir. (3.2) denkleminin
ilerleyen dalga coziimlerini bulmak icin bagimsiz x ve ¢ degiskenleri tek bir
degisken olan ¢, dalga degiskeni ile ¢ = x — ct seklinde birlestirilir. Burada ¢
dalganin hizimi géstermektedir. u(x,t) = U(yp) olarak kabul ettigimizde kismi

dieransiyel denklem asagidaki adi diferansiyel denklemine indirgenir:

R(U,cU', U, cU",U",...)=0. (3.3)

Denklem (3.3)) integrallenebiliyorsa denklemin mertebesi diisiiriiliir.

G = G(y) fonksiyonu ikinci mertebeden lineer

G" + \G' + uG =0 (3.4)

diferansiyel denkleminin bir ¢6ztimii olmak iizere (3.3 denkleminin ¢oziimleri

Ulp) = a; (%) (3.5)

i=1
seklinde (%) nin bir polinomu oldugu varsayilir.

Burada A, i ve a;’ler (i = 1,2,...,N) daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir.
N pozitif tam sayist (3.3) denklemindeki en yiiksek dereceli lineer olmayan terim
ile en yiiksek mertebeden tiirevli terimin arasinda olusacak homojen dengeleme

prensibinden bulunur.
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Dengeleme prensibi;
U(p)’nin derecesi D [U(p)] = N olarak tamimlarsak (3.3) denklemindeki diger

olusacak ifadelerin dereceleri:

* D |44 =N+k DU =N

- D[t (%)m} — m(N + k) + NI

seklinde yazilabilir.

(3-4) denkleminin ¢oziimleri asagida verilmektedir:

e N2 —4u >0 ise

o
N— [N
~
o
=)
=

a3 5 - . (3.7)
(:1(308(v “2_)\80)4-628111(” “Z_A‘p>
e N2 —4u=0 ise
G/ —A Co
= __Z - 3.8
G 2 +(cl—|—cggp) (3-8)

U(yp) ifadesi, (3.3) ve (3.4) yardimiyla U(p)’nin ¢’ye bagl tiirevleri bulunarak
(33) denkleminde yerine konulur. Elde edilen ifade (< )’nin aymi dereceden
terimleri bir araya getirilerek ve katsayilari sifira esitlenerek lineer olmayan cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi bir yazilim programi
yardimiyla ¢oziilerek a;, ¢, A, o degerleri bulunur. Bulunan a;, ¢, A, i1 degerleri (3.4))
denkleminin ¢oziimleri yardimiyla (3.6)-(3.8) ¢oziimleri (3.3)’de yerine yazilarak

(3.2) lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin ¢oziimleri elde edilir.
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3.1.2 Gerginlik Engelleyici Durumun Kesin Co6ziimii

glu)=1, r)=v, o(uv)=—-PFuw, plu,v)=u(r(v)gu)—w)

seklindeki fonksiyonlar1 (2.28)’de yerine yazdigimizda gerginlik engelleyici

duruma karsilik gelen model:
Up — MUy = u(v — w) (3.9)
Vp — Malpy = —PUv (3.10)

seklinde olur.

(%) -agilim yontemini (3.9)- (3.10) denklem sistemine uygulayalim;

1. Adim: (3.9)-(3.10) denklem sisteminde ¢ = x — ¢t dalga doniisiimii kullanilirsa,

u(z,t) = U(p) ve v(x,t) = V(p) olmak iizere

du Udp AU

o oo Cap - U
ou_ovos_,

oxr  Opoxr

2 !
Ou _ 9 (Ou) _ 9., OUDp
0x? Ox \Ox ox Jp Ox

olur. Boylece (3.9) ve (3.10) denklemleri

—cU —mU" - UV +Uw =0 (3.11)

—cV' —mpuV" + UV =0 (3.12)

seklinde adi diferansiyel denklemlere doniigmiis olur.
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2. Adim: (3.T1)-(3.12) adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii

Ulp) = ia (%/) (3.13)

V() = ib (%) (3.14)

seklinde oldugu varsayilir.

Burada a; ve b; (i =1,2,..., N) keyfi sabitlerdir. G = G(),

G+ AG + puG =0 (3.15)

ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemini saglar. Burada A, u sabitlerdir.

N ve M tamsayilari ise (3.11)’de U” ve UV, 3.12)’de V" ve UV arasindaki
dengeleme prensibinden N +2 = N + M, M +2 = N + M ifadelerinden
N =2, M = 2 olarak bulunur.

Boylece U(y) ve V(p) coziimleri

¢4 o’ 2
Up) = ao + a (E) + as <E) (3.16)

el el 2
V(p) = by + b1 (5) + by <5) (3.17)

formunda olur.

3. Adm: (@3.16) ve (3.17) denklemleri, (3.11)-(3.12) adi diferansiyel denklem

sisteminde yerine yazilir. Elde edilen ifadede, % ifadesinin aynm1 kuvvetine sahip

tiim terimleri bir araya getirilerek ve her bir katsayiy1 sifira esitlenerek, asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir:
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"\’
(6) D apw — agbg + arcp — 2a2,u2m1 —aypim; =0
a\!
(E) : —aphy — arby + a1w + 2ascp + ajcA — 2a,pmy — ai\>my
— 6aspuAmy =0
G\’
(6) : —apbs — a1by — asby + arc + asw + 2asc\ — 8agumy — 3ai Amy

— 4(12)\27711 =0

w

. —a1b2 — CLle + 2@20 — 2a1m1 - 10@2/\77’7,1 =0

. —azbg — 6a2m1 =0

o

. aoboﬁ -+ blcu F 2b2ﬂ2m2 — bl,u/\mg =0

—

. aoblﬁ + (llboﬁ + 2b20,u S5 blc/\ — 2b1,um2 e bl)\sz

7N TN N N
QA QQA QR QX
\/\/\/yp\/

— 6b2u)\m2 =0
G"\?
(E) . blc + a0525 + alblﬁ + agboﬂ + 2b26/\ — Sbg,umg — 3b1)\m2
— 4b2)\2m2 =0
G\’
(E) . 2b26 — Zblmg + albgﬁ + azblﬁ — 1062)\m2 =0
a\*
(6) . —6b2m2 + (lgbgﬁ =0

Bu lineer olmayan cebirsel denklem sistemi MATLAB programi kullanilarak

coOziilmiis ve asagidaki ¢oziim grubu elde edilmistir:

~ umy S 9Amy 0 — 9my
/8 ) 1 B ) 2 /6 )
3V2\\/(—
bozw—Z,uml—)\zm1$ V2 2( mlw)’

by = —6Am; F 3\/5\/ (—mlw),

3 3V24/(—
b2:_6m17 m2:ﬂ7 c== \/_ ( mIW)'

2 2

Qg

(3.18)
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(3.18)’deki degerleri (3.16) ve (3.17) denklemlerinde yerine yazildiginda (3.11)
(3.12)) denklemlerinin agagida verilen ¢6ziimleri elde edilir.

~ umy | 9Amy g 9my g’ 2
Ulp) = 5t 5 (G)+ 3 (G) (3.19)
Vip) = <w — 2umy — Nmy F 3V2A ”;_mlw)>

+ (<6my 7 3v2y/ (=) (%) — 6my (%)2 (3.20)

(3.4) ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemin genel ¢oziimlerini (3.19)
ve (3.20) denklemlerinde yerine yazarak, (3.9)-(3.10) denklem sisteminin ii¢ tiir

kesin ¢oziimii elde edilir.

A2 —4p >0 durumunda,

2
(1) 9y ()\ AN/ N2 —4u> p 9umy  9Amy ()\ A/ N2 —4,u>
1200,t) = —— | s ———=5— — -

g o\2 2B 3 53 |2 55
2
A AV -4
’U12<l’,t) =w = Q,Uml - )\Zml —6my | = — —'u
| 2 2B
A AV -4 W=
+ <§ - Tﬂ) (6Am1 F ?MZ/W) + 3V2\/=miw \;mlw
(3.21)
dir. Burada
)\2 — 4 )\2 _ 4
A= cycosh (%) + ¢y sinh (SO— V2/”L>
\/ )\2 — 4 )\2 _ 4
B = ¢ cosh (%) + cpsinh (%)
2/ —miw
p=zF Mt dir.
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A — 4 <0 oldugunda,

Omy [\ AN?  9um 9)\m
ug,4($,t)=71(§—ﬁ) + ,U ! !

= (-5)
A

v3.4(z,t) = w — 2umy — A\*my — 6my (— ~ 35 (3.22)
A A /=0
+|l=z— == (6)\m1 F Bﬂ\/—mlw) + ?)\/_—W
2 2B 2
dir. Burada
—A2+4 —A2+4
A=A +4u (c cos (@fw) — ¢1 8in (%—i_u))
—A2+4 —A2+4
B = ¢ cos (QP—M> + ¢o sin (90——'—'“)
2 2
I/ — 1w
gpzxi?)\/_ 5 mlwt dir.
A2 —4p =0 oldugunda,
u (.1' t)—%<é— Co )2+9,um1 _9)\m1 <é_ Co )
PO T 2 gtz 6] B 2 1+ ey
( t) 9 6 ()\ Cy )2 v N (/\ Co >
vsg(x,t) =w — 2um; — 6my | = — —A*m - —
>0 Hih "\ 2 c1 + cop ! 2 ca+cep
2\\/—
(6)\m1 + 3\/5\/—m1w> F S\/_fmlw
(3.23)

dir. Burada ¢ = = + 32V ot dir
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Gerginlik Engelleyen Durumun Grafiksel Yorumu

Gerginlik engelleyici duruma kargilik gelen modelin (3.21)) kesin ¢oziimiine ait
grafiksel gosterimler, my = 1,¢; = 1,5 = —0.1,A=1,u=0,c = _ 3y mw o,
B = 3 ve w = 0.001 degerleri i¢in sirastylat = 0, t = 20, ¢t = 60 ve t = 120

anlarindaki grafiksel gosterimler asagida verilmistir.

t=0

08

0.4

0.2 r

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Sekil 3.1 (3.21) kesin ¢6ziimiiniin ¢ = 0 anindaki grafiksel gosterimi

uvevw

0.5

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Sekil 3.2 (3.21) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 20 anindaki grafiksel gosterimi

29



uvey

0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

X

Sekil 3.3 (3.21)) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 60 anindaki grafiksel gosterimi

t=120

25)

uvev
w

05T

0 ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

X

Sekil 3.4 (3.21) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 120 anindaki grafiksel gosterimi

Grafiksel gosterimlerde; u degiskeni I’y1, v degigkeni ise S’yi temsil etmektedir.
Popiilasyonda w’nun (enfekte bireylerin) ani artisi, v’nin (duyarh bireylerin) hizla
azalmasina yol agar. Bu durum, salginin yayilma hizinin diismesine ve sistemin
zamanla yeniden dengeye ulagsmasina neden olur. Bu siire¢, gerilimi engelleyen

dogal bir mekanizma olarak degerlendirilebilir.
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3.1.3 Gerginlik Artiran Durumun Kesin Coziimii

gu)=a—u, rw) =v, o(u,v)=uvb—u),pluv)=u(rv)g(u)—w)

seklindeki fonksiyonlar1 (2.28)’de yerine yazdigimizda gerginlik artiran duruma
karsilik gelen model:

Up — MUy = u(v(a —u) — w) (3.24)
Uy — MoV = uv(b — v) (3.25)

seklinde olur.
(%) -agihim yontemini (3.24)- (3.23)) denklem sistemine uygulayalim;

1. Adim: (3.24)-(3:23)) denklem sisteminde ¢ = x — ¢t doniisiimii kullanilirsa,
u(z,t) = U(p) ve v(x,t) = V(p) olmak iizere

—cU' —mU" —U(V(a—U) —w) =0 (3.26)

—cV' —mpV"' = UV(b—-V)=0 (3.27)

seklinde adi diferansiyel denklemlere doniigmiis olur.

2. Adim: (3.26)-(3.27) adi diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimii
G"\'
U(p) = il —= 3.28
(p)=D_a (G) (3.28)

Vi(p) = i b (%) (3.29)

seklinde oldugu varsayilir.

Burada a; ve b; (i =1,2,..., N) keyfi sabitlerdir. G = G(y),

G" +AG' + G =0 (3.30)

31



ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemini saglar. Burada A, p sabitlerdir.
N ve M tamsayilari ise (3.26)’da U” ve U?V, (327)’de V" ve UV? arasindaki
dengeleme prensibinden N + 2 = 2N + M, M + 2 = N + 2M ifadelerinden
N =1, M =1 olarak bulunur.

Boylece U(p) ve V(p) ¢oziimleri

!/

Ulp) =ao+ a1— (3.31)

V() =bo+b1— (3.32)

formunda olur.

3. Adm: @.31) ve (3.32) denklemleri, (3.26)-(3.27) adi diferansiyel denklem

sisteminde yerine yazilir. Elde edilen ifade (%)’nin ayni kuvvetine sahip tiim

terimleri bir araya getirilerek ve her bir katsayiy1 sifira esitlenerek, asagidaki

cebirsel denklem sistemi elde edilir:

o

— aagby + arcp — apurmy + agbo + apw =0

—_

QIR QQ

aw + agbl — aagby — aaibg + 2aga1by + ajcA

— 2a1pumy — a\’my =0

[\

aic+ a%b() — aa1b1 + 2a0a1b1 - 3@1)\7711 =0

w

QIR QR

bla% — 2m1a1 =0

— agbbgy + bycp — bipAmsy 4 agh? = 0

—_

— agbby + a1bf + 2agboby — abby + byicA — 2byumy — biA*mg = 0

[\

blc + aob% — a1b61 + 2a1b0b1 — 3b1)\m2 =0

QR QAQQAQA QIR

N—— N N N~ N— —
=}

alb% — 277121)1 =0

7~/ N7 N7 N7 N 7NN 7 N N
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Elde edilen bu lineer olmayan cebirsel denklem sistemi MATLAB programi

kullanilarak ¢oziilmiis ve asagidaki ¢oziim gruplari elde edilmigtir:

1. Grup
v/ 2ab vV 2ab
ag =0, a1=i$, by = 0, blziﬂ,
a
w=0, c==%\2abmy, m4 =ms, (3.33)
A=0, p=0.
2. Grup
v 2abmso vV 2abmsy
ap=—a, a= , bo=0, b= ;
b a
b
w=0, c= i%, my = Mo, (3.34)
Ao pvabme g
27712
3. Grup
V2ab Vab
CLO—O, a) = am27 b():b/Q, b1: am27
b a
w=0, c= $3aTme’ my = Mo, (3.35)
vab
A=F a m27 nw=20
2m2
4. Grup
V2 \/
a=0, a= Y202y gy = VT
b a
b
w=0, c= i%, my = My, (3.36)
Vab
A=Y
2m2
5. Grup
v abms v/ 2abms
ap = a, a1 = ) b0:b7 blz:F )
b a
w = O, Cc = 3aTb/’n2, mip = My, (337)
vab
A=Y

33



6. Grup

b a
3v/ab
w =0, C::F#, my = Mo, (3.38)
)\:i\/abmg’ =0
2m2

b’ a
3v/ab
w=0, c— C;mz, my = my, (3.39)
v abms
A= , =0.
2m2

8. Grup
Vab V2ab
(10:(1/2, (11_:|: abmz, bo_o, blzi amQ,
a
w=0, c= —BQTM, my = Mo, (3.40)
v abms
A= — , p=0
2m2
9. Grup
v abmsy vV 2abme
ag = @, a; = 3 bO*by blz:F y
b a
b
w=0, c=+V0"2 =, (3.41)
N \/abmg7 _o
2m2

(3-33)’de verilen 1. grup ¢oziimiinde \? — 4y degeri sifir oldugu goriilmektedir. 1.
grup ¢oziimiindeki parametre degerleriyle birlikte (3.4) ikinci mertebeden lineer adi
diferansiyel denklemin (3.8) ¢oziimii (3.31)-(3.32) denklemlerinde yerine yazilarak

kesin ¢oziimler elde edilir.
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l%w)Irt'Qamn2(£i> (3.42)
b G
VWﬂzi;%?E<%) (3.43)

Boylece (3.4) ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemin (3.8) ¢oziimiinii
(3.42) ve (3.43) denklemlerinde yerine yazarsak

vV2abms =)\ Cy
U A ilicl 3.44
() 3 CRr——— (3.44)
v/ 2ab —A
V@%-—Jﬂ@<—— = ) (3.45)
a 2 c1+ cop
olur ve burada ¢ = x & \/2abmt “dir.
Boylece (3.24)-(3.23)) denklem sisteminin kesin ¢oziimii
v 2abmy Co
ul,Q(IJ t) =+ )
b c1 + co(x £ +/2abmot)
(3.46)
(2.1) v/ 2abms Cy
via(z,t) =
b2 + a ¢+ co(r £ /2abmyt)

seklinde olur.
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Diger ¢oziim gruplarina baktigimizda A\?> — 4p de8erinin daima pozitif oldugu
goriili. ~ Her ¢6ziim grubu igin (3.31)-(3.32) denklemlerinde, (3.4) ikinci
mertebeden lineer adi diferansiyel denklemin (3.6) ¢oziimii yazilarak kesin
coziimler elde edilir. Ornegin 2. grup ¢oziimleri igin ele aldigimiz modelin kesin

cOziimlerini elde edelim:

Up) = —a+ —VQbemz (%) (3.47)

Vip) ==+

V2abm, <Q’> (3.48)

a G

Bu denklemlerde (3.4) ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemin (3.6)

¢Oziimiinii yerine yazilirsa (3.24)-(3.23) denklem sisteminin kesin ¢oziimii,

2v/ab b A
uza(z,t) = —a+ vabm, (v abms F -
(2.) = Vabmsy (vabms A '
Bt =" Tam, T 2B
seklinde elde edilir. Burada
ab ab
b P\ 1mg P\ Ima
A= 4a—m2 co cosh( - %) 4 ¢ sinh( 24 )
ab ab
Imy Py Ima
B = ¢; cosh( - %) + ¢, sinh( ! %)

© = x F +/2abmst “dir.

Benzer sekilde diger grup ¢oziimleri i¢in de (3.24)-(3.25)) denklem sisteminin kesin

cozlimleri elde edilebilir.
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Gerginlik Artiran Durumun Grafiksel Yorumu

(3.24)-(3.25) denklem sisteminin (3.46) kesin ¢oziimiine karsilik gelen grafiksel
gosterimler, a = 0.1, b = 0.2, my = 1, ¢; = 1, co = —0.1, ¢ = V2abms, A = 0,
= 0degerleriicint = 0, t = 20, t = 60 ve t = 120 zamanlarinda verilmistir.

20 T T T T T T T T

uvev

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Sekil 3.5 (3.46) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 0 anindaki grafiksel gosterimi

uvevy

0 ' *
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Sekil 3.6 (3.46) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 20 anindaki grafiksel gosterimi
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w
T

uvey

o~
T

uvevy

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X

Sekil 3.8 (3.46) kesin ¢oziimiiniin ¢ = 120 anindaki grafiksel gosterimi

Grafiksel gosterimlerde; u degiskeni (1)’y1, v degiskeni de (5)’yi temsil etmektedir.
Baglangicta (¢ = 0) w’nun ani artig1, sistemdeki dinamigi harekete gegirerek
v’nin de artmasina yol agmistir. Zamanla bulagma (huzursuzluk artisi) ve hastalik
(gerilim) daha genis bir alana yayilir, ancak bu etkiler zaman zaman yiiksek, zaman
zaman diisiik seviyelerde kalir. Bu siire¢, sistemdeki toplumsal dinamiklerin uzun
vadeli etkilerini ve genisleyen gerilim alanini yansitarak, goriiniirde sakinlesse de
bir yapisal gerilimin varligin1 gosterir. Bu durum, bulagin yeniden hizlanabilecegini

ve salginin yayilma egiliminin artabilecegini gostermektedir.
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SONUC

Bu tezde, salgin hastaliklarin yayilimini incelemek amaciyla epidemiyolojik
modelleme ve bir reaksiyon-difiizyon SIR modelinin analitik ¢6ziimii ele alinmistir.
Calismanin basinda, salgin hastaliklarin dinamikleri ve bu dinamikleri modellemek
icin kullanilan temel epidemiyolojik modeller tanmitilmigtir. Daha sonra, lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemler i¢in uygun ¢oziim sunan (G'/G)-agilim
yontemi tanitilip yontem uygulama adimlart gosterilmistir.  Ele aldigimiz
model dinamiklerine uygun 6zel iki durumu i¢in kesin ¢oziimleri (G’/G)-ag¢ilim
yontemiyle elde edilmigtir. Son olarak elde ettigimiz kesin ¢oziimlerde uygun
paremetre degerleri alinarak grafiksel gosterimlere yer verilmigstir.  Grafiksel
gosterimlerden bu iki durumun SI epidemiyolojik modeldeki gibi bir rol oynadigi

gorillmiistiir.
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