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Dogrusal olmayan evrim denklemleri (NLEE), bircok fiziksel olgunun incelenmesi
sonucunda elde edilen modellerdir. Bu denklemlerin analitik ve baz1 durumlarda sayisal
¢oziimleri, somut matematiksel formiilasyonlar1 nedeniyle 6nemli bir yere sahiptir. Bu
tir modeller, dogrusal olmayan optik, plazma fizigi, plazma dalgalari, biyofizik,
atmosfer, finans, akiskanlar mekanigi, kuantum mekanigi, niikleer fizik, s1g su dalgasi
teorisi vb. gibi bircok dogrusal olmayan bilimde gozlemlenebilir. Yukarida bahsedilen
evrim tipi denklemlerden biri (3+1)-Gardner—Kadomtsov—Petviashvili (Gardner-KP)
denklemidir. Bu ¢alismada, belirli fiziksel sistemlerde dalgalarin hareketini agiklayan
dogrusal olmayan (3+1)-Gardner-KP denkleminin hareketli dalga ¢6ziimleri elde edilerek
dalga dinamigi incelendi. (3+1)- Gardner-KP denklemini derinlemesine analiz etmek i¢in
Gl

(E)’ (%), genellestirilmis (%), genellestirilmis Kudryashov, modifield Kudryashov

yontemleri uygulandi. Elde edilen ¢oziimlerin 6zel parametre degerlerinde 3D ve 2D
grafiklerinin niimerik simiilasyonu yapildi. Elde edilen ¢oziimlerin uyumlulugunu analiz
etmek icin Ornek olarak alinan bazi ¢ézlimlere kararlilik testi uygulandi. Bu ¢alisma
matematik, fizik ve okyanus miihendisligi alanlarinda calisanlar i¢in bir yol gosterici
olacaktir.

Anahtar Kelimeler: Gardner-KP denklemi, G’/G metodu, Kudryashov metodu, Solitonlar,
Tam ¢oziim, kararlilik analizi
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ABSTRACT

MSc Thesis

EXACT SOLUTIONS OF THE (3 + 1) DIMENSIONAL NONLINEAR GARDNER-
KADOMTSOV-PETVIASHVILI (GARDNER-KP) EQUATION REPRESENTING
NONLINEAR MODULATION OF PERIODIC WAVES

Duygu TETIK

Bursa Uludag University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Maths

Supervisor: Dr. Lecturer Nisa CELIK

Nonlinear evolution equations (NLEEs) are models derived from the investigation of
various physical phenomena. The analytical—and in some cases numerical—solutions of
these equations hold significant importance due to their concrete mathematical
formulations. Such models can be observed in many nonlinear sciences, including
nonlinear optics, plasma physics, plasma waves, biophysics, atmospheric science,
finance, fluid mechanics, quantum mechanics, nuclear physics, and shallow water wave
theory. One of the evolution-type equations mentioned above is the (3+1)-dimensional
Gardner—Kadomtsev—Petviashvili (Gardner-KP) equation.

In this study, traveling wave solutions of the nonlinear (3+1)-dimensional Gardner-KP
equation, which describes wave motion in certain physical systems, are obtained and the
wave dynamics are analyzed. To perform an in-depth analysis of the (3+1)-Gardner-KP

! !

equation, the (%), (%), generalized (%), generalized Kudryashov, and modified

Kudryashov methods are applied. The numerical simulations of the obtained solutions are
presented using 2D and 3D plots for specific parameter values. In order to analyze the
compatibility of the solutions, stability tests are applied to selected examples. This study
is expected to serve as a guide for researchers working in mathematics, physics, and ocean
engineering.

Key words: Gardner-KP equation, G’/G method, Kudryashov method, Solitons, Exact
solution
2025, xiii + 59 pages.
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1.GIRIS

Uygulamali bilimlerde probleme dayali matematiksel modellerin olusturulmasi,
problemin ¢6ziimiine ulasmada ve ¢oziimleri analiz etmede olduk¢a onemlidir. Dogal
bilimlerin ve miihendislik dallarinin bir¢ok problemi i¢in yapilan matematiksel
modelleme kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerine indirgenir. Dalga yayilimi,
akigskanlar mekanigi, dinamik sistemler, kimya, goriintii isleme, plazma fizigi,
hidrodinamik, biyoloji, optik, finans ve bilimin diger alanlarindaki bir¢ok fiziksel olay
kismi diferensiyel denklemler yardimiyla modellenebilir. Uygulama alanlarinin ¢ok genis
olmasi nedeniyle kismi diferensiyel denklemler (KDD) teorisi, matematik analizin 6nemli
inceleme alanlarindan biridir. Kismi diferansiyel denklemlerin analiz edilmesiyle bircok
¢Oziim yontemi, bilimsel aragtirmacilar tarafindan elde edildi. Bu ¢6ziim yontemlerinden
biri olan tam ¢éziim yontemleri, 19. ylizyilin sonlarinda Lie tarafindan sunuldu ve 20.
ylizyildan itibaren, bilgisayarlarin gelismesiyle birlikte, dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin yorumlanmasi, bir¢cok farkli arastirma yoniinii
acan bagimsiz bir alan haline geldi. Ger¢ek hayat problemlerini temsil eden dogrusal
olmama, matematik, fizik, ve miihendislik gibi bir¢ok arastirma alaninda énemli bir
faktordiir. Daha sonra bilim adamlari, dogrusal olmayan evrim denklemlerinin yaklasik
ve uygun coziimlerini bulmak icin derinlemesine arastirmalar yapmis ve arastirmalari
sonucunda, bilim adamlarinin farkli goriisleri nedeniyle son zamanlarda dogrusal
olmayan evrim denklemlerini ¢6zmek icin bircok yontem gelistirilmistir ( Kudryashov,
2012; Yasar ve Yildirim, 2018; Bira vd., 2018; Zeidan vd., 2019; Kudryashov, 2020;
Celik vd., 2021; Celik, 2021; Patel vd., 2022; Yildirnm vd., 2023; Hashemi ve
Mirzazadeh, 2023; Ay ve Yasar, 2023; Seadawy vd., 2023, Kudryashov, 2023).
Kadomtsev-Petviashvili (KP) denklemi

(Ue + Uty + €2 Uyyy)y + AUy, =0

dogrusal olmayan dalga teorisinde iki boyutlu s1g su dalgasi problemlerinde kullanilir.

Gardner denklemi

Uy + 6ul, + 6ulu, + Uy, =0



KP denkleminden farkli olarak iki dogrusal olmayan terim igeren bu denklem, (1+1)
boyutlu katmanl akigkanlarda dogrusal olmayan dalga yayiliminin modeli i¢in kullanilir.
Bu denklem i¢ dalgalarin modellenmesi i¢in énemlidir. Gardner denklemi hem ikinci
dereceden uu, hem de kiibik 6u?u, dogrusal olmayan terimleri igerir. Kiibik dogrusal
olmayan terimin Oniindeki katsayisinin pozitif veya negatif olmasina bagl olarak bu
denklem sirasiyla odaklanma veya odaklanmama Gardner denklemleri olarak adlandirilir.
Bu denklemin bir¢ok alanda uygulamasi vardir. Gardner denklemini xy-diizlemine
genisleterek (2+1) boyutlu Gardner-Kadomtsev-Petviashvili (Gardner-KP) denklemi elde

edilir;

(ue + 6uly F 6UPUy + €2Uyyy )y + AUy, =0

Gardner-KP denkleminin literatiirde 6nemli bir yere sahip olmasi, okyanuslardaki biiyiik
genliklere ve giiclii dogrusal olmayan etkilere sahip i¢ dalgalar1 modellenmesinden

kaynaklanmaktadir.

Gardner-KP denklemi, akigkanlar dinamigi, plazma fizigi ve optic fiberler dahil olmak
izere dogrusal olmayan bilimdeki ¢esitli olaylar1 incelemek i¢in kullanilir. Soliton olarak
bilinen soliter dalga c¢o6ziimleri, ortam ic¢inde ilerlerken sekillerini ve hizlarmi
koruyabildikleri i¢in 6zellikle ilgi ¢ekicidir. Arastirmacilar siklikla bu solitonlarin (Yang
1960) ozelliklerini ve etkilesimlerini incelemek i¢in ters sagilma doniisiimii gibi sayisal

yontemler ve analitik yaklagimlar kullanirlar.

Gardner-KP denkleminin okyanus miithendisligiyle giiclii bir iligkisi vardir, ¢linkii bunlar
iki boyutlu 6rneklerde okyanus raflarindaki giiglii dogrusal olmayan i¢ dalgalar1 gosterir.
Birgok aragtirmact (1+1) ve (2+1) Gardner-KP denklemlerini c¢esitli yontemlerle
inlemistir. Bunlardan bazilarin1 su sekilde siralanabilir: Wazwaz A., Hirota’nin ¢ift
dogrusal yontemini kullanarak pozitif ve negatif (2+1)-Gardner-KP denklemlerini analiz
etti. Pozitif (2+1)-Gardner-KP denkleminin ise tekil ¢oklu soliton ¢éziimler verdigini
gosterdi. Bin ve Qiang, (2+1)-Gardner-KP denkleminin simetrilerini ve grup degismez
cozlimlerini, karsilik gelen Lie cebrini, optimal sistemi, siniflandirmay1 ve benzerlik

indirgemelerini dogrudan simetri yontemiyle elde ettiler. Ayrica denklemin korunum



yasalarin1 da buldular. Liu ve Yan, pozitif ve negatif (2+1)-Gardner-KP denkleminin
catallanmalarini1 ve faz portrelerini incelediler. Boateng ve arkadaslari, Jacobi eliptik

fonksiyon ¢ozlimlerini ve (2+1) boyutlu Gardner-KP denkleminin ilerleyen dalga

!

¢Ozlimiinii hesapladilar. Ali ve arkadaslar (% , %) yontemini negative (2+1)-Gardner-KP

!

denklemine uyguladilar. Shakeel ve Mohyud-Din, (%,%) yontemini pozitif (2+1)-

Gardner-KP denklemine uyguladilar. Tarik ve arkadaglari yardimer denklem yontemini
ayni denkleme uyguladilar (Wazwaz, 2008; Bin ve Qiang, 2009; Liu ve Yan, 2014;
Shakeel ve Mohyud-Din, 2014; Tariq vd., 2018; Boateng vd., 2020; Ali vd., 2020).

Bu calismanin ana konusu olan (3+1) boyutlu Gardner-KP denklemi, (2+1) boyutlu
Gardner-KP denkleminin bir uzantist olarak tiiretilebilir. (3+1)-Gardner-KP denklemi,
belirli fiziksel sistemlerde dalgalarin yayilmasini tanimlayan dogrusal olmayan bir kismi
diferansiyel denklemdir. Denklemin adindaki (3+1) notasyonu, ii¢ uzaysal ve bir zaman
boyutunda kismi diferansiyel denklem oldugunu ifade etmektedir.

Hussain ve arkadaslar1 (3+1)-Gardner-KP denklemini Lie grup teorisi teknigini
kullanarak analiz ettiler. Lie degismezligi kosulunu dikkate alarak simetri tireteglerini
buldular. Soliton ¢oziimlerini elde etmek i¢in yeni yardimci denklem yontemini

kullandilar (Hussain, 2022).

Bu c¢alismada (3+1) boyutlu dogrusal olmayan Gardner-Kadomtsov-Petviashvili
(Gardner-KP) denklemi

(B, + 68BBg — 6B2By + v2Bygg)g + U(Byy + Bzz) =0 (1.1)

periyodik dalgalarin dogrusal olmayan modiilasyonunu gdosteren (%),(%),

genellestirilmis gelistirilmis (%), genellestirilmis Kudryashov ve modifield Kudryashov
yontemleri ile analiz edilir, burada O = +1 ve B =3B(0,n,{,7) dir. Cok boyutlu
Gardner-KP denklemi, iki boyutlu 6rneklerde okyanus sigliklarinda ki giiclii dogrusal
olmayan i¢ dalgalar1 gosterir. Ayrica kritik derinlik seviyelerine yakin yayilan zayif,

dogrusal olmayan, daginik yilizey dalgalarinin Gardner-KP denklemine tabi oldugu da

gosterilmistir. Farkli alanlarda pek ¢ok uygulamasi bulunan bu denklemin yeni kesin



¢Oziimleri, arastirmacilara dogrusal olmayan modeller iizerinde ¢alisma konusunda fikir

verecektir.

Calisma 5 boliimden olugmaktadir. 2. boliim kuramsal temeller ve kaynak aragtirmasina
ayrildi, ele alinan tam ¢6ziim yontemleri kullanilirken ihtiya¢ duyulan temel tanim ve
kavramlar verildi. Hareket eden dalga ve ¢esitleri hakkinda bilgiler verilerek grafik
gorselleri sunuldu. 3. bolim tezde kullanilan bes farkli tam ¢6ziim yonteminin teorik
algoritmalarina ayrildi. 4. boliimde, 3. boliimde algoritmalari verilen yontemler (3+1)-
Gardner-KP denklemine uygulandi ve elde edilen bazi ¢oziimlerin kararlilik 6zelligi test
edildi. Tezin 5. boliimde ise ele alinan (3+1)-Gardner-KP denkleminin ¢esitli yontemlerle
elde edilen ¢6ziimlerinin yapilar1 ve yontemler karsilastirildi, elde edilen sonuglar kisaca

Ozetlendi.



2. KURAMSAL TEMELLER ve KAYNAK ARASTIRILMASI

Bu kisim, tezde kullanilan temel kavramlarin tanimlarma ve uygulanan yontemlerin

teorisine ayrilmistir.
2.1. Diferensiyel Denklemler

Fen bilimlerinde, miithendislikte ve hatta saglik bilimlerinde birgok olayin agiklanmasina
yardimci olmak {izere, matematiksel formiiller veya matematiksel modeller gelistirilir.
Bu modeller, bir bilinmeyen fonksiyon ve bu fonksiyonun bazi tiirevlerini igeren bir
denklem olarak ortaya ¢ikar. Boyle bir denkleme diferensiyel denklem denir. Diferensiyel
denklemleri incelemek i¢in ortak bir terminolojiye ihtiya¢ vardir. Eger bir diferensiyel
denklem, bir degiskenin, bir veya daha ¢ok degiskene gore tlirevlerini ihtiva ediyorsa,
tiirevi alinan degiskene bagimli degisken, tiirevin alindig1 degiskene veya degiskenlere
bagimsiz degisken denir. Diferensiyel denklemler bulundurdugu bagimli ve bagimsiz
degiskenlere gore adi diferensiyel denklem (ADD) ve kismi diferensiyel (KDD) denklem
olmak lizere ikiye ayrilir. Adi ve kismi diferensiyel denklemler mertebe, derece ve
lineerliklerine gore siniflandirilirlar. Mertebe, derece ve lineerlik tanimlart her iki
denklem tipi i¢in benzerlik gosterir.

2.1.1. Tammm: Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonksiyon yalniz bir bagimsiz

degiskene bagimli ise, denkleme adi diferensiyel denklem denir.

(x?2 +y?)dx — 2ydy =0
2yy' = 3x + x(y")?
y'+2y' +y=e*inx
xy"+Q2—x)y'—y=0

" 12
yy'—2y =0

denklemleri adi deferensiyel denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

2.1.2. Tamim: Bir adi diferensiyel denklemin mertebesi, denklemde goriilen en yiiksek

mertebeden adi tiirevin mertebesidir.



xy"+Q2-x)y'—y=0
denklemi ikinci mertebeden adi diferensiyel denklemdir.

Bagimli degiseni y, bagimsiz degiskeni x olan n. mertebeden bir adi diferensiyel denklem

fxy,y,y"y™) =0
biciminde gosterilir.

2.1.3. Tanim Bir adi diferensiyel denklem var olan tiim tiirevlere goére bir polinom
denklem bi¢iminde ise, en yliksek mertebeden tiirevin kuvvetine diferensiyel denklemin

derecesi denir.

" 72
yy =2y =0

denklemi ikinci mertebeden, birinci derecedendir.
2.1.4. Tamum Bir diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun var olan biitiin

tiirevlerine gore birinci dereceden ise, denkleme lineer diferensiyel denklem denir.
y'+2y'+y=e"Inx

denklemi lineer adi diferensiyel denkleme 6rnek olarak verilebilir.

Adi diferensiyel denklemler bir ve iki boyutlu fiziksel olaylarin modellenmesinde
yeterlidir ancak daha yiiksek boyut gerektiren fiziksel problemlerin modellenmesinde
kismi tiirevli diferensiyel denklemlere ihtiya¢ duyulur. Matematigin, dogal bilimlerin ve
miihendislik dallarinin bir¢cok problemi kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerine
indirgenir. Ornegin termodinamikte, esneklik teorisinde, elektro dinamikte ve benzeri
alanlarda kismi diferensiyel denklemler yogun olarak kullanilmaktadir (Cagliyan ve

Celebi, 2013)



2.1.5. Tammm Bir diferensiyel denklemde, bilinmeyen fonksiyon, iki veya daha fazla

bagimsiz degiskene bagimli ise denkleme kismi diferensiyel denklem denir.

Bagimli degiskeni u, bagimsiz degiskenleri x ve y olan bir kismi diferensiyel denklem
F(x, Vo U, Uy, Uy, Uy, Ugy, Uyyy, ) =0

biciminde gosterilir.

Uy +xuy, =3

x*u, — y*u, = (x —y)z

Uy Uy + UyUyy, + 2% =0
Uyy T Uyy U, =0

denklemleri kismi deferensiyel denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

2.1.6. Tammm Bir kismi diferensiyel denklemde goriilen en yiiksek mertebeden kismi

tiirevin mertebesine, denklemin mertebesi denir.

Uy + Upe + U2 + Uyl = 0
denklemi ikinci mertebeden kismi diferensiyel denklemdir.
2.1.7. Tamim Bir kismi diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerine
gore birinci dereceden ise, denkleme lineer kismi diferensiyel denklem denir. Bir kismi
diferensiyel denklem lineer degilse lineer olmayan denklem denir.

Uy = Ug

denklemi lineer denklem iken



(ux)3 + Uy = 0

denklemi ise lineer olmayan denklemdir (Cagliyan vd., 2007; Cagliyan ve Celebi, 2013).

2.2 Hareket Eden Dalga Coziimleri

Dalga olaylarint modelleyen denklemlerin incelenmesi, hareket eden dalga ¢6ziimlerinin
incelenmesini gerektirir. Hareket eden dalga ¢ozlimii, sabit bir hizla hareket eden kalict
formdaki bir ¢ézlimdiir. Hareket eden dalga ¢oziimleri genellikle dogrusal olmayan evrim
denklemlerini iliskili adi diferansiyel denklemlere indirgeyerek elde edilir. Bu ¢ogunlukla
ansatz u(x, t) fonksiyonu i¢in u(x,t) = u(¢),& = x — ct doniisimi yardimu ile yapilir,
burada ¢ dalganin yayilma hizidir. Bu doniisim x, ¢t degiskenlerine bagl bir kismi
diferensiyel denklemi, ansatz fonksiyon yardimiyla tam ¢oziimlerini daha kolay elde
edebilecegimiz, £ ye bagl bir adi diferensiyel denkleme doniistiiriir. Bu adi diferensiyel
denklemin ¢oziimleri yardimiyla kismi diferensiyel denklemin hareket eden dalga
coziimleri elde edilir. Hareket eden dalga ¢oziimleri, s1g su dalgalarindan plazma fizigine
kadar bir¢ok alanda karsimiza ¢ikar ve bu ¢oziimler arasinda 6zellikle sabit sekil ve hizla

yayilan soliter dalgalar biiytik ilgi gormektedir. Bu tiirlerden bazilar1 ele alinacaktir.

2.2.1. Soliter dalgalar ve solitonlar

Soliter dalgalar ilk kez John Scott Russell tarafindan 1834 yilinda gézlemlendi (Russell
1844). Russell, Edinburgh Kanali'nda yaptig1 bir gozlem sirasinda suyolu iizerinde
oldukga biiyiik, tek bir dalga oldugunu ve bu dalganin suyun i¢indeki diger hareketlerden
bagimsiz olarak, sabit hizla ilerleyerek sekil degistirmeden bir siire devam ettigini
gozlemledi. Russell, bu dikkate deger kesfi, daha iyi gdzlemlemek ve soliter dalgalar
incelemek i¢in fiziksel laboratuvar deneyleri yapti ve elde ettigi sonuglar ile birlikte

soliter dalgalar hakkinda birtakim bilgilere ulagt:

(i) Soliter dalgalar, siradan dalgalarin aksine, hicbir zaman birlesmezler. Bu
nedenle, farkli genliklere sahip iki soliter dalga carpistiktan sonra, yapilarinda

herhangi bir bozulma olmaksizin yollarina devam eder. Siradan dalgalar zamanla



ya diizleserek yayilir ya da dikleserek soniimlenirken, soliter dalgalar kararli
yapilar1 sayesinde uzun mesafeler boyunca bozulmadan ilerleyebilir.

(i) Soliter dalgalar, c? = g(h + a) bicimindedir ve burada ¢ soliter dalganin hizini,
a su ylizeyindeki maksimum genligini, h sonlu derinlik ve g yercekimi ivmesini

belirtir. Bu nedenle soliter dalgalara yer¢ekimi dalgalar1 denir.

Bu tiir dalgalar, 6zellikle sivilarin, gazlarin veya bazi katilarin lizerinde goriilebilir
Soliter dalgalarin kesfi, bilim insanlarina bu olguyu daha derinlemesine inceleme
konusunda ilham vermistir. Bu baglamda, arastirmacilar farkli tiirde soliter dalgalar
tanimlamis ve bunlart solitonlar, kinks, peakons, cuspons ve diger bazi formlar olarak
siiflandirmistir. Her bir dalga tiirii, kendine 6zgii fiziksel ve matematiksel 6zelliklere

sahiptir.

Fiziksel literatiirde, soliter dalgalar ile solitonlar arasindaki ayrim zamanla
belirsizlesmistir. Genellikle "soliter dalga" terimi, tek bir lokalize dalga ¢6zlimiinii ifade
ederken, "soliton" terimi, ¢arpismalardan sonra 6zelliklerini koruyan 6zel soliter dalgalar1
tanimlamak i¢in kullanilir. Bir ¢oziim birden fazla solitondan olusuyorsa, bu ¢oziimler

"¢oklu soliton ¢oziimleri" olarak adlandirilir.

Son yillarda soliton kavramini incelemek amaciyla birgok aragtirma yapilmustir.
Solitonlar, ¢esitli fiziksel olaylarda gozlemlenmekte olup, fiziksel sistemleri tanimlayan
zay1f dogrusal olmayan dagilimli kismi diferansiyel denklemlerin yaygin bir sinifinin
cozlimleri olarak ortaya c¢ikmaktadir. Akiskanlar dinamigi, astrofizik, plazma fizigi,
manyeto-akustik dalgalar ve diger bilimsel alanlardaki 6nemli rolleri nedeniyle, solitonlar

arastirmacilar i¢in ilgi ¢ekici bir konu olmustur.

Solitonlar, elastik sa¢ilma 6zelliklerine sahip tekil dalgalar olup, birbirleriyle carpistiktan
sonra sekillerini ve hizlarimi korurlar. Bununla birlikte, soliton kavraminin kesin bir
tanimini1 yapmak oldukg¢a zordur. Drazin ve Johnson (1989), solitonlar1 asagidaki ii¢

temel ozellikle tanimlamislardir:

1. Solitonlar kalic1 dalga bigimlerine sahiptir.



2. Belirli bir bolge icinde lokalizedirler.
3. Diger solitonlarla etkilesime girebilirler ve ¢arpismadan sonra, yalnizca bir faz

kaymasi disinda, degismeden yollarina devam edebilirler.

Soliter dalgalar, sabit hiz ve bigimde hareket eden, biiyiik mesafelerde asimptotik olarak
sifira yaklasan, lokalize dalgalardir. Ancak her soliter dalga bir soliton degildir. Soliton
¢Ozliimii uzaysal olarak yerellestirilmis bir ¢6ziimdiir, dolayisiyla § — +00,& = x — ¢t
olarak u'(&),u” (&) ve u"'(¢§) — 0 dir. Solitonlar, diger solitonlarla etkilesime

girdiginde kimligini korudugu i¢in 6nemli bir 6zelligine sahiptir.

Solitonlar yalnizca su dalgalarinda degil optik fiberlerde, plazma fiziginde, Bose-Einstein
yogunlagsmalarinda, kuantum alan teorisinde ve biyolojik sistemlerde de karsimiza ¢ikar.
Bu genis uygulama alanlari, onlar1 hem teorik hem de uygulamali bilimlerde dnemli bir

arastirma konusu haline getirmistir.

P5555955595555555555 >

Sekil 2.1 sech?(x — t),—m < x,t < m soliton ¢dziimiin grafigi.
KdV denklemi analitik ¢an seklindeki sech? soliter dalga ¢oziimleri i¢in dncii modeldir.
Sekil 2.1, sonsuz kanatlar veya sonsuz kuyruklarla karakterize edilen ¢an seklindeki bir

sech? soliton ¢dziimiiniin grafigini gdstermektedir (Wazwaz, 2010)..
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2.2.2. Periyodik ¢oziimler

Periyodik ¢oziimler, belirli araliklarla kendini tekrar eden hareketli dalga ¢oziimleridir.
u(x,t) = cos(x —t) fonksiyonu bu tiir ¢éziimlere ornek teskil eder. Bu ¢oziimler,
ozellikle standart dalga denklemi olan u;; = u,, denklemi ile elde edilir. Sekil 2.2 bu tiir

cozlimlere 6rnek olarak verilmistir (Wazwaz, 2010).

Sekil 2.2 Periyodik ¢6ziimiin grafigi u(x,t) = cos(x —t), —n < x,t < .

2.2.3. Kink dalgalan

Kink dalgalari, bir asimptotik durumdan digerine ge¢is yapan hareketli dalga
cozlimleridir. Bu tiir ¢oziimler, uzaym u¢ noktalarinda sabit degerlere yaklasir ve
genellikle monoton bir yiikselme veya algalma profili sergiler. Kink ¢oziimleri 6zellikle
dogrusal olmayan evrimsel denklemlerde kararli yapilar olarak ortaya ¢ikar. v, vizkozite
katsayist olmak iizere

Up + Uy = VUyy
standart dagitici Burgers denklemi kink ¢oziimler veren iyi bilinen bir 6rnektir. Sekil 2.3

bu tiir ¢oziimlere bir 6rnek olarak verilmistir (Wazwaz, 2010).
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Sekil 2.3 Kink ¢oziimiiniin grafigi u(x,t) = 1 — tanh(x — t),—10 < x,t < 10.

2.2.4. Peakonlar

Peakonlar, tepe noktali (peaked) yalitilmis dalga ¢ozlimleridir. Bu ¢oziimler, dalga
formunun genelinde diizgiin (smooth) olmakla birlikte, tepe noktalarinda keskin bir zirve
sergiler. Peakon ifadesi, bu sivri tepe yapisindan tiiremistir. Peakonlar, soliton
kategorisinde degerlendirilir ¢ilinkii diger solitonlar gibi carpisma (etkilesim) sonrasi
Ozgiin sekillerini ve hizlarim1 korurlar. Bu da onlan fiziksel sistemlerde istikrarli ve
dayanikli yapilar haline getirir. u; — Uy, + 3UU, = 2Uy Uy, + ULy, Camassa-Holm
denklemi c dalga hizi olmak iizere u(x,t) = ce”™~¢tl biciminde ¢dziimlere sahiptir.
Sekil 2.4 de ¢ =1 iken CH denklemi i¢in peakon ¢oziimii goriilmektedir (Wazwaz,

2010).
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Sekil 2.4 Bir peakon ¢oziimiiniin grafigi u(x,t) = ce x=ctl _2 < x t < 2, burada ¢

dalga hizidir.

2.2.5. Kusponlar

Cusponlar, solitonlarin 6zel bir tiirtinii olusturur ve karakteristik olarak tepe noktalarinda
kivrim (cusp) sergileyen ¢ozlimlerle tanimlanirlar. Bu yoniiyle, daha c¢ok bilinen
peakonlar ile benzerlik gosterirler ancak aralarinda 6nemli bir fark bulunmaktadir.
Peakon ¢oziimlerinde, dalganin tepe noktasindaki tiirevler tanimlidir ve yalnizca isaret
fark: gosterir. Buna karsilik, cusponlarda tepe noktasindaki tiirevler sonsuza yaklasir. Bu
nedenle, cusponlarin tepe noktalarinda keskin bir kirilma gézlemlenir bu da dalga

profilinde ani bir egim degisimi olarak kendini gdsterir. (Wazwaz, 2010)
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1
Sekil 2.5 Bir kuspon ¢6ziimiiniin grafigi u(x,t) = ceUx—cths ¢ =1 2 <x t<2.
2.3 Dengeleme Prensibi

Kismi diferensiyel denklemler (KDD’ler), doga bilimleri ve miihendisligin cesitli
alanlarinda karsilasilan onemli matematiksel modellerdir. Bu denklemlerin analitik
¢oziimlerinin elde edilmesi, sistemin davranisini anlamak agisindan biiylik 6énem tasir.
Ozellikle dogrusal olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢dziimiinde kullanilan tam
¢Oziim yontemleri, ¢6ziime ulasmak i¢in belirli bir fonksiyonel bi¢im (ansatz) 6nerir. Bu
yontemlerde ¢ézlimiin genel formu, belirli bir temel fonksiyonun kuvvetleri bigiminde
ifade edilir. Bu tiir ¢oziimlerde karsilasilan temel problemlerden biri, kullanilacak ansatz
fonksiyonun en yiiksek derecesi olan sonlu n sayisinin nasil belirlenecegidir. Bu
belirlemede bagvurulan temel yontem dengeleme prensibi (balancing principle) olarak

adlandirilir.

Dengeleme prensibi, lineer olmayan bir adi diferansiyel denklemde, en yliksek mertebeli
lineer terimin mertebesi ile denklemde goriilen en yiiksek dereceli lineer olmayan terim

arasinda kurulan bagint1 ile sabit bir pozitif tam sayimnin elde edilmesine dayanir. Lineer

olmayan adi diferansiyel denklemde, en yiliksek mertebeli lineer terim ZQTZ ve en yliksek

- . dru\® . .
dereceli lineer olmayan terim u” ( u) olsun. Burada p,q,r ve s birer sabit sayidir.

aér
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Dengeleme prensibi yardimi ile n dengeleme sayisi n + q = np + s(n + r) esitligi ile

hesaplanir. Ornegin,

14+u)?
u'c — au’ +%—cu =cl,

denkleminde g = 2,p = 2,r = s = 0 olup dengeleme prensibi yardimi ile elde

edilen n = 2 dir (Islam vd., 2015).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bilimsel ¢alismalarda kullanilan bes farkli ¢6ziim yonteminin algoritmalari

kisaca tanitilacaktir.

l/)(u’ Ugy Uy Uy Uyeer Uty Uyexer o ) =0 (3- 1)

lineer olmayan (3.1) kismi diferensiyel denklemini ele alalim. (3.1) denklemi § = x — wt

ve u(x, t) = U(&) donistimii yardimu ile
Q, U, U",U" ..)=0 (3.2)

adi diferensiyel denklemine doniistir. Burada w dalga hizi, U = U(§),U’ = Z—g, U" =

3.1 (‘G;—) Yéntemi

Bu boliimde, tam ¢6ziim yontemlerinden biri olan (?)—aglhm yonteminin temel teorisi

verilecektir. Bu yontem bazi arastirmacilar tarafindan ¢esitli evrim denklemlerine
uygulanmistir (Bekir, 2008; Wang vd., 2008; Inc vd., 2022; Aniqa ve Ahmad, 2022;
Rezazadeh vd., 2023).

(3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek i¢in (3.2) deki U = U(§)

fonksiyonunun

6"\
U =Xodi (%) , A0 (33)
ansatz fonksiyonu bi¢iminde ifade edilebilecegi varsayilir. Burada 4;, (i = 0,1 ...n) daha

sonra belirlenecek olan katsayilardir. G = G (§),
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G" +AG' +uG =0 (3.4)

dG(d) G = d?G(&)
ag "’ T gez

diferensiyel denklemini saglayan bir fonksiyon, G' = ve A u

sabitlerdir. (3.4) denklemi

£ -~ -5 - 09

biciminde yazilabilir. (3.3) ansatz fonksiyonundaki pozitif n tamsayisi, dengeleme

prensibi kullanilarak belirlenir. (3.3) ansatz fonksiyonu (3.2) denkleminde yerine yazilir
ve elde edilen ifade, (3.4) denkleminin (3.5) bicimi yardimyla (%) terimlerinin

polinomlarina doniistiiriilir. Bu polinomun katsayilart sifira esitlenerek, cebirsel bir
denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™ yardimu ile ¢oziiliir ve
eger olast bir ¢oziim varsa, A;, A, u ve w (i = 0,1...n) degerlerini bulunduran ¢6ziim

aileleri elde edilir. Bu ¢oziim ailelerindeki A4;, (i = 0,1...n) degerleri (3.3) ansatz
fonksiyonunda ayr1 ayr1 yerine yazilir ve elde edilen ifadelerdeki (%) terimleri yerine

(3.4) denkleminin asagida verilen ¢oztimleri kullanilir. Boylece (3.2) denkleminin
coziimleri elde edilir. Son olarak (3.1) denkleminin ¢oziimlerini elde etmek (3.2)
denkleminin elde edilen ¢oziimlerinde £ = x — wt yazmak yeterlidir.

(3.4) denkleminin genel ¢oziimleri asagidaki bigimdedir:

Eger A% — 4u > 0, ise

A2—ap /12—4u
3

G'"(&) A, JAZ—ap | Cisinhs——&+ Cycosh~—;

G 2 2 2 [2_
4 4#f+Czsinh 4 wf

Cq cosh
1 2 2

(3.6)

Eger 12 —4u < 0, ise
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' _ \/4# A2 | = Cysin E+C, cos 3 57)
a® 2z /—_ 2 [op_nz '
Cqicos el &+Cy sin 4#2 * 3
Eger 12 — 4u = 0, ise bu durumda
T T (3.8)

G()  C1+CE 2

burada C;, C, sabitlerdir (Wang ve ark. 2008).
3.2 (%) Yontemi:

Gl
Bu boliimde, tam ¢6ziim yontemlerinden biri olan ( 2 ) acilim yonteminin temel teorisi

verilecektir. Bu yontem bazi arastirmacilar tarafindan ¢esitli evrim denklemlerine
uygulanmistir (Bilal vd., 2021; Behera, 2022; Akram ve Gillani, 2021; Arshed ve Sadia,
2018).

(3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek igin (3.2) deki U = U (&) nin

UE) = Ao + S { (% )i + B (G—')_i} (3.9)

G? G?

ansatz fonksiyonu bi¢iminde ifade edilebilecegini varsayalim. Burada G = G ()

rN\/ /2

(%) =u+1(5) (3.10)

denklemini saglar, 4 # 1 ve A # 0 tamsayilardir. Ay, A; ve B;, (i = 1,2, ...n)daha sonra
belirlenecek olan sabitlerdir. (3.9) daki pozitif n tamsayis1 dengeleme prensibi

kullanilarak belirlenir. (3.9) ansatz fonksiyonu, (3.2) denkleminde yerine yazilir ve (3.10)
denklemi yardimiyla ( ) terimlerinin bir polinomu elde edilir. Bu polinomun katsay1lari

sifira esitlenerek elde edilen cebirsel denklem sistemi, Maple™ programi yardimi ile

¢oziilerek Ay, A;, B;, (i = 1,2, ...,n) katsayilarin1 bulunduran, sistemin ¢oziim aileleri
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belirlenir. Elde edilen katsayilar (3.9) ansatz fonksiyonunda yerine yazilir. Bu ifadedeki
% terimleri yerine (3.10) denkleminin asagida ¢esitli sartlarda verilen, ¢oziimleri yazilir

boylece (3.2) denkleminin ¢bziimleri elde edilir. (3.1) denkleminin ¢oziimlerini elde
etmek i¢in (3.2) denkleminin ¢6zlimlerinde §¢ = x — wt yazmak yeterlidir.

(3.10) denkleminin ¢6ziimleri asagidaki gibidir:

Eger Ap > 0, ise

6" _  |n(Cicos(yAug)+cy sin(y/Aus)
Gz \ﬁ {Cz cos(\/Au&)—C, sin(\/ﬂf)} (3.11)

Eger An <0, ise

G_’ y (U Clsinh(z |ul|f)+€1cosh(2\/|u1|$)+cz (3 12)
Gz A | ¢y sinh(2y/TuAl€) +¢; cosh(2y/Tual)-c, :
Eger A #0,u = 0, ise
¢ G
62 AC1+C38) (3-13)

burada C; ve C, keyfi sabitlerdir (Arshed ve Sadia, 2018).

3.3. Genellestirilmis (%) Acihim Yontemi:

!

Bu béliimde, tam ¢oziim yontemlerinden biri olan gelistirilmis (G )-ac;lllm yonteminin

G
temel teorisi verilecektir. Bu yOntem bazi arastirmacilar tarafindan cesitli evrim
denklemlerine uygulanmistir (Akbar vd., 2012; Mohanty vd., 2022,).

(3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek igin (3.2) deki U = U (&) nin
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UE) = Ay + 30, [Al- (a+ %) +B,(d+ %’)_i] (3.14)

ansatz fonksiyonu bi¢giminde ifade edilebilecegini varsayalim. Burada u ve A sabit olmak

tizere G = G(§)
G"+AG"+uG =0 (3.15)

denklemini saglar. (3.14) de Ay, A; ve B; ler daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir. n

pozitif tamsayisi, homojen denge prensibi kullanilarak belirlenir. Ansatz (3.14), (3.2)
denkleminde yerine yazilir ve (3.15) denklemin yardimiyla (d + %) terimlerine bagh

bir polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilar sifira esitlenerek cebirsel bir denklem
sistemi elde edili. Bu sistem Maple™ programi yardimi ile ¢oziilerek
Ag, A;, Bk, A, u (i =1,2,3,...,n) belirlenir. Elde edilen katsayilar (3.14) de yerine
yazilir ve (3.15) denkleminin asagida verilen durumlarina bagl ¢oziimleri yardimiyla
(3.2) denkleminin ¢oziimleri elde edilir. (3.1) denkleminin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in
(3.2) denkleminin ¢oziimlerinde ¢ = x — wt yazmak yeterlidir.

(3.15) denkleminin ¢oziimleri, ¥ = A% — 4u niin isaretine baghdir. Asagida ¥ nin

durumlarina gore ¢ézlimler verilmistir:

Aile-1: ¥ > 0 oldugunda

GY_ a2, 7 |a cosh%ﬁf+cz sinh%ﬁf
(G ) - 2 + 2 [Clsinh%ﬁf+czcosh%\/¢f (3.16)
Adim-I C; = 0 ve C, # 0 oldugunda
G\ _ A VE 1
(T) = —?+Ttanh5 \/WE (3.17)
Adim-II C; # 0 ve C, = 0 oldugunda
G\ _ A VT 1
(%) = -5+ coth V¥¢ (3.18)
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Aile-2: ¥ < 0 oldugunda

(G_’) _ _£+\/ﬁ Cy cos%mf—czsin%\/jf (3.19)
¢/ 2 2 Clsin%\/ﬁf+cz cos%mf )
Adim-I C; = 0 ve C, # 0 oldugunda
G\_ A V¥ 1
(?) = -2 —Ztan V=¥¢ (3.20)
Adim-II C; # 0 ve C, = 0 oldugunda
G\ _ A, V¥ 1
(T) = =2 +="cot; V=¢ (3.21)
Aile-3: ¥ = 0 oldugunda
G'\_ C 2
(?) T C+CE 2 (3.22)
Adim-I C; = 1ve C, =1 oldugunda
G' 1 A
(&) =13 (3.23)

burada C; ve C, keyfi sabitlerdir (Mohanty vd., 2022).

3.4 Genellestirilmis Kudryashov Yontemi:

Bu boliimde genellestirilmis Kudryashov yonteminin teorisi verilecektir. Bu yontem bazi
arastirmacilar tarafindan cesitli evrim denklemlerine uygulanmistir (Akbulut, 2023;

Akbar vd., 2021; Akbulut ve Kaplan, 2021).
(3.1) denkleminin hareketli dalga ¢6ziimlerini elde etmek i¢in (3.2) deki U = U(§) nin
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_ Zio2i0'(®)
U® =3 bl (3.24)

ansatz fonksiyonu bi¢iminde ifade edilebilecegini varsayalm. Burada a;, bj, (i =

0,1,..,n, j=0,1,..,m) daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir ve a, # 0,b,, # 0

olmak tizere w = w(§)

dw

— =0’ - w(® (3.25)

&
denklemini saglar. (3.25) adi diferensiyel denkleminin ¢6zimi

1
1+ye’

w(é) = (3.26)

bicimindedir, burada y integral sabitidir. Pozitif tam say1 olan n ve m, en yliksek
mertebeden tiirev teriminin mertebesi ile en yiiksek dereceli lineer olmayan terimin
derecesi kullanilarak dengeleme prensi yardimui ile hesaplanir. (3.24) ansatz fonksiyonu,
(3.25) denklemi kullanilarak, (3.2) denkleminde yerine yazilir. Elde edilen ifade
w(®)/ (i,j = 1,2,3,..) polinomu bigimindedir. w(§) ya bagh bu polinomun tiim
katsayilar sifira esitlenerek cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem
sistemi a;, bj, (i=01,..,n j=0,1,..,m)vew katsayilarina gore, MapleTM programi
yardimu ile ¢6ziiliir. Bu katsayilar1 bulunduran ¢oziim aileleri elde edilir. Bu ¢éziim
aileleri (3.24) de yerine yazilir ve (3.26) kullanilirsa (3.2) denkleminin ¢6ziimleri elde
edilir. (3.2) denkleminin elde edilen bu ¢oziimlerinde ¢ = x —wt yazilarak (3.1)

denkleminin tam ¢ozlimleri elde edilir (Akbulut, 2023).

3.5 Modifiye Kudryashov Yontemi:

Bu boliimde Modifiye Kudryashov yonteminin teorisi verilecektir. Bu yontem bazi
arastirmacilar tarafindan ¢esitli evrim denklemlerine uygulanmistir (Akbulut 2023,

Akbulut ve Kaplan, 2021; Akbulut vd., 2022).
(3.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerini elde etmek igin (3.2) deki U = U (&) nin
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U® = Xoa(w@)’ (3.27)

ansatz fonksiyonu bi¢iminde ifade edilebilecegini varsayalim, burada a;, (i = 0,1, ..., n,)

daha sonra belirlenecek olan sabitlerdir ve a,, # 0 olmak lizere w = w(§)
d
ﬁ = (0?(®) —w(®)Ino (3.28)

denklemini saglar. (3.28) adi diferensiyel denkleminin ¢6zimii

1
1+X0'f

w(§) = (3.29)

bicimindedir, burada y integral sabitidir. n pozitif tamsayisi dengeleme prensibi
kullanilarak belirlenir. (3.27) ansatz fonksiyonu, (3.28) kullanilarak, (3.2) denkleminde
yerine yazilir. Elde edilen ifade w(§)* (i = 1,2,3,..) mn polinomu bigimindedir. w (&)
ya bagli bu polinomun tiim katsayilar sifira esitlenerek cebirsel bir denklem sistemi elde
edilir. Bu cebirsel denklem sistemi a;, (i = 0,1...n) ve w katsayilarma gére Maple™
programi yardimi ile ¢oziiliir ve sistemin ¢oziim aileleri elde edilir. Bu ¢ozlim aileleri
(3.27) de yerine yazilir ve (3.29) kullanilirsa (3.2) denkleminin ¢oziimleri elde edilir. (3.2)
denkleminin elde edilen bu ¢oziimlerinde ¢ = x — wt yazilarak (3.1) denkleminin tam

¢coziimleri elde edilir (Akbulut, 2023).
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4. BULGULAR
4.1. Gardner-KP Denklemi icin Verilen Yontemlerin Uygulanmasi

Bu boliimde, 3. boliimde algoritmalar1 verilen yontemleri (1.1) denklemine uygulayarak

tam ¢Oziimleri elde edilecektir. Bunun i¢in (1.1) denkleminde
5'8(9177; {; T) = U(E)o f = klg + k277 + k3( +cT
degisken degisimi yapilir ve boylece (1.1) denklemi

v2UPky* — 6k, 2URU" + 6k PUU" + kycU" + Q(ky? + k3®)U" + 6k > (U')?
— 12k, *UU")%2 =0

bi¢imine doniisiir. Iki defa ard arda integral aliarak
kicU + 3k, 2U% — 2k, U3 + Qk,*U + Qk3*U + v2k,*U" = 0 (4.1)
adi diferensiyel denklemi elde edilir.

Gl

4.1.1. (T) yontemi kullanilarak tam ¢oziimlerin elde edilmesi

Kisim 3.1 de teorisi verilen bu yontemi (4.1) denklemine uygulamak i¢in oncelikle (3.3)
ansatz fonksiyonundaki n dengeleme sayisi belirlenir. En yiiksek dereceli dogrusal
olmayan terim U2 ve en yiiksek mertebeli tiirev terimi U” arasinda dengeleme prensibi

uygulanirsa n = 1 bulunur. Béylece (3.3) kullanilarak (4.1) denklemin ¢oziimiiniin

!

U@ =40 +4,(5). A, %0 (4.2)
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ansatz fonksiyonu bigiminde oldugu varsayilir. Burada G (&), (3.4) denklemini saglar ve

Ay, A; daha sonra belirlenecek olan katsayilardir. (4.2), (4.1) de yerine yazilir ve (3.4)

N
denklemi kullanilirsa (%) ,(i = 1,2, ...) nin kuvvetlerini bulunduran bir polinom elde

edilir. Bu polinomun katsayilar sifira esitlenerek Ay, A4, k1, k3, k3, ¢ igin

kicAg + v2k,*Ajdu + 3k 2 Ag® + Qk3* Ay — 2k, %A% + k%A, = 0,
3k 2A% + 302k A4 — 6k, 2A0AL% = 0,
—2k, %A% + 202k, %A, = 0,
Dks®Ay — 6k2Ag2 Ay + 6k % AgAy + k2 Ay + 202k, *Au + vk, * A 2% + kycAy
= 0.

biciminde bir cebirsel denklem sistemi bulunur. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™

yardimi ile ¢oziilerek asagidaki ¢6ziim aileleri ve bunlar yardimiyla da (4.1) denkleminin
¢oziimleri elde edilir. (4.1) denkleminin bu ¢éziimlerinde ¢ = k160 + k,n + ks{ + ct

yazilarak (1.1) denkleminin tam ¢ézlimleri elde edilmis olur.

Aile 1:

——r /— .
1, su-22 1 TN A
Ay =Ei+;A1=i’_4y—Az'k1=+ - vy = ko, k3 = ks,

v

4.3
c= +4,uvzﬂk32+4/w2.(2k22—7tzv2.(2k32—1—/12172.(2k22 43)

v(4u-212) |-

4p—22

(4.3) deki katsayilar (4.2) de yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éziimler elde edilir.

Eger A2 — 4u > 0 ise,

2

2
2_ 2_
Cqy cosh( 4 4Mf>+C2 sinh( A 4#{)

2_ 2_
Clsinh< 4 4u€>+czcosh< A 4115)

1
_1 \//12—4;;’1 1 A, JA%—4pu
B12(8) = 2 + 2 + 2_an| 2 + 2

2 2

(4.4)
burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.
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=01 b

—104 1 1

Sekil 4.1. {,1=1,y=l, Ci=1 C=2¢c=2V2,v=1 Q=1 k; =2,

8

ky =1, ky = 1} icin B,(6, 0,0, 7) nin 3D ve 2D grafikleri

’ 1
_ A W
2

A +4u

5 x

Eger 12 — 4u < 0 ise,

1
i’33,4,(5) = E t

—C1 sin > >
’_; A n V-=A%2+4u
—-A2+4u 2 2 1244 ’ 2
- u —A“+4u
Cq cos( 3 & |+Cy sin '3

burada & = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

Sekil 4.2. {1:1,;1:1, C, =1, CZ=2,C=_?5i\/§,v=1,Q=1, ky = = iV3,

26



k,=1, ks = 1} icin B3(6, 0,0, 7) tin 3D ve 2D grafikleri

4.1.2. (%) yontemi kullanilarak tam coziimlerin elde edilmesi

Kisim 3.2 de teorisi verilen bu yontemi (4.1) denklemine uygulamak i¢in oncelikle (3.9)
ansatz fonksiyonundaki n dengeleme sayist belirlenir. En yiiksek dereceli dogrusal
olmayan terim U3 ve en yiiksek mertebeli tiirev terimi U”" arasinda dengeleme prensibi
uygulanirsa n =1 bulunur. Bdylece (3.9) ansatz fonksiyonu yardimiyla (4.1)

denkleminin ¢6ziimiiniin

¢\ !

U = Ao+ 4; (%) + B, () (4.6)

bi¢giminde oldugu varsayilir. Burada G(¢), (3.10) denklemini saglar ve Ay, Ay, By

parametreleri daha sonra belirlenecek olan katsayilardir. (4.6), (4.1) de yerine yazilir ve
(3.10) denklemi kullanilirsa (g—;)l , (i = 1,2, ...) nin kuvvetlerini bulunduran bir polinom
elde edilir. Bu polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek Ay, A, B1, k1, k3, k3, ¢ igin bir
cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™ yardimu ile
coziilerek cesitli coziim kiimeleri elde edilir. Bu ¢6ziim kiimelerindeki katsayilar (4.6) da
yerine yazilir ve (3.11), (3.12) ve (3.13) kullanilirsa (4.1) denkleminin ¢6ziimleri elde
edilir. Bu ¢oziimlerde & = k40 + k,n + k3{ + ct yazilarak (1.1) denkleminin tam

¢Ozlimleri elde edilir.
Aile 1:

1

A0=%, A1=O’Blz /—f—l’klz—TLLM’kzzkz,k3=k3,C=

1 4pAv2 0k, +4puiv2nk;? -1
4 1
u/lv —m

(4.7) deki katsayilar, (4.6) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éziimler elde edilir.

(4.7)
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Eger Au > 0 ise,
L e cos(aag)-ca sin(ieAe))

Bs(§) =5+ (4.8)
2 J%(c1 cos({/AE) +C; sin(/7AE))
burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.
Eger Au < 0 ise
s 1 —ﬁl(cl sinh(Z,/Iullf)+Cl cosh(Zw/l,u/lIf)—Cz) 49
6(§) =3 JTuA1(cy sinh(2y/TuAl€ ) +C; cosh(2(Tual€)+C;) (4.9)
burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.

. 33 -4
Sekil 43. {A=1,u=-1,¢=10=1c=2VEv=20=1 k=",
k=1, ks = 1} icin B4 (6, 0,0, 7) nun 3D ve 2D grafikleri
Aile 2:

1
7 2 2 2 2_
Ao =%, A, = _ﬁ ,B, =0,k =T4M’ c= _iw}lv ks +4Mf 0k, 1’ k, = k,,
ulv ,_4#_1

(4.10) daki katsayilar, (4.6) da yerine yazilir ve agsagida olusturulan ¢oziimler elde edilir.
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Eger Au > 0O ise,

\[7 \f (€1 cos(JEAE)+C, sin({/AE))

B7(§) =3 Cz cos(\/uAg)—cy sin(/uag) (@.11)
burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.
Eger Au < O ise,
A .
——\/W(Q 51nh(2m5)+61 cosh(2M€)+Cz)
By(§) = 5 — - (4.12)

A(Cl sinh(zw/ |/M|f)+cl cosh(Zw/ |/M|E)—Cz)
burada & = k10 + kyn + k3¢ + ct dir.

Aile 3:

AOZ

N |-

1
1 T16An

A :+/ —A,B +— k== Jky = ko, ks = kg,

1 16)L/4 1= 16\]%/1 1 - v 2 2,13 3

— 1 16pAv20ks2+16uivink,?—1

16 1
I“Mv\l_m;m

Cc =

(4.13)
(4.13)deki katsayilar, (4.6) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éztimler elde edilir.

’—ﬁl\/% (61 cos(\/ﬂf) +C, sin(\/ﬁf))

C, cos(\/ﬁf) - C; sin(\/ﬁf)
C, cos(\/_f) C; sm(\/_f)

/ 16/1u I(Clcos(rf)+C251n(rf))

burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.

Eger Au > 0 ise,

1
5’39,10(5) = E +

1
16

(4.14)
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100

401

UL A

g —1 —0s 0

2

N
L

0
Zgr—2

Sekil4.4.{1=1, u=2 ¢, =1, C=1 c=2132,v=2 Q=1, k, =
64

61—4i\/3_2, k, =1, ks = 1} icin B4 (0,7, ¢, 0) nun 3D ve 2D grafikleri
Eger Au < 0 ise

_ ,_ﬁm@l sinh(z\/l,u—llf)+cl cosh(2m5)+cz)
+ Cq sinh(2m5)+cl cosh(z\/WE)—Cz

1 C1 sinh(2m5)+cl cosh(2M§)_c2
18 |~z TAl(cy sinh(2yTaA1¢ ) +C1 cosh(2/Tudi¢ ) +c;)

(4.15)

SB11,12(3() = %

F

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

!

4.1.3. Genellestirilmis (%) acllim yontemi kullanilarak tam c¢o6ziimlerin elde

edilmesi

Kisim 3.3 de teorisi verilen bu yontemi (4.1) denklemine uygulamak icin oncelikle (3.14)
ansatz fonksiyonundaki n dengeleme sayis1 belirlenir. En yiiksek dereceli dogrusal
olmayan terim U2 ve en yiiksek mertebeli tiirev terimi U” arasinda dengeleme prensibi

uygulanirsa n = 1 bulunur. Béylece (3.14) kullanilarak (4.1) denklemin ¢6zlimiiniin
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r\—1

UE) =40+ (d+5)+B (d+5) (4.16)

bi¢iminde oldugu varsayilir. Burada G(&), (3.15) denklemini saglar ve Ay, Ay, By

parametreleri daha sonra belirlenecek olan katsayilardir. (4.16), (4.1) de yerine yazilir ve

! i
(3.15) denklemi kullanilirsa (d + %) ,(i=1,2,...) nin kuvvetlerini bulunduran bir

polinom elde edilir. Bu polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek Ag, A1, By, k1, k2, k3, ¢, d
i¢in cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™ yardimi
ile ¢oziilerek cesitli ¢oziim kiimeleri elde edilir. Bu ¢oziim kiimelerindeki katsayilar
(4.16) da yerine yazilir ve (3.16) - (3.23) kullanilirsa (4.1) denkleminin ¢oziimleri elde
edilir. Bu ¢ozlimlerde ¢ = k10 + k,n + k3{ + ct yazilarak (1.1) denkleminin tam

¢Ozlimleri elde edilir.

Aile 1:
( — ) )

4 ’ ’ / au- /12 - (4.17)
4p— /12 tu 4p— 7LZ /12 Ak = v

4uv?0ks®+4 vzﬂk 2_22%p ch Z_2p20k3%-1
ky=ky ks =ks, d=d, c= -3 7 "% =
\ v(4u—A12) |-

4u— AZ J
(4.17) deki katsayilar (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢oziimler elde edilir.
Eger A2 —4u > 0 ise,

1

7
Bi1314(§) =+ / py. /12 l;l + +

2 1 — 1
d\/ 4pu—12— ,u\/ ap-212" d\j 4u— 212/1

A2-ap & A2—ap &
/12—4—;1 Cq cosh —— +Cp sinh ——
A1

272
- -
C1sinh 5 +Cp cosh 5

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

(4.18)

d
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Eger 12 — 4u < 0 ise,

Bys16() = + 12 §¢

4u— AZ

ta J /JLg\\/ z F S
LA e W B W)

a-5+3
\/4;4—12 g \/4;1—/12 3
Cqsin > +Cy cos >

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

Aile 2:

1 —ky*v2A% +402 Ky g+l 1 —-14+vk A

Ay =1,A, =vk,,B ,d = = Jki=ki,k, =k, ks =k
0 1 1,Db1 = 4_ vky 2 vk, 1 — 1, n2 23 3
. —02k 422 +402 Kk u—0k3 2 -0k,
= .

(4.20)
(4.20) deki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éztiimler elde edilir.

Eger A2 —4u > 0 ise,

22— 12—
JA2—apu <Cl cosh< 24“ f)+Cz sinh(%uf))
A— A
B17(§) =1+ vk, %m_l_“"l

Vk1 2 2 12_441 & 12_4‘# &
Cq sinh — +C, cosh —

2
—k12v2A%2+4v%k, T pt1

JAZ-ap € A2—ap &
/12—4-/4 Cq cosh 5 +C; sinh 5
i, | 1k1A=1 21
1
2 vk, 212 \/12—4115 \/12—4;;5
C1sinh 5 +C cosh

+

&R

2

4.21)

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

32



Eger 12 — 4u < 0 ise

-2 Yy
V=A%2+4u <C1 cos(%uf)—cz sin<¥>>
1vkiA-1 A 1
Big(§) =1+ vk | c—— =2+ — ——
2 vky 2 2 22 _2
\ Cq sin( 2+4u f)+Cz cos< :4M f)

n 1 —ky 202 A2 +402k, TPt
/ —A24ap E\ / —A2+4p f\\
—12+4—[l \Cl COS\ 2 }_CZ Sil’l\ 2 //
vkq 1wkqA-1 4,1

2 2

2 vk 22
VRl J—12+4u g J—12+4u g
C1sin +Cp cos| ————

(4.22)
burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.
Eger 12 — 4u = 0 ise,
_ 1vkyA-1 C; A\, 1 —ki*vP2%+4v%k, pt1
burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.
104
B 5
t?Oﬁ
i
-10 -5 N 10

—10

,c=-1,v=1 Q=1 k, =2, ky =1,
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Aile 3:

1
/——;1
_ =/ 1 4p-22 1 _ 1 _
Ao—+/ 4ﬂ_lzdi > +2,A1—J_r/ —411_12,31—0,

1
4p—-22

4uv20ks2+4uv2 0k, 222020k, 2 - 12v20k3% -1

k1=

,kz - kz,k3 - k3,d - d,C - —
v v(4p-212) |-

1
4p—-A2
(4.24)
(4.24) deki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éziimler elde edilir.

Eger A2 —4u > 0 ise

T,
_ 1 4y — A? 1
B021(§) = + /_4ll_/12di > +E

A2-ap & A2-ap &

JA2—4pu | €4 cosh 3 +C; sinh| ~——
A% € A2—ap &
Cq sinh s +C, cosh -

1 A
2

1
e vt R (4.25)

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

Sekil 4.6, {1=3, u=1, ¢ =0 c=

ks=1,d= 1} icin B,,(0,0,,0) nun 3D ve 2D grafikleri
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Eger 1?2 — 4u < 0 ise,

1
B — LI \/_4,4—/12)‘ 1
2223() =+ Tzt > +2

1

=N 4u—A2

Vau—A2 <C1 cos(

4u-2% ¢ )
2 —C;,sin
+
2 2
Cq sin

(d -
ap—-212 ¢
2 +C, cos

4u;/12 e)»
\

ap-212 ¢
2

(4.26)

A 1

burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

Aile 4:

AO = 1,A1 — —vk1 ,B1 =

2
1 —k12v2A2 4402k, p+1 1vkiA+1
d= - ky =l ky =ky ks =k
2 vk ) 2 vk, 1 1,12 2,13 3
r —V2k14lz+4172k14u—ﬂk32—ﬂk22

kq

(4.27)

(4.27) deki katsayiar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢oziimler elde edilir.

Eger A2 — 4u > 0 ise,

B4(§) =1 — vk,

JA2—4u <Cl cosh(
1

1 Ukll'l'l A

A2-ap &
> +C, sinh

S+

vk1 2

A2-ap &
2

2 AZ-ap g
Cq sinh — FC cosh

&R

A2-ap &
2
2
—k12v2A%2 4402k, pt1

JAZ-ap € A2—ap &
/12—4-/4 Cq cosh 5 +C; sinh 5
1vkgA+1 A 1
2 vk 272
via e P2
C1sinh > +Cp cosh >

(4.28)

Uk1
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burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

Eger 1?2 — 4u < 0 ise,

-A2+4p & -A2+4p &
V=A2+4u <C1 cos<f>—cz sin<f
1 vk /1+1 A 1
Bs(§) = kq . >t
vk 2 2 [-22+4ap & [-22+ap ¢
Cq sin(T +Cy cos| ———F——
1 —ka 20222+ 407k,
4 2 2
—A4+4p & —A4+au & \
I/ /—12+4-u (Cl cos<f>—cz sin( >> |
vk | 1vkqA+1 A1 |
1
|

\ V & U

(4.29)
burada & = k10 + kyn + k3¢ + ct dir.
Eger A2 — 4u = 0 ise,
1 vk A+1 c A\ 1 —kiPv2A% 4402k, T ptl
Byo(§) = 1= vhy (U5 4 2 =) - i it (4.30)
1 il vk (2 vkq C1+C2$ 2)

burada & = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

Aile 5:
( 16v2k{ 212 4+9— 642k, W
1!
Ag =2+ 1\/16v2k12)12 +9 — 64v2k,*w, A, = —vk, B, = i 4‘/ . .
8 8 8 vkq
Lok A+242 [16v2k, 2 A2 +9—64v2k, 1
. d=2— “J . " kg =k ky =ky ks = kg,

Uk1

L —3k12+2v2k14/12—8v2k14u—4.(2k32—4—!2k22+6k12(%vk1/1+%+%\]16172k1222+9—64v2k12u)—3k13vl

c=-
\ 4 k1

(4.31)
(4.31) deki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éztimler elde edilir.
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Eger A2 — 4u > 0 ise,

B, (§) = §+ %\/16v2k12/12 +9 — 64v2k,

3vk11+1+3\/16v2k12/12+9—64v2k12u 1
2 8's A
2

—vk
1 'Ukl

A%-ap & A2-ap &
) JA2—4u <C1 cosh( 5 >+Cz sinh<T>>\

2 2 2
Af—ap & Af—ap &

%+%\/16v2k12/12 +9-64v2k, p

_1
8 / A2—ap & A2-4p € \
1 ) /12—4-u Cq cosh 5 +C5 sinh 5 |
|
|

1 2 2
vk1| ka1/1+§+§\/16172k1 A249-64v2k1 A1

| N =T N A
\ )

C1 sinh\ > /+C2 COSh\ >

(4.32)

burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

; -3 = - — 23 3vas = = =
Sekil 7. {1 =2, u=1, =0, c=-24+28 y=1 0=1 k=1 k=1

_ 11, V35) . . .
ks=1,d= ?+?} i¢in B,,(0,0, ¢, 7) nun 3D ve 2D grafikleri
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Eger A2 — 4u < 0 ise,

Be(§) ==+ \/16v2k1 A2 4+ 9 — 6402k, *p

vkll++ 16v2k12/12+9—64v2k12u 1

—vkl/ _Ay
\

vkq 2

/—12+4 3 “A2+ap &
N —A%+4pu (Cl COS<T#>—CZ sin(%))\
/—12+4 3 —A2+ap &
<72 v )+Cz cos<7u >

1
2

Cq Sin >

1 %+%\/16v2k1212+9—64v2k12u

: [z BT 22

5 > C1cos| ————|—Czsin
%vk11+%+%\/16v2k1 A2+9-64v2k1 1 3 4 \ \ / \ //

k 272
vl \/—12+4ﬂ g \/—12+4u g
€1 sin| ~———— |+C2 cos| ~————

vkq

(4.33)
burada & = k.0 + k,n + k3{ + ct.
Eger A% — 4u = 0 ise,
5
B,e(&) = st J16v2k1 2 +9 — 6402k, "
_vk %vk1/1+%+%\/16v2k12/12+9—64—v2k12p. + CZ _ &
1 vk, C1+CpE 2
1 %+%J16v2k1222+9—64v2k12u
8 %vk11+%+%\/16v2k1212+9—64v2k12ul c, 2
Uk1 vkq IC1+C2§ 2
(4.34)

burada & = k{0 + k,n + k3{ + cT.
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Aile 6:

( =5 1J 21 292 2, 2 )
5 1 2 2 1—+— 16v kl A249—-64v kl n
AO =-—= 16U2k1 AZ+9_64U2k1 H,Al :Ukerl = =22 )
8 8 8 vk,
) %vkll—%+%\/16v2k12)12+9—64v2k12u
d - ‘Uk1 'kl - kl' k2 = kz, k3 = k3 )
. 3k12—2v2k1412+8v2k14u+4.(2k32+4!2k22+6k12<%vkll—%+%\/16v2k1212+9—64v2k12u>—3k1317/1
c=-=
\ 4 k1 J

(4.35)

(4.35) deki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éziimler elde edilir.

Eger A2 — 4 > 0 ise,

B30 (&) = g = %\/16v2k12/12 +9 — 6412k, "

%vkll—%+%\/16v2k12/12+9—64172k12u 1
+Uk1 - E +

‘Uk]_

A2-ap & A2-ap &
JA2—4pu | €1 cosh ~—— |+Czsinh| ~¥——
1

2 ,/lz—w g A2-ap &
Cq1 sinh<— +C, cosh| —————

2 2

—%+%\/16v2k12/12 +9-64v2k, 2

1
8 /12—4;1 & A2—ap €
/12—4-/4 Cq cosh — |tC2 sinh —
vk

2 2
%vkl)l—%+%\/16v2k1 A249-64v2ky 1 3 1

k 22
vl - P2
C1sinh —— +Cp cosh ——

(4.36)

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.
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Eger A2 —4u < 0 ise,

B31(§) = g— %\/161721«12/12 +9 — 6402k, 1
1 1.1 2 2
vk, Evk1l—§+§\/16v2k1 A249-64v2k;, "1 2 +
Uk]_ 2

/—12+4 3 —A2+ap &
N —A%+4pu (Cl COS<T#>—C2 sin(%))\
2 —A%+ap & —A2+ap &

Cqsin >

) —%+%\/16v2k1212 +9-64v2k, %p

N E 22 -2
/—)lz+4-u (Cl cos(#)—cz sin(illf))

2 2 2
%vkl)l—%%\/mvzkl 2249-64v2k1 A1

k 272
v \/—12+4# 3 \/—12+4# 3
C1sin e +C>3 cos ——

(4.37)

'Ukl

burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

Eger A% — 4u = 0 ise,

B (§)=E—l\/16v2k )2 + 9 — 64v2k,”
32 8 8 1 1 M

%vkll—%+%\/16v2k12/12+9—64v2k12u c, 1

+vk + -=
1

Uk1 C1+sz 2

1 —%+§J16v2k12/12+9—64v2k12p

2 2
Svk %vkll—%+%\/16v2k1 A2+9-64v2kq bBocy 2
1 vkq TC1+C2$ 2

(4.38)

burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.
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Aile 7:

1 B +\I_16ui412(4#_12) d

’ 2 1 - 4 ’
4 16— 4/12(4” A9

116uv20k3% +16uv20k,2—4A2020k,2—4212v20k3% -1

kz = kz,k3 = k3,C = — =
* v(4#_/12)\/_16ui4/12

e
o

Il

N‘I»—\

e
=

Il
[+

(4.39)
(4.39) daki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éztiimler elde edilir.

Eger %2 — 4u > 0 ise,

22— 12—
JA2—4pu <C1 cosh< ;ﬂ E>+Cz sinh( i {))
1 1
SB33 34(§) =5+ <
2 8 / 2_
, m(‘}ﬂ 22)<C1 smh( * 24ﬂ f)‘l‘Cz COSh( ))

A2—ap & A2-ap &
/ m( U— /12)<Cl sinh( 5 >+C2 cosh( 5 ))
A% € A2-ap &
JA2—4u <Cl cosh<T>+C2 sinh(T>>

(4.40)

t

N |-

burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

Eger A2 — 4u < O ise,

“A2+4ap & -AZ44ap &
Cq cos< )—Cz sm( )

“A2+4ap & —/12 +ap &
, = 412\/4;1 /12<(51 sm( )+CZ cos<

—12+4u g -AZ44p &
, ————/4u—21?| C;sin +C, cos
1 16u— 41 2
5 “A244p £ /—/12+4u ¢
< —C, sin

Q335,36(5) = % + %

Cq cos
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4.41)

burada & = k10 + kyn + k3{ + ct dir.

Aile 8:

1 1
_—(4H_/12) 1’_— 1
fA =l’A1=— ! ,B1=—8,u 222 d= &’k1=—8u 247
07 2

Y ay—22 4 ’ ’
2 8#—2).2(4# A9

v
18uv20k32+8uv20k,2—212v20k,%2-222v20k3% +1
k2=k2,k3=k3,c=_5 ) T

v(4p-22) 8p—2A2 )

(4.42)
(4.42) deki katsayilar, (4.16) da yerine yazilir ve asagida olusturulan ¢éztiimler elde edilir.

Eger A2 —4u > 0 ise,

A2-ap & A2—ap &
JA2—4u | C4 cosh 3 +Cz sinh| ~——

A2—ap & 224y &
L (4/1—)12)<C15inh< 2# >+C2cosh<Tu))

8u—212
)| ¢y sinh| Vo™ ), cosh{ LS
. su—zzz( u )| Cqsin 3 2 COS 3
2 A2—ap € ] A2-ap &
JA2—4u | €1 cosh —F— |+Czsinh{ ~——

(4.43)

B37(§) =

N |-
S

burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.

Eger A2 — 4u < 0 ise,

2

-A24ap & “A24ap &
ﬁ\/ 4#—12 <C1 Sin<\/T)+C2 COS(%))

-AZ+44p & /—212+4u g
Cq cos( 5 >—C2 sin<7>

5838(5) = %—%
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—A2+4p & —A24ap &
;\/4;1—12 (Cl sin >+C2 cos ))

8u—212 2 2
1

2 —A2+4ap —A24ap &
Cq cos > —C; sin 3

(4.44)

burada ¢ = k10 + k,n + k3¢ + ct dir.

4.1.4. Genellestirilmis Kudryashov yontemi kullanilarak tam coziimlerin elde

edilmesi

Kisim 3.4 de teorisi verilen bu yontemi (4.1) denklemine uygulamak i¢in dncelikle (3.24)
ansatz fonksiyonundaki n ve m dengeleme sayilar1 belirlenir. En yiiksek dereceli dogrusal
olmayan terim U2 ve en yiiksek mertebeli tiirev terimi U” arasinda dengeleme prensibi
uygulanirsa m = 1,n =2 bulunur. Boylece (3.24) kullanilarak (4.1) denkleminin

¢Oziiminiin

A0+A1(IJ+A2(U2
Bo+Blw

U = (4.45)

bi¢iminde oldugu varsayilir. Burada w(§), (3.25) denklemini saglar ve Ay, A1, A, Bg, B1
parametreleri daha sonra belirlenecek olan katsayilardir. (4.45), (4.1) de yerine yazilir ve
(3.25) denklemi kullanilirsa w(€) nin kuvvetlerini bulunduran bir polinom elde edilir. Bu
polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek Ag, A1, Az, By, B1, k1, k2, k3, ¢ igin bir cebirsel
denklem sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™ yardimu ile ¢oziilerek
cesitli ¢oziim kiimeleri elde edilir. Bu ¢6ziim kiimelerindeki katsayilar (4.45) de yerine
yazilir ve (3.26) kullanilirsa (4.1) denkleminin ¢oziimleri elde edilir. Bu ¢oziimlerde & =

k.6 + kyn + k3¢ + ct yazilarak (1.1) denkleminin tam ¢éztimleri elde edilir.
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Aile 1:

2,2 2.2
Cc = _ﬂk3 d +;{jk2 d +1,A0 = O,Al = O’AZ = Bl'BO = O,Bl = Bllkl = %,
ky = ky k3 = k3
(4.46)
(4.46) da elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
1
B39(§) = [ oF (4.47)
¢Oziimii elde edilir, burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.
g
0.81
0.6
0.4
024 _ 3
0—4,‘_'\ 54
4 5 0 -
Z 0 _ 2
2-44" -20 -15 — -5 5
]

Sekil4.8.{A = 1,0=-1,c = L,Lv=1b, =1, k; =1, ky = 1,k; = 1} icin
B34(6,0,0,7) nun 3D ve 2D grafikleri

Aile 2:

1440k3%v2+40k, %12 1 1 1
cC =— ’AOZO’A:[:O'AZ=EBl’BO=_EBllBI=B11k1=;l

2v
ky =ky ks = ks

(4.48)
(4.48) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
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1

5'B‘I-O (f) = - _1+Xze(2$) (449)
¢Oziimii elde edilir, burada & = k{0 + k,n + k3¢ + ct dir.
Aile 3:
k32 +0k,*+k*v? 1 a;(1+vkq) a
c=-= k21 : .Ao:0;A1:A1;A2:_A1;30251VT121.B1:—U—R11,
k1 = kllkZ = kz,k3 = k3
(4.50)
(4.50) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
202", &
B4, () = 2y xe 4.51)

(1+Xef—vk1+vk1)(ef)(1+)(ef)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k{0 + k,n + k3¢ + ct dir.

Sekil 4.9.{A = 0.8, Q=1,c=—4005 v = 02, a, =1, k, = 05, k, = 1,k =
1} i¢in B,,(6,0,0,7) nin 3D ve 2D grafikleri
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Aile 4:

_ k3 +0k, % +kq *v? _ _ _ _ 1la;(wk.-1) _ A
c=- Ky 'AO_O'Al_AlfAZ__Al;BO__E#: 1_v_k11'
ky = ki, ky = kg, k3 = ks

(4.52)

(4.52) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin

_ 2](12'172)(3f
By (f) T (~vky+vkoyef—1-yed)(1+xed)

(4.53)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k;0 + k,n + k3¢ + ct dir.

Aile 5:

2,2 2,2
c = 1+ks v+ 02k 7y ’AO = BO’Al — Bl - BO’AZ = _Bli BO = Bo, Bl = Bl'
v ) (4.54)
ky = —;»kz = ko, k3 = k3

(4.54) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin

By (£) = 25 (4.55)

1+ye?

¢Oziimii elde edilir, burada & = k{0 + k,n + k3¢ + ct dir.
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Sekil 4.10. {A = 1,c = 3,Q0=1v =1,by=1,b; = 1, ky =1, ky =1, ks =
1} igin B,5(6, 0,0, 7) nin 3D ve 2D grafikleri

Aile 6:

1 14+40k3 %02 +40k, %02 1 1 1
cC =-— ;AO=_5B1;A1=B1'A2=_5B11B0=_5B1531=B1J

2 v
1
ki = —;:kz = ko, k3 = ks

(4.56)
(4.56) da elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
¥2e(@8)
B4 () = - eean (4.57)

burada & = k.0 + k,n + k3{ + ct dir.
Aile 7:

Zi(20k;?v?+20ks* 02 -1)V2
)

c = AO=_%B1,A1=_%Bl(_1+l\/§),A2=%l\/§,
Lz
BO = _%BliBl = Blikl = L,kz = kz,k3 = k3

v

v

(4.58)
(4.58) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
1 -1+x2e@D 2iv2 e
B4s(§) = ;172020 (4.59)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k;0 + k,n + k3{ + ct dir.
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Aile 8:

Zi(20k,*v?+20k;*v?-1)V2

1 1 . ~by .
c= . ,A0=—ZB1,A1=531(1+1\/§),A2=Tll\/§,
ZiVZ
BO ES _%B]JBI == Bl'kl == ¥,k2 == kz,k3 = k3
(4.60)
(4.60) de elde edilen degerler (4.45) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin
1-1+yx2e@-2iV2yet
B () = 317700 (4.61)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k{0 + k,n + k3¢ + ct dir.

4.1.5. Modifield kudryashov yontemi kullanilarak tam coziimlerin elde edilmesi

Kisim 3.5 de teorisi verilen bu yontemi (4.1) denklemine uygulamak icin 6ncelikle (3.27)
ansatz fonksiyonundaki n dengeleme sayisi belirlenir. En yiiksek dereceli dogrusal
olmayan terim U3 ve en yiiksek mertebeli tiirev terimi U” arasinda dengeleme prensibi

uygulanirsa n = 1 bulunur. Boylece (3.27) kullanilarak (4.1)'in ¢6ziimiiniin

UE) = 4o +40 (4.62)

bi¢iminde oldugu varsayilir. Burada w(¢), (3.28) denklemini saglar ve Ay, A,
parametreleri daha sonra belirlenecek olan katsayilardir. (4.62), (4.1) de yerine yazilir ve
(3.28) denklemi kullanilirsa w (&) nin kuvvetlerini bulunduran bir polinom elde edilir. Bu
polinomun katsayilar1 sifira esitlenerek Ay, Ay, k1, k3, k3, c icin bir cebirsel denklem
sistemi elde edilir. Bu cebirsel denklem sistemi Maple™ yardimi ile ¢oziilerek gesitli
¢ozlim kiimeleri elde edilir. Bu ¢ozliim kiimelerindeki katsayilar (4.62) de yerine yazilir
ve (3.29) kullanilirsa (4.1) denkleminin ¢éziimleri elde edilir. Bu ¢éziimlerde & = k,0 +

kon + k3{ + ct yazilarak (1.1) denkleminin tam ¢oziimleri elde edilir.
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Aile 1:

— k%02 In(0)2+0k3%v2% In(0)2+1
c=+—- >

1
Ay =04, = 1,k, = * o) (4.63)
kz = kZI k3 = k3

(4.63) da elde edilen degerler (4.62) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin

vin(o)

By (©) = (4.64)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k10 + k,n + k3{ + ct dir.
Aile 2:

| 0k;*v%1In(0)?+0k3%v? In(0)?+1

C—i v 1n(o) ,A():].,Al:_l,kl:‘l‘
ky = ky, ks = k3
(4.65) da elde edilen degerler (4.62) de yerine yazilarak (1.1) denkleminin

1
vin(o)’ (4.65)

1
1+x0$

Bug(§) = — +1 (4.66)

¢Oziimii elde edilir, burada & = k.0 + k,n + k3{ + ct dir.

4.2. Kararhihk Ozelligi

Bu béliimde, onceki kisimlarda gesitli analitik yontemler kullanilarak elde edilen bazi
coziimlerin kararlilik analizleri gerceklestirilecektir. Elde edilen ¢éziimlerin zamanla
bi¢imlerini koruyup korumadiklari, yani kararlt olup olmadiklari, farkli yontemlerle test
edilebilir. Bu analizlerden biri, Hamilton sisteminin 6zelliklerinden yararlanilarak yapilan
kararlilik incelemesidir. Bu baglamda, modelin uygulamalardaki gecerliligini ve fiziksel
anlamliligini degerlendirmek amaciyla, elde edilen bazi ¢oziimler tizerinde Hamilton tipi

kararlilik testleri uygulanmistir. Bu tiir analizler, kullanilan yontemlerin dogrusal
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olmayan evrim denklemlerine uygulanabilirligini, etkinligini ve ¢6zlim kalitesini ortaya
koymaktadir. Literatiirde, bu yaklagimlara iligskin ¢ok sayida ¢alisma yer almakta olup,

Onerilen yontemlerin gecerliligini desteklemektedir.

Literatiirdeki ¢aligmalardan bazilari: Quian ve arkadaslari, s1g su ¢ikislarinin dinamik
davranigin1 tanimlamak ic¢in kullanilan genel Degasperis-Proces (DP) denklemine,
degistirilmis Khater yontemi ve genellestirilmis Kudryashov yontemini uyguladilar ve
¢Oziimlerin bazilarini kararlilik analizi yaparak ile test ettiler (Qian vd., 2019). Seadawy,
genisletilmis dogrudan cebirsel yontemi ve kesirli dogrudan cebirsel yoOntemi
uygulayarak dogrusal olmayan ii¢ boyutlu mKdV-ZK denklemi i¢in soliter dalga
coziimleri elde ederek elektrik alan potansiyelleri ve elektrik alanlar i¢in kararlilik testi
uyguladi (Seadawy, 2016a). Ayrica, dogrusal olmayan KdV denkleminin genellestirilmis
birlesik bir sisteme genisletilmis cebirsel denklem yontemi uygulayip elde edilen
sonuglari kararlilik 6zelligi ile test etti (Seadawy, 2016b). Park ve arkadaslari, Zakharov-
Kuznetsov denklemi ile temsil edilen iki boyutlu ayrik bir elektrik kafesinin analitik ve
sayisal ¢oziimlerini incelediler ve elde edilen analitik ¢oziimlerin kararlilik 6zelliklerini

Hamilton sistemi temelinde test ettiler (Park vd., 2020).

Bu kisimda, onceki kisimlarda elde edilen ¢oziimlerin bazilart i¢in kararlilik 6zelligi,
Hamilton sisteminin o6zellikleri yardimiyla incelenmistir. Hamilton sistemindeki

momentum
My =~ [ _F2(§)dE,

biciminde ifade edilebilir. Brada F (§) modelin ¢oziimiinii ifade etmekte ve kararlilik i¢in

gerekli kosul

oM

36lomp > O

biciminde formiile edilmektedir. Burada 6 ve [ sabitlerdir.

(4.4) ¢ozlimiinde
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| =

{Clz 1,C,=2,1=1u==,k =—x/§,k2=1,k3=1,9=0,(=0,}

0zel parametre degerleri kullanilarak

oM

— = 0.8389811102 + 0.5553604514i > 0
aC c=22

elde edilir. Bu ¢6ziimiin kararli oldugunu gdsterir.

(4.9) ¢ozlimiinde

V4 33v4
A:].,ll:_l, C1=1,C2=1,k1=—?,k2=1,k3=1,c= T,T]:l,
(=1
0zel parametre degerleri kullanilarak
oM
— = 0.03030303033 >0
96 lg=;
elde edilir. Bu ¢6ziimiin kararli oldugunu gosterir.
(4.26) ¢Oziimiinde
V5 115
{/1=3,u=1, Cle,klz?,k2:1,k3:1,c:—T, =1,{= }

0zel parametre degerleri kullanilarak

oM

— = 0.09090909582 > 0
00 lg=>
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elde edilir. Bu ¢6zliimiin kararli oldugunu gosterir.

(4.55) ¢oziimiinde

{A: 1,17: 1,Q= 1, kl = _1,k2 = 1'k3 = 1'77

0zel parametre degerleri kullanilarak

oM
—_ = 0.06528575373 > 0
dc c=3

elde edilir. Bu ¢dziimiin kararli oldugunu gosterir.

(4.64) coziimiinde

= 0,0 =0}

{A=1v=10=10=2k, = —1.442695041,k, = 1,k; = 1,7 = 0,{ = 0}

0zel parametre degerleri kullanilarak

oM

0¢ | c=2.828989402

elde edilir. Bu ¢6ziimiin kararli oldugunu gosterir.

= 0.05056364468 > 0

Bu calismada elde edilen ¢oziimlerin her birine kararlilik ozellikleri ayni adimlar

uygulanarak incelenebilir.
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5. SONUC:
Bu calismada, dogrusal olmayan (3+1)-boyutlu Gardner-KP denklemine odaklanilarak,

dalga dinamikleri kapsamli bir sekilde analiz edildi. Denklem {izerinde sirasiyla (%,),

(%), genellestirilmis (%), genellestirilmis Kudryashov ve modifiye Kudryashov

yontemleri uygulanarak hareketli dalga ¢oziimleri elde edildi. Uygulanan bu analitik
yontemler sonucunda trigonometrik, hiperbolik ve rasyonel fonksiyonlar cinsinden ifade
edilen gesitli ¢oziim tiirlerine ulasildi. Elde edilen tiim ¢dziimler, Maple™ yardimu ile (1)
denkleminde yerine yazilarak dogrulandi. Coziimlerin farkli uygun parametre degerleri
i¢in davranisin1 gérmek amaciyla, ¢dziimler Maple™ kullanilarak 2-boyutlu ve 3-boyutlu
olarak gorsellestirildi ve dalga davraniglar1 detayli bir bicimde analiz edildi. Kink, anti
kink, parlak soliton, karanlik soiton, ¢oklu parlak soliton yapilar gozlemlendi. Ayrica,
secilen bazi ¢Ozlimler ilizerinde Hamilton sistemine dayanan kararlilik analizleri
gerceklestirildi. Bu analizler, ¢oziimlerin fiziksel anlamlili§i ve uygulanabilirligi

hakkinda 6nemli bulgular sunmaktadir.

Yontemlerin uygulanmasi1 sonucunda, her bir yontemin (3+1)-boyutlu Gardner-KP

! !

) yontemi 4, (G

denklemi i¢in farkl sayida ¢oziim trettigi gézlemlendi. (G E) yontemi

G
Gl

Z ) yontemi 26, genellestirilmis Kudryashov yontemi 8 ve modifiye

8, genellestirilmis (

!

Kudryashov yonteminin 2 adet analitik ¢6ziim iirettigi goriildii. Genellestirilmis (%)

!

yontemi ile elde edilen ¢oziimler, ansatz fonsiyonda d = 0 alindiginda (%) yontemi ile

4

elde edilen ¢oziimlerle Ortligmektedir. Bu nedenle genellestirilmis (%) yontemini
kullanirken d =0 durumu dikkate almmmadi. Yontemler arasinda karsilastirma
yapildiginda, (3+1) Gardner-KP denklemi i¢in, genellestirilmis (%) yonteminin ¢éziim

tiretme kapasitesinin diger yontemlere gore daha yiiksek oldugu sonucuna varildi. Bu
durum, yontemin parametrik esnekligi ve genis ¢dziim ailesi sunma potansiyeli agisindan
avantajli oldugunu gostermektedir. Elde edilen bu sonug, analitik yontemlerin
karsilastirmali etkinligini ortaya koymakta ve benzer denklemler iizerinde yapilacak

gelecekteki caligsmalar igin yol gosterici nitelik tagimaktadir. Ayrica bu ¢alisma, dogrusal
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olmayan kismi diferensiyel denklemlerin analitik yontemlerle ¢6ziimlenmesinin,
Ozellikle dalga fenomenlerini agiklamada etkili bir ara¢ oldugunu da gosterdi. Elde edilen
sonuglarin, matematik, fizik ve 6zellikle okyanus miihendisligi gibi uygulamali alanlarda
yiriitiilecek ileri ¢alismalar icin bir temel olugturmasi beklenmektedir. Bu tiir ¢oziimlerin
kullanim1 fizikg¢ilerin ve miihendislerin, dalgalarin gelgit kuvvetlerinin ve diger
fenomenlerin davraniglarin1 daha iyi anlamalarina ve tahmin etmelerine yardimci olur.
Boylece daha giivenli, verimli yapilarin ve sistemlerin tasarlanmasina olanak tanir. Bu
calismada sistematik olarak iiretilen tam c¢oziimler, dalga etkilesimindeki karmasik

dogrusal olmayan fiziksel fenomenlerin dogasini degerlendirmek i¢in de uygun olabilir.

Bu ¢alismada sunulan tiim sonuglarin, dogrusal olmayan fizik bilimlerinden ve diger ilgili
alanlardan kaynaklanan dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin dinamik

davraniglarini zenginlestirmek icin faydali olacagina inantyorum.
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