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OZET

Bu c¢aligmada, kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ve bu denklemlerin salinimli
¢dziimlerinin varlig1 incelenecektir. Calisma bes boliimden olusmaktadir. ilk boliim tezin
temelini olusturmak amaciyla ilgili boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar, kavramlar
ve teoremler sunulacaktir. Ikinci boliimde, kesirli mertebeden tiirevler, drnekleri ve bazi
temel 6zellikleri verilecektir. Ugiincii boliimde, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in Laplace ve Sumudu doniisiimleri ve onlara ait olan bazi temel o6zellikleri
incelenecektir. Daha sonra dordiincii boliimde, lineer kesirli mertebeden diferansiyel
denklemleri Laplace ve Sumudu doniisiimleri ile ¢éziimleri verilecektir. Son olarak, besinci
boliimde, sabit nokta teoremi kullanilarak kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin
salinimli ¢6zlimlerinin varligi ve tekliligi {izerine analiz yapilacaktir. Genel olarak, bu tez
onceki arastirma makalelerin bulgularini inceleyerek ve sentezleyerek, kesirli mertebeden
diferansiyel denklemer i¢in salinimli ¢éziimlerin varligina katkida bulunmaktadir. Bu
calismada verilen bulgular, kesirli mertebeden diferansiyel denklemerin salinimli
¢Ozlimlerinin varligim1 daha iyi anlamamiza yardimci olmakta ve bu alanda daha fazla

arastirmak yapma imkani1 sunmaktadir.

Anahtar kelimeler: kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, Laplace ve Sumudu
dontistimleri, lineer kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri, sabit nokta teoremi,

salinimli ¢6ziim
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FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS AND IT’S
APPLICATIONS
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ABSTRACT

This study will examine fractional order differential equations and the existence of their
oscillatory solutions. The work consists of five chapters. The first chapter will provide the
fundamental definitions, concepts, and theorems that will be used in the relevant sections to
establish the foundation of the thesis. The second chapter will present fractional order
derivatives, along with examples and some basic properties. In the third chapter, the Laplace
and Sumudu transforms and some of their fundamental properties will be examined for
solving fractional order differential equations. Then, in the fourth chapter, solutions to linear
fractional order differential equations using the Laplace and Sumudu transforms will be
given. Finally, the fifth chapter will analyze the existence and uniqueness of oscillatory
solutions of fractional order differential equations using the fixed-point theorem. Overall,
this thesis contributes to the existence of oscillatory solutions for fractional order differential
equations by reviewing and synthesizing findings from previous research articles. The
findings obtained in this study help us better understand the existence of oscillatory solutions
in fractional order differential equations and provide opportunities for further research in this

field

Keywords: fractional order differential equations, Laplace and Sumudu transforms, linear

fractional order differential equations, fixed point theorem, oscillatory solution.
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GIRiS

Kesirli mertebeden tiirev ve integral (Fractional Differentiation), Leibniz ve Newton
tarafindan ayrintili olarak incelenen, klasik tiirev ve integral kavramlarimin bir
genellemesidir. Kesirli mertebeden tiirev ile ifade edilmek istenen, aslinda herhangi bir
mertebeden tlirevdir. Kesirli mertebeden tiirev ve integral kavramlar1 tamsay1r mertebeden
tirev ve integral kavramlar1 kadar eski olup, kesirli tiirev ifadesi bircok kaynakta da
belirtildigi gibi, ilk olarak 1695 yilinda Leibniz’in L’Hospital’a yazdig1 mektupta bahsettigi
bilinmektedir[1]. Leibniz’in yani1 sira Liouville, Riemann, Weyl, Lagrange, Laplace, Fourier,
Euler ve Abel gibi bircok matematikci de ayni konu tizerine ¢alismislardir[2]. Kesirli tiirev
i¢in literatiirde ¢esitli tanimlar verilmistir. Bunlardan bazilar1 Riemann-Liouville, Caputo,
Griinwald-Letnikov kesirli tiirevidir. Ancak, kesirli mertebeden tiirev nasil tanimlanirsa
tanimlansin tiirevin mertebesi tamsayiya esit olacak sekilde sec¢ildiginde ortaya ¢ikan ifade
tam say1 mertebeden tiirev ifadesi ile ayni1 olmalidir. Yapilan bazi calismalarda belirli sartlar
altinda bu tanimlarin esdeger oldugu gosterilmistir. Birbirleri arasinda gecisler olmasina
ragmen, tanimlar1 ve tanimlarinin fiziksel yorumlari farklilik gosterir [3-4]. Kesirli analizde
birden fazla tiirev taniminin olmasi, problemin tiirline gore en uygun olaninin kullanilmasini
ve boylece problemin en iyi ¢oziimiiniin elde edilmesini saglar. Bilindigi {izere igerisinde
tirev bulunduran denklemler diferansiyel denklemler olarak adlandirilir. Adi diferansiyel
denklemler uygulamali bilim dallarinda biiyiik 6neme sahiptir. Bu nedenle diferansiyel
denklemler ¢ozlimlerinin bilinmesi 6nemlidir. Ancak belli formdaki diferansiyel denklemler
hari¢ genelde diferansiyel denklemin agik ¢oziimleri elde edilememektedir. Bu durum

arastirmacilar1 ¢oziimleri elde etmeden ¢oziimlerin davranigini



arastirmaya yoneltmistir. Dolayisiyla yapilan ¢alismalarda, ¢6ziimii analitik olarak
bulunmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin smurlilik, kararlilik, asimptotik
davranig, saliiim ve salimimsizlik gibi nitel(kalitatif) ozellikleri incelemektedir. Kalitatif
teorinin dnemli bir konusu da salinim teorisidir. Salinim teorisinin temeli 1838’da Storum
tarafindan yayinlanan, ikinci mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢ézlimlerinin sifirlariyla
ilgili iyi bilinen sonuglara dayanmaktadir. O zamandan beri farkl: tipteki lineer ve lineer
olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin salimim davranisi farkli yontemlerle
arastirilmistir. Adi diferansiyel denklemler benzer sekilde kesirli diferansiyel denklemler de
tanimlanabilir. Kesirli diferansiyel denklemler, akigkanlar mekanigi, kimyasal fizik,
elektronik devreler, dinamik sistem kontrol teorisi, akigkan dinamigi, ekonomi ve ¢ok ¢esitli
alanlar1 kapsayan genis ve ¢cok yonlii uygulamalari da dahil olmak iizere, farkli alanlardaki
yaygin kullanimlar1 nedeniyle 6nemli bir ilgi gormiistiir[5-7]. Son yillarda kesirli (adi ve
kismi) diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesine yonelik calismalar artmistir.
Kesirli diferansiyel denklemlerin bir kisminin analitik ¢oziimii i¢in c¢esitli yontemler
gelistirilmistir. Bu yontemlerin kesirli diferansiyel denklemlere uygulamalarinda, kesirli
integral ve tiirev operatdrleri etkili bir sekilde kullanilmaktadir[8]. Ayrica bilim adamlari,
kesirli mertebeden fonksiyonel diferansiyel denklemlerin salinim teorisine ydnelik
egilimlerini, bu teorinin hem temel teorik 6nemini hem de pratik uygulamalardaki genis
kapsamli katkilarini dikkat alarak ortaya koymuslardir[9-12]. Kesirli mertebeden adi ve
kismi diferansiyel denklemlerle ilgili son gelismeler, Kil bas [6] ve Diethelm'in [5]
calismalarinda ve [13-17] makalelerinde ve bunlarda verilen referanslarda bulunabilir. Son
zamanlarda yapilan calismalarda Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin salinimina
iliskin artan bir 1lgi vardir. Son yillardaki ¢alismalarda, Grace ve digerleri [18], Harikrishnan
ve arkadaglar1 [14], Raheem ve digerleri [19], Zhou ve arkadaslar1 [20] ile Feng ve digerleri
[21], kesirli mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in salinim ve zorlanmis salinim
ozelliklerini incelemistir. Kesirli diferansiyel denklemler icin yalitimsizlik teorisi ise, Zhou
ve digerleri [22], Sun ve arkadaglar1 [23] ile Grace ve arkadaslar1 [12] gibi arastirmacilar
tarafindan daha ayrintili bir sekilde ele alinmistir. Bu tez, kesirli mertebeden diferansiyel
denklemeri inceleyerek kesirli mertebeden diferansiyel denklemerin salinimli ¢éziimlerin

varligini daha iyi anlamamizi amaglamaktadir.



1. Boliim

TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu tez, kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ve uygulamalari iizerine yapilan bir
arastirma oldugundan, bu bolimde, calismamizin temel kavramlarina, tanimlarina ve

teoremlere yer verilecektir.

1.1 Gamma Fonksiyonu
Gamma fonksiyonu bir¢cok farkli sekilde tanimlanabilir. I'(z) Fonksiyonu, z =

0,—1,—2,-3,... gibi negatif tam say1 degerlerinde tanimsizdir. Bunun disinda, pozitif reel
ve karmasik z degerleri igin iyi tammhidir. Ornegin, I'(5) , I'(— é) , I (%) vel'(— g)
tanimlidir. I" (0), I'(—3) ve I'(—5) tanimisizdir. Ayrica, I'(z) fonksiyonu, R(z) > 0 (yani,

z’nin reel kismi pozitif olan) durumlarda asagidaki sekillerde yazilabilir[24].

Tanmm 1.1 [25]. Gamma fonksiyonu ya da Euler’in ikinci tiir integraliyle
I'(z) = f tZ e tdt , (z>0,z€ R Z), (1.1)
0

seklinde yazilabilir. Gamma fonksiyonun grafig1 asagidaki sekilde gosterebiliri



A
Sekil 1. Gamma Fonksiyonu

Tamm 1.2 [25].

) = li - 12
(Z)_nl—{goz(z+1)(z+2) w(z+n) (12)

Tamm 1.3 [25].

o)

I'(z) = %1_[ (1 + %)Z (1+ %)_1 . (1.3)

k=1

Tanmim 1.4 [25].

%zzeyzﬁ(l+%)e—%. 14

burada y Euler sabiti olup

n

y = lim (Z
n—->oo

k=1

ol

1 1 1
—1|= lim {1 totot et —— lnn} ~ 0.57721566 ... (1.5)
n—oo 2 3 n



seklinde tanimlanir.

Gamma Fonksiyonunun Bazi Temel Ozellikleri:

re)=1-r(1) =1=1!
r3)=2-r@2)=2-1=2!
r(4)=3-r(3)=3-2!=3!

e Tn+1)=n-T(n)=n(n-—1)!=n!
e I'(n+1)=n!

o T'(x+1)=xI'(x)

o I'(x)= fol(—logz)"_1 dz

e I'x+1)= F(x:l) , x'innegatif degerleri icin

v

e T'(MIr(1—x) =

sin(mx)

. ﬁl“(x) = fooo t* 1. e t(Int)"dt,x > 0

dx™
. FG+Z)F(%—Z> = TTSecnz
. ()=
seklinde yazilabilir[24].

1.2 Eksik(incomplete) Gamma Fonksiyonu

Tanim 1.5 [26]. Her x, Re(z) > 0 igin

I'(z x) =f e~tt?z71dt.
X

ve

X

y(z,x) =f e~ tt?ldt.
0

seklindedir.

(1.6)

(1.7)



['(z,x),v(z,x) swasiyla x ile iligkili eksik(incomplete) gamma fonksiyonlar1 olarak

adlandirilir.
Bilinmelidir ki

I'(z,x) +y(z,x) =T(2) (1.8)
dir.

Tanmim 1.6 [27]. Re(z) > 0 i¢in eksik(incomplete) Gamma fonksiyonu

1 1 x
y*(z,x) = Wy(z, xX) = F(z)xzfo e tt?71dt (1.9)

seklinde tanimlanan 6zel fonksiyonlardir.

1.3 Digamma Fonksiyonu
Digamma fonksiyonu, gamma fonksiyonunun logaritmik tiirevi olarak tanimlanan 6zel bir

fonksiyondur. Buna gore,

d I’
Y00 = In(r) = - ((;)) (1.10)
seklindedir[27]. Ayrica[28]
f xHF1(1 — x)" Unxdx = B(p, v) [P (u) — ¥Y(u + v)]. (1.11)
0

1.4 Beta Fonksiyonu

Tamm 1.7 [25]. Beta fonksiyonu Euler’in birinci tiir integrali ile



1

L(x,y) = f s*1(1—s)Y"1ds Re(x) >0, Re(y)>0
0

seklinde tanimlanir.

Beta Fonksiyonun Baz1 Ozellikleri:

rx)r
B(x,y) =F(();)—+(;I)), x,yeC—-1{0,—-1,-2,..}
© BGY) =~/ By -1)

* By =By.x)

e Bxy =2 f05(51'11t)2"‘1 (cost)?~ldt; 0 <t S%

Y-
* Bx1-x= sin?ﬂx)
¢ B =1

seklinde yazilabilir[29].

1.5 Mittag- Lefler Fonksiyonu

(1.12)

(1.13)

1902 yilinda isvegli matematik¢i Gosta Mittag—Lefler, Mittag—Lefler fonksiyonunu

tanimladi. Bu fonksiyon, iistel fonksiyonun basit bir genellemesidir. Son yillarda Mittag—

Lefler fonksiyonu, kesirli diferansiyel denklemlerin arastirilmasinda oynadigi rol nedeniyle

aragtirmacilarin biiyiik ilgisini ¢ekmistir. Bu fonksiyon, kesirli diferansiyel ve integral

denklemlerin ¢éziimlerinde sik¢a karsimiza ¢ikar.

Tamm 1.8 [30]. Tek parametreli Mittag—Leffler fonksiyonu

o Sk
Ea,(Z) = ;m, RQQ((Z) >0

(1.14)



seklinde tanimlanmistir. 0 < o < 1 i¢in tek parametreli Mittag—Leffler fonksiyonu, {istel
fonksiyon e* ile hipergeometrik fonksiyon i arasinda bir gecis saglar.

Tek parametreli Mittag—Leffler fonksiyonun grafigini asagidaki sekilde gosterebiliriz.

Mittag-Leffler Fonksiyonu: Eq(z) = z mﬂil)
k=0

Eql2)
5]
5

0 1 2 3 4 5

Sekil 2. Mittag-Liffler Tek Parametreli Fonksiyonu

Tanim 1.9 [6]. iki parametreli Mittag—Leffler fonksiyonu

Eqp (2) = ;m . Req(a),Req(B)>0, BEC (1.15)

seklinde tanimlanmustir. Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu grafigini asagidaki

sekilde gosterebiliriz.

Mittag-Leffler Fonksiyonu FEea.p(z)

6
— En,s), 1,0(3)

5

4

= 3

=)

S 2

1

0

—2
-10 ] —2 0 5 10

Sekil 3. Mittag-Liffler Iki Parametreli F. onksiyonu
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Teorem 1.1 [31]. a > 0,8 > 0 i¢in iki parametreli Mettag—Leffler Fonksiyonun k-inci

tirevi

F0O _ G+k)y!
ap 01"(aj+ak+,8)'

(k=0123..) (1.16)

seklinde tanimlanir.

Mittag—Leffler Fonksiyonunun Baz1 Ozellikleri:

o Eun (2) = E(x(Z)

b Eo,1(Z) Zk 0r(1) ZkO T 71

y % we 2K,
e E (2= Zk:om = 2k=OE =e

e?-1

z

1 zk eZ-z—1
* Ei3(2) = Z_zz;io:zg =Tz

z

o Eo(@) =235 L=ze

_1 k!

k
o E1,§ (az) = Zf:o@ = \/% + e%\az erf(\/E)
2

k az
. El’% (az) = Z’i"@ = j%erf(\/ﬁ)
2

E 1 eaz
[ J az) = — az) ——
1% ( ) az [\/az

o E i(az)= AT (az) [ +Vaze® erf(\/ﬁ)]

o Eup(2)= + tEq,q4p (2)

F(B)

o Eim(2)= 27,3_1{ ~ Xk= 021'}

2 . 72k o 2k
e Ey,(2%) = Zkzom = Zkzom = cosh(z)
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z?k*1  sinh(2)

2k+1)!  z

2 . sz 1 o
e k), (z9) = 2k=0— = _2k=0
r2k+2) z (

seklinde yazilabilir[7].
1.6 Mellin-Ross Fonksiyonu

Tamm 1.10 [24]. Mellin-Ross fonksiyonu, bir iistel fonksiyonun kesirli tiirevini bulurken
ortaya ¢ikar. Fonksiyon hem eksik Gamma hem de Mittag-Leffler fonksiyonlar1 ile yakindan

iliskilidir ve
E.(z,a) = t?e®y *x (z,t) (1.17)
seklinde tanimlanir. Ayrica bu fonksiyon

(at)*

E(za)=t7) ——t)
za) =t SCEFESY

= t”E1 z4+1(at) (1.18)
seklinde de yazilabilir.

1.7 Hata Fonksiyonu

Gauss hata fonksiyonu olarak adlandirilan hata fonksiyonu, istatistik, olasilik teorisi ve
diflizyonu tanimlayan kismi diferansiyel denklemlerde yer almaktadir.

Tamm 1.11 [32]. Hata fonksiyonu

2 zZ
erf(z) = \/_Ef edx, x=0 (1.19)
0

seklinde tanimlanir.
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. 2 X 2
Error Fonksiyonu: erf(x) =ﬁf0e dt

1.0F erf(x)

0.8}

0.6

erf(x)

0.4}

0.2r

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
X

Sekil 4. Hata Fonksiyonu

Tanim 1.12 [32]. Genelestirilmis hata fonksiyonu

2a (T _ 2.
erfc(az) = \/_E e dx (1.20)
z

Genellestirilmis erfc fonksiyonu: é%fzwe'a""dx

10

0.8

0.6

erfc(az)

0.4

0.0

0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.0
z

Sekil 5. Genelestirilmis Hata Fonksiyonu



2. BOLUM

KESIRLI MERTEBEDEN TUREV VE INTEGRAL

Bu boliimde, kesirli mertebeden integrasyon ve kesirli tiirev tanimlart ve ozellikleri ele

alinarak incelenecektir.

2.1 Giris
Kesirli mertebeden tiirev ve integral, klasik tiirev ve integralin bir genellemesidir. Ayni
zamanda, integral ve tiirev operatorlerinin geleneksel tanimlarindan tiireyen bir matematiksel

calisma alanidir. Bilim ve miihendisligin ¢esitli alanlarinda siklikla kullanilmastir. [1, 33].
n
Kesirli mertebeden tiirev ve integral, n pozitif say1 olmak lizere ZTEZ tiirevlerinin yerine n

herhangi bir reel, irrasyonel, kesirli veya karmagik sayi oldugunda genisletilebilir mi?
Sorusundan ortaya ¢ikmastir.
Bu soru ilk kez L’Hopital tarafindan 30 Eyliil 1695 tarihli bir mektubunda ileri stiriilmiistiir.

L’Hopital, Leibniz’e yazdigi mektupta, “n =% olursa ne sonug¢ ¢ikar?” diye sormustur.

Leibniz ise, “Bu bir paradoksa yol agar” diye yanitlamis ve de “Bu goriiniisteki paradokstan
bir giin faydali sonuglar ¢ikarilacaktir” seklinde eklemistir [33].

Bundan sonra, yillar i¢cinde bircok taninmis matematikci, mertebeden tiirev ve integral
teorisine katkida bulunmustur. Bunlar arasinda Euler, Laplace, Fourier, Lacroix, Abel,
Riemann ve Liouville, Weyl, Leibniz, Griinwald ve Letnikov bulunmaktadir [[1], [34], [27],
[35], [33], [7]]- Her biri kendi notasyonunu kullanarak, tam say1 olmayan dereceli integral

veya tirev



14

kavramlarii vermiglerdir. Kesirli Kalkiiliis alani, bir¢ok arastirmaci tarafindan kapsamli bir
sekilde incelenmistir [[27], [36], [35], [7], [7]].

1730 yilinda Euler, tiirevin integral dereceleri arasinda interpolasyonundan bahsetmistir.
1812'de Laplace, bir integral araciligiyla kesirli bir tiirev tanimlamistir ve kesirli dereceli bir
tiirev hakkindaki ilk ¢caligma, 1819'da Lacroix tarafindan yazilan bir kalkiiliiste yer almistir

[34].

Tammm 2.1 [37]. Lacroix, x™ fonksiyonunun n'inci tiirevini kesirli mertebeden tiirev igin
formiile etmek amaciyla, m pozitif bir tam say1 olmak iizere, tiirev islemini indiiksiyonla
m-—1

. : W .. 4. d o .
gelistirir yani y = x™ in birinci tiirev d—z = mx ve m pozitif bir tam say1 olmak {izere

n mertebeden tirev

dy  ml mn . X
dxt  m—nn~ M="

seklindedir. Burada faktoriyel yerine gamma fonksiyonlari kullanildiginda

dy  T'(m+1)
dxn F(m+n+1)x

m-—-n

seklinde yazilabilir.

. 1. . . 1. . .
Ozel olarak, m = 1 ven = Siginy = x fonksiyonunun > inci mertebeden tiirevi

dzy T(1+1) ,1 T2 1 2
T = 1 X 2= 3 2 = —\/x
dxz T(A+7+1) re Vm

olarak elde edilir.
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Tamm 2.2 [27]. Fourier, herhangi bir kesirli mertebeden tiirevi incelemistir. Fourier’in f (x)

fonksiyonunun integral temsili

1 + 00 + 0o
f(x) = ﬁf f(a)daf cos[p(x —a) + n;]dp

seklindedir. Fourier

n

nr
2 Coslpx — )] =p" cos[p(x — a) + —]
Bu formiilden kesirli operatér tanimini elde etmistir.

n yerine u konulup, u herhangi bir deger (pozitif veya negatif) olmak tizere sekilde

0 =5 | f@da [ preosfpte—a) + Fdp

yazilabilir.

Tamm 2.3 [27]. Abel, 1823 yilinda kesirli mertebeden islemleri ilk kullanan kisiydi ve kesirli
mertebeden tiirev ve integral, Tautohron problemine yonelik bir integral denkleminin
¢ozlimiinde uygulamistir [36]. Tautohron problemini sdyle agiklar: "Tautohron problemi, bir
egride siirtlinmesiz bir nokta kiitlesinin egri boyunca yercekimi etkisiyle kayarak inme
siiresinin baslangi¢ noktasindan bagimsiz olan egrinin seklini belirleme problemidir" [36].

Bu problemde, kayma siiresi, k ad1 verilen bilinen bir sabittir, dyle ki

k = fx(x — O Zf(t)dt
0

=+n X%(x—t)‘%f(t)dt
0 T'(3)
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e

dx 2

dir. Denklemin her iki tarafini % merteben tirevini alarak

1

d—ikzx/ﬁf(x)

dx2
sonucu elde etti.
Tanmm 2.4 [27, 37]. Liouville, kesirli mertebeden tiirev ve integrali ilk biiyiik ¢aligmasini
yapmis ve bu alanda iki tanim elde etmistir. Tanimlari, teori iizerindeki problemlere
uygulamasinda basarili olmustur. Liouville ilk tanimi1
Dn(eax) =ae™ ne Z+,
olmak {iizere keyfi herhangi bir mertebeden v inci tiirevi olan

Dv(eax) — aveax’

Genellestirilmesinden ortaya ¢ikarmistir. Boylece herhangi bir f(x) fonksiyonu
f(x) = Z cpe®™* ,burada Re(a,) > 0,vn
n=0

seklinde bir seri halinde ifade edilebilir. Fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevi ise
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o)

va(x) = Z Cn(an)veanx

n=0

seklinde yazilabilir.

Tanmmi2.5 [27, 37]. Liouville'in ikinci tanimi, Gamma integrali ile iligkili olan
sz utle=Xudy, x>0a>0
0

integrali lizerine kurulmustur.

Bu integralda t = xu degisken degisme yapilirsa, dt = xdu olmak {izere

@\t 1
= j (—) e_t . —du
0 \x X
= x‘af t*le~tdt
0

=x"T(a)

bulunur. Dolayisiyla

x—a — Ljoota—le—xudu
['(a) Jy

olur. Boylece a > 0 i¢in x~¢ fonksiyonunun kesirli mertebeden tiirevi bulunur. Yukaridaki

ifadenin her iki tarafinin D? tiirevi alinirsa,
g (] e
DVx~% = DV f t% e *"dy
['(a) 0
= LJooua‘l(—1)”u"e"‘“du
I'(a) J,

_ (F_(i))v ooua+v—1e—xudu
0
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dir. Tekrar t = xu donilistimii yapilirsa, dt = xdu olmak {izere

Dvx—a B (_1)17 oo(£>a+v—1 e—t @
T(a) J, \x
ve buradan
-1D'T(v+a
DVx~% = ( )F(i) )x‘a_”, a>0,x>0
elde edilir.

Liouville'in ilk taniminin yalnizca trigonometrik seri olarak ifade edilebilen fonksiyonlar i¢in
gecerli oldugunu ve ikinci tanimin ise a > 0 i¢in x~¢ tipi fonksiyonlar i¢in faydali oldugunu
vurgulayalim. Her iki taniminda kesirli mertebeden tiirev tanimlamalar1 oldugunu dikkate

alalim.

Tanmm 2.6 [[27],[37]]. Rieman, kesirli mertebeden integrali tanimini

1 X
DVf(x) = Wf (x — )" 1 f(t)dt + P(x) ,Re(x) >0

seklinde vermistir. Burada W(x) tamamlayicit fonksiyondur. Integralin ¢ alt siirindaki
belirsizlik i¢in, Riemann bu fonksiyonu eklemistir. "Tamamlayic1 fonksiyon, esasen iistel
yasadan sapmanin bir dlciisiinii saglama ¢abasidir. Ornegin, bu yasa daha sonra belirtilecegi
gibi, BD *BD-Vf(x) = BDE7V f(x) seklindedir ve alt limitler ¢ esit oldugunda gegerlidir.
Riemann, ¢ # ¢, iken XD BD;Vf(x) durumu i¢in sapmanmn bir Slgiisiiyle ilgilenmistir

[36].

Tanmm 2.7 [27]. Kesirli mertebeden integralin Riemann-Liouville taniminin ilk hesaplamasi
1869 yilinda N. Ya. Sonin, " On differentiation with arbitrary " bashkli bir makale

yayimlamigstir [38]. Tanim, n-inci integral i¢in Cauchy formiiliine dayanmaktadir ve
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() = s [ = O F(Ode Re(x) > 0

1
r)
seklinde verilir. Eger bunu Riemann tanimiyla karsilagtirirsak, tamamlayict fonksiyon ¥ (x)

hari¢, ayni oldugunu goriiriiz. Riemann-Liouville tanimi, kesirli kalkiiliisiin en popiiler

tanimi oldugu i¢in daha sonra detayli bir sekilde incelenecektir.
Kesirli Mertebeden Tiirev Ile Klasik Tiirev Arasindaki Iliski:

Kesirli mertebeden tiirev ve integral, klasik tiirev ve integralin bir genellemesi oldugundan,
klasik tiirev ve integral, Kesirli mertebeden tiirev ve integralin bir parcasi olarak kabul edilir,
clinkii reel mertebeli operator (tiirev veya integral gibi) ilgilendigimizde, bu islemler zaten
tam say1 mertebeli operatorleri(islemleri) de kapsar.

Bilindigi iizere klasik tlirev ve integraline, tlirev ve integral benzersiz bir sekilde
tanimlanmistir. Bu durum kesirli mertebeden integral i¢in de gegerlidir. Ancak kesirli
mertebeden tiirev i¢in birkag¢ farkli tanim bulunmaktadir ve bunlar birbirleriyle tutarsizdir.
Cogu zaman, baz1 tanimlar birbirine esdeger degildir, bu da durumu daha karmasik hale

getirir[39].

Kesirli Mertebeden integrasyon ve Kesirli Tiirevler

Bu kesimde, kesirli mertebeden integrasyonlar arasinda yer alan Riemann-Liouville kesirli
mertebeden integrali ve 6zellikleri ele alinacaktir. Bu konu [[40], [27], [41]] calismalarinda

kapsamli bir sekilde incelenmistir.

2.2 Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Integrali

Burada ilk olarak tekrarli integrasyon i¢in Cauchy formiiliinii verelim.
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Teorem 2.1[41]. (Tekrarl Integrasyon i¢in Cauchy Formiilii) f, [a, b] aralifinda siirekli bir

fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

X Ty Tn-1
fEM(x) = f f f f(tp_q)dtdty_q ...dTodTy
a a a

a noktasinda n-inci mertebeden tekrarl integrali

FeMe0) =

=), oo

seklinde tek bir integral ile ifade edilir.

Ispat: Bu teoremi ispatlamak icin tiimevarim metodunu uygulayalim.

[k olarak n = 1 icin

1

Ja xf (t)dry = o) Ja x(x -0 f()dt

olur. Béylece ifade n = 1 durumu igin gegerlidir. Ifadenin herhangi bir n igin dogru oldugunu

varsayalim. $imdi bunu n + 1 i¢in dogrulugunu ispatlayalim. Yukaridaki integral n + 1 i¢in

X 71 Tn
f—(n+1)(x) :f f f f(Tne1)dTpidTy, .. dTdTy
a a a

seklinde yazilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 X X
) = gy || -0 O,

1 X X
= e 1)!f f (ty — )" f(t)dr,dt
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1
— f (= O™ = (¢ — OMF(O)dt

'ﬂ

- Fi f (x— D" (D)t

bulunur. Bu formiilden kesirli integralin tanimi elde edilir. Boylece herhangi bir reel
mertebeye sahip bir integral alabiliriz. Burada (n — 1)! yerine I'(n) ve integraldeki n kuvveti

yerine @ € RT alimirsa, Riemann-Liouville kesirli integralini elde edilir.

Tamm 2.8[41].(Riemann-Liouville Operatorii). f, « € R* olmak iizere siirekli bir fonksiyon

ve ve x € R olsun. @ mertebeli kesirli mertebeden integral

D (x) = —— f (x — O F(D)de @1

()
seklinde tanimlidir.
Riemann-Liouville Kesirli mertebeden Integrasyonunun Ornekleri

Burada kuvvet fonksiyonu, sabit fonksiyon ve iistel fonksiyonu gibi fonksiyonlarin Riemann-

Liouville kesirli mertebeden Integralarini hesap edelim.

Ornek 2.1 [39].m € N olmak iizere f(x) = x™ kuvvet fonksiyon icin kesirli mertebeden

integrali hesap edelim.

Coziim: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore

-0, m _ 1 ¥ _ a—1m
D™ %™ = 0 (x —t)* 1t™dt
0
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seklinde yazililabilir. Bu integralde 0 < u < 1 i¢in t = xu degisken degistirme yapilirsa,

dt = xdu olmak uzere

D™ %x™ = %j:(x — ux)* T (ux)mxdu

1 1
— a+m _ oa—1,,m
—F(a)f X (1 -w)*u™du

I‘(oc) f (1 —w)* u™du
B xa+m
= T Bla,m+ 1)

x4 T(a)T(m+ 1)
- I'(a) . lNa+m+1)
'(m+1)
FNa+m+1)

D™%x™ = x&tm (2.2)

elde edilir.

Ornek 2.2 [39]. Omek 3.1 de @ =1 olmak iizere f(x) = x? fonksiyonunun kesirli

mertebeden integralini bulalim.

Coziim: (2.2) formiilii kullanarak

r2+1
ra+z+D"
F(3)

T@”

ra) ,
~3r(3)”"

1

— _,3
3%

1+2

D—le —

elde edilir.

Ornek 2.3 [39]. Herhangi bir k sabit fonksiyonu icin kesirli mertebeden integrali bulalim.



Coziim: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore

_ £Aa-1
I‘()f(x )* tkdt

F( )f (x—t)*tdt
k

I'(a)
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dir. Buintegralde t = xu (0 < u < 1) degisken degismisi yapilirsa, dt = xdu olmak iizere

F( )j (x —xu)* 1x

F( )f (1—-w)*du
kx®
T
_kx® T(D)IN(@)

[0 T+ 1D
k
“Tla+D

a

olur. Buna gore herhangi bir sabit fonksiyon i¢in Riemann-Liouville kesirli mertebeden

integrali

seklinde verilir.

Ornek 2.4 [39]. (2.3) den @ = 1 i¢in

x k
-1 = = 41 =
D k—Lkdt F(1_|_1)x kx

(2.3)
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bulunur.

Ornek 2.5 [39]. e®* iistel fonksiyonu i¢in kesirli mertebeden integrali bulalim.

Coziim: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore

D~ %eax = —F(la) fx(x —t)* tedt
0

dir. Burada 0 < u < 1i¢int = x(1 — u) degisken degistirme yapilirsa dt = —xdu olmak

luzere

0
D~ %edx = %L (x —x(1- u))a_leax(l‘”) (—x)du

1 1

— fxaua—leaxe—axudu
['(a) Jo
aax 1

x-e

— u®—le—axugqy,
() Jo

ve burada r = axu ve dr = axdu degisken degisimi uygulanirsa

xaeax ax( r )a—]_ . 1 d
— e  — u
M) J, ‘ax ax

xaeax ax
— a—-1 -rd
r<a)(ax>afo e

D—aeax —

olur. (1.9) dan
D% = x%e™™y x (a, ax)
ve (1,17) den
D™%e* = E,(a,a) (2.4)

sekilde elde ederiz.
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Ornek 2.6 [39].(2.4)’te @ = 2 i¢in

1 X
D 2% = _F(Z)J (x —t)? le®dt
0

ax

e x 1

a2 a a?
elde edilir.

Ornek 2.7 [39]. In(x) Fonksiyonunun Kesirli mertebeden Integralini bulalim.

Coziim: Kesirli mertebeden integral tanimini kullanarak

1 X
D %nx = —f (x — )* Lintdt
() Jg

yazilabilir. Bu integralda t = xu (0 < u < 1) degisken degistirmesi yapilirsa, dt = xdu

olmak tizere

D %nx = M )j (x — xu)* 1 In(xu) xdu

F( )f (1 —w)* tIn(xu) xdu

T

o

" T()

[f s(1 —w)* In(x) xdu + fl(l —w)* 1In(u) xdu
0

o )f (1 —-w)*1In(w) xdu

bulunur. Logaritmanin 6zelligi (2.5) ve (1.11) denklemlerden yararlanarak

“ Tr 0‘
A L OO 14 CO M.

T T+ T

B « l x* T'(D)I'(a) 1
Tt D™ @ Tl ¥~ Y+l

BLa)[¥(1) —P(a +1)]
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(04 (04

- I t——
e+ D ' Tar D

o

[-y —¥(a + 1]

X

=m[lnx—y—lp(a+1)]

elde edilir.

Ornek 2.8 [39]. g(x) = xf(x) bigimindeki fonksiyonlarin kesirli mertebeden integrallerini
bulalim.

Ispat: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore

1 X
D %g(x) = @j (x — )% ttg(t)dt

r( i ), (=9 — = g (ot

f (x — )% xg(t)dt — f (x — t)%g(t)dt

T I'(e)
=xD"%g(x) — oI (a )f (x —t)*g(t)dt

D™%xg(x) = xD™*g(x) — aD~“*Vf(x)
seklinde elde edilir.
Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden integralin Ozellikleri:

Lemma 2.1 [41](Lineerlik o6zelligi). o > 0 olmak iizere C,K € R, ve f ve g iki kesirli

mertebeden integrallenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

Cf(x) + Kg(x)] = CD™4f(x) + KD™*g(x) (2.5)
dir.

Ispat: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore
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D-4[CF(x) + Kg(x)] = % [ = 0eer@ + kg@ae

olmak tzere

1 X X
~2[Cf(x) + Kg(0)] = @ f e = O CF O + s f (x — O [Kg(0)]dt
~ i | G0 @+ s [ - o<t

=CD “f(x) + KD %g(x)
yazilabilir.
Lemma 2.2 [40]( Kesirli Mertebeden Integrallerde Ustel ifadesi). f siirekli ve kesirli

mertebeden integrallenebilir bir fonksiyon ve a, p > 0 sabitler olmak {izere

“H[DTUf ()] = DI f(x) = DU [DHf (x)] (2.6)

dir. Ispat1 vermeden &nce ispatta kullanacagimiz Dirichlet formiiliinii ifade edelim.
Dirichlet formiilii [40] h fonksiyonu Oklid diizleminde siirekli bir fonksiyon ve p, o pozitif

sayilar olmak {izere

f f (£ = 01 (x — ) h(x, y)dxdy
0 Y0

- f f (¢ — 0*(x — ) h(x, y)dxdy @7)
0 Yy

dir. h(x,y) = f(y) oldugunda (2.7) denklemi

j j (£ — )51 (x — )@ f(y)dxdy = B(u, @) J t—y)Herif(y)dy  (2.8)
0 Y0 0

seklinde de ifade edilebilir.

Ispat: Riemann-Liouville kesirli mertebeden integralinin tanimina gore
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“H[Df ()] = ﬁ [ -0 -eronar

olmak lizere

1 X
“H[DTf ()] :Tu)f (x — )"t o )f -y 1f(y)l de

1 x ot » w1
:m f f (x — )P L(t — )L f (y)dydt

- e P [ = oy

= mfo (x —y)** =1 f(y)dy

= DU Df ()
elde edilir.

Kesirli Integralin Tiirevleri ve Tiirevlerin Kesirli Integrali
Burada o inci mertebeden kesirli mertebeden integralin tiirevini alma islemi ile birinci tiirev
tizerinde o + 1 inci kesirli mertebeden integralin uygulanmasi durumlari incelenecektir. Bu

durumlarla ilgili agagidaki teoremi verelim.

Teorem 2.2 [27]. « > 0 ve f, [0,00) araliginda siirekli bir fonksiyon olmak tizere Df,

[0, o) araligindaki herhangi bir alt aralik izerinde integrallenebilir ise,

D= 1[Df(x)] = D~ (x) — L2 xe (2.9)

F(a+1)

dir. Df, [0, o) araliginda siirekli olmak tizere x > 0 igin

DID=f ()] = D~*[Df ()] +f Zx (2.10)
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dir.
Ispat: Kesirli mertebeden integral tanima gore

1 X
D= [Df(x)] = mfo (x —)*Df(t)dt

dir. Kismi integral metoduna gore

u=x-—-1t)* ’ dv = Df(t)dt
du = —a(x — t)* 1t , v = f(t)

olmak lizere

DD W] = s 16— 0O + [ ax— 07 f@de)
0
R CEnIEIORT NEEROrY
_ p-a O .
AT,

elde edilir.

Ispat: Kesirli mertebeden integral tanima gore
1 X
D™*f(x =—f x —t)* L (t)dt
FO) =5 ) -0 ®

bu integralde A =% icin t=x—ut (0 <u<x% donisimi uygulanirsa

dt = —Aur1du olmak iizere



30

“f(x)———f—jj‘(yl)a ! fx — uh)(—wr 1) du
= %J; yAla=1) 42— 1f(x _ u/l)du

) f(x — ut)du

" al(a) 0

1 x4

bulunur. Bu ifadenin her iki tarafina D operatorii uygulanirsa,

DID™*f(x)] =

dx I'a + l)f f(x B u’l)dul

dir. Burada

d b(x) / b(x) 0
EUO f(x, t)dtl = f(x,b(x)b'(x) +fo &f(x’ t)dt (2.11)

seklindeki Leibnitz Integral Kurali kullanilirsa,

a

0
DID~f ()] = 6= GDaxe + [ f(x - ut)du]
0

T(a+ 1)

“TarD +1) lf(O)ax“ 1+f f(x—u’l)dul

elde edilir. Burada x — u? = t degisken degisimi yapilirsa

—a af (0 o
DD/ ()] = s 55 + T T +1)f 2@ (~utt)at



P AC) oy 0
T T@+rbl, -0 ax/ (Dt
f(O) a 1 _ a—1
“ T ) +F( )J (x—1t) f(t)dt
_f a1
= f DI (0]

DID=£ (0] = D[] + S 2t

(3.10) ifadesi elde edilir. Buradan sonug olarak

DID™*f(x)] # D™*[Df (x)]

oldugu goriiliir.

Ornek: f(x) =k vea = %igin

D [D—%(k)] = D-*[D ()]

D2(k) =0
1 1 t 1
D2(k) @ . (t—u) 2kdu
2
kt™z (t Uz kt_% 1 1
2
= ——) du =—— 1—r) 2rdu
\/T[ J() ( t) \/T[ 0 ( )

1 1
2 INANG 1
=kt B(l 2) _ \/(_) (Sz)kt‘f
4

1
=—Fkt 2
Vn

31

(2.12)
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Kesirli mertebeden tiirevler

Kesim 2.1 de bir f(x) fonksiyonunun kesirli mertebeden integrali tanimlandi. Kesirli
mertebeden tiirevlerin tanimi, kesirli mertebeden integralin tanimina bagli oldugundugu i¢in
kesirli mertebeden tiirevlerden once kesirli integrali tanimi ele alinmistir. Bu kesimde,
Riemann-Liouville, Caputo ve Grunwald-Letnikov Kesirli mertebeden tiirevlerin tanimi,
baz1 6zellikleri ve 6rnekleri verilecektir. Daha fazla bilgi icin [[42], [43], [33]] kaynaklarina
bakilabilir.

2.3 Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Tiirevi
Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi, Riemann-Liouville kesirli mertebeden
integralinin tanimina bagl olarak ifade edilebilir. Bu tiirev, kesirli mertebeden integralin

klasik tiirevini almak suretiyle tanimlanir[39]. Buna gore

D[D~O~®f(x)| = D[D~1D~ =4V f (x)]
=D[D™*D*f (x)]
ve

D[D-0-®f(x)] = D*f (x)

bulunur. Simdi kesirli mertebeden integralin tanimini kullanarak

df 1 [
D f(x)=a[m fo -1 f(t)dt]

1 d (* a
=—F(1_a)-afo(x—t) f(t)dt

eger n kez fraktal integral alinirsa,

D“f(x) — iii i D‘(”‘“)f(x)
dx dxdx "~ dx

n
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bulunur. Boylece
Def(x) =DMD"™¥f(x)], n-1<a<n (2.13)

elde edilir.

Simdi Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevinin tanimini verelim.

Tanim 2.9 [33]. f: R — R stirekli bir f fonksiyonunun a inci mertebeden Riemann-Liouville

kesirli tiirevi

( 1 d" * f
F(n—a).dx”f (x—t)“‘”“dt , n—-1<a<l1
DY (x) = ! 0 (2.14)
pre f(x) , a=neN
seklinde tanimlidir, burada I'(a) Gamma fonksiyonudur.
Riemann-Liouville Kesirli mertebeden tiirev Ornekleri
Ornek 2.9[39]. f(x) = k sabit bir fonksiyon olmak iizere D%f(x) = l"(lK—a) x~% dir.

Ispat: Riemann-Liouville Kesirli mertebeden Tiirevinin tanimina gore

D®K = ! d” Jx K dt
T T(n—a) dx™ ), (x —t)*n+l

yazilabilir. Bu integralde ¢t = xu (0 < u < 1) degisken degisimi yapilirsa ,dt = xdu
olmak tizere
dn

DK = .
(n—a) dx™

X
f (x — xu)™ % 1xdu
0
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= K . dn xn—a .l-x(l _ u)n—a—ldu
n—a) dx™ 0
K d" n—a
=F(n—a).dx”x pn—a)

_ K ar ., Tm—a)l@)
_F(n—a).dx”x 'I‘(n—a+1)

_ K . dm e
I[(m—a+1) dx™

B K .F(n—a+1) nall
I[m—a+1) TI(1l-a)

— K n-«a

“Td-a)”

ve sonug olarak
D%f(x) = Lx‘“ (2.15)

rl1—-a)

elde edilir.
Bu ornekten, k sabit fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevinin Riemann-Liouville tanimina

gore sifir olmadig1 sdylenebilir.

Ornek 2.10 [39]. m > 0 olmak iizere f(x) = x™ kuvvet fonksiyonunun kesirli mertebeden

tiirevini hesap edelim.

Coziim: Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevi tanimina gore

D%x™

1 dn X tm
- 'n—a) ' dxnfO (x —t)e—n+1 dt

dir. Bu integralde 0 < u < 1i¢in t = xu  degisken degisimi yapilirsa dt = xdu olmak

uzere



1 dn

n—a-1

X
D%x™ = T —a) . dxnfo (xu)™ (x(l — u)) xdu
— 1 dn m+n—a ¥ m n—-a—1
_F(n—a).dxnx .l;u 1-uw) du
— 1 dn min—a
_I‘(n—a).dx”x pm+1,n—a)
B 1 ar .., Tm+1I(n-a)
“Th-a) dxn Tm+n—a+1)
B I'(m+ 1) ar
Im+n—a+1)dx®
r '(m+1) [m+n—-a+1)
I(m+n—a+1) TI'(m—a+1)
'(m+1) y
D“xm=mxm“, m =0
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(2.16)

elde edilir. Bu formiil ile herhangi bir polinomun kesirli mertebeden tiirevi, her bir terimin

ayr1 ayr1 kesirli mertebeden tiirevi alinarak bulanabilir.

Ornek 2.11[39]. (2.16) ifadesinde a = 2 olmak iizere f(x) = x? fonksiyonun kesirli

mertebeden tiirevini bulalim.
Coziim: (2.16) formiilii kullanarak

2— _ T3
r(”

r+1)
DZ 2:
Y Tre-2+1n"

=T(3)=2I=2

elde edilir. Asagida a nin farkli degerleri i¢in kesirli tiirevler;

1
3

1. . ra) 2
a =73 icin D3x? =843

= X
ré



1 3

a=1 igin  Dwx?=-2x2
2 re;)

3 5

a = Z icin Dix? = Lz)xz
r(z)

seklindedir. Bu degerler i¢in fonksiyonun grafig1 asagidaki sekilde gosterilebilir.

Kesirli Turevlerin Grafigi (D"~ a x?)

20.0
17.5
15.0
125
*
= 10.0
¢
1.5
2.0

25

0.0

Sekil 6. Kesirli iistel fonksiyonu

Ornek 2.12[39]. e®* iistel fonksiyon icin kesirli tiirevi elde edelim.
Coziim: e** fonksiyon i¢in (3.13) denklemi kullailarak
D%edx — pn [D—(n—(x)eax]

1 x eat

rn—a)l), (x—t)entt

= D" dt |

— Dn[#fxeat(x _ t)n—a—ldt]
rn—a)l,

36

elde edilir. Bu integralde 0 < u < 1igin t = x(1 — u), degisken degisimi yapilirsa dt =

—xdu olmak lizere
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1 1 n—-a—1
D%eadx — pn _ _ ax(1-u)
e™ =D [F(n — “)fo (x —x(1—uw)) e du |

1 1
— Dn n—-a,n-a-1,—axu axd
[—F(n — a)J; x"%u e edu |

ax.n—a 1

e x
— Dn un—a—le—axudu
n-a)l,

bulunur. Burada r = axu ve dr = axdu degisken degisimi uygulanirsa

e yn—a rl .. n-g-1

rn—-a)l, (E)

DXedX — pn

e Taxdu l

olur. (1,19) dan
D%e®™ = D"[e™x" %y * (n — a,ax)]
ve (1,17) den
D%e™ = D"[E,(n— a,a)]
sekilde elde edilir. Teorem 2.2 den

0
D= [Df ()] = D () — s x®

ve

) 4

D[D™*f(x)] = D™¥[Df (x)] + mx

oldugunu biliyoruz. Boylece

fG0)

D—a—l Deax — D—a—l aeax :D—aeax _
[De®] [ae®] e+ D"
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ve
0
D[D—aeax] — D—a[ae ] {:Ea§ a—1
yazilabilir. Burada
at,(a+1,a) = E,(a, )+j;§ ;
D[E,(a,a)] = aE,(a, a)+];g ;

iistel fonksiyonun kesirli integrali kullanilir. Eger yukaridaki denklemlerin birincisinde «

yerine a — 1 yazilirsa

[Ex(a,a)] = aE,(1 —a,a) + M@

elde ederiz. Bu aE, (@, a) ifadesi yukaridaki ikinci denklemde yerine yazilirsa

FO aer  FO) oy

DIEx(a,@)] = aB(1~a,a) + s [(a)

bulunur. Buradan
D[Ex(a,a)] = Ex(a —1,a)
elde edilir. Benzer sekilde
D' E,(n—a,a)]=E,(n—a—n,a) = E,(—a,a)

yazilabilir.
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Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Tiirevinin Baz1 Temel Ozellikleri

Bu kesimde, Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevinin tanim ve 6rneklerinden sonra,
bazi temel 6zellikleri ve bunlarin ispati incelenecektir.
n—1<a<n, n€N ve D*f(x) tirev f(x) fonksiyonun kesirli mertebeden tiirevi

olmak iizere
D%f(x) = D*[D~ =D f (x)] (2.17)

dir. Bu esitlik, f(x) fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli tlirevinin, (n — «a) kesirli

mertebeden integralinden sonra n inci tlirevinin alinmasi anlamina gelir.

Lemma 2.3 [33]( Lineerlik Ozelligi). n—-1<a<n n€Zt, a, A €C ve
D*f(x),D%g(x), f(x) ve g(x) fonksiyonlarin kesirli tiirevleri mevcut olsun. Bu durumda

Riemann-Liouville kesirli tiirevi
D¥[Af (x) + ag(x)] = AD*f(x) + aD%g(x) (2.18)
seklinde lineer bir operatordiir.

Ispat: Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev tanim1 kullanilarak

D[Af (x) + ag(x)]
B 1 d™ (*Af(t) + ag(t)
" T(n—a) dx™ o (x—t)entt

B 1 d™ (*  Af(t) 1 d* (*  ag(t)
" T(n—a) ' dx"J0 (x — t)a—n+l L+ 'n—a) Cdxn jo (x — t)a—nt1 dt
A dan * f(®) a dar * g

dt + dt

- Fn—a)dx™ ), (x —t)en+1 'n—a) “dxn o (x —t)en+l

= AD%f(x) + aD%g(x)
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seklinde yazilabilir.

Lemma 2.4 [42]( Enterpolasyon ozelligi). n—1<a<n, n€N ve D*f(x), f(x)

fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli tiirevi olmak tlizere

lim D (x) = f(x) (219)
lim D) = FOD () (2:20)

dir.

Ispat: Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirev tanimimdan

1 o f(®)

D% = .
f&) In—a) dx"J, (x —t)*-n+l g
yazilabilir. Burada kismi integral metodu kullanilirsa
u = f(t) ) dv = (x —t)" % 1dt
—(x—-t)" ¢
du = f'(t)dt , v=— 7
n—a
olmak tizere
dar [ —f(@®) o f'(®
D« — . — )«
f&) 'n—a) dx® [<(n —a) (x=1) )0 + o M—a)(x—t)n@

L A ey [0
" T(n—a+1) “dxm lf(O)x +L (x —t)n-«a dtl

bulunur. Burada @ = n ve @ = n — 1 durumlar1 igin
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n

lim DYF(x) = [(0) + FON;

= ")
A%~
dn X
Jim D) = [FOx + FO G- 0T + | Fae
dn X
= g ), 0
0
= D)
elde edilir.

Lemma 2.5 [42](Degisme Ozeligi). Kabul edelim ki n—1<a<n, n€N ve f(x)

fonksiyonunun D¢ f(x) kesirli tiirevi mevcut olsun. Bu durumda
D™D%f(x) = D™ *f(x) # D*D™f (x) (2.21)

seklindedir.
Ispat: (2.13) ifadesinden

D™DYf(x) = D™D D~ O f(x)]
dir. Buradan

D™D%f(x) = D"D™[D~" D f(x)]

= pnpmp-m [D—(n—a—m)f(x)]

— Da’+mf(x)

elde edilir.
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Ornek 2.13 (2.21) ifadesinde m = 2 ve a = % olmak tizere f(x) = x fonksiyonun kesirli

tirevi

1 1
D2D?f(x) = D2D?(x) = 0
seklindedir. Ayrica

1 rci1+1 1 1
proiy=—2FD a1,

r(1—%+1) 3r(§)

oldugundan Riemann-Liouville tiirevi degisme 6zelligine sahip degildir.
Lemma 2.6 [43]( Tiirev ile integarlin arasindaki iliski). n—1<a<n m—-1<f<
m, n,m € N ve D*f(x), f(x) fonksiyonun kesirli tiirevi olmak iizere

f = a=0igin

D*[D~Pf(x)] = D*[D~*D~ =D f (x)]

=D Ff(x)
dir.
a >f = 0igin
dTl
D[DFf ()] = — [P~ (DFf ()]
= D ()]
= D*Pf(x)

dir. Her iki durumda ayn1 oldugu i¢in

DD Pf(x)] =D*Pf(x), a B >0 (2.22)



43

yazilabilir.

Lemma 2.7(Ayn1 mertebeden Kesirli integralin kesirli tiirevi). n—1<a <n, n€N,

f (x) fonksiyonun Df (x) kesirli tiirevi mevcut olsun. Bu durumda

DUD™*f ()] = f(x) (2.23)
dir.
Ispat:
DU[D=“f(x)] = D"[D~ "D (D~*f (x)]
= D"[D"f ()]
= f(x)
bulunur.

Lemma 2.8 [43]( Kesirli tiirevin Kesirli integrali). n—1<a<n, m—1<f<m,
n€N veD*f(x), f(x) fonksiyonun kesirli tiirevi mevcut olmak iizere § > a > 0vea >

B = 0ig¢in

a—k

(2.24)

D-[DPF()] = D=F(x) = Y DFEF(0) ey
k=1

dir.

Ispat:
D™4[DPf(x)] = D@ A D F[DPf(x)]
= pla=p) [D_ﬁDﬁf(x)]

1 X
—npla-p) | —_ —_ \B-1pp
Dt s fo (x — )F-1D f(t)dtl

=D(a—ﬁ)l

n

1 d fx(x — p)B-1 ,d_D—(n_ﬁ)f(t)dt
0

rB+1) dx dx™



bulunur. Kismi integral metoduna gore

ar
u=(x—1t)f , dv=ﬁD =B £ (1)
dn—l
du = —f(x — t)f~1dt , V= DB f(¢t)

seklinde olmak iizere bu metod n kez uygulanirsa

d i a—k
D-[DAf(x)] = aD—(ﬁ+1—n) [D-C=A fF(x)] - z DBk £(0) - :
k=1

xa—k

=@ =),

elde edilir. Buradan

a—-k

De[DAF()] = DF*|FG) = ) DFEF(O0) ey
k=1

a—k

= DP=ef(x) - ; DETF(O) PP e

dir. Kuvvet fonksiyonu kurali kullanilarak

Ma—k+1) x@k
Nla—k+1) T(la—k+1)

D=e[DAf()] = DFef(0) = ) DFEF(0)
k=1

a—k

=DF~*f(x) - Z DF=K£(0) - K+ D
=1

elde edilir.

(a—k+1)

44
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Lemma 2.9 [43]( Ayn1 mertebedeki kesirli tiirevin kesirli integrali).n —1 < a <n,n €

N ve f(x) fonksiyonun D“f(x) kesirli tiirevi mevcut olsun. Bu takdirde

n

DDYf(x) = f(x) = ) DKF(0)

k=1

a—k

Fa—k+1) (2.25)

dir.

Lemma 2.10 [43]( Kesirli tiirevin kesirli tiirevi). n—1 <a<n, n—-1<f<n,nme

N ve f(x) fonksiyonun D%f(x) kesirli tiirevi olmak {izere

—a—k
DY[DPf ()] = D+ (x) - Z D (O) i == (2.26)
dir.
Ispat:
DU[DFf(x)] = DD~ (DFf(x)]

olmak tizere denklem (3,12) uygulanilrsa,

m n—a—k

D[DPf()] = DD S () = ) DI e
k=1
Tm—a—k+1) x~ok

= DT (x) +ZDﬁ'kf(°) Mh-—a-k+1) T(—a—k+1)

-a—k

( a—k+1)

= DU f() + z DFKF(0) -7

bulunur.

2.4 Caputo Kesirli Mertebeden Tiirev
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Bu kesimde, Caputo kesirli mertebeden tiirevin tanimi, ornekleri ve bazi oOzellikleri
incelenecektir. Daha fazla bilgi [[42], [33]] ¢alismalarinda bulunabilir.
Caputo Kesirli Mertebeden Tiirevin Tanim
Caputo kesirli mertebeden tiirevi, Riemann-Liouville kesirli mertebeden integraliyle

tanimlanir. Buradaki temel fikir, bir fonksiyonun kendisini degil tiirevini kesirli olarak

integre etmektir. Yani

1 x d
DUOIDF ) = s f (== f(D)de

dir. Ayn1 zamanda

1 x d?
D OIDFCO] = g | =0 g O

seklindedir. Bu islem n kez uygulanirsa,

D¢f(x) = p-(n-a) iii i
* dxdxdx " dx

n

f(x)

olur. Boylece

DYf (x) = D=9 [D™f (x)] (2.27)

seklinde yazilabilir.

Tanmm 2.10 [33]. f: R = R siirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonun a inc1 mertebeden

Caputo kesirli tiirevi
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! PAO) dt 1<a<
— — f)a—n+1 ’ n—lsa n
Def(x) =T df) 0o =8 (2.28)
T fx) , a=neN
seklinde tanimlidir.
Caputo Kesirli Mertebeden Tiirevin Ornekleri
Ornek 2.14. f(x) = K sabit bir fonksiyonu i¢in Caputo kesirli tiirevini bulunuz.
Coziim: Caputo kesirli tiirev tanimi kullailarak
1 * K™
DK = dt =0
fnm—a)l), (x—t)entt
DK =0 (2.29)

elde edilir.

Caputo kesirli tiirev tanimina gore herhangi bir sabit fonksiyonun kesirli tiirevini sifira esittir.

Ornek 2.15. m > 0olmak iizere f(x) = x™ fonksiyonun Caputo kesirli mertebeden

tiirevini bulunuz.
Coziim: Caputo kesirli tiirevi tanimina gore

pagm = L[,
X T Tm—a) ), G- pant




yazilabilir. Fakat biliyoruz ki

" T(n+1)

dxnx =F(m—n+1)x

m-—-n

seklindedir. Boylece Caputo kesirli mertebeden tlirevi

D& x™ = ;fx(x — t)n—a—l . th_ndt
. rn—a)l, I'm—n+1)
F(m + 1) p n—a—-1l1gm-n
“Tm-n+D f Yy A &

olur. Burada t = xu ,0 < u < 1 degisken degisimi yapilirsa dt = xdu olmak {izere

- F(m i 1) ' n-a—1 m-n
DEx™ = T(n—o)l(m—n+1) (x — xt) (Ge) ™" xdu
0
) (n £§;n(:1 1)1’1 +1) 1xn_a_1(1 — ) lymenym-ntigy
- B 0
'm+1) x N )
" Th—olf(m—-n+1) XM (1 — @) e L ymongy
0
[(m+1) o -
= ]"(n—()()r(m_n_l_ 1)xm nf (1_u)n a-1,m-n gy,
0
_ [(m+ 1) . Tm—n+Dr(h-a)
T -Mm-—n+D)" 'm—a+1)
__Mm+D .,
F(m—oa+1)
buradan
F(m+1)

DEx™ = m-n
Y T Tm—a+ D"

48

(2.30)
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bulunur. Bu denklemi kullanarak herhangi bir polinomun Caputo kesirli tiirevini bulabiliriz.
Ornek. a = 2 olmak iizere f(x) = x3 fonksiyonunun Caputo kesirli tiirevini bulunuz.
Coziim: (2.30) formiilii kullanarak

, s TGB+1)

— 3-2
XTI —2+ D"

olur. Gamma fonksiyonun 6zelliklerine gore

r'4) A 3!
= —Xx = X
r'(2) 1

= 6x

elde edilir.

Ornek 2.16. e®* iistel fonksiyon icin Caputo tiirevini bulunuz.

Coziim: Caputo kesirli tlirevin tanimina gore

D%eax — 1 fx (eat)(n) dt
ce T rn—a)l, (x—t)yen+
an x eat

- m—a) ), (x—t)entt dt

olur. Burada Mittag-Lefler fonksiyonu kullanilarak
D%e™ = aq"E,(n — a,a)

seklinde yazilabilir.
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Caputo Kesirli Mertebeden Tiirevinin Ozellikleri
Bu kesimde Caputo kesirli tiirevinin tanim ve orneklerinden sonra, bazi temel 6zellikleri ve

bunlarin ispati incelenecektir.

Lemma 2.11 [33].n—1<a<n, n€N ve DIf(x), f(x) fonksiyonun kesirli Caputo

tirevi olmak tlizere
DEf(x) = D; "D f (x)] (2.31)
dir.

Lemma 2.12 [33] (Lineerlik (")zelligi). n—1<a<n neZ'a,l€C ve D¥f(x) ,

D¥g(x) sirasiyla f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin kesirli Caputo tiirevi mevcut olsun. Bu

durumda kesirli Caputo tlirevi
DIAf (x) + ag(x)] = ADIf (x) + aDig(x) (2.32)
seklinde lineer bir operatordiir.

Ispat: Caputo kesirli tiirev tanimina gore

(m)
1 x(A
DI () +ag (] = s J ( f((;)_ -l-t)ag(t)l) .
0
dir. Buradan
P __ 1 * (Af(t))(n) d 1 x (ag(t))(n) 4
DE[Af(X) + ag(x)] = fn—a) ), G—ped t+ o Mo = .
x ™ t (m)

A (f(t)) dt + a (g(t)) "

“T—a))y G- =) )y c—penT
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= ADIf(x) + aDZg(x)

seklinde elde edilir.

Lemma 2.13 [33]( Enterpolasyon Ozelligi). n— 1< a <n, n€N ve D¥f(x) , f(x)

fonksiyonun Caputo kesirli tiirevi olmak iizere

lim Df (x) = f™(x) (2.33)
Aim DEf(x) = f =D (x) — f=D(0) (2.34)

seklindedir.

Ispat: Caputo kesirli tiirev tanimindan

a _ 1 * M
DIf(x) = F(n—a)l), (x—t)en1 dt

dir. Burada kismi integral metodu kullanilirsa

u=f™() , dv = (x —t)n-o-1

_ _ t n—-o

du = f@+D(pdt , go x0T
(n—a)

olmak tlzere

FOQ F® @)
a0k J(n el

(n+1)
R dtl

DIf(x) = [(= dt]

'n—a)

= D O

( t)a n
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bulunur. Burada @ - n ve @ —» n — 1 durumlar igin

lim DEF(x) = (F™(0) + F™ () I = F™ ()

ve
lim, DEFG) = (FP O + FOO 0= 0) I + | e
a-n-1 0
= (r"v®) 1
= fV(x) - F=1(0)
elde edilir.

2.5 Riemann-Liouville ve Caputo Kesirli Tiirevleri Arasindaki iliski

Teorem 2.2 [42].x >0, a ER ve n—1 < a <n € N olmak lizere Riemann-Liouville ve

Caputo tiirevleri arasinda

n—1 k—a
DEFG) = Df () = ). m;ﬂﬂ(m (2.35)
k=0

seklinde bir bagint1 vardir.
Ispat: Riemann-Liouville tiirev taniminda

1 dar ~* f(®)

D% = . dt
&) In—a) dx"J, (x —t)*-n+l
kismi integral metodu kullanilirsa
u=f(t) ) dv = (x —t)" % 1dt
(x _ t)n—a

du = f'(t)dt , v=— =
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olmak tlizere

af(x) = d* [( x=0"F@®\ | [*-" “f ®
_ 1 danr xn—af(o) x (x _ t)n—afr(t)
“T-o) dv'| (- o (m—a) dtl

seklinde yazilabilir. Bu metod n — 1 kez uygulanirsa

pefir) = L IR )
fx) _dx"[ o F(n+k—a+1)+r(2" a)

f (x_ t)Zn a-— lf(n)(t)dt

p—k

B k- af(k)(o) 1 x -
C LT(k—a+1) r(n_a)jo(x—t) LM ()dt

n—1

O

xk—a

I — 9 a
fi—av D/ (OISO

&
o

ve buradan

DEf(8) = DY (1) - z F(,{—f“‘) (0)

+1)
elde edilir.
2.6 Grunwald-Letnikov Kesirli Tiirevleri

Teorem 2.4 [44]. f(t) siirekli bir fonksiyon ve a ve t’ler bu fonksiyonun limit degerleri

olmak tlizere
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DYFO) = lim AP (<17 Cpf (e = Th)

nh=t-a r=0
esitliginde p = m ise, m inci mertebeden tlirev ve eger p = —m ise, m katli integral olur.

Ispat: Kesirli mertebeden tiirev ve kesirli mertebeden integral icin bir yaklasim
tanimlanmistir. Bunlar klasik analizden bagimsiz olarak verilmistir. n tam sayili mertebeden
tiirev ve n katli integraller olarak alinmstir.

y = f(¢t) siirekli fonksiyonun birinci tiirevi

d — —h
f() = d—]; = mf(t) i(t ) (2.36)
dir. (2.36) ifadesi f fonksiyonu iki kez uygulanirsa
v A O -f(—h)
IO =Gz =0 A
O e (Gl WY Gl DI (Gt 70N
~ h-oh h h
—2f(t—h) + —2h
_ }li_r%f(t) f(t hz) f(t—2h) 237)
ikinci mertebeden tiirevi elde edilir. (3.36) ve (3.37) kullanilarak
a3 —3f(t—h)+3f(t—2h) — —3h
e = EF oy O3+ =20 =16 =3 238)

bulunur. Bu indiksiyonla genelleme yapilirsa

dn 1 ©
Fo@ =1 = tim ZO(—l)r Cp.PF(t = 2h) (239)
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olur, burada

__ P
Clp.r) = T =1 (2.40)
dir. (2.39) - (2.40) daki ifadelerden kesirlerin genel sekli
n
1
FR(O) = ) (=1 Clp.f (¢ = 2h) (241)
r=0

olarak gdz Oniine alalim, burada p keyfi bir tam say1 ve n de bir tam sayidir. Agikca p < n

i¢in

lim £, (t) = f®(t) = o
hoo 'l dtp
elde edilir. p nin negatif degeri alinirsa
_(p+r+1)!

C(p.7)

r!

ile ifade edilir. Buradan
C(—p.r)=(-1)"C(p.7)

dir. (2.41) deki p , —p ile degistirilirse

R ORT U WACKVA(EED
r=0
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olur, burada p pozitif bir tam sayidir.
Eger n sabit ise, h - 0 iken fh(_p) (t) nin limitinin 0’a gitmesi dogaldir. Sifir olmayan bir
limite ulasmak h — 0 iken n — oo olarak kabul etmeliyiz. a bir reel sabit olmak iizere h =

t— - . .o . ..
Ta alalim ve fh( P) (t) nin sonlu veya sonsuz olan limit degerini

lim £P(6) = oD7Pf ()

nh=t—-a

seklinde gosterelim. Aslinda burada ,D; P f (t) , f(t) fonksiyonu iizerinde bir islem gdsterir
ve a ve t uclari (terminals), bu islemle ilgili limitlerdir.

Simdi birka¢ 6zel durumu inceleyelim.

p = 1i¢in

n
Dy 1
FO@ =2 fE=rhy
r=0
yazilabilir. Burada ve f(t) fonksiyonunun siirekli oldugunu kabul edip t -nh = a alinirsa

lm 0@ =D @ = [ fe-2dz= | rer

olur.p nin p=2, 3, ... gibi degerleri gbz online alinir ve gerekli ara islemler yapilirsa agagidaki

genel durum

n

DITFO) = lim B Cpf(E=Th)

nh=t—a r=0

=G-D: L (t—1)P () dr (2.42)

elde edilir.
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Tiimevarim metoduna gore (2.42) nin (p + 1) i¢inde saglandigin1 géstermeliyiz.
simdi f; (a) = 0 olmak tizere f;(t) = f; f(t)dt fonksiyonunu gbz oniine alalim. (2.42) de

p yerine (p + 1) yazilirsa,

n
DT = Jim A7) Cp o+ LF(E=Th)
r=0

nh=t—-a

n
= lim hvz C(p +1,7)f,(t — Th)
r=0

n

~ Jim P 2(—1)T Co+1,0fit—@T+1Dh) (243

nh=t-a r=0

olur. Burada
p+1,r)=@Enr)+(@E+1,r-—-1) (2.44)

oldugundan C(p + 1,—1) = 0 olmalidur.

(2.43) daki birinci toplamda (2.44) kullanilirsa ve ikinci toplamda r yerine r — 1 yer alinirsa

DT = Jim Y CpAE—TH)

nh=t—-a r=0

n
+ }li_r)l(q) hpZC(p+1,r—1)f1(t—rh)
nh=t—-a r=0

n+1

~ lim Z(—an(p +1,r—1Df(t -+ Dh)

nh=t—a r=0

= DT () = (t—a)P lim C(p + Ln) —F (a—t_a>
allt v p . wp /1 n

olur.f; (t) fonksiyonun tanimindan
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I ( t_a)—o
nl_r){)loﬁ a— n =

dir. (1.2) ifadesinden

) 1 p+DP+2)..(p+tn) 1
Jim C(p+1.n) - 35 = lim, hP ! “Tp+1)

olur. Buradan

DI = WD £1() = f (t — P £, (D)dr

(p— D!

_E=0Ph@,
p!

1 t
b f (t - DPf(D)de

1 t
il _ P
pija(t P f(1)dt

olur. Bu ise, (2.42) ifadesinin timevarim metoduyla dogrulugunu gdosterir.
Simdi (2.42) formiiliiniin bir p-katl integral temsil oldugunu gosterelim.

(2.42) ifadesinden

d t
(D7 F©) = o [ =02 e

1
(- 2)!
= D7

olup a dan t’ ye integre edilirse

ASIOE f (oD F() dt

aDt_p+1f(t) =f (aDt—p+2f(t)) dt

elde edilir ve boylece
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D P f() = f tdt f t((aD{ PY2F(0))dt

a

= fa tdt fa tdt j t(aD; PY2F(D)dt

= ftdtftdt ...ftf(t)dt

p kez

olur. Goriiliir ki n inci mertebeden (2.39) tiirevi ve f(t) siirekli fonksiyonunun p-kath

integrali olan (2.42) ifadesi

n
DEFO = fim AP Y (~D7Cf (= Th) (245)
nh=t—-a r=0
ifadesinin 6zel halleridir, eger p = m ise, m inci mertebeden tiirev ve eger p = —m ise, m

katl integrali temsil eder. Burada p, reel degereler ile sinirlanacaktir.



3. BOLUM

LAPLACE VE SUMUDU DONUSUMLERI

Bu boliimde tezimizde kullanilacak olan Laplace ve Sumudu doniisiimii tanimlar1 ve bunlarin

bazi1 temel 6zellikleri kisaca incelenecektir.
3.1 Laplace doniisiimii

Laplace Doniisiimii, belirli tiirde bir integral doniisimii olup genellikle zamana bagh
(domenindeki) bir fonksiyonun frekansa (domenine) doniistiiriilmesi amaciyla kullanilir.
Zamanin bir fonksiyonu olan f(t) i¢in Laplace Dontistimii L[f(t)] seklinde gosterilir, burada
L ilgili doniisiim operatdriinii ifade etmektedir. Bu doniisiim sonucunda elde edilen fonksiyon
karmasik frekans degiskeni s’e bagli yeni bir fonksiyondur.

Laplace Dontigiimii belirli tiirde bir integral doniisiimii olup diferansiyel ve integral
denklemlerin ¢dziimiinde yaygin olarak kullamlmaktadir. Ozellikle sabit katsayili lineer
diferansiyel denklemleri ¢6zmek icin c¢ok yararli bir aragtir, ¢linkii lineer diferansiyel
denklemleri lineer cebirsel denklemlere doniistiiriir ve bu denklemler kolaylikla ¢oziilebilir.

Burada Laplace doniisiimiiniin tanimi, 6zellikleri ve bazi 6rnekleri ele alinacaktir[45].

Tanim 3.1 [39]. f, t = 0 i¢in taniml1 bir fonksiyon olsun. Bu takdirde



61

00 A
F) = LU @) = | et = lim [ e~f(0de (3D

0

integrali yakinsak ise, (3.1) ifadesine f(t) fonksiyonunun Laplace doniigiimii denir.

Tamm 3.2 [39]. Bir f(t) fonksiyonuna t = M igin |f(t)| < ke® olacak sekilde negatif

olmayan k, a ve M sayilar1i mevcutsa, iistel sinirlidir veya tlistel mertebeden sinirlidir denir.

Tanmm 3.3[39]. Bir f fonksiyonuna sonlu sayida siireksizlik noktasina sahip ve her bir
stireksizlik noktasinda sag ve sol limitler mevcut ise pargali siirekli fonksiyon denir. Eger f
fonksiyonu her sinirli I € [0, 0] alt aralig1 iizerinde pargali siirekli ise, [0, o] araliginda

parcali siireklidir denir.

Teorem 3.1[39]. Kabul edelim ki f, [0, o] araliginda parcali siirekli ve iistel sinirlt olsun. Bu

takdirde her s > a i¢in L{f} = F(s) donilisiimii mevcuttur.
Laplace Déniisiimii Baza Ozellikleri:
Burada Laplace donsiimiin en ¢ok kullanilan baz1 6zelliklerini verelim[29].
Lineerlik Ozelligi:

L{c1 f1(®) + c2fo(t) = a1 L{f1(8) + . L{f>(8).
Frekans Kaydirma Ozelligi:

L{e® f(t)} = F(s — a).



Bir f(t) fonksiyonunun n inci mertebeden tiirevinin Laplace doniisiimii
L{F™ ()} = s"F(s) = s f(0) = s"2f'(0) — - — sf 72 (0) — F*1(0)
seklindedir.
Integralin Laplace doniisiimii:

t 1
L{ fo F@ dr} = L O),

Ozel bir carpim fonksiyonunun Laplace doniisiimii:

dn
Lig"f(©} = (D" o L (O3

Ozel bir bélme fonksiyonunun Laplace déniisiimii:

t

L {@} = fooF(u)du.

Konvoliisyon ozelligi:

L{f(© xg(®)} = L{f (O} - L{g(O)}.
Laplace doniisiimiin baz 6rnekleri:
Ornek 3.1 [46]. f(x) = 1 fonksiyonun Laplace doniisiimiinii hesap edelelim.

Coziim: Laplace dontisiimii tanimi kullanilarak

co

L{1}=f e Stdt
0

62
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T
= lim | e Stdt
T—o0
0
—st1T 1 — et
= lim I l = lim
T—oo —S 0 T—oo S
1
S

elde edilir.
Ornek 3.2 [46]. f(x) = e** fonksiyonun Laplace déniisiimiinii bulalim.

Coziim: Laplace doniisiimii tanimina gore

o] (09)

e Stedt =f e~G-atgy
0

rfey = |

0

yazilabilir. Burada (s — a)t = u degisken degisimi yapilirsa, t = i ve dt = Sd_—ua olmak

uzere

1 °°_u
L{e t}:(s—a)fo e ¥%du

1 01— 1
G-l U=

bulunur.
Ornek 3.3 [46]. f(x) = sin(ax) ve g(x) = coss(ax) fonksiyonlarin Laplace doniisiimiinii

bulalim.
Coziim: Ustel fonksiyonlarin Laplace doniisiimiine gére

1 (s—ia)_s—ia

L{e—mt} - (s+ia) . (s —ia) s2+ a2




s ;@
= i
s?+a? s?4a?

dir. Burada Euler formoli kullanilarak

t) = sinat , Lisinat) = ——
f(t) = sina {sinat} T a2

t) = t , L t=—"
g(t) = cosa {cosat} 712
elde edilir.

Ornek 3.4 [46].f(t) = t™ fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

Coziim: Laplace doniisiimiin tanim1 kullanilarak

L{t"} = J e Stendt
0

dir. Burada st = u degisken degisimi yaphilirsa dt = dTu olmak tizere

ooun

(E) e “du
1

©o
— n+1f u(n+1)—1e—udu
S

0

L{t"} = % j

0

bulunur. Burada gamma fonksiyonun tanimindan

F(n+1) n
Sn+1 = Sn+1

L{t"} =

elde edilir.
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Ornek 3.5 [46]. f(t) = erf (z) fonksiyonun Laplace doniisiimiinii bulalim.

Coziim: Laplace doniisiimii tanim1 ve erf(z) hata fonksiyonun tanimi kullanilarak

(0] [ee]

zZ
e St erf(z) dt=J e St-if e~ dx dt
v Jg

0

Lierf(z)} = f

0

olur. Buradan

2 = o0 2 [oe]
Lferf(2)} = 5= f ot . f =St dt dor — o o-(2s7) gy
0 x

SVt Jg
2 SZ o) B 52
=—eTf e (x+2) dx
0

svm

dir. Eger x +~=u degisken degisimi yaplirsa dx = du omak iizere
g ’ g g y

2 s (* .,
Lierf(z)} = e4JS e % du
s s
2

H

elde edilir. Boylece

L{erf(z)} = %e%erfc (g)

bulunur.

Ters Laplace Doniisiimii:

Toplama, ¢arpma ve tiirev operatorlari gibi Laplace doniigiimiiniinde tersi mevcuttur.
Diferansiyel denklemlerle temsil edilen Fiziksel problemleri ¢dzme siirecinde Laplace
donilisiimiinilin tersine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle ters Laplace doniisiimii kisaca

incelenecektir[46].

Tanim3.4[47]. Kabul edelim ki f(t) fonksiyonun Laplace doniistimii F (s) olsun, yani
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L{f(t)} = F(s) olsun. Bu takdirde f(t) fonksiyonu F(s) fonksiyonun ters Laplace

doniisiimii olarak adlandirilir ve t > 0 i¢in

LTHF ()} = f()
seklinde yazilir. £~ doniisiimii ters Laplace operatdr olarak adlandirilir. Ayrica ters Laplace

dontistimi

1 y—iT n
f(@) = lim —f eStF(s)ds = E Res(zy) (3.2)
T—o0 2771 y—iT ]

seklinde verilir

Asagida Laplace dontisiimii verilen fonksiyonlarin ters Laplace doniislimiinii yazalim. Yani

L{Sinat} — 52+—a2 , L{cosat} = sz-l-—az 7
1 e—sa
ey =—o ,  LhC-a}=——
s !
— ny —
L{coshat} = 2z v L{t"} = o
olmak tizere bunlarin ters Laplace doniistimii
a e—sa
-1 — o -1 _ _
{sz+ 2}—Slnat , L { S }—H(t a)
s s
-1 _ -1 _
{sz n 2} = cosat , L {52 — aZ} = coshat
f 1 t 1 '
- — a - — N
£ {s—a}_e ’ £ {s”“} ‘
sekilde yazilabilir.

Ornek 4.6 [46]. (3.2) ifadesini kullanarak
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_ w w
L 1(—52+w2)= FO) =y, >0

seklinde verilen ters Laplace doniisiimiinii hesap edelim.

Coziim: Burada s = + iw icin F' fonksiyonu iki basit kutup noktasina sahiptir. Ters Laplace
doniisiim formiilii kullanilarak.

W 1
£ {5—} = lim —j
s?+w?)  Tow2mi ), i

y—iT
St
S
(S2 T2 @

) y—ico est
—_— ———ds

2 2
~ 2mi y—ico ST T @

dir. Buradan
e st e iwt

Res(iw) = llm (s —iw)eStF(s) = 11 = —
Stiws +iw 2iw

est e—iwt
Res(—iw) = 11m (s + iw)e’tF(s) = lim = —
soiws —iw  —2iw
L—l{F(s)} B iwt _ —iwt B eiwt _ e—uot — it
T 2iw 2iw 2iw B

elde edilir.

Kesirli Mertebeden Tiirevlerin Laplace Doniisiimii
Simdi tezimizde kullanacagimiz Mittag-Leffler, Riemann-Liouville ve Caputo kesirli tiirevi

gibi kesirli tlirevlerin Laplace doniistimiinii verelim.
Mittag-Leffler Fonksiyonunun Laplace Doniisiimii
Mittag-Leffler fonksiyonu ¢ok 6nemli bir fonksiyondur. Bu fonksiyonla ilgili asagidaki

teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 4.2 [48].

a-p
L‘ll al = tB"lEa_ﬁ(at“), la| < |s¢]
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seklindedir.

Ispat: Laplace doniisiimiin tanimia gore
L{tP7 E, p(atD)} = fo e StP1E, g(at)dt

dir. Burada (2.14) ifadesinden

L{tPFE p(at®)} = f Cemstp y @ dt
28 0 £ T(ak + B)

N a Y staktp—1
— T —S ta +[,— dt
kz_ol“(ak+ﬁ)jo 4

Z a* L{tak+ﬁ—1}
— I'(ak + B)

r'(n+1)

bulunur. Laplace dontistimiiniin L{t"} = T

ozelliginden

- akrp-1) - ak T(ak + )
Z ok S Z Tak +B)  s@*P

1 — k
=5, ()
k=0

yazilabilir. Burada bir geometrik seri elde edilir ve bu seri |S%| < 1 i¢in yakmsaktir. Bu

takdirde geometrik seri 6zelliginden

Z L{tak+ﬁ 1}_ii = 1 :Sa_
I'(« k+B) B s°‘ 1_% s*—aqa
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olur. Boylece

L[5 p-1
L =tP T E, p(at®) (3.3)

elde edilir.

Teorem 4.3 [43].

m! s@F

L{t“m+ﬁ_1EcTtr,LB (at“)} = —(s“ — a)m+1

dir.

Ispat: Laplace doniisiim tanimi kullanilirsa

m)! aktak
I I['(ak + am + )

_ e+
L{t“m+ﬁ 1E(Zlﬁ(ata)} =L{tam+ﬁ 1kz_o p

B (k + m)!a¥
B i k'T(ak + am + )

L{tak+am+[3—1}

o)

z (k + m)! a* I'(ak + am + B)
k!T(ak + am + B) sak+am+p

k=0
k

B = (k + m)! a
- Z k! ) sak+am+p
k=0

olur. Buradan

L{tam+ﬁ—1E;r’lB (at“)} — g—am-B i (k +m)! (i)k

£ k! s«
m!
=57 M1
(1-3)

olur. Dolayistyla
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m' s%-

L{tam+[)’ 1Em (ata)} a)m+1 (3.4)
elde edilir.
Teorem 3.4 [24].
s* B 1
L{tPE, p(—at®)} = e Re(s) > |a|a

seklindedir.

Ispat: Laplace doniisiim tanimi kullanilarak

L{tP71E, p(—at®)} =f0 e SttP1E, p(—at®)dt

o) ® _ 4+ k
:f e‘“tﬁ_l AR,
0

’ I‘(ak +B)
(= a)k ¥ st paksp-
F(ak+[>’) e de
_ (—a)" ak+B-1
" L Tlak+ DR

dir. Burada Laplace doniisiimiin 6zelliginden

. o O (—F T(ak+p)
P Bap(—at )}:zr(aka+ B :akw

— 1 N
e
k=0

yazilabilir. Burada bir geometrik seri elde edilir ve bu seri | — S% | <1 i¢in yakinsaktir. Bu

takdirde geometrik seri 6zelliginden
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1o —ank 1
L ) =50, (52) =5z -
k=0

dir. Buradan

a-p

S
L{tPE, p(—at®)} = pra—

(3.5)
elde edilir.

Simdi Mittag-Leflar fonksiyonu i¢in ters Laplace doniisiim ile ilgili 6zellikleri veren
teoremleri ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.5 [29].

S_(a_ﬁ)
L {Sﬁ — a} y ta_lEa’ﬁ(atﬁ) ’ aB >0, s* > |a|

seklindedir.

Ispat: Laplace doniisiim tanimina gore

L{t"1E, g(at)) = j et ta1E, 5 (ath)dt
0
yazilabilir. Buradan
L{ta_lEaﬁ(atﬁ)} = Z a—kjooe_St tkﬂ+a—1dt
’ - F'(kB + o) J,

o)

— a* kf+a—-1
B Z I'(kf + o) e J

0

8




bulunur. Dolayisiyla

S_(a_ﬁ)
L1 {sﬁ — a} =t E p(atf), a,p>0 ,s*>|al

elde edilir.

Teorem 3.6 [29].

S_(a_l)
LY

s—a
dir.

Ispat: Laplace doniisiim tanimina gore

L{t*E, 4 (at)} = f e St 1E,  (at)dt
0

NS " st pkera1
= e SterraTidt
zo:l“(k+a)f0

v a k+a-1
— +a—
ZO: Frao )
B i a* 'k + )
B e F(k+a) skt

1w ank 57 s—(@D
_s_“z(;) 1.2 s-a
0 S

dir. Boylece

S_(a_l)
L‘l{ - } =t*1E ,(at) = E(t,a — 1,a)

elde edilir.

Teorem 3.7 [29].

}=t*1E 4(at) = E(t,a — 1,0)

72

(3.6)

(3.7)
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-

L1 {(ss——a)z} =tE(t,a,a) —aE(t,a+1,a) (3.8)

seklindedir.

Ispat: Laplace doniisiim tanimina gore

L{tE(t,a,a)} — aL{E(t,a + 1,a)} = —%L[E(t, a,a)] —allE(t,a+1,a)]

dir. Buradan

dj[s“ by 1
=_E[s—a]_als—a l =50‘(s—a)2

bulunur.
Teorem 3.8 [29].

<o)

1 ala+1
=—t?E(t,a,a) — aE(t,a + 1,a)+¥

E 2 .
> S E(t,a +2,0) (3.9)
dir.
Ispat: Laplace doniisiimiiniin tanimi kullanilirsa,
1 a(a+1
c {EtZE(t, a,a) — aE(t,a +1,a) + %E(t, a+2, a)}

1d? /s@ d (s~@D\  gla+1) (s"@D
= ——( ) +a— +
2ds?\s —a ds\ s—a 2 s—a
1

- s%(s —a)3

elde edilir.

Burada Riemann-Liouville kesirli tiirevi ve kesirli integralinin Laplace doniistimiinii verelim.



Riemann-Liouville Kesirli Mertebeden Tiirevlerinin Laplace Doniisiimii:

n-—1

LD f()}(s) = s“LIf ()] - Z sk FU1(0)

k=1

seklinde tanimlidir[49].

Riemann-Liouville kesirli mertebeden tiirevin Laplace doniisiimii alinirsa,

LIDEF(D}(s) = f e~ [Df(0)] dt
0
- @
0

T =) ), (¢ = et 2z

olur. Fobini teoremini kullanilarak integrallerin siras1 degistirilse,

(m)
L{D*f()}(s) = a)f f st T @) ———~ dtdz

(t — Z)a -n+1

74

(3.10)

yazilabilir. Burada t — z = u degisken degisimi yapilirsa, t = u + z, dt = du olmak iizere

L FONs) = j F® () j ~s(u42) yn-a=1y

1 X s r(n 'h—a)
=ty ), @D —dz

— Sa—nJ e—sz]c(n)(z) dz
0

e‘szf(”)(z)J e Sty 1 dudz
0
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bulunur. £ (t)'nin Laplace déniisiimiinden

LDFO}s) = s L{f (D))
= 5% ("L O] = 5" (0) = s"2f1(0) = e = f7D(0))
= s“LIF (O] = s*7f(0) = s72f'(0) = == = ¥ f D (0)

n-1

= SELIF@] - ) 5%k FED ()

k=1
elde edilir.

Simdi Riemann-Liouville kesirli integralinin Laplace doniisiimiinii inceleyelim.

Riemann-Liouville kesirli integral operatdriiniin @ > 0 mertebesindeki Laplace doniisiimii

Lo f ) =

sekilinde tanimlidir. Riemann-Liouville kesirli 1ntegralinin her iki tarafina Laplace

doniigiimii uygulanilirsa

LUEF (D)} = L{=— f (t —w*  f (wdu}

I'(a)

dir. Kesirli integral
t
(h+ @)@ = [ 1t = Dgde
0

seklindeki konvoliisyon taniminda h(t) = T; ve g(t) = f(t) olmak iizere

5 () = (ﬁ(a) “f(0)

seklinde yazilabilir. Buradan
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L{(h * g)}(s) = L{h()}(s) - L{g (D)} (s)

konvoliisyon teoremine gore

a-1

LUEF©)) = z:{t }(s) D))

I'(a)
bulunur. Dolayisiyla

1 T F
LUEF©) = ps e FS) =

elde edilir[29].

Simdi de Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimiinii ele alalim.

Tanim 3.10 [50]. Caputo kesirli tiirevinin « inci mertebeden Laplace doniisiimii

LEDEF (D)) = s“LYFO} = ) 5971 f0(0) (31D
k=1

seklinde tanimlidir.
Caputo kesirli tiirevin Laplace doniistimiinii hesap etmek icin bu tiirevin her iki tarafinin

Laplace doniisiimiinii alinirsa,

1 t
EDFF©) = Lligr—gs | (€= 0" FO @)

= j m[; f t(t — )"t fM(D)dr]e st de
), Tn—a) ),

yazilabilir. Fobini teoremi kullanilarak integrallerin siras1 degistirilirse,

1

L{DEf (D)} = mfo ™ () U (t =) % leStdt| dr



olur. Burada t — t = u degisken degisimi yapilirsa, t = u + 7, dt = du olmak lizere

L{D f(t)} — a)f f(n)(T) If n-a—1 s(u+r)dul dt

= —F(n 2 J; f™(r)esT j; el e"sudul dr

bulunur. Gamma fonksiyonunun tanimindan

fooun—a—l e~ SUdu = F(h—a)
T Sn—a
Oldugu i¢in
. TI'(n—- a)
LODEF(0)} = - o=l ALCTRE =
_STdT

dir. £™(t)' nin Laplace doniisiimiinden yani

L{F™ (O} = s"F(s) = " LF(0) = s"2F1(0) = -+ = s (0) = D (0)

ifadesinden
n—-1
s"F(s)
LDEF(O) = = ) s+ f9(0)
k=1
elde edilir.

Laplace Doniisiimiin Bazi1 Uygulamalari:

Burada Laplace doniisiimiin birka¢ uygulamasini ele alalim.

77



e—t_e—St

Ornek 3.7 [46]. fooo dt integralini hesap edelim.

Coziim: Laplace doniisiim 6. Ozelligi uygulanilirsa

ooe—t_e—3t [ee)
[" = [ rtet - ey
0 t 0

dir. Buradan

f‘”e‘t—e‘“dt_]m[ 1 1 ]d
o t ), lur1 w3l

= [In(u + 1) — In(u + 3)]|3

4 [u+1°°
B nu+30

1l u+1 1<1>
i Pty B

= In(3)
elde edilir.

Ornek 3.8 [46]. [ Ooo %nt dt integralini hesap edelim.

Coziim: Laplace doniisiim 6. Ozelligi uygulanilirsa

@ sint o < 1
j —dt =J L{sinu}du =f > du
o t 0 o u-+1

= [arctan(w)]g =g

sekilde elde edilir.
Ornek 3.9 [46]. [ Ooo e~ 2'tcos(t)dt integralinin ¢dziimiinii bulalim.

Céziim: Laplace doniisiimiiniin 3. Ozelliginden
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d( s st -1
L{tcos(t)} = _d_s{l n 52} HEETDIE

yazilabilir. Buradan

®  s*-1 3
fo e~ 'tcos(t)dt = {—[(1 " 52)]2}s=2 =%

bulunur.
Son olarak bu kesimde, Laplace doniisiimiiniin sabit katsayili lineer adi diferansiyel

denklemlere uygulnamasini bir érnekle inceleyelim.

Ornek 3.10 [46].
y'(®) + k2y(t) =0
y(0)=A4,y'(0)=B

baslangi¢ deger probleminin ¢ézliimiinii bulalim.

Coziim: Diferansiyel denklemi her iki tarafina Laplace dontisiimii uygulanirsa,

Ly"®] +k*Lly(®)] =0
s2Y(s) — sy(0) —y'(0) + k?Y(s) =0
Y(s)(s?+k?)=As+B

s B k

Y(s)=4 52+k2+E$2+k2

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii alinirsa,

B
y(t) = Acoskt + Esinkt

elde edilir.
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3.2 Sumudu Doniisiimii:

Watugala [51], 90'larin basinda yeni bir integral doniistimii olan Sumudu doniistimiinii tanittt
ve bunu kontrol miihendisligi problemlerindeki adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiine
uyguladi. Sumudu doniisiimii, fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanimlanmistir. Daha fazla bilgi
icin [52]-[53]-[54]-[55] ¢aligmalarina bakilabilir.

[51]°de, iistel mertebeden fonksiyonlar i¢in tanimlanan yeni bir integral doniisiimii olan
Sumudu doniisiimii verilmistir. Burada A kiimesinde tanimlanan fonksiyonlar ele alinmistir.

Yani

A={f(t)| egert € (=1)! x [0.0) ise

It
|[f(t)| < Me*i olacak sekilde IM, 1T, ve [ veya T, > 0}

seklinde tanimlidir. Verilen bir fonksiyon i¢in A kiimesinde, M sabitinin sonlu olmasi
gerekir, ancak 7, ve 7, ayni anda mevcut olmak zorunda degildir ve her biri sonsuzda olabilir.
Laplace dontigiimiindeki gibi iistel bir kuvvet olarak kullanilmak yerine, Sumudu
doniistimiindeki u degiskeni, f fonksiyonun argiimanindaki t degiskenini faktor olarak

kullanir. Ozellikle, f(t), A kiimesinde ise, Sumudu doniisiimii

j fut)e tdt, 0<u<rm,
0

Gw) =SfO] =1 ;o (3.12)
J fut)e tdt, —1,<u<0
0
seklinde tanimlanir[56]. Ayrica
F(u) =S[f(®)] = Joof(ut) e~tdt. u € (—14,7y) (3.13)
0

seklindedir[57].
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Teorem 3.9 [56]. f(t) € Ave F(s), f(t) fonksiyonun Laplace doniisiimii olsun. Bu takdirde

f (t) fonksiyonun Sumudu doniisiimii

1
G(u) = @ (3.14)
dir.

Ispat: f(t) € A olsun. Bu takdirde —7; < u < T, igin

(0]

G(u) =j e tf(ut)dt
0

dir. Burada w = ut degisken degisimi yapilirsa, dt = dTW olmak iizere

0o o d
GQw) = f e f (W)
0

= %j:oe_%f(w) dw

()

1
u

elde edilir.

Teorem 3.10 [56]. F;(u) ve G, (w), f(t) € A fonksiyonunun tiirevinin Laplace ve Sumudu

doniigsiimleri olsun. Bu takdirde

G(u) — (0)
u

G,(u) = (3.15)

dir

Ispat. f(t) fonksiyonunun tiirevinin Laplace doniisiimii

Fi(s) = sF(s) — f(0)

seklinde oldugunda bu durumda
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ya da
G(w) - f(0)

Gy(uw) = »

dir.

Teorem 3.11 [56]. n > 1 ve G, (u) ve E,(u) sirastyla f(t) fonksiyonunun ™ (t) n inci

mertebeden tiirevinin Laplace ve Sumudu doniistimleri olsun. Bu takdirde

un—(k+ 1)

n-1 (k)
G,(u) = Gg) - z 70, (3.16)
k=0

dir.

Ispat. £ ™ (t) igin Laplace doniisiimii tanimindan

n-1
Fy(s) = s"F(s) — ) u™®+D £((0)

yazilabilir. Boylece

1 _
1, FGQ T R0
fn <5)= o _Zu”‘("“)
k=0

Fo(t
dir. Simdi 0 < k < mi¢in G,(u) = "L(Lu) oldugundan

G n—-1 (k) 0 1 n-1
6y =S NI g - Y k)
k=0 k=0

bulunur. Ozel olarak f fonksiyonunun ikinci tiirevinin Sumudu déniisiimii
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2—-1
6:0) = S(F(0) = — |6 w) - Zukﬂk)(m]

k=0

1
=516 = £(0) - £(0)]

Ve

(u) _ @ f'(0)

u? u

G,(w) =S(f"(®) =

seklinde elde edilir.

(3.17)

Sumudu doniisiimiin bazi 6zellikleri:
Burada Sumudu doniisiimiin bazi 6nemli 6zellikleri incelenecektir.

1. Ters doniisiim 6zelligi[58].

1 (0]
FO = s7F@] == j F(uw)e-tdu.
0

2. Lineerlik 6zelligi[56]:
Slaf () + bg ()] = aS[f (t] + bS[g(D)].
3. Fonksiyon Tiirevlerinin Sumudu Doniisimii[56]:

Gy(w) = S[f'(0)] = G(”) ~f(0) _ 6w £(0)

u u
G 0 0
6o (w) = SIF"(©)] = (2‘) IO
W _[©_ o

Gn(w) =

un u

4. Bir Fonksiyonun Integralinin Sumudu Déniisiimii[56].
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S Utf(T)dTl = uG(u)

seklindedir.

Kesirli Mertebeden integral ve kesirli Mertebeden tiirevin Sumudu donitisiimii:

Bu kesimde Rimann-Liouville kesirli mertebeden integral ve tlirevinin ve de Caputo kesirli

mertebeden tlirevin Sumudu doniisiimii verilecektir.

Teorem3.11 [59]. G(u), f(t) fonksiyonunun Sumudu doniisiimi ise, bu takdirde f(t)

fonksiyonunun @ inci mertebeden D~%(f (t)) kesirli integralinin Sumudu déniisiimii
S[D~*(f(©)] = SUZF(®)] = u*G(w), Rea >0 (3.18)
seklinde tanimlidir.

Ispat. « inci mertebeden Riemann-Liouville kesirli integrali ile konvolusyon arasindaki
1

bilinen iliskiden yani D™“f(t) = - @

t% 1 x f(t) ifadesinden

S[D4F(6)] = —— S[t*1IS[F ()] = ueS[F(6)] = u®G(w)

 T(a)
elde edilir.

Teorem 3.12 [60]. Bir f(t) fonksiyon i¢in

n

SIDF@I = wSIF@©] - Y ue* fE-D () (319)

k=0
dir.

Ispat. Integral doniisiim teknigi ve Sumudu déniisiimii tanimimdan
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SIDF ()] (w) = f et [Def (ut)]dt
0

dxdt

— fooe—t 1 AR €))
0

Fn—a) J, (ut —x)xn+l
1 ?(” . M
B F(n —a) f f e Cut — et U

F(n— a) f f S f(n)(x)Zn arr ] —dzdx

L of @0 (7
F(n D) " ufo e uz dzdx
)
N a)f P e - s

PfMx) x
e udx
u

— un—a

Sf@®)  f(0)  f(0) f(”_l)(O)]

un un un—l yn—a

olur. Buradan

n-1

SID*FO1a) = uSIF©)] - ) ue fED (o)

k=0
elde edilir.

Teorem 3.13 [61]. n — 1 < a < n olacak sekilde n € N ve a > 0 olsun ve F(u), f(t)
fonksiyonunun Sumudu doniisimi olsun. Bu takdirde f(t) fonksiyonunun a-inci

mertebeden Caputo kesirli mertebeden tlirevinin Sumudu doniistimii

S[eDEf ()] =

n-1

F(u) — Z uk [f(k)(t)]tz()], -l1<n—-1<a<n (3.20)

k=0

u—a

seklinde tanimlanir.

Ispat[61]: g(t) = f™(t) olarak alalim. Caputo kesirli tiirevinin tanimi kullanilarak
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cpa _ 1 ‘ f(n) (T)
oD f () = rm—a) ), (t —7)entt dr
1 O]

- n—a)), (t —7)entt

dt

=D; " ¥g()

elde edilir. Son esitligin her iki tarafina Sumudu doniisiimi uygulanir ve (3.18) ifadesi

kullanilirsa,
S[EDEF(O] = s|pr Vg )] = v V6w ()
yazilabilir. Ayrica
S[g(®)] = [f ™)
Gou) = == 2 [F9],_,
k=

oldugundan (*) ifadesi

SIEDEF O] = u=

[(u) < f(")(t)l ]

un k
= utF@ - Y e fO©)]
k=0
olur. Buradan
SISDEF(D)] = ES(u) = u™* |F(u) — Z uk [f(k)(t)]tz()],—l <n-1<a<n
k=0

Elde edilir.

Burada Sumudu doniisiimiine ait bazi 6rneklerini verelim:



Ornek3.1. f(t) = . (:111) fonksiyonun Sumudu doniisiimii bulalim

Coziim: Sumudu doniisiimii taniminmi kullanilarak

Sl = 1 ” n—td
[t]—mj; [ut]® e t

1 [ee]
— n tTl —tdt
T+ D" fo ¢

bulunur. Bu integrali Gamma fonksiyon tanimiyla

1 [0/e)
S[t™ = n (n+1)-1 -t
[t™] —F(n m 1)u L t e tdt

= mu”l“(n + 1)

= un
elde edilir.

Ornek3.2. f(t) = e* fonksiyonun Sumudu doniisiimii bulalim

Coziim: Sumudu doniisiimiin tanimindan

S[e®] =j e e tdt
0

:f e—t(au+1) dt
0

1 b
— lim e—t(au+1)
au+1 b—>oo[ ]0

[0—1]
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elde edilir.

Ornek3.3. f(t) = cos (at) fonksiyonun Sumudu doniisiimii bulalim.

Coziim: Sumudu doniisiimiin taniminindan

o)

S[cos (at)] = f cos (aut) e~tdt

0

dir. Burada kismi integral metoduna gore

S[cos (at)] = 1 — (au)? foocos (aut) e~ tdt
0

=1 — (au)?S[cos(at)]

bulunur. Buradan

S[cos(at)] = m

elde edilir.

88



89

Bazi fonksiyonlara ait Laplace ve Sumudu doniisiimleri agagidaki tabloda verilmistir[56].

Tablo 1. Laplace ve Sumudu déniisiimii érnekler

No: Fonksiyon L{f(t)} S{f(®)}
1 t 1 u
SZ
5 -1 1 U1
m,n = 1,2, S_n
3 1 1 1
Vit Vs Vu
4 ta—l 1 ua—l
——,a>0 -
I'(a) §
5 eat 1 1
s—a 1—au
6 te® 1 o
(s — a)? (1 - au)?
7 fn-1gat 1 un-1
= 1F2F —n 1 N\Nn
(n—1)! (s —a) (1 - auw)™
k-1 1 k-1
5 Lt k>0 — e
(k) (s—a) (1 — au)k
9 1 at bt 1 u
- ,a*Db
@ —e e G-a)G-b) | A—awd—-bu)
10 1 I s 1
b bt ,
@-pe” et | TG -b) | Gana=bw
#b
11 1 1 v
Esmat Sz-l-—az 1+ a2u?
12 cosat S 1
s+ a? 1+ a?u?
13 . 1 LA
—sinhat m 1 — au?
14 coshat S 1
s? —a? 1— a?u?




4. BOLUM

KESIiRLI MERTEBEDEN LIiNEER DiFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUM YONTEMLERI

Adi diferansiyel denklemlerde farkli yapidaki denklemleri ¢dzmek i¢in bilinen bir¢ok
yontem vardir. Bu boliimde, kesirli mertebeden tiirevleri igeren belli tipteki kesirli
diferansiyel denklemler (KDD) ele alinacaktir ve bu denklemleri ¢ozmeye yonelik Laplace
ve Sumudu doniisiim yontemleri verilecektir.

Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem igeren asagidaki baslangic deger

problemini géz oniine alalim,

m—1
DEny(6) + D p(H) DX Ky(8) + puy(®) = (0, (4D

k=1
Dm~"y(0) = by, , (4.2)
buradan—1<a<n, o >ay_1>>a; >0, k=1,...,m 0<t<T<oo ver =

[a)] seklindedir. Ayrica f(t) € L71(0,T) yani fOTlF(t)ldt < oo dir.

Probleme ait varlik ve teklik teoremini ispatsiz olarak verelim
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Teorem 4.1[33]. f(t) € L*(0,T) ve p;(t), G = 1,...,n), [0,T] kapali araliginda siirekli
fonksiyonlar ise, bu takdirde (4.1)-(4.2) baslangic degeri problemi y(t) € L(0,T) seklinde
bir tek ¢ozlime sahiptir.

Teoremin ispat1 i¢in kaynak [33]sayfa 124’¢ bakilabilir.

Tanmm 4.1 [27]. Kesirli mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel

denklem,

D*my(t) + by Dm~1y(t) + b, D m~2y(t) + -+ + by, D%y (t) = 0 (4.3)
sekilde ifade edilen bir denklemdir, burada a;'ler, a;, > a1 > Ay > -+ > @ olan reel

sayilardir ve b;'ler sabitlerdir.
Tanim 4.2. Kesirli mertebeden sabit katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklem,
Dmy(t) + by D*m~ 1y (t) + byDm~2y(t) 4 -+ + by, D%y (t) = h(t) (4.4)

sekilde ifade edilir, burada a;'ler, a,, > a;,,_1 > aym_y > -+ > @, olan reel sayilardir ve b;
'"ler sabitlerdir.
Simdi belli tipteki kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii, 6rnekler iizerinde

Laplace ve Sumudu doniisiim yontemleri kullanilarak bulunacaktir.

4.1 Laplace doniisiim yontemi

Burada bazi kesirli mertebeden diferansiyel denklemlerin Laplace doniisiimii kullanilarak
¢Oziimii ile 1lgili 6rnekler verelim.

Ornek 4.1 [39]. Asagidaki baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinii bulalim,

D*y(t) =0, (t>0) (4.5)
D% ky(0) =b,, (k=12,..,n) (4.6)
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buradan—1 < a < n dir.

Coziim: Problemin ¢6ziimii i¢in (4.5) denkelminin Laplace doniistimii alinirsa,

L{Dy(t)} = L{0}

ve tlirevin Laplace doniisiimiinden

n-1
7Y (s) — Z sk=1[D*ky(0)] = 0
k=1
yazilabilir. Buradan
n—1sk_1 n-1 1
Y(s) = Z sa D = szk
k=1 k=1

olur. Her iki tarafa ters Laplace doniigiimii uygulanilirsa,

1

n-1 tk_
YO =) T rr (47
k=1
elde edilir.

. 4
Ornek 4.2 [39]. D3y(t) = 0 kesirli mertebeden diferansiyel denkleminin

1 2
D3y(0) = by ,D 3y(0) = b, baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii bulalim.

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa,

L{D3y(6)} = L{0)

Ve

S%Y(S) — zz—f sk=1 [D%_k_ly(O)] =0
k=1
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4 1 2
s3Y(s) — D3y(0) —sD 3y(0) =0

4 1 2
s3Y(s) = D3y(0) + sD 3y(0)

bulunur. Buradan Y (s),

1 2
D3y(0) + sD 3y(0)
Z

Y(s) =
s3
b; bys
=271
s3 s3

seklinde elde edilir. Simdi her iki tarafin ters Laplace donilisiimii alinirsa,

-ty

s3 s3
1
b t3 +b ;
= b+ b —-
r'z) r'3)

2
3

elde edilir.

Ornek 4.3 [39]. Asagidaki homojen kesirli mertebeden diferansiyel denkleme ait baslangig

degeri problemini ele alalim,

D*y(t) —Ay(t) =0, (t>0) (4.8)
D% ky(0)=b,, (k=12,..,1n) (4.9)

burada n—1 < a < ndir.

Coziim: Denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii alinirsa,

L{D%y(6)} — L{Ay(D)} = L{0}

bulunur. Buradan



n-—1
s%Y(s) — ) sk1[D**1y(0)] —AY(s) =0

n—1
seY(s) — Z sk=1h, —AY(s) =0
k=1
n-1
Y(s$)(s®— 1) = 2 s*1b,
k=1

olur. Boylece Y (s),

k

n-1 k-1
Y(s) =zsa_1bk
k=1

seklinde elde edilir. Ters Laplace dontisiimii kullanilarak

n-—1
YO = ) bt gy (A
k=1

¢ozimi bulunur. Bilindigi lizere burada E Mittag-Leftler fonksiyonudur.

Ornek 4.4 [39].Verilen baslangi¢ degeri probleminin ¢oziimiinii bulalim.

DEy(t) = 5y() = 0,

24
D5 "y(0) = b;.

Coziim: Denklemin her iki tarafinin Laplace doniistimii alinirsa,

£{p3y(o} - s£ty) = £10)

Ve

2 _1—1 iz ) _
S5Y(s) ’Z;sk [DS y(O)] AY(s) = 0

94

(4.10)
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2 2
s5Y(s) — D5 *y(0) — AY(s) = 0
olur. Buradan
by

Y(s) ==
s5—15
seklindedir. Simdi her iki tarafa ters Laplace donilistimii uygulanirsa,

y() = blt_%Egg(Sté)
55
elde edilir.
Ornek 4.5 [62]. Caputo kesirli mertebeden diferansiyel denklem igeren asagidaki baslangig
deger probleminin ¢ézelim.
ED%y(x) +ay(x)=0 , a>0 , y(0)=c. (4.11)

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa,

L{5Dgy(x)} + aL{y(x)} = 0

dir. Burada
n-1
LEDEY(O) = s7¥(5) = ) s« ™+ 1D (0)
k=0
oldugundan
1-1
sY(s) — Z s¥k1y(0) +a¥(s) =0
k=0
s%Y(s) —s*1y(0) + a¥(s) =0
Y(s)(s®*+a) = cs®?!
Sa’_l
V() =c: s*+a
elde edilir.

L Sl F1E, p(At”
Sa_ﬂ. =t a,,B( t )
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oldugundan Y (s) in her iki tarafinin ters Laplace doniisiimii alinirsa,

LY (s)} = cL‘l{ st }

s+ a
y(x) = ct'E, 1 (—at®)
y(x) = cEq;(—ax®) (4.12)

bulunur.

Ornek 4.6 [62]. Caputo kesirli mertebeden diferansiyel denklem bulunduran asagidaki

baslangi¢ deger probleminin ¢ézlimiinii bulalim.
SDEY(x) + 5Dfy(x) = h(x) ,  y(0) =c. (4.13)

Coziim: Denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanir ve Laplace doniisiimiiniin

lineerlik 6zelligi goz oniline alinirsa,

L{EDEY (0} + L{EDEy(0)} = L{r(x))

seklinde yazilabilir. Burada

n-1
L{§DEy(x)} = sY(s) — » s**tp®(0)

oldugundan son esitlik

SEY(s) — Y sk 1yk(0) +sPY(s) — ) sBK1yk(0) = H(s)

Y(s)(s%+5sP)— (st +sP)c=H(s)

+H(s) ——
() s* +sP
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veya

c s™¢
Y(S) =§+H(S) 'm

seklinde bulunur. Buradan her iki tarafin ters Laplace doniisiimii alinirsa,

S—a

c
L Yy =LY+ L YH(s)  ———
YO =17 G+ HHS) )
olur. Burada konvolusyon tanimindan y(t) ¢oziimii
t
y() =c+ f (t —u)?* TE, 5 (At — w)¥) h(w)du (4.14)
0

seklinde elde edilir.
4.2 Sumudu doniisiim yontemi
Bazi kesirsel mertebeden homogan olmayan kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlere

Sumudu déniisiimii uygulayarak ¢6zelim[57].

Ornek 4.7 [57). Asagida verilen kesirli diferansiyel denklemi

D*[U(®)] =
2
— " A R —— L R V. <1 4.1
U(t)+[‘(3—a)t l,(2_0[)t +t°—t, t>0, 0<ac< (4.15)
ve buna ait
U ) =20

baslangi¢ sartin1 goz Oniine alalim.

Coziim: Sumudu doniisiimiinii kullanarak (4.15) denklemini ¢6zmek igin (4.15)’in her iki

tarafinin sumudu doniisiimii alinirsa,
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2
S[De[U®]] +SU@] =S [mtz-a “raTst e 1

olur. Buradan

2 1
S[p[u®]] + Fw) = S [F(g | =Sl 0+ ste st

Fa) D '[U(0)]
ua:
F(u)

ua

le=o + F(u) = S[t*=*] - S[t*=*] + S[t?] — S[t]

rca-) ['2-a)

+ F(u) = u? T3 —a) — ul T2 —a) +2u? —u

IrG—a) r2-a

(1 + ia) F(u) =2u*>"*—ul"* + 2u? —u
u
(1 +u?)F(u) = 2u? —u + 2u%t? —yott
1+ud)F(w) =uu—-1) +uu*Qu-—1)
1 +u?>)F(u) = Qu—Du(l +u?)
F(u) =uu—-1)
F(uw) =2u?—u

bulunur. Sumudu ters doniisiimii uygulandiktan sonra

Ult) =t> -t

¢Ozlimii elde edilir.
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20

Sekil 7. U(t) = t? — t grafig

Ornek 5.7[63]. Asagida verilen homogan olmayan kesirli diferansiyel denklemi

NN

DU +U(t) =t + F25)

, >0 (4.16)

ve buna ait

Uu)=2~0
baslangi¢ sartin1 g6z Oniine alalim.

Coziim: Sumudu doniisiimiini kullanarak (4.16) denklemini ¢6zmek i¢in (4.16)’nin her 1ki

tarafinin sumudu dontistimi alinirsa,

r3)

S[D**U®] + S[U®)] = S[t*] + e 5)S[t1'5]
F(w) D*Mu(t)] , T® |
005 ” hﬂ+F@):mt+ﬁ25u5HZ$
F(u)

o5t F(u) = 2u? + 2u'®
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1
(1 + ﬁ) F(u) = 2u2(1 + u°’5)
u ’

F(u) = 2u?

bulunur. Sumudu ters doniistimii uygulandiktan sonra baslangi¢ deger problemini ¢oziimii
U(t) = t?
seklinde elde edilir.

100:—
80:—
60:—
aof

20

2 4 6 8 10
Sekil 8. U(t) = t% grafig




5. BOLUM

KESIRLI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERININ
UYGULAMASI

5.1 Giris

Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler, akiskanlar mekanigi, kimyasal fizik, elektronik
devreler, dinamik sistem kontrol teorisi, akiskan dinamigi, ekonomi ve c¢ok yonlii
uygulamalara sahip diger bircok alan da dahil olmak iizere cesitli disiplinlerdeki yaygin
kullanimlar1 nedeniyle 6nemli dlgiide ilgi gérmiistiir ( 5, 6 , 64).

Aragtirmacilar, integral mertebeden fonksiyonel diferansiyel denklemlerin salinim teorisine
oncelik vermislerdir; bu yaklasimin hem kuramsal agidan tasidigi biiyilk dnem hem de
pratikteki anlamli etkisi, bu alanda kayda deger ilerlemelere yol agmistir ( [65, 66,11 , 12]).
Son donem calismalarda Duan ve arkadaslari [ 18], Harikrishnan ve arkadaglari [14], Raheem
ve arkadaglar1 [19], Zhou ve arkadaslari [20]ile Feng ve arkadaslar1 [67], kesirli mertebeden
gecikmeli diferansiyel denklemler i¢in salinnm ve zorlanmis salinim 6zelliklerini
incelemislerdir. Kesirli diferansiyel denklemler igin salinimsizlik teorisi ise Zhou ve
arkadaslar1 [22], Sun ve arkadaslar1 [23] ile Grace ve arkadaslari[65] gibi arastirmacilar
tarafindan ele alinmistir. Bununla birlikte, dagitilmis gecikmeler iceren kesirli fonksiyonel
diferansiyel denklemlerde salinimli ¢éziimlerin varligi konusu sinirh dlglide arastirilmistir.

Asagidaki boliimde bu konuyu ele alacagiz.
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Burada zorlanma terimi igeren agagidaki

DE[r®(x®)] + ) fi (t.x(5:®)) =a® Lt =t (5.1)

gecikmeli kesirli diferansiyel denklemler i¢in salinimli ¢éziimlerin varligi incelenecektir,

burada Df, @ >0 yart eksende a inci mertebeden Liouville kesirli tiirividir, r €
C(Ito,0), RY), gi € ([t ), R), f: € C([to,0) X R, R) ve gi(t) < ¢, lim gy(6) = o,
i=123,..,m ve ¢(u), R iizerinde tamimh olan u’ya gore siirekli artan reel bir

fonksiyondur ve ¢p~1(u) yerel (local) Lipschitz kosulunu saglar[68].
Simdi kullanacagimiz gerekli tanim ve teoremleri verelim.

Tamm 5.1[68]. Denklem (5.1)’in bir ¢6ziimi, her ¢t; > T igin x(t) ve r(¢p(£(t)) ,[ ty, )
mevcut ve (6.1) denkelemine saglayack sekilde [T, o) araligi tizerinde tanimli bir x(t)

fonksiyonudur.

Tanmm 5.2 [11]. Denklem (5.1)'in agikar(belirgin) olmayan ¢6ziimii keyfi ¢oklukta sifirlara
sahipse, bu x ¢Oziimiine salimimlidir veya salimim yapar denir. Aksi takdirde ¢oziime
salinimsiz denir.

Tamm 5.3 [22]. Yar1 eksende Liouville kesirli integrali

w1 FO |
(L*H(x) = F(a)j; - Di@ dt , (x> a;R(a>0)

seklinde tanimlidir. Burada I'(a) = fooo t®1.e7tdt ,t ER, ve a€ [0,00) dir.

Tanim 5.4 [22]. Yar1 eksende Liouville kesirli tiirevi
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! -~ @ dt 1<ax<l1
(n—a) dx*), (x—t)en+s "’ " =«

D f(x) = T

seklinde tanimlidir, Burada n=[a]+1 ve [ ] isareti, a sayisinin tam kismin1 gostermektedir.
Ozellikle, « = n € N oldugunda, D f (t) = f™(t) olup, bu ifade f(t) fonksiyonunun

klasik anlamdaki n. tiirevine karsilik gelir.
Ozellik 5.1 [22]. a > 0 igin

DD *f ()] = f(O)

dir.

Burada herhangi bir 0 > ty i¢cin T = 1m_in inf g;(t) olsun ayrica herhangi y > 0, p;(¢t), =
sism

|mlaX% Ifi(t,x)],t =ty, i =1,2,3,..m, Ly,q,')_l(u) fonksiyonun yerel(local) Lipschitz
x|<y

sabitlerini gdstersin.
Ayrica verecegimiz teoremin ispatinda kullanilacak olan Arzela Ascoli teoremini ifade

edelim.

Teorem 5.1 [69]. @, [0,1] araliginda taniml siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin uzayi olan
C (I)'nin bir alt kiimesi olsun. Bu uzay, asagidaki sartalar1 sagliyorsa supremum metrigiyle
donatilmistir. Yani

(a) @'deki tiim fonksiyonlar i¢in | ¢ (x) I< L olacak sekilde bir L > 0 bulunabiliyorsa (yani,
@ noktadan noktaya sinirlidir) ise

b)Ix—yI<dvex,y €l oldugunda ¢ € @ igin | @(x) — @(y) I< € olacak sekilde her

€ > 0 i¢in bir § > 0 bulunabiliyorsa (yani, @ uniform esstirekli ise).

Lemma 5.1 [68]. S, yerel konveks bir topolojik uzay olsun. Bos olmayan herhangi bir
kompakt konveks K € S kiimesi i¢in herhangi bir F: K — K siirekli doniisiimii bir sabit
noktaya sahiptir.

Simdi verecegimiz temel teoremi ifade ve ispat edelim.
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5.2 Belli Tipteki Kesirli Diferansiyel Denklemlerinin Salinimh

Cozimlerinin Varhgi

Bu boliimde, gecikmeli kesirli diferansiyel denklemler i¢in salinnmli ¢oziimlerin global

varligina iliskin yeterli sartlar vermek amaciyla Schauder-Tychonoff teoremi kullanilacaktir.

Teorem 5.2 [68]. Kabul edelim ki r(t) > n,

1

0 ftoo s* 1 q(s)ds ,[ty, ), integrenebilir.

\

% ftoo s YR, q(s), ds ,[ty, ), integrenebilir.

olacak sekilde 7,y > 0 var olsun. Ayrica

” -1 1 ” a—-1 N
ftn (¢ <m£ (=1 <Q(u) —)/;Pi(u)y> du) ds <0

oo 1 0 m
Ln (¢t <m]s ((u—0)*t (q(u) — )/Z pi(u)y> du) ds >0

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

olacak sekilde iki artan wraksak {t,} ve {s,} dizileri mevcut olsun. Bu takdirde (5.1)

diferansiyel denklemi [x| <y olmak iizere [ty, o) aralig1 iizerinde tanimli, salinimli bir

x(t) ¢ozlimiine sahiptir ve lim x(t) = 0 dir.
X—00

Ispat: Teorem 5.1 ispati, Schauder-Tychonoff sabit nokta teoreminin bir uygulamasina

dayanmaktadir.

Denklem (5.1)’in her iki tarafina D7 uygulanirsa,
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Dr*(DE[r®e(x(®)]) = Dr“(q(®) - 2 fi (t,x(g:(8) )

ve

r®¢(*®) = Dr*@® - ) fi (tx(a:®))
i=1

elde edilir. Liouville kesirli integrali kullanilarak

rOH(©) = 7 f ((s - 1<q(s) Zﬁ tx(gl(t))>

yazilabilir. Buradan

ﬁ t, x(gl(t))

Ms

$60) = s | (=0 1<q(s>

dir. Her iki tarafa ¢! uygulamlirsa,

1l
[y

i

1 0 m
0 = 7 o | ((s—t)“-1<q(s) > fi(6x(ai©)) | ds)

i=1

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinirsa,

x© = @ (r(s)r(a) [ -0 1<q(u) Zﬁ tx(gl(t)))>du>ds

bulunur. (6.2) ve (6.3)'ten, herhangi bir y > 0 i¢in

O ] (L a-1 y du |ds < 5
| @ o) @9 W4y Y p, Jau)issy 6o
° -1 1 ° a-1 N >
| ¢ rorm ) @9 W=y ) py Jaufdsz oy 6

olacak sekilde her t = T, = T i¢in T, gibi bliylik bir say1 segilebilir.
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C[T, ), [T, ) un kompakt alt kiimeler {izerinde diizgiin yakinsama topolojisine sahip tiim
stirekli fonksiyonlarin yerel konveks uzayii gostersin. Burada S = {x € C[T,00):| x(t) I<
y} olsun agik¢a S, C[T,00)'un kapali konveks bir alt kiimesidir.

Asagidaki sekilde bir F operatoriinii tanimlayalim. Yani

(Fx)(t)
© 1 0 m
s I ft (! —r(s)l“(_a)fs ((w—-01 g - ;fi (t,x(gl-(t))) du |ds ,t >T,
lFx(Ty) , T<t<T,

alalim. Herhangi bir x € S i¢in (Fx)(t)'nin [T, o) lizerinde siirekli olarak iyi tanimli oldugu

kolaylikla goriilebilir. (5.6) ve (5.7)’den

(Fx)(t) < ft (7t (mj; ((u—t)* <Q(u) + ; Pi(u)y> du) ds<y,t=T

veE

(Fx)(t) = jt (p71 (WL ((u—t)*t (‘I(U) - ;pi(u)y> du) ds=—-y,t=T

elde edilir.
Boylece | (Fx)(t) I< y oldugundan FS c S ve Fx’in S iizerinde diizgiin sinirhidir.
i21Xn € S, herhangi bir dizi ve lim x,, = x, olmak {izere x, € S olsun. Ty, herhangi bir
n—-oo
€ > 0igin

€

le m[s (t—w (; p; (W), du)ds < =

(5.8)
Y

olmak tizere T; > T olan bir biiyiilk sabit olsun. f; fonksiyonun tanim kiimesinin

kompaktlarindan, |x, — x| < &(€) iken
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max
1<ism

fi (62(0:0)) = £i (£20(9:0) )| < 5 T (59)

olacak sekilde bir N(g) > 0 ve (&) > 0 bir sabiti vardir, burada t € [T,T;] ven = N olsun,

_ma-—-1
burada M = [ * =D

T T@re) ds dir.

Boylece (5.2) ve (5.9) den herhangi t > T ve |x,, — xo| < & igin

|(Fx) (8) = (Fxo) (D]

- ftw (¢‘1 (W]m“ —u)* (q(w) - Z filw x”(gi(u)))) du)

B L‘” <¢_1 (r(s)lr(a) Lw(t — W) (q(w)

_ Z f (u, xo(gi(u)))> du)
i=1

| 47 om0 e

ds

<

o 1 m
- ft ¢ (r(s)F(a) ; fi (u' xn(gi(u))) du

— Jm(p—l (—1 foo(t —uw)* q(w)du
¢ r(s)T'(a) Jg

¥ ftw"’_l (r(s)lr(a) fsw“ —wT ftm"’_l (r<s)1r(a) f(t

—w)*tdu

ds

<07 gm0 2.1 (1) = s ro(ai0)) ] a5

bulunur. L,, ¢! fonksiyonlarinin yerel Lipschitz sabiti olmak iizere
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|(Fx2) (1) = (Fxo) ()]

(¢ —w)*? Z 1fi (w2(9:0))) = f: (w20 (9:(w)) ) du| ds

T1 Ly
= (fT FOT@

(| ek 0 2 (e nn(0i0)) = i (uxoou) dus

olur. Yukaridaki esitsizlikte birinci terimden

e 1Z|ﬁ w20 (9:w)) = fi (wxo(9:)) ) du| ds < = L o

1 Ly
fT r(S)F(a)

ve ikinci terimden ayr1 ayri

€

ijor(;;:(a) (t—wet ;fi (u, xn(gi(u))) duds < VL g

wl m

oo L m
le r(s);(a) (t— u)a—lizl:fi (u, xo(gl-(u))) duds < ﬁ =

yazilabilir. Boylece

6 €
(F)(© = (Fx) (Dl S5 +5+5 =€

olur. Dolayisiyla F fonksiyonun S iizerinde siirekli oldugu ispatlanmis olur.

Ayrica, tim t,, t; > T igin

(Fx)(tz) — (Fx)(t1)

[ (¢ (s = St
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t, 1 o m
< f <¢,_1 (m f (¢t - W (q(w) ~ Z P (u)y) du> ds

1

< ky(t; — ty)

olur, burada k; = fgtlz ¢ (r<s)r(a)

[0t = w)* (q(w) — T, pi (u)y ) du seklindedir.

(Fx)(tz) — (Fx)(t1)

_ fttz <¢_1 (er(a).[o(t —w*H(qw) - Zﬁ (u,x(gi(u)))) du) ds

1

th ((]5—1 <r(s)l"(a)f (t —w)*(q(u) - Zpl (u)y> du) ds

1

= ky(t; — ty)

olur burada k, = inf ¢~ 1 (

in = [t — W qw — X, P (u)y) du seklindedir.
2to

Dolasiyla

|(Fx)(t2) = (Fx) ()] < klt; — t4]
elde edilir. Burada k = max{| k; |,| k, |} dir. Bu da Fx'in esdiizglin siirekli oldugunu

gosterir. boyelec Ascoli-Arzela teoremi‘ne gore operator S iizerinde tamamen stirekli bir

operatdrdiir. Lemma 5.1 den X(t) = (FX)(t) saglayan € S vardur,

w0 = [ 0 ) @0 | aw - Zﬁ (5. %(9:aw)) | du,

r(t)F( )

r(0¢ (20®) = 55 j (el 1<q<s> Zf(s x(gl(sn)ds

Ozellik 5.1'den, %(t)'nin Denklem (5.1)'in bir ¢dziimii oldugu kolaylikla gériilebilir
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Diger taraftan, (5.4) ve (6.5)'ten

(o] 1 (00 m
%(t,) < ftn (7t (mfs ((u—t)*? (q(u) - )/; pi(u)y> du) ds<y

Ve

O IO (r(s)rm) | ((u—t)“(q(u) yszu))du)dw -y

yazilabilir. Bu da X%(t)'nin (6.1) denkleminin sinirli salinimli bir ¢6ziimi oldugunu ve

tlim X(t) = 0 oldugunu gosterir. Bu da ispati tamalar.

Sonu¢
Teoremin (5.2) ve (5.3) kosullarmin saglandigini ve 6zel olarak ®(u) = u?oldugunu

varsayalim, burada A > 1, iki pozitif tek tam sayinin oranidir. Ayrica

f (T(S)F(a)_f ((u — t)“ 1 (CI(U) + )/z pl(u) )du) ds <0

[

Ve

[P

[ (o [ e o o >

ozelliklere sahip artan iraksak {t,}ve {s,} dizilerinin var oldugunu kabul edelim.
Bu durumda (5.1) denkleminin | X [y igin [ty, 00) araliginda taniml, salinimli bir x(t)

¢ozimi vardir ve tlim x(t) = 0 dir.
—00
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