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OZET

BAZI INTEGRAL ESITSIiZLIKLERIN ARALIK DEGERLI FONKSIYONLAR
YARDIMIYLA GENELLESTIRILMESI

Omer USTAOGLU

Diizce Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK

Haziran 2025, 35 sayfa

Bu tez calismasinda, aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar ele alinmis ve bu fonksiyonlar
icin uyumlu kesirli integral operatorlerine dayali, yeni esitsizlikler elde edilmistir. Tez
dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliimde esitsizliklerin, konveks kiime ve fonksiyonlarin,
kesirli integral tanimlarinin, aralik analizinin ve aralik degerli LR-konveks fonksiyonlarin
tarihsel gelisim siireci anlatilmistir. Ikinci boliimde, tezde kullanilacak temel tanim ve
teoremlere yer verilmis, hem reel degerli hem de aralik degerli fonksiyonlar icin gerekli
on bilgiler sunulmustur. Ugiincii boliimde, aralik degerli LR-konveks fonksiyonlara iligkin
olarak uyumlu kesirli integral operatorleri yardimiyla yeni esitsizlikler elde edilmis ve
uygun secimler yapildiginda yeni sonuglara ulasilmistir. Ayrica parametrelerin 6zel
secimleri ile literatiirdeki bazi1 caligmalarin genellestirildigi goriilmektedir. Dérdiincii
ve son boliimde ise tez boyunca ulasilan sonuglar 6zetlenmis ve ileride yapilabilecek
calismalara yonelik baz1 6neriler sunulmustur.

Anahtar sozciikler: konveks fonksiyon, aralik analizi, LR-konvekslik, uyumlu kesirli
integral, Riemann-Liouville kesirli integral.
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ABSTRACT

GENERALIZATION OF SOME INTEGRAL INEQUALITIES VIA
INTERVAL-VALUED FUNCTIONS

Omer USTAOGLU

Diizce University
Graduate School, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin BUDAK

June 2025, 35 pages

In this thesis, LR-convex interval-valued functions are examined, and new inequalities
based on conformable fractional integral operators are obtained for these functions. The
thesis consists of four chapters. In the first chapter, the historical developments of
inequalities, convex sets and functions, definitions of fractional integrals, interval analysis,
and LR-convex interval-valued functions are discussed. The second chapter presents
the fundamental definitions and theorems to be used throughout the thesis, providing
essential background information for both real-valued and interval-valued functions. In
the third chapter, new inequalities are obtained for LR-convex interval-valued functions
using conformable fractional integral operators, and new results are reached through
appropriate selections. Additionally, it is observed that some studies in the literature
have been generalized through special choices of parameters. Finally, the fourth chapter
summarizes the results are obtained throughout the thesis and offers suggestions for future
research.

Keywords: convex function, interval analysis, LR-convexity, conformable fractional
integral, Riemann-Liouville fractional integral.
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1. GIRIS

Esitsizlikler, matematiksel ifadeler arasinda biiyiikliik, kiiciiklik veya esit olmama
durumlarini tanimlayan temel kavramlardir. Sadece sayisal karsilastirmalarla sinirli
kalmay1p, sistemlerin sinirlarini belirleme, iligkileri aciklama ve ¢esitli problemlerde
¢Oziim araci olarak kullanilma gibi ¢ok yonlii islevlere sahiptir. Matematigin analiz, cebir
ve geometri gibi bir¢ok alaninda oldugu gibi, optimizasyon problemlerinde en kiigiik ya
da en biiyilik degerlerin bulunmasinda da onemli bir rol oynar. Ayrica fonksiyonlarin
belirli araliklardaki davraniglarini analiz ederek uygulamali ¢calismalarda yol gosterici
olur. Esitsizlikler, teorik matematigin disinda ekonomi, istatistik, fizik ve finans gibi
disiplinlerde de sik¢a karsimiza ¢ikar. Her ne kadar baglangicta bagimsiz bir arastirma
konusu olarak ele alinmamig olsa da, 1934 yilinda G. H. Hardy, J. E. Littlewood ve
J. Polya tarafindan yayimlanan eser [1] bu alanda 6nemli bir doniim noktas1 olmustur.
Daha sonra Beckenbach, Bellman ve Mitrinovic’in katkilariyla esitsizlikler sistematik bir
matematiksel alan haline gelmis, zamanla genis bir literatiir olusmustur. Giiniimiizde
ise modern matematik analizinin vazgecilmez bir parcasi olarak kabul edilmekte ve

arastirmacilar icin hala zengin bir ¢alisma alan1 sunmaktadir.

Konveks analiz, konveks kiimeler ve fonksiyonlar iizerinde yogunlasan matematiksel bir
alan olup, matematigin bir¢ok farkli dalinda, 6zellikle esitsizlikler teorisinde kritik bir
yer tutmaktadir. Konveks bir kiime, igerisindeki herhangi iki nokta arasindaki dogru
parcasinin tiimiiniin kiime i¢inde bulunmasiyla tanimlanir. Benzer sekilde, bir fonksiyonun
konveks olmasi, fonksiyonun grafiginin altindaki bolgenin her zaman egrisel ya da
dogrusal bir ¢izgiyle sinirlanabilmesiyle iligkilidir. Bu tiir fonksiyonlar, tiirevleriyle olan
baglantilar1 ve optimizasyon problemlerindeki kullanimlar1 sayesinde konveks analizin
onemli bir araci haline gelir. Ilk olarak 19. yiizyilda incelenmeye baglanan konveks
fonksiyonlar, 20. yiizyilin ortalarina dogru matematigin énemli bir konusu haline gelmistir.
Konvekslik ve esitsizlikler teorisi arasindaki giiclii iligki, bu alandaki arastirmalarin daha
da derinlesmesine yol agcmis ve konveks fonksiyonlarin incelenmesi bu sayede énemli bir

ivme kazanmistir. Konveks fonksiyonlardan tiiretilen Hermite—Hadamard esitsizlikleri,

1



yillardir bir¢cok caligmaya ilham kaynag1 olmus ve bu konu iizerindeki arastirmalar hala
devam etmektedir. Bahsi ge¢en Hermite—Hadamard esitsizlikleri f : [0, ®] C R — R bir

konveks fonksiyon olacak sekilde

f(o;w) < wlojf(rp)d<p<w

biciminde tanimlanmaktadir [2].

Kesirli tiirev ve kesirli integral kavramlari, ilk kez Joseph Liouville tarafindan ortaya
konmus olup, tiirev ve integral iglemlerinin yalnizca tam say1 mertebeleriyle sinirli kalip
kalmadigina yonelik teorik sorgulamalar sonucunda gelistirilmistir. Bu baglamda, kesirli
analiz alaninin kuramsal temelleri; Gottfried Wilhelm Leibniz, Leonehard Euler, Joseph
Louis Lagrange, Niels Henrik Abel ve Joseph Liouville gibi matematik tarihine yon veren
bilim insanlarinin katkilariyla sekillenmistir. Zaman igerisinde klasik diferansiyasyon
ve integrasyon kavramlarinin genellestirilmesiyle ortaya ¢ikan kesirli analiz, 6zellikle
zamanla beliren bellek etkileri gibi karmagik dinamik siire¢lerin modellenmesinde 6nemli
bir ara¢ haline gelmistir. Konvansiyonel tiirev ve integral iglemlerine kiyasla daha esnek ve
genis kapsamli bir uygulama alan1 sunan bu yaklagim, miihendislikten fizige, biyolojiden
ekonomige kadar pek ¢ok disiplin tarafindan benimsenmistir. Ote yandan, 1661 yilinda
veba salginindan korunmak amaciyla ailesiyle birlikte kirsal bir bolgeye cekilen Isaac
Newton, burada gecirdigi iki yil boyunca diferansiyel ve integral hesaplamalar iizerine
oncii caligmalar yiirlitmiis; ancak bu bulgularin1 derhal yayimlamamistir. Newton’dan
bagimsiz olarak hareket eden Leibniz ise, bu alandaki teorik katkilarin1 1684 ve 1686

yillarinda yayimlayarak bilim camiasina kazandirmistir.

Aralik analizi, sayisal hesaplamalarda degiskenlerin belirsizliklerini araliklarla temsil
ederek hesaplama hatalarim1 sinirlandirmay1 hedefleyen matematiksel bir yontemdir.
Benzer yaklasimlar Antik donemde de goriilmiis olmasina ragmen, modern aralik analizinin
kurucusu olarak kabul edilen Ramon E. Moore 1960’larda Interval Analysis adl1 eserinde
bu yaklasimi sistematik hale getirmistir [3]. Bu yontemde her niceligin olasi degeri bir
aralik olarak tanimlanir ve aritmetik islemler bu araliklar izerinden gerceklestirilir. Boylece

hesaplanan sonug aralif1 gercek degerin bulundugu aralig1 kesin olarak kapsar ve yuvarlama



ya da 6l¢lim kaynakli hatalar aralik sinirlart icerisinde giivence altina alinir. Nitekim aralik
analizi, kiiresel optimizasyon, dogrulanmis hesaplamalar ve kontrol sistemleri gibi ileri
matematiksel problemlerde giivenilir ¢oziim garantisi saglayan 6nemli avantajlar sunar.
Basit bir fikre dayanmasina karsin giiclii bir yontem olarak kabul edilen aralik analizi,
matematik, bilgisayar bilimi ve miihendislik gibi bircok disiplinde genis uygulama alam

bulmustur.

Aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar, klasik konvekslik kavramini belirsizlik iceren
veriler i¢in genelleyerek, giivenilir matematiksel modellemeler yapilmasina olanak
tanir. Bu yaklasim, ozellikle verilerin belirsiz oldugu durumlarda, degiskenlerin alt
ve lst sinirlarla ifade edilmesini saglayan aralik analizine dayanir. Aralik analizi,
belirsizlikleri kontrol altina alarak, ¢oziimler i¢in giivenilir sinirlar elde edilmesini
miimkiin kilar. Miihendislik gibi uygulamali alanlarda bu tiir analizler, pratikte
karsilagilan belirsizliklerin modellenmesinde etkili ¢oziimler sunar. Nitekim Zhang ve
ark. bu baglamda 6nemli bir katki sunmus ve aralik degerli LR-konveks fonksiyonlari
tanimlamistir [4]. [5] calismasinda aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar i¢in yeni bir
Hermite—Hadamard esitsizligi sinifi olan aralik degerli LR-konveks Hermite—Hadamard
esitsizligi, pseudo-order iliskisi (<, ) araciligiyla tanitildi. [6] ¢alismasinda pseudo-order
iligkisi (<) aracilifiyla tanimlanan yeni bir genellestirilmis konveks fonksiyon sinifi
olan aralik degerli LR-h-konveks fonksiyonlar tanitildi. [7] ¢calismasinda pseudo-order
iligkisi araciligiyla tanimlanan farkli bir aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar siifi
tanitildr . Khan ve ark. aralik degerli LR-konveks iki fonksiyonun ¢arpimi i¢in yeni bir
kesirli integral esitsizligi tanimlamistir [8]. Bu tezde ise tek degiskenli aralik degerli
LR-konveks iki fonksiyonun ¢arpimi i¢in farkl tipte uyumlu kesirli integral esitsizlikleri

elde edilecektir.



2. GENEL BILGILER

Bu boliim reel degerli ve aralik degerli fonksiyonlar i¢in genel bilgileri barindirir. Tezi

daha anlagilir kilmak i¢in literatiirde yer alan temel tanim ve teoremler ele alinir.
2.1. REEL DEGERLI FONKSIYONLAR

Bu alt boliimde reel degerli fonksiyonlar i¢in temel kavramlara, kesirli integrallere ve bazi

elde edilmis teoremlere yer verilecektir.
2.1.1. Reel Degerli Fonksiyonlar Icin Temel Kavramlar

Reel degerli fonksiyonlar diisiiniildiigiinde, literatiirdeki bir¢ok calismanin arastirildig,
gelistirildigi ve yiiriitiildiigii bir cerceve s6z konusudur. Bu cercevede tezin icerigine uygun

olacak bazi spesifik kavramlar bu baglik altinda incelenecektir.

Tamm 2.1. [9] & # A C R kiimesinden se¢ilen herhangi iki nokta arasindaki dogru pargasi,
eger tamamen A kiimesi icerisinde yer aliyorsa, bu tiir kiimelere konveks kiime denir. Diger
bir deyisle, @,p € A olmak iizere {A € [0,1]: A +p (1 — )} € A kosulu saglaniyorsa A

kiimesi konvekstir.

Tamim 2.2. [10] f:ACR — Rolsun. 2 € [0,1] ve ¢,p € A olmak iizere

fAo+(1—=2)p) <Af(@)+(1—-21)f(p)

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu konveks fonksiyondur. Esitsizligin yon degistirme

durumunda f fonksiyonu konkav fonksiyon olarak adlandirilir.

Tanmm 2.3. [11] V¢,p € R igin

o +p| <|o|+|pl,

bicimindeki esitsizlik tiggen esitsizligi ile adlandirilir.

4



Tanmm 2.4. [11] f fonksiyonu, [0,®] araliginda tanimli, siirekli ve reel degerli bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

[0)

[ #(@)do| < 7 £(9)ldo

(o)

esitsizligi, integraller icin iiggen esitsizligi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.5. [12] p > 1 ve %—ké = 1 kosulunu saglayan p ve q i¢in, f ve g fonksiyonlar1
[0, @] araliginda tammh reel degerli fonksiyonlar, ayrica |f|? ve |g|? ifadeleri [0, @]

izerinde integrallenebilir olsun. Bu durumda

o] 1/q

@ r /o
[1r@i@l < | [1rorae) | [le(od

o

esitsizligi, integraller icin Holder esitsizligi olarak adlandirilir.

Tanim 2.6. [13] ¢ > 1 olsun. Ayrica f ve g, [0, ®] aralifinda tanimli reel fonksiyonlar

olsun. Eger f € L[o,®@] ve g € L, [0, @] ise

1-1 1

[17@)lis(o)1dg

[0)

[1r@)to) < | [1ro)lae

o

£~

esitsizligi mevcuttur. Bu esitsizlik Power Mean Egsitsizligi olarak adlandirilir.

Tanim 2.7. [14] n > 0 i¢in

[e5)

L(p)= [ n? an.
0

bagintistyla tanmimlanan fonksiyona Gamma Euler fonksiyonu adi verilir.

Tez igerisinde sik sik kullanilacak Gamma Euler fonksiyonunun bazi 6zellikleri sunlardir:

I. T(n+1)=nl'(n) =n!,n>0,
2. IT'(3) =,
< oP
3. Ofﬁ—(pmp:r(p)r(l—p):Sm’fpn,o<p<1,



4. 22710 ()T (n+ 1) = V&l (2n).

Tamm 2.8. [15] o,®@ > 0 icin

1
B(cr?w):/n"‘l(l—n)””dn
0

ile tanimlanan B fonksiyonu Beta fonksiyonu olarak adlandirilir. Ayrica Beta ve Gamma

fonksiyonlar1 arasindaki iligki agagidaki sekildedir:

[(o)l'(@)

Blo,@) = [(c+o)

2.1.2. Reel Degerli Fonksiyonlar I¢cin Bazi Teoremler

Teorem 2.9. [2] f : [0, @] C R — R konveks fonksiyon olmak iizere,

f(c—;m) - a;lgjf(n)dn SJ’(G)erf(af)

estsizlikleri mevcuttur. Bu esitsizlikler Hermite-Hadamard esitsizligi olarak isimlendirilir.

Teorem 2.10. [16] f € Li[o, @] ve B > 0 olmak iizere sol ve sag tarafli Riemann—Liouville

kesirli integralleri sirastyla

@)= [Clo=mP - man, 9>

(e

veE

B 1 @ B—1
Jmf(qo):F(B)/ M—)"f(mdn, ¢<wo,
biciminde tanimlanir.

Teorem 2.11. [17] f: [0,®] — R ve f € L[o,®] olmak iizere f fonksiyonu [o,®]

araliginda konveks bir fonksiyon olsun. § > 0 i¢in

f(o) + f(@)
2

f<o+a7) - r(B+1)

B B
> > Z(G—G)ﬁ Joir f(@) +Jg_f(o)]| <



esitsizlikleri miimkiindiir. Bu esitsizlikler Riemann-Liouville Kesirli integralleri icin

Hermite—Hadamard esitsizligi olarak bilinir.

Teorem 2.12. [18] f : [o,®] — R fonksiyonu f € L|o, @] olmak iizere eger f fonksiyonu

[0, @] aralifinda konveks bir fonksiyon ve 8 > 0 ise

flo)+ /(@)
2

c+® 2B71F(ﬁ+1) B B
< <
1(557) < Ty s f@) e 1(0)] <
esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.13. [19] f : [0, ®] — R fonksiyonu f € L|o, @] olmak iizere eger f fonksiyonu

[0, ©] araliginda konveks bir fonksiyon ve 8 > 0 ise

f(o;w) g 2!3(—;_(;(3;;1) [J§+f (6—12—(17) ey (64507)} . f(G)qZLf(GS)

esitsizlikleri saglanir.

Tammm 2.14. [20] f € L[o,®], B > 0 ve a € (0, 1] olsun. Sol ve sag tarafli uyumlu kesirli

integral operatorleri sirasiyla

¢ o a~ B-1
o 1 (p—0)"—(n—o0) f(n)
bra 0 {@—9 = @-n)*\" )
Yo fle) = F(B)!( 5 ) (w—n)I*“dn

biciminde tanimlanir.

Teorem 2.15. [21] f fonksiyonu [0, ®| araliginda konveks, 8 > 0 ve a € (0, 1] olmak

uzere

o+ r(B+1)aPl o ., (0)+ /(@)
f( 2 ) = 2@ —o)b Prs. @)+ Tas_f(c)] <=

esitsizlikleri mevcuttur.

Teorem 2.16. [22] f fonksiyonu [0, ®| araliginda konveks, 8 > 0 ve a € (0, 1] olmak

uzere



o+
(55°)
20B-11(B +1)aP
<
-~ (@m—o0)*B

Yo (@) 4018, f(o) <BETEE 2

esitsizlikleri mevcuttur.

Teorem 2.17. [23] f fonksiyonu [0, ®| araliginda konveks, 8 > 0 ve a € (0, 1] olmak

uzere

S
Szaﬁ(—;r_([;;}})a FYQJ(Hw) +ﬁY%_f(cj2Lw>} Sf(cf);rf(w)

esitsizlikleri mevcuttur.

Teorem 2.18. [24] f ve g fonksiyonlari, [0, @] lizerinde reel degerli ve negatif olmayan

konveks fonksiyonlar olsun. O halde

()
1 1 1
—— [ £(0)s(9)d9 < 5C(0.@) + .D(0.D) @2
ve
2f(GJ2rw>g<G+w> —— G/f 0)do + C(G ai)+éD(G @) (23)



esitsizlikleri saglanir. Burada
C(o,@) = f(o)g(0) + f(@)g(D),

D(o,m) = f(0)g(®) + f(®)g(0)

biciminde tanimlanir.

Teorem 2.19. [25] f ve g fonksiyonlar [o, @] lizerinde reel degerli ve negatif olmayan

konveks fonksiyonlar olsun. O halde

C(B+1) 1,8 p
m [Jc+f(6)g(w)+~]w—f(6)g(0)

1 B B
< (2 (B+1)(B+2)>C(G’w>+(ﬁ+1>(ﬁ+2>D<G’w)

esitsizligi mevcuttur. Burada f > 0, C (0,®) ve D (0, ®)

C(o,m) = f(0)g(0) +f(@)8(®),

D(o,m) = f(0)g(®) + f(®)g(0)

biciminde tanimlanir.

2.2. ARALIK DEGERLI FONKSIiYONLAR

Rz, R’nin kapal1 ve sinirh tiim alt araliklarinin kiimesidir. U, Rz araliginin bir elemam

olsun. u, u € R ve u < u olmak iizere,

U=[uu={xkeR:u<x<u}

seklinde tanimlanir. Burada u ve u sayilar1 U aralifinin sirasiyla sol ve sag uc noktalari
olarak isimlendirilir. Eger u = u ise U arali1 dejenere olarak adlandirilir ve U = u = [u, u]

biciminde tanimlanir. Eger u > 0 ise U pozitif, # < 0 ise U negatif olarak adlandirilir. R
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nin tiim kapal araliklarinin kiimesi Rz ve pozitif kapali araliklarinin kiimesi ve negatif
kapal1 araliklarinin kiimesi sirasiyla R} ve R gosterilir. U ve V araliklari igin temel aralik

analizi iglemleri

U+V = [ut+v,ua+7],
U-V = [u—vu—y,
A = {uy,uv, uv,uv} olmak iizere U.V = [min A, max A,

A = {u/v,u/v,u/v,u/v} ve 0 ¢V olmak iizere U /V = [minA, max A]

biciminde tanimlanir. 8 € R olmak iizere, U araliginin skaler ¢arpimi

(

[0u, 0], 0 >0,

OU = 0w, =1¢ {0}, 6=0,

| (67,64, 6<0.

bigminde gosterilir. U araliginin tersi, 6 = —1 i¢in

dur. Cikarma islemi

U-V=U+(-V)=[u—v,u—y

bi¢iminde ifade edilir. Genel olarak, U i¢in —U tersi degildir, 6rnegin U — U # 0.

Islemlerin tamimlar1, Rz’ nin yar1 dogrusal uzay olmasina izin veren ¢ok sayida cebirsel

ozellige neden olur [26]. Bu 6zellikler asagidaki gibi yazilabilir. ([27],[26],[3],[28]).
(1) (Toplamanin birlesme 6zelligi) VU,V,W € Rz i¢in (U+V)+W =U +(V+W),

10



(2) (Yutan eleman 6zelligi) VU € Rz icinU +0=04+U =0,

(3) (Toplamanin degisme ozelligi) VU,V € Rz icin,U+V =V + U,

(4) (Sadelestirme kural)) VU, V.W € Rz icinU+W =V+W —=U =V,
(5) (Carpmanin birlesme 6zelligi) VU,V,W € Rz i¢in (U.V).W =U.(V.W),
(6) (Carpmanin degisme ozelligi) YU,V € Rz i¢cin U.V = V.U,

(7) (Birim eleman 6zelligi) VU € Rz icinU.1 = 1.U,

(8) (Eslenik kurali)) VU € Rz ve VO,y € Ri¢in 8(yU) = (6y) U,

(9) (Skalerle ¢carpmanin birinci dagilma 6zelligi) VU,V € Rz ve VO € R icin
O(U+V)=0U+06V,

(10) (Skalerle Carpmanin ikinci dagilma 6zelligi) VU € Rz ve V0,7 € R i¢in
(6+7)U=06U-+U.

Kiime 6zelliklerinden kapsama iglemi "C"
UCV<yv<uveu<vy

bi¢iminde tamimlanmaktadir. Ek olarak pseudo-order bagintis1"<,"

U<,V u<vveu<v

bi¢ciminde tamimlanmaktadir [8]. Ayrica [0, @] araliginda integrallenebilen aralik degerli

fonksiyonlar kiimesi F € L ([o,®], RY) seklinde gosterilecektir.

11



2.2.1. Aralik Degerli Fonksiyonlar Icin Baz1 Teoremler
Teorem 2.20. [3] F : [0, ®] — Ry aralik degerli fonksiyon ve F(n) = [F(n),F(n)] olsun.
F € L([o,®], R ) olmasi ancak ve ancak F(n), F(1) € L[, ®) ve

[0)

(R) [ F(m)dn = |®) [ E()an.(®) [ F(mdn

(o

sartlar1 saglaniyorsa mevcuttur.

Teorem 2.21. [4] ] kiimesi bir konveks kiime ve F : [ — R%L bir aralik degerli fonksiyon

olmak tizere

F(p)=[F(9),F(p)], VoeI

esitligi mevcuttur. F, [ lizerinde aralik degerli LR-konveks fonksiyon ise ancak ve ancak
F () ve F (@) her ikisi de konveks fonksiyonlardir. Eger F (¢) = [F (¢), F (¢)] ve
G(¢) = [G(¢9), G(¢)] fonksiyonlar: LR-konveks ise, F (@) <, G (¢) iligkisi saglanir ve

¢ € R olmak iizere

cF (9) <p cG(9)

esitsizligi gecerlidir.
Tanim 2.22. [4] F : [ — R} biciminde taniml aralik degerli bir fonksiyon olsun. Eger her
o,mclven €]0,1]igin

Fmo+(1-n)o)<,nF(o)+(1-n)F (@)

kosulu saglamiyorsa F' fonksiyonu konveks bir kiime olan [ iizerinde aralik degerli
LR-konveks fonksiyon olarak adlandirilir. Eger (2.22) esitsizligi ters yonde saglaniyorsa,

bu durumda F, I iizerinde LR-konkav bir fonksiyon olarak adlandirilir.

Tamm 2.23. F : [0, ®] — Ry bir aralik degerli fonksiyon ve F (@) = [F(@),F(¢)] olacak

sekilde tanimlansin. Ayrica B > 0 olsun. F' fonksiyonunun sol tarafli Riemann—Liouville
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kesirli integrali

©
1
JE. _—Ba/ F(n)dn, ¢>o

biciminde tanimlanir. Burada, I' Euler Gamma fonksiyonudur.

Lupulescu’nun tanimina dayanarak Budak ve ark. [29] tarafindan elde edilen ¢calismada F

fonksiyonunun sag tarafli Riemann-Liouville kesirli integralini

[0)
1
Je_F =—ﬁ/ F(n)dn, ¢o<@
®

seklinde tanimlamiglardir. Burada, I' Euler Gamma fonksiyonunu ifade etmektedir.

Teorem 2.24. [30] F : [0,®] — R , [0, ®] aralifinda tanimli aralik degerli LR-konveks
fonksiyon olsun ve her ¢ € [6,®] i¢in F (¢) = [F(¢), F ()] seklinde verilsin. Eger
FeL([o,m], RY) ise

F(";a’) < 1 [ Flpuig <, 1T 24

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 2.25. [31] F : [0, ®] — ]R%L fonksiyonu aralik degerli LR-konveks fonksiyon ve
her 1 € [0, @] icin F (1) = [F (1), F (n)] olsun. F € L([o,®],R}) ise

F (°;w> <, % [J£+F(w) +J£_F(a)} <, w

esitsizlikleri mevcuttur.

Teorem 2.26. [32] F : [0,®) — R}, [0, ®] iizerinde aralik degerli LR-konveks fonksiyon
olsun ve her ¢ € [0,®] i¢in F (¢) = [F (¢), F (¢)] biciminde tanimlansin . Eger F €
L([o,@],R7) ise, o halde

- <G+Gf) <, 2P-Ir(B +1)

2 (@—G)B [‘7‘”’@ F(o )+‘7+¢U+ (@ )} <p————— (2)5)
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esitsizlikleri mevcuttur.

Tanim 2.27. [33] F : [0, @] — R , [0, ®)] iizerinde aralik degerli fonksiyon olsun ve
F (@)= [F(9), F(¢)] olarak verilsin. Eger F € L ([0, @], R}) ise, B >0 ve a € (0,1]

olmak iizere aralik degerli fonksiyonlarin uyumlu kesirli integral operatorleri sirasiyla

Bysa 1 2 ((e-0)*-m-0)*"\"" F(n)
Bya 1 e @—e) —(@-n)*\' F)

seklinde tanimlanir.
Teorem 2.28. [34] F : [0, 0] — R%L fonksiyonu [0, @] iizerinde aralik degerli LR-konveks

bir fonksiyon olsun ve her ¢ € [0, ®] i¢in F (¢) = [F (¢), F (¢)] seklinde verilsin. Eger
FeL([o,m], R}) ise

c+®
A(%37)
20P-1P (B +1)aP

(@ —0)*P

By By
< P F(@)+ PP F(0)| <,

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat. F aralik degerli LR-konveks bir fonksiyon oldugundan

o+ n 2—1n 2—1n n
< - - - - —
2F< > > pF(26+ > w>+F( > G+2(H)

Comen B
esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafi (%) (1—n)% " ifadesi ile

carpilip, elde edilen esitsizligin 1°ye gore [0, 1] iizerinde integrali alinirsa

- (o;w) O/I <1—(1a—n>“>ﬁ_1<1_n)dn
< 1 fr(3o 5% (S) 0
0

+/1F (%cﬁ%&f) (#)ﬁ_l(l—n)wdﬂ
0
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bulunur.

J5)) 0o

integral sonucu kullanilarak ilk esitsizlik ispatlanir. F fonksiyonunun konveksligi

kullanilarak
n 2—7m n 2—7m
e —_— < — _— .
F<26—|— > (D) p2F(0)+ > F (@) 2.7)
ve
2—7m n 2—7m n

yazilabilir. Benzer sekilde, (2.7) ve (2.8) esitsizlikleri taraf tarafa toplanarak, ortaya ¢ikan
_(1—m@\B-1
esitsizligin her iki tarafi (%) (1— n)a_l ile carpilsin. Ayrica [0, 1] iizerinde

n’ye gore integrali alinirsa

[ (3e-2510) (510 30) (=52

(1 e\ B-1
< F@+r@) [ (U)ot

0 (04

esitsizligine ulasilir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda

[ |F(2o+250) +r (2 0+ 2o), (ﬁ)ﬁ (1 an

- <wio)aﬁ r'(B) [/3 ?@j(wwﬁ‘l’@,ﬂﬁ)}

<) 55 F(0)+F(@)]

sonucuna varilir. Boylece ispat tamamlanmig olur. [
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Sonuc 2.29. Teorem 2.28 ifadesinde o = 1 alinirsa, (2.6) esitsizlikleri (2.5) esitsizliklerine

doniisiir.

Sonug 2.30. Teorem 2.28 ifadesinde a = 1 ve B = 1 secilirse, (2.6) esitsizlikleri (2.4)

esitsizliklerine doniisiir.

Teorem 2.31. [30] F,G : [0,®] — R}, [0,®] lizerinde aralik degerli LR-konveks
fonksiyon ve her ¢ € [0, @] i¢in F(¢) = [F(¢9),F(9)] ve G(¢) = [G(9),G(¢)] ise

! /wF((p)G((p)d(p< Y vite, @)+ n(o, @) (2.9)
O—-0Js —P3m 6 '
ve
o+ o+
2 (552)6 (557
< ! wF G d 1M o 1N o 2.10
<5 | F@)G(9)dg+ M(0.@) +3N(0.®) 210

esitsizlikleri mevcuttur. Burada M (o, ®) ve N(o, ®)

M(o,m)=F(0)G(o)+F(@)G(@),

N(c,®) = F(6)G(@) + F(®)G(o)

biciminde tanimlanir.

Teorem 2.32. [31] F,G : [0,0] — R}, [0,®] iizerinde aralik degerli LR-konveks

fonksiyon ve her ¢ € [, ®] i¢in F (@) = [E(¢),F(¢)] ve G(¢) = [G(¢),G()] olsun.
FeL([o,m], R}) ise

% (75.F@G@)+ TE_F(o)G(o))

LB B
S”<5 (B+1>(ﬁ+2)>M(G’w)+((ﬁ+1)(ﬁ+2))N(G’w>
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veE

oo (T8 F@6(@)+ T Floalo)

(
I'(
"4(@
41
2

+o c+@
o))
(%— D [s+2)M(G’G’H%((ﬁ+1)ﬁ<ﬁ+2)>N(G’w>

esitsizlikleri mevcuttur.
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3. ARALIK DEGERLI LR-KONVEKS FONKSiYONLAR
KULLANILARAK ELDE EDILEN HERMITE-HADAMARD TiPi
ESITSIZLIKLER

Teorem 3.1. F,G : [0,®] — R}, [0, @] lizerinde aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar
ve her ¢ € [0,@] icin F(¢) = [F(9),F(¢)] ve G(¢) = [G(¢),G(¢)] olsun. O halde

uyumlu kesirli integral operatorleri icin

aP20B=1T(B + 1)
(@ —o)opP

<, g [M(o,w) (B (ﬁ,%Jrl) +%> +N(o,D) (% - B ([3,%+1))} (3.1)

esitsizligi mevcuttur. Burada § > 0 ve o € (0, 1)’dir. M (o, @) ve N(o, @)

(ﬁwgﬁj(o)c;(c) + ﬁ?%¥+F(w)G(w)>

M(c,®) = F(6)G(c) + F(@)G(®),

N(c,®) = F(6)G(@) + F(®)G(o)

biciminde tanimlanir.

Ispat. F ve G fonksiyonlar aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar oldugundan

2—-1n n 2—-1 n
- — < - _—
F( > G+2w> P F(G)+2F(a7)

ve



+(2-n)n(F(o)G(@)+F(@)G(0))] (3.2)

sonucu elde edilir. Benzer sekilde

F(Z +an> <p127 ()+2_—nF(w)

veE

n -1 n 2-1
G(26+ 7 w) —”2G( )+ 5 G(o)

elde edilir. Bu durumda asagidaki esitsizlik saglanir:
n -1 n —n
F M -
(3o+25"0)6(J0+*"0)

<, 1 ["F(0)G(0) + 2~ ) F(@)G(D)

+(2-n)n(F(0)G(@) + F(@)G(0))]. (3.3)

(3.2) ve (3.3) esitsizlikleri taraf tarafa toplandiginda

-1 n -1 n
F< 7 G+2(D>G( > G+2(D')

n -1 n -1
+F(20'+ > )G(26+ 7 )

<y 3 [(1°+ 20 (0.0) + 202~ )N (0,0) G4)

_(1—me\B-1
esitsizligi elde edilir. (3.4) ifadesinde her iki taraf (1 (la n) > (1 —n)* ! ifadesi ile

carpilip [0, 1] iizerinde integrali alindiginda

(5501 20)o(2570430) (207

(04

+/ ( +—nm>6(go+2;nw) <1_(1a_n)a>ﬁl(1—n)“_ldn
< M@0 [ (142 (%)ﬁ_l (1—m)lan
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(1 Bl
+3¥e.e) [ onem (U aeme (35)

bulunur. Degisken degisimi ve Tanim 2.27 kullanildiginda

/OlF( ;n6+gw)G( ;’7 +727a5> (_1—(1a—n)“)ﬁ_1(1—n)“1d77

ap
~(525) TBP¥Le F(O)G(0) (36)

O—o0
ve

(5o 250) ()

\

) B)P¥S.0 F(0)G(®) 3.7)

sonuclar1 bulunur. Diger taraftan,

(04

3l

/0] (n*+2-n)?) (ﬂ)ﬁ_l (1—m)* 'dn

1 aan Bl
1217(2—17)(M> (1—m)*dn

SIS

elde edilir. (3.6)-(3.9) ifadeleri (3.5) ifadesinde yerine yazildiginda

( 2 )aﬁr(ﬁ) (ﬁT@_F(G)G( )-{-B‘PGM, F((D)G((ﬁ))

-0
s o s(52 ) o) o (-5(5.311)]
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sonucu bulunur. Boylece ispat tamamlanmis olur. [

Sonug¢ 3.2. Teorem 3.1 ifadesinde her ¢ € [0, @] icin G(¢) = [1,1] segilirse, (3.1)

esitsizligi (2.6) esitsizliginin sag tarafina doniigiir.

Sonu¢ 3.3. Teorem 3.1 ifadesinde o = 1 secilirse, aralik degerli fonksiyonlar icin

Riemann—Liouville kesirli integral operatorlerine ait esitsizlik

2PIrp+1) (7.0 F(0)G(0)+ 700 F(@)G(@))

(G)'—G)B 2 ot
2+ (B+1)(B+2) (B+1)(B+2)—2
<mioo) (Srnpry ) oo (e ) G

seklini alir. Burada M (o, ®) ve N(o,®) Teorem 3.1 ifadesindeki gibi tanimlanir.

Sonug 3.4. Sonug 3.3 ifadesinde her ¢ € [0, @] icin G(¢) = [1, 1] alinsin, (3.10) esitsizligi,

(2.5) esitsizliginin sag tarafina doner.

Sonug¢ 3.5. Teorem 3.1 ifadesinde oo = 1 ve B = 1 segilirse, (3.1) esitsizligi (2.9)

esitsizligine doner.

Sonu¢ 3.6. Teorem 3.1 ifadesinde her ¢ € [0,®@] i¢in F(9) = F(¢) = f(@) ve
G(9p) = G(9) = g(o) secilirse, reel degerli fonksiyonlarin uyumlu kesirli integrallerinin

Hermite-Hadamard esitsizligi

BraBf—1
o b [P f(@)6(@)+ P4%e_f(0)e(o)]

< g {c«;,w) (B (ﬁ,%ﬂ) +%) +D(o,®) (%-B(ﬁ,%ﬂ)ﬂ 3.11)

elde edilir. Burada

C(o,m) = f(0)g(0) +f(@)g(®),

D(o,®) = f(0)s(@) + f(®@)g(0)

biciminde tanimlanir.

Sonug 3.7. Sonug 3.6 ifadesinde her ¢ € [0, @] icin g(¢) = 1 segilirse, (3.11) esitsizligi

(2.1) esitsizliginin sag tarafina doniisir.

21



Sonu¢ 3.8. Sonuc¢ 3.6 ifadesinde o = 1 secilirse, reel degerli fonksiyonlarin

Riemann-Liouville kesirli integralleri i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

2B-10(B +1)
(@—0)f

<C(o,m) (

T F(@)3(@)+TE5_f(0)s(0)]

24 (B4 1)(B+2) (B+1)(B+2)-2
AB+DB+2) )“)("’“)( 4B+ 1)(B+2) ) G-12)

elde edilir.

Sonug 3.9. Sonug 3.8 ifadesinde her ¢ € [0, @] icin g(¢) = 1 secilirse, (3.12) esitsizligi

(2.1) esitsizliginin sag tarafina doniisiir.

Sonug¢ 3.10. Sonug 3.6 ifadesinde o = 1 ve B = 1 alimirsa, (3.11) esitsizligi (2.2)

esitsizligine doner.

Ornek 3.11. Aralik degerli F,G : [1,2] — R¥ fonksiyonlan F(¢) = ["’22,5} ve
G(¢) = [@, ¢?] olarak tamimlansin. F ve G fonksiyonlarinin, LR-konveks fonksiyonlar
oldugu aciktir. 2.27 ifadesi kullanilarak

el (7))
Al (0 )
| :

3 *=lrn? 2
E_”) {75}[11,71]6171
3

2

:aﬁr(ﬁl)2a5+4 (ﬁ 3+1)+9B(ﬁ, +1>—27B(ﬁ,é+1>+2ﬁ—7
208([3,—+1 —1208(ﬁ,é+1>+1ﬁﬂ} (3.13)

hesaplanir. Benzer sekilde,

ﬁqlm F(0)G(@)

= ﬁ\pg+F(2)G(z)

:W [B(ﬁ,%+1>+98<ﬁ,%+1)+27B(B,é+l)+2ﬁ,—7,
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180} (3.14)

2OB<B,%+1)+1208<[3,$+1)+?

hesaplanir. (3.13) ve (3.14) birlestirilerek, (3.1) esitsizliginin sol tarafi asagidaki esitligi

saglar:

aP29B-1T(B +1)
(@ —o)ep

A2 TIT(B ) (e

- (2—1)oP [ +

P¥es F(@)G(@)+ PV F(0)G(0)]

F2)G@)+Pee F1)G()]

_ aﬁzaﬁ—lﬁr(mm [186 </3,%+1) +5B_4 408 (ﬁ i+1) +3ﬁﬂ]

_ fs [188 (;3 +1> +5/3_4’4OB (B,%+1> +3%

- (o) B (o)

= [Q3(O€,ﬁ),94(0¢,ﬁ)].

Burada,

Qs (o, B) = 19—6136 <B,§+ 1) +%

Qu(at, B) = %[38 <B,%+ 1) + %5.

Diger taraftan, M(o,®) ve N(o,®) degerleri

M(o,®) = B,zs} : (3.15)

N(o,®) = [3,25]

seklindedir. Bu degerler (3.1) ifadesinde yerine yazilirsa

bl (o(021)3) e -5(031)
- [hufpze) 5
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elde edilir. Boylece, (3.1) esitsizligi agagidaki

3p 15 25

s(a B (e P <, |G B (B +1) 45 5] G.16

esitsizligi bicimini alir. (3.16) esitsizliginin saglamasi a € [0,1] ve B € [0,5] araliklar1 i¢in

Sekil 3.1 ve Sekil 3.2°de gosterilmistir.

[Isol Terimin Sol Ucu
Il S2g Terimin Sol Ucu

22

Sekil 3.1. Ornek 3.11 igin sol uglarin karsilastirmasi

Il Sol Terimin Sag Ucu
Il sag Terimin Sag Ucu

0 o

Sekil 3.2. Ornek 3.11 i¢in sag uclarin karsilagtirmasi
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Teorem 3.12. F,G : [0,®] — R, [0, ®] iizerinde aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar
ve her ¢ € [0, @] icin F(@) = [F(¢),F(¢)] ve G(¢) = [G(¢),G(¢)] olsun. Aralik degerli

fonksiyonlarin uyumlu kesirli integral operatorleri i¢in asagidaki

ot (52)e(537)
29Pr(B)

froalp o) e

B
freao o) e

[ﬁ‘P‘é@_F(G)G( )+ PP, F(0)G(@)

esitsizligi vardir. Burada 8 > 0, o € (0,1], M(o,®) ve N(o,®), Teorem 3.1 ifadesinde

tanimlanmugtr.

Ispat. F ve G fonksiyonlar1 aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar oldugundan asagidaki

c+o\ 1/2-nm n 1/n -n
F( > >_F<2< > +26)+2(26+—2 w))

1 2-1m n n —n

< j— L I
<5|F (3Flo+20) +7 (104 a)]

esitsizligi ve benzer sekilde
c+o 1 2—n n n 2—1n
<, = = _to+-o —0+—O
6(%3%) < 5]6(35 0+ 2a) +6(Fo+ 25

esitsizligi yazilabilir. Bu esitsizlikler kullanilarak agagidaki

o+ o+ 1 2—n n 2—7m n

< - 7 z I 1

F(757)6(55%) s |r (350 10 )6 (35 04 o
G
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sonucuna varilir. F' ve G fonksiyonlarimin LR-konveksliginden

o+ o+o 1 —-n n —-n n
<, — - i
F(TE)6(55%) sy |r (3504 10) 6 (% 0+ To)
n —-n n -n
+F(2G+ > >G<26—|— > )

n2-n) n*+(2-n)?
2 4

+ M(o,o)+ N(G,(D)} (3.13)

e : - oy —(1—n)*\ B! L .
esitsizligi mevcuttur. (3.18) ifadesinin her iki tarafi ( 7 > (1—n)%*" ifadesi ile

carpilip, 11’ya gore [0, 1] tizerinde integrali alinirsa

(el [ ()
[ (e do)o (5o B0) () o
+/ ( +_’7w>G<gc+2;nw> (1_(1a—n)a>ﬁl(1_n)a—1dn

+M(c,w)/0 L 22—17) (1_(1_n)a>ﬁ_](l—n)“‘1d1‘l

o

2 a2 (1 _an B-1
V(o) /Oln ”i n) (1 (1 n>> (l_n)aldn]

(04

elde edilir.

/01 <#)l31(1 ) ldn_ﬁ(lxﬁ

ozdesligi kullanilarak ve (3.8), (3.9), (3.19), M(o,®) ve N(o,®) ifadeleri birlestirilerek

1 c+o® c+®
s (757)o(%5°)
ap
—P@%[ﬁwgm F(o)G(o >+B‘Pc+m F(0)G(D)

)
* ;aﬁ) 3_3(/3 i“))
No.@) (1,

o (575 (a))
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sonucuna ulagilir. Bdylece ispat tamamlanmisg olur. [

Sonug 3.13. Teorem 3.12 ifadesinde her ¢ € [0, ®@] i¢in G(@) = [1, 1] segilirse agagidaki

F(o)+F(o)
2

Brap-1
2F(G+ZD'> Spo¢ 2 rB+1)

By By
. & o) P9 F(o)+ P9y F(@)|+

esitsizligi yazilabilir.

Sonu¢ 3.14. Teorem 3.12 ifadesinde o = 1 segilirse, aralik degerli fonksiyonlar icin

Riemann—Liouville kesirli integral operatdrlerine ait esitsizlik

B-1
- (c;w) o <c;w) <, % Tb.0_F(0)G(0)+ L0 F(@)G(@)

(B+2)(B+1)—2
[ AB+2)B+) ]M(""”)
+{(B+2)(ﬁ+1)+2
BB 1)

]N(G,GT)

seklinde yazilabilir.

Sonu¢ 3.15. Sonug 3.14 ifadesinde her ¢ € [0,®] i¢cin G(¢) = [1,1] olarak segilirse,
asagidaki esitsizlik

F(o)+F (o)
2

2F(G+(D) <, 2T (B +1) [ngw_F(GHJg%F(G,)] n

2 (@—o)P

elde edilir.
Sonug 3.16. Teorem 3.12 ifadesinde o = 1 ve B = 1 secilirse, (3.17) esitsizligi (2.10)
esitsizligine doniisiir.

Sonug 3.17. Teorem 3.12 ifadesinde her ¢ € [0, @] igin F(¢) = F(@) = f(¢) ve
G(p) = G(¢) = g() olarak segilirse, reel degerli fonksiyonlarn uyumlu kesirli

integralleri i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

(e
< C2 T Priy f(0)g(0) 49 Thsg, F@)s(o)
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(oo %

+B (l+B(B,%+1>) D(0,)

B

biciminde verilir. Burada C(o,®) ve D(o,®), Sonug 3.6 ifadesinde tanimlanmugtir.

Sonug 3.18. Sonug 3.17 ifadesinde her ¢ € [0, @] i¢in g(@) = 1 secilirse, agsagidaki

f(o)+/f(@)
2

BooB—
2f(c+w> L@ 20P-10(B 4+ 1)

Bya B ya
2 (@—0c)oP Yoo f(0)+" Yoo f(@)] +

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 3.19. Sonu¢ 3.17 ifadesinde o = 1 secilirse, reel degerli fonksiyonlarin

Riemann—Liouville kesirli integralleri i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi

21 (212)e(252) < 2 M 12 sonto) + L s@)@)

(B+2)(B+1)—2
[ WP +2B+D) 10("’“”
(B+2)(B+1)+2

+[ WP +2(B+1) 1”“’""’)

olur.

Sonug 3.20. Sonug 3.19 ifadesinde ¢ € [0, @] igin g(¢@) = 1 segilirse, esitsizlik

2f <c+w> <, 2P-I(B+1)

2 (@ —o)p Jé}rﬂﬁ)“ﬁ}:J(ﬁ)hM (3.20)

bi¢cimini alir.

Sonuc 3.21. o =1 ve B = 1 degerleri Sonug 3.17 ifadesinde yerine yazildiginda, (3.20)

esitsizligi (2.3) esitsizligine doner.

Ornek 3.22. F ve G fonksiyonlar1 Ornek 3.11 ifadesindeki gibi tanimlansin. Bu

fonksiyonlar icin agagidaki

2 (%5%)0(%5%) = (3)< 5)
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} (3.21)

ifadesi hesap edilebilir. (3.13), (3.14), (3.15), ve (3.21) ifadelerinin sonuclart (3.17)
esitsizliginde kullanildiginda asagidaki

290 1Br(B)al | Py F(2)G(2)+ Py F<1>G<1>}

—_—

+1)+

M0 (l_ﬁg(ﬁ +1>)+N (1+B3<ﬁ +1>)
_ ﬁs{ (ﬁ,§+ ) 405([3 z+1)+360]
+{§§Bz(ﬁ% 5)_}

2
2 2[33([3 +1)+95}

- [ie(o

= [Qs(a,B),Q6(x,B)]

4

esitligi yazilabilir. Buradan

22| <) 10s(@.p). 00l p) 62

esitsizligi elde edilir. Burada,

o 16’

Qg(at, B) = Z[ss (B,%+ 1) + 2

Qs(a, B) = 13—6;33 (ﬁ,3+ 1) 4+

4

dir. (3.22) esitsizliginin saglamast a € [0, 1] ve B € [0,5] i¢in Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’de

gosterilmisgtir .

29



I So! Terimin Sol Ucu
I S23 Terimin Sol Ucu

Sekil 3.3. Ornek 3.22 icin sol uglarm kargilagtirmasi

I Sol Terimin Sag Ucu
[___"1Sag Terimin Sag Ucu

Sekil 3.4. Ornek 3.22 icin sag uclarm karsilastirmasi
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4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, aralik degerli LR-konveks fonksiyonlar incelenmis ve bu fonksiyonlar
icin literatiirde bulunmayan, yeni bir uyumlu kesirli integral operatorii esitsizligi elde
edilmistir. Elde edilen bu esitsizlik, LR-konveks fonksiyonlarin yapisal 6zellikleri dikkate
almarak gelistirilmis ve yeni sonuglar elde edilmistir. Ayrica, parametrelerin 6zel secimleri
ile literatiirdeki baz1 ¢aligmalarin genellestirildigi goriilmektedir. Bu yoniiyle calisma,
aralik degerli konvekslik teorisine katki saglamakta ve ileride yapilacak arastirmalar i¢in

bir temel olusturmaktadir.

Bu tezde elde edilen esitsizlikler, yalnizca aralik degerli LR-konveks fonksiyonlarla sinirli
kalmayip, farkli konvekslik tiirleri i¢in de uygulanabilir bir yap1 sunmaktadir. Ozellikle
LR-konvekslik cercevesinde gelistirilen bu yaklasimin, h-konvekslik, g-konvekslik gibi
diger yaygin konvekslik tiirlerine de uyarlanabilecegi diisiiniilmektedir. Son yillarda ilgi
goren CR-konvekslik gibi daha yeni fonksiyon siniflar agisindan da benzer esitsizliklerin
tiiretilmesi miimkiindiir. Bu durum, tezde sunulan yontemin yalnizca belirli bir konvekslik
tiirtiyle sinirli olmadigini, daha genis bir yelpazeye hitap edebilecek potansiyele sahip
oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla, calismada gelistirilen esitsizliklerin, farkli konveks
fonksiyon siniflar tizerinde de incelenmesi, konvekslik kurami ag¢isindan yeni ve anlaml

sonu¢lara ulasilmasina katki saglayabilir.

Calismada elde edilen sonuglar, sadece kullanilan integral tiiriiyle sinirli kalmamakta, ayni
zamanda farkli kesirli integral tanimlar1 acisindan da genisletilebilecek bir yapiya sahiptir.
Literatiirde aralik degerli fonksiyonlar i¢cin Riemann-Liouville, Aumann tipi, Caputo ve
Hadamard gibi cesitli kesirli integral tiirleri bulunmaktadir. Bu integral tanimlari, farkli
yaklagimlar sunmalar1 bakimindan, benzer esitsizliklerin farkli bicimlerde elde edilmesine
olanak tanimaktadir. Bu tezde gelistirilen yontemlerin ve elde edilen esitsizligin, bu farkl

kesirli integral tiirlerine uyarlanarak yeni sonuclara ulasilmast miimkiindiir.

31



Son yillarda aralik degerli fonksiyonlar, kuantum analiz alaninda ilgi gérmeye baslamustir.
Bu fonksiyonlar, kuantum sistemlerindeki 6l¢iim belirsizlikleri, operator genellestirmeleri
ve hassaslik analizleri gibi problemlerde kullanilabilir. Elde edilen esitsizliklerin kuantum
analizde yeni yaklasimlar gelistirilmesine katki saglayabilecegi distuniilmektedir ve bu
alandaki mevcut problemlere ¢6ziim Onerileri sunabilir. Bu yoniiyle, ¢calisma kuantum

analizde degerlendirilebilecek potansiyel bir katki saglayabilir.
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