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ÖZET 
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Tez Danışmanı: Prof. Dr. Can KIZILATEŞ 

Mayıs 2025, 43 sayfa 

Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, konuyla ilgili literatürde yer alan 

araştırmalar incelenmiş ve bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde, ön bilgiler ve diğer bölümlerde 

kullanılacak olan temel tanım ve özellikler verilmiştir. Üçüncü bölümde, yüksek mertebeden 

Gauss Fibonacci kuaterniyonları tanımlanmış, ayrıca bu kuaterniyonlar ile ilgili Binet formülü, 

rekürans bağıntısı, toplam formülleri ve bazı özdeşlikler elde edilmiştir. Dördüncü bölümde ise 

yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonları ile ilgili üreteç fonksiyonları ve üstel 

üreteç fonksiyonu verilmiştir. Ayrıca matrisler yardımıyla da bazı eşitlikler elde edilmiştir. 

Beşinci ve son bölümde de sonuçlar kısmı yer almaktadır. 

Anahtar Kelimeler: Gauss Fibonacci kuaterniyonları, yüksek mertebeden Gauss Fibonacci 
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The thesis consists of fiver chapters. The first chapter contains the introduction part. In the 

second chapter, preliminaries, some basic definitions and some properties which will be used 

in the next sections were given. In the third chapter, the definition of higher-order Gaussian 

Fibonacci quaternions is given and the Binet-like formula is derived. Moreover, the recurrence 

relation, some properties and the summation formulae of higher-order Gaussian Fibonacci 

quaternions are provided. In the fourth chapter, the generating functions for higher-order 

Gaussian Fibonacci quaternions are given and we have obtained some numerous identities by 

using some matrix representation. The fifth and last section contains the conclusions. 

Keywords: Gaussian Fibonacci quaternion, higher-order Gaussian Fibonacci quaternions, 
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BÖLÜM 1

GİRİŞ

Fibonacci sayısı adını, 1202 yılında Liber Abaci adlı kitabıyla bu diziyi BatıAvrupa

matematiğine tanıtan İtalyan matematikçi Pisa’lıLeonardo’dan alır. Fibonacci dizisinde

her terim, kendisinden önceki iki terimin toplamıdır. Fibonacci sayıları genellikle Fn

olarak gösterilir. Aslında Hint kaynaklarıında bu dizinin M.Ö. 200’lü yıllara dayandı̆gı

görülmektedir. Liber Abaci esas olarak aritmetik ve temel cebire odaklanmı̧stır ve aslında

kitabında o dönemdeki diğer tüm matematiksel çalı̧smalardan daha enerjik bir şekilde

Hint sayısisteminin gücünü ortaya koymuştur [24], [25]. Lucas dizisi, Fibonacci dizisine

benzer biçimde tanımlanan matematikçi François Édouard Anatole Lucas’ın adınıtaşıyan

bir tam sayıdizisidir. Lucas sayılarıLn ile gösterilir. Matematik literatüründe Fibonacci

ve Lucas sayılarıhakkında çok sayıda araştırmacının dikkatini çeken muazzam bir bilgi

zenginliği bulunmaktadır. Bu sayıların çok sayıda olağanüstü özelliği ve uygulamaları

mevcuttur [18].

Karmaşık sayılar x + iy biçiminde ifade edilir. Burada x ve y reel sayılardır ve i sanal

sayıdır. Karmaşık sayılar, reel sayıların yapamadı̆gınegatif sayıların köklerini ifade etme

ihtiyacından kaynaklanır. Bu nedenle polinomların tüm köklerini yansıtırlar. Matematik,

mühendislik gibi çeşitli bilim dallarında bu sayılar sıklıkla kullanılır.

Cebirde kuaterniyon, iki boyutlu karmaşık sayıların dört boyuta genelleştirilmesidir. Ku-

aterniyonlar ve bunlar üzerindeki temel cebirsel i̧slem özellikleri, 1843 yılında İrlandalı

matematikçi Sir William Rowan Hamilton tarafından çalı̧sılmı̧stır [8]. Kuaterniyonlar

genellikle H sembolü ile gösterilir. Teorik ve uygulamalımatematik, bilgisayar bilimi,

kuantum fiziği, analiz ve fizik gibi çeşitli alanlarda akademisyenler kuaterniyonlarıkul-

lanırlar.

Bu tezin temel amacıbileşenleri yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayılarıolan kuater-

niyonlar tanımlayarak bu sayıların temel özelliklerini araştırmaktır. Yani yüksek mertebe-

den Gauss Fibonacci kuaterniyonlarıtanımlayıp, bu kuaterniyonlar için Binet formülü,
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rekürans bağıntısı, toplam formülleri, üreteç fonksiyonları, üstel üreteç fonksiyonu ve özel

matrislerini kullanarak Cassini eşitliklerini araştırmaktır.

1.1 KAYNAK ARAŞTIRMASI

Bu kısımda tez içersinde kullanılan çalı̧smalar hakkında bilgi verilecektir.

Koshy (2001) "Fibonacci and Lucas numbers with applications" isimli kitabında Fi-

bonacci ve Lucas sayılarıhakkında bilinmesi gereken her şeyi en kapsamlıbiçimde ele

almı̧stır [18].

Pashaev ve Nalci (2012) "Golden quantum oscillator and Binet—Fibonacci calculus" adlı

çalı̧smasında yüksek mertebeden Fibonacci sayılarının tanımınıverip, bu sayıların bazı

özelliklerini sunmuşlardır [20].

Oktay Pashaev danı̧smanlı̆gındaki yüksek lisans tezinde Özvatan (2018) "Generalized

Golden-Fibonacci Calculus and applications" isimli çalı̧smasında yüksek mertebeden Fi-

bonacci sayılarının rekürans bağıntısıve üreteç fonksiyonu gibi özelliklerini incelemi̧stir

[19].

Gauss (1832) "Theoria ResiduorumBiquadraticorum" isimli çalı̧smasında Gauss sayılarının

tanımınıve bazıözelliklerini vermi̧stir [3].

Horadam (1963) "Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions" isimli çalı̧s-

masında bileşenleri Fibonacci ve Lucas sayılarıolan Fibonacci kuaterniyonlarıve Lucas

kuaterniyonlarıtanımlamı̧s ve bu kuaterniyonların bazıözelliklerini vermi̧stir [9].

Halici (2013) "On Complex Fibonacci Quaternions" isimli çalı̧smasında bileşenleri kom-

pleks Fibonacci sayılarıolan kompleks Fibonacci kuaterniyonlarıtanımlamı̧s ve bu ku-

aterniyonların rekürans bağıntısını, Binet formülünü, toplam formüllerini, üreteç fonksiy-

onlarınıve bazıözelliklerini vermi̧stir [7].

Kızılateş ve Kone (2021) "On Higher Order Fibonacci Quaternions" isimli çalı̧smasında

bileşenleri yüksek mertebeden Fibonacci sayılarıolan kuaterniyonlarıtanımlamı̧s ve bu

kuaterniyonların bazıözelliklerini elde etmi̧stir [13].

Halici ve Cerda-Morales ( 2021) "On Quaternion-Gaussian Fibonacci Numbers and Their

Properties" adlı çalı̧smasında bileşenleri Gauss Fibonacci sayıları olan kuaterniyonları

tanımlayıp, bu kuaterniyonların bazıözelliklerini ele almı̧stır [5].

Kızılateş (2024) "A Different Approach To Gauss Fibonacci Polynomials" isimli çalı̧s-

masında bileşenleri yüksek mertebeden Fibonacci sayılarıolan yüksek mertebeden Gauss

2



Fibonacci sayılarının tanımını, rekürans bağıntısını, üreteç fonksiyonunu ve bazımatris

temsillerini ele almı̧stır [16].
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BÖLÜM 2

ÖN BİLGİLER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezimizde kullanacağımız bazı temel tanım ve kavramları vereceğiz. Fi-

bonacci ve Lucas sayılarının tanımları, Gauss Fibonacci sayılarının tanımı, karmaşık

sayıların tanımı, kuaterniyon tanımı, yüksek mertebeden Fibonacci sayılarının tanımı,

yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayılarının tanımı ve bu sayıların bazı özellikleri

verilecektir.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tanım 2.1 Fibonacci dizisi {Fn}∞n=0, n ≥ 0 için ve F0 = 0, F1 = 1 başlangıç koşulları

olmak üzere

Fn+2 = Fn+1 + Fn

rekürans băgıntısıyla tanımlanır [18].

Çizelge 2.1 İlk 15 Fibonacci sayısı

F0 F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12 F13 F14

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

şeklindedir.

Fibonacci dizisi, ikinci mertebeden lineer rekürans bağıntısıdır. Bu reküransın çözümü

için,

Fn = Axn

seçelim. Burada A ve x sıfır olmayan sabittir. Bunu Fibonacci dizisinin rekürans bağın-

tısında yerine yazarsak,

Axn = Axn−1 + Axn−2 (2.1)
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elde edilir. (2.1)’de her iki taraf Axn−2 ile bölünürse x2−x−1 = 0 karakteristik denklemi

elde edilir. Bu karakteristik denklemin kökleri θ = 1+
√
5

2
ve ϑ = 1−

√
5

2
dir. Ayrıca kökler

arasında

θ + ϑ = 1

θ − ϑ =
√

5

θϑ = −1

eşitlikleri geçerlidir. Böylece

Fn = A1

(
1 +
√

5

2

)n

+ A2

(
1−
√

5

2

)n

dir. Başlangıç şartlarıkullanarak, A1 = 1
θ−ϑ = 1√

5
ve A2 = − 1

θ−ϑ = − 1√
5
değerlerini

bulabiliriz. Son olarak, n’inci Fibonacci sayısıiçin Binet formülü:

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−
(

1−
√

5

2

)n)
=
θn − ϑn

θ − ϑ

elde edilir.

Hemen belirtelim ki 1+
√
5

2
altın oran (Golden ratio) olarak adlandırılır [18].

Tanım 2.2 λ0, λ1, λ2, λ3, ... bir reel sayıdizisi olsun.

f (t) = λ0 + λ1t+ λ2t
2 + ...+ λnt

n + ...

ifadesine (λn) dizisinin üreteç fonksiyonu denir. Yani

f (t) =
∞∑
n=0

λnt
n

dir [18].

Tanım 2.3 (λn) dizisinin üstel üreteç fonksiyonu

E (t) =

∞∑
n=0

λn
tn

n!

dir [18].

Tanım 2.4 Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

F (t) =

∞∑
n=0

Fnt
n =

t

1− t− t2

dir [18].
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Tanım 2.5 Lucas dizisi {Ln}∞n=0, n ≥ 0 için ve L0 = 2, L1 = 1 başlangıç koşullarıolmak

üzere

Ln+2 = Ln+1 + Ln

rekürans băgıntısıyla tanımlanır [18].

Çizelge 2.2 İlk 15 Lucas sayısı

L0 L1 L2 L3 L4 L5 L6 L7 L8 L9 L10 L11 L12 L13 L14

2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123 199 322 521 843

şeklindedir.

Lucas sayısının Binet formülü

Ln = θn + ϑn

biçimindedir [18].

Tanım 2.6 Lucas dizisinin üreteç fonksiyonu

L (t) =
∞∑
n=0

Lnt
n =

2− t
1− t− t2

dir [18].

2.2 YÜKSEK MERTEBEDEN FİBONACCİ SAYISI

Literatürde, Fibonaccci sayılarının farklıgenellemeleri mevcuttur. Bunlardan bir tanesi

de ilk kez 2012 yılında Pashaev ve Nalci tarafından tanımlanan yüksek mertebeden Fi-

bonacci sayılarıdır [20]. Yazarlar ayrıca yüksek mertebeden Fibonacci sayılarınıFibonacci

bölenleri olarak da adlandırmı̧slardır. Bununla birlikte Prof. Dr. Oktay Pashaev danı̧s-

manlı̆gında, Özvatan yüksek lisans tezinde, yüksek mertebeden Fibonacci sayılarının de-

taylıözelliklerini incelemi̧stir [19].

Tanım 2.7 r ≥ 1 tam sayısıve Fn, n’inci Fibonacci sayısıolmak üzere

F (r)n =
Fnr
Fr

oranına yüksek mertebeden Fibonacci sayılarıdenir.
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Farklın ve r değerleri için yüksek mertebeden Fibonacci sayılarınıaşağıdaki çizelge ile

verebiliriz.

Çizelge 2.3 Bazıyüksek mertebeden Fibonacci sayıları

n\r 1 2 3 4

1 F
(1)
1 = 1 F

(2)
1 = 1 F

(3)
1 = 1 F

(4)
1 = 1

2 F
(1)
2 = 1 F

(2)
2 = 3 F

(3)
2 = 4 F

(4)
2 = 7

3 F
(1)
3 = 2 F

(2)
3 = 8 F

(3)
3 = 17 F

(4)
3 = 48

4 F
(1)
4 = 3 F

(2)
4 = 21 F

(3)
4 = 72 F

(4)
4 = 329

Ayrıca, Fnr, Fr ile bölünebildiği için Fnr
Fr
oranıbir tam sayıdır. Bu nedenle her yüksek

mertebeden Fibonacci sayısıbir tam sayıdır. Klasik Fibonacci dizisinin r = 1 için yüksek

mertebeden Fibonacci dizisinden elde edilebileceği açıktır.

Yüksek mertebeli Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısı

F
(r)
n+1 = F (r)n + (−1)r+1 F

(r)
n−1

şeklindedir [19].

Yüksek mertebeli Fibonacci sayılarının Binet formülü

F (r)n =
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr

şeklindedir [19].

Tanım 2.8 Yüksek mertebeden Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

F (r) (t) =
∞∑
n=0

F (r)n tn =
t

1− Lrt− (−1)r t2

dir [19].

2.3 KARMAŞIK SAYI

Tanım 2.9 x, y reel sayılar ve i2 = −1 olmak üzere x+ iy biçimindeki sayılara karmaşık

sayılar denir [11]. Karmaşık sayılar kümesi genellikle C sembolüyle gösterilir.

Burada, karmaşık sayız ∈ C için z = x+ iy ifadesinde, x ∈ Re(z) reel kısım ve y ∈ Im(z)

de sanal kısım olarak adlandırılır. z nin eşleğini z̄ = x− iy dir.
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Karmaşık sayılarız1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2, z1, z2 ∈ C için ve λ bir reel sayıolmak

üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2),

z1 − z2 = (x1 − x2) + i(y1 − y2),

λz1 = λx1 + i(λy1),

z1.z2 = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + y1x2)i,

z ile z̄ eşleniğinin çarpımı

zz̄ = x2 + y2, z, z̄ ∈ C

biçimindedir [11].

Karmaşık sayılar iki boyutlu deği̧smeli ve birleşmeli cebir yapısındadır [11].

2.4 GAUSS FİBONACCİ SAYISI

Tanım 2.10 Gauss tam sayıları, katsayılarıtam sayılar olan

Z[i] = {a+ ib : a, b ∈ Z, i2 = −1}

biçiminde ifade edilen cebirsel tam sayılar kümesidir [3].

Gauss tam sayılarıilk olarak 1832 yılında Alman matematikçi Carl Friedrich Gauss [3]

tarafından çalı̧sılmı̧stır. Gauss sayılarısıradan toplama ve çarpma i̧slemlerine göre ka-

palıdırlar. Carl Friedrich Gauss, özellikle cebir ve sayılar teorisi olmak üzere matematiğin

birçok alanına önemli katkılarda bulunmuştur.

A.F. Horadam bileşenleri Fibonacci sayılarıolan Gauss Fibonacci sayılarınıtanımlamı̧stır

[9]. 1965’te J.H. Jordan [10] tarafından Gauss Fibonacci sayılarıdaha da kapsamlıbiçimde

ele alınmı̧stır.

Tanım 2.11 Gauss Fibonacci sayıları {GFn}∞n=0, n ≥ 0 için ve GF0 = i, GF1 = 1

başlangıç koşullarıolmak üzere

GFn+2 = GFn+1 +GFn

rekürans băgıntısıile tanımlanır [7], [9].
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Gauss Fibonacci dizisi için Binet formülü ve n ∈ N0 için

GFn =
1

θ − ϑ
{
θn−1 (θ + i)− ϑn−1 (ϑ+ i)

}
biçiminde yazılır [7].

Gauss Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

G (t) =
∞∑
n=0

GFnt
n =

(1− t)GF0 +GF1t

1− t− t2

dir [7].

2.5 YÜKSEK MERTEBEDEN GAUSS FİBONACCİ SAYISI

Kızılateş [16] tarafından yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayısıve polinomu tanım-

lanmı̧stır. Ayrıca bu sayının rekürans bağıntısı, çeşitli toplam formülleri ve üreteç fonksiy-

onlarıgibi özellikleri incelenmi̧stir.

Tanım 2.12 n, r ≥ 1 tam sayıları için, F (r)n yüksek mertebeden Fibonacci sayısıolmak

üzere Gauss Fibonacci sayısı

GF (r)n = F (r)n + iF
(r)
n−1 (2.2)

ile tanımlanır.

r ∈ N için yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayılarının Binet formülü

GF (r)n =
1

θr − ϑr
{

(θr)n−1 (θr + i)− (ϑr)n−1 (ϑr + i)
}

şeklindedir.

Gauss Fibonacci dizisinin üreteç fonksiyonu

G(r) (t) =

∞∑
n=0

GF (r)n tn =
(−1)r (−i+ iLrt+ (−1)r t)

1− Lrt− (−1)r t2

biçimindedir [16].

2.6 REEL KUATERNİYON

Tanım 2.13 Bir q kuaterniyonu,

q = µ+ νi+ ρj+ σk = (µ, ν, ρ, σ)
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biçiminde ifade edilir; burada µ, ν, ρ ve σ reel sayılar ve 1, i, j,k temel kuaterniyon birim-

leridir [8].

Bu kuaterniyon birimleri aşağıdaki çizelgede verilen çarpım kurallarınısağlarlar.

Çizelge 2.4. Kuaterniyon birimlerinin çarpımı (2.3)

. 1 i j k

1 1 i j k

i i −1 k −j

j j −k −1 i

k k j −i −1

Çizelge 2.4. deki i, j,k kuaterniyon birimlerinin kendi aralarındaki çarpımlarıdeği̧sme

özelliğini sağlamazlar.

Herhangi bir q kuaterniyonunun eşleniği q, üç sanal birimin negatiflenmesiyle elde edilebilir.

Yani,

q = µ− νi− ρj− σk.

Şimdi reel kuaterniyonların sağladı̆gıbazıbasit aritmetik i̧slemleri verelim.

q1 = µ1 + ν1i+ ρ1j+ σ1k,

q2 = µ2 + ν2i+ ρ2j+ σ2k,

ve λ bir reel sayıolmak üzere aşağıdaki eşitlikler sağlanır.

q1 + q2 = (µ1 + µ2) + (ν1 + ν2)i+ (ρ1 + ρ2)j + (σ1 + σ2)k,

q1 − q2 = (µ1 − µ2) + (ν1 − ν2)i+ (ρ1 − ρ2)j + (σ1 − σ2)k,

λq1 = λµ1 + (λν1) i+ (λρ1) j+ (λσ1)k,

q1q2 = (µ1µ2 − ν1ν2 − ρ1ρ2 − σ1σ2) + (µ1ν2 + ν1µ2 + ρ1σ2 − σ1ρ2)i

+(µ1ρ2 − ν1σ2 + ρ1µ2 + σ1ν2)j + (µ1σ2 + ν1ρ2 − ρ1ν2 + σ1µ2)k.

Yukarıdaki aritmetik i̧slemler göz önüne alınırsa, ∀q1, q2, q3 ∈ H için

1. q1 + q2 = q2 + q1,

2. q1 + (q2 + q3) = (q1+, q2) + q3,
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3. q1(q2 + q3) = q1q2 + q1q3,

4. (q1q2)q3 = q1(q2q3),

özellikleri sağlanır.

q ve q eşleniğinin çarpımı;

q.q = (µ+ νi+ ρj+ σk)(µ− νi− ρj− σk) = µ2 + ν2 + ρ2 + σ2 = |q|2 , (2.4)

dir. Elde edilen |q| reel sayısına q nun normu adıverilir.

Kuaterniyonlar 4 boyutlu toplama i̧slemine göre birleşmeli ve deği̧smeli, çarpma i̧slemine

göre birleşmeli fakat deği̧smeli olmayan cebir yapısındadır [8].

Kuaterniyonlar, geçmi̧sten günümüze matematikçiler tarafından ilgiyle araştırılmı̧stır.

Horadam 1963’te kompleks Fibonacci sayılarıve Fibonacci kuaterniyonlarınıincelemi̧stir

[9]. Bu nedenle, Fibonacci kuaterniyonlarıiçin bazıözellikler Horadam tarafından ver-

ilmi̧stir. Daha sonra da Halici [4], [7] tarafından Fibonacci kuaterniyonlarının bazıözel-

likleri incelenmi̧stir.

2.7 FİBONACCİ KUATERNİYON

Tanım 2.14 Fibonacci kuaterniyonları{Fqn}∞n=0, n dŏgal sayısıiçin

Fqn = Fn + Fn+1i+ Fn+2j+ Fn+3k

ile tanımlanır [4], [9].

n ≥ 2, F q0 = i + j + 2k ve Fq1 = 1 + i + 2j + 3k başlangıç şartları için Fibonacci

kuaterniyonlarının rekürans bağıntısı

Fqn = Fqn−1 + Fqn−2

dir.

θ = 1 + θi+ θ2j+ θ3k ve ϑ = 1 +ϑi+ϑ2j+ϑ3k olmak üzere Fibonacci kuaterniyonlarının

Binet formülü

Fqn =
θθn − ϑϑn

θ − ϑ

biçimindedir.
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Fibonacci kuaterniyonlarının üreteç fonksiyonu

Fq (t) =
t+ i+ (t+ 1) j+ (t+ 2)k

1− t− t2

dir [4].

2.8 LUCAS KUATERNİYON

Tanım 2.15 n dŏgal sayısıiçin Lucas kuaterniyonları{Lqn}∞n=0,

Lqn = Ln + Ln+1i+ Ln+2j+ Ln+3k

ile tanımlanır [4].

n ≥ 2, Lq0 = 2 + i + 3j + 4k ve Lq1 = 1 + 3i + 4j + 7k başlangıç şartları için Lucas

kuaterniyonlarının rekürans bağıntısı

Lqn = Lqn−1 + Lqn−2

biçimindedir.

θ = 1 + θi+ θ2j+ θ3k ve ϑ = 1 +ϑi+ϑ2j+ϑ3k olmak üzere Fibonacci kuaterniyonlarının

Binet formülü

Lqn = θθn + ϑϑn

dir.

[22]’de Polatlı ve Kesim tarafından yürütülen farklı çalı̧smalarda, genelleştirilmi̧s Fi-

bonacci ve Lucas sayıbileşenlerine sahip kuaterniyonlar detaylıolarak incelenmi̧stir.

[13]’de Kızılateş ve Kone, Horadam ve Halıcıtarafından incelenen Fibonacci kuaterniy-

onlarınıgenelleştiren yüksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlarınıtanımlamı̧s ve bu

kuaterniyonların birçok cebirsel özelliğini elde etmi̧slerdir.

2.9 YÜKSEK MERTEBEDEN FİBONACCİ KUATERNİYON

Tanım 2.16 Yüksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlarıFq(r)n , n, r ∈ N için

Fq(r)n = F (r)n + F
(r)
n+1i+ F

(r)
n+2j+ F

(r)
n+3k

ile tanımlanır [13].
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Yüksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonların, r ∈ N için rekürans bağıntısı

Fq
(r)
n+1 = Fq(r)n + (−1)r+1 Fq

(r)
n−1

şeklindedir.

α = 1 + θri + θ2rj + θ3rk ve β = 1 + ϑri + ϑ2rj + ϑ3rk olmak üzere yüksek mertebeli

Fibonacci kuaterniyonlarının Binet formülü

Fq(r)n =
α (θr)n − β (ϑr)n

θr − ϑr

dir [13].

Yüksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlarının üreteç fonksiyonu

Fq(r) (t) =
(i+ Lrj+ (L2r + (−1)r)k) + (−1)r+1

(
(−1)r+1 + j+ Lrk

)
t

1− Lrt− (−1)r t2

dir [13].

Halıcıve Cerda-Moreles, [5]’de katsayılarıGauss Fibonacci sayılarıolan kuaterniyonlar

tanımlamı̧s ve bu tür kuaterniyonlar için bazıtemel özellikler sağlamı̧stır.

2.10 GAUSS FİBONACCİ KUATERNİYON

Tanım 2.17 Gauss Fibonacci kuaterniyonları {GFqn}∞n=0, n dŏgal sayısı için ve GFn
Gauss Fibonacci sayısıolmak üzere

GFqn = GFn +GFn+1i+GFn+2j+GFn+3k

ile tanımlanır [5].

θ = 1+θi+θ2j+θ3k, ϑ = 1+ϑi+ϑ2j+ϑ3k, α = θ−1+i+θj+θ2k ve β = ϑ−1+i+ϑj+ϑ2k

olmak üzere Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının Binet formülü

GFq(r)n =

(
θθn − ϑϑn

)
+ (αθn − βϑn) i

θ − ϑ

dir [5].
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BÖLÜM 3

YÜKSEK MERTEBEDEN GAUSS FİBONACCİ KUATERNİYONLARI

Bu bölümde yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyon tanımıverilecektir. Daha

sonra bu kuaterniyonlar için Binet formülleri, rekürans bağıntısı, toplam formülleri, üreteç

fonksiyonları, üstel üreteç fonksiyonlarıve bazıözdeşlikler verilecektir. Bu bölümdeki

sonuçlar Kızılateş ve Yachani tarafından [17] elde edilmi̧stir.

Tanım 3.1 Yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu, r ∈ N için

GFq(r)n = GF (r)n +GF
(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k (3.1)

ile tanımlanır.

Yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun eşleniği

GFq(r)∗n = GF (r)n −GF
(r)
n+1i−GF

(r)
n+2j−GF

(r)
n+3k (3.2)

biçiminde tanımlanır.

Yüksek mertebeden Guass Fibonacci kuaterniyonunun karmaşık eşleniği

GFq
(r)
n = GF

(r)
n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k (3.3)

şeklindedir.

GFq
(r)
n normu

‖ GFq(r)n ‖= GFq(r)n GFq(r)∗n =
(
GF (r)n

)2
+
(
GF

(r)
n+1

)2
+
(
GF

(r)
n+2

)2
+
(
GF

(r)
n+3

)2
(3.4)

biçimindedir.

Önerme 3.1 GF
(r)
n yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayısıolmak üzere ve Fq(r)n yük-

sek mertebeden Fibonacci sayısı olmak üzere, r ∈ N için aşăgıdaki yüksek mertebeden

Gauss Fibonacci kuaterniyon özdeşlikleri,

GFq(r)n +GFq(r)∗n = 2GF (r)n (3.5)
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ve

GFq(r)n +GFq
(r)
n = 2Fq(r)n (3.6)

săglanır.

İspat. (3.1) ve (3.2) denklemlerini kullanarak,

GFq(r)n +GFq(r)∗n =
(
GF (r)n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
+
(
GF (r)n −GF

(r)
n+1i−GF

(r)
n+2j−GF

(r)
n+3k

)
=

(
GF (r)n +GF (r)n

)
+
(
GF

(r)
n+1 −GF

(r)
n+1

)
i

+
(
GF

(r)
n+2 −GF

(r)
n+2

)
j+
(
GF

(r)
n+3 −GF

(r)
n+3

)
k

GFq(r)n +GFq(r)∗n = 2GF (r)n

elde edilir.

GFq(r)n =
(
F (r)n + iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 + iF (r)n

)
i+
(
F
(r)
n+2 + iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 + iF

(r)
n+2

)
k (3.7)

ve

GFq
(r)
n =

(
F (r)n − iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 − iF (r)n

)
i+
(
F
(r)
n+2 − iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 − iF

(r)
n+2

)
k (3.8)

olmak üzere, (3.1) ve (3.3) denklemlerini kullanarak,

GFq(r)n +GFq
(r)
n =

(
GF (r)n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
+
(
GF

(r)
n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
=

(
F (r)n + iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 + iF (r)n

)
i

+
(
F
(r)
n+2 + iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 + iF

(r)
n+2

)
k

+
(
F (r)n − iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 − iF (r)n

)
i

+
(
F
(r)
n+2 − iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 − iF

(r)
n+2

)
k

GFq(r)n +GFq
(r)
n =

(
F (r)n + F (r)n

)
+
(
F
(r)
n−1 − F

(r)
n−1

)
i

+
(
F
(r)
n+1 + F

(r)
n+1

)
i+
(
F (r)n − F (r)n

)
i2

+
(
F
(r)
n+2 + F

(r)
n+2

)
j+
(
F
(r)
n+1 − F

(r)
n+1

)
ij

+
(
F
(r)
n+3 + F

(r)
n+3

)
k+
(
F
(r)
n+2 − F

(r)
n+2

)
ik

= 2F (r)n + 2F
(r)
n+1i+ 2F

(r)
n+2j+ 2F

(r)
n+3k

= 2
(
F (r)n + F

(r)
n+1i+F

(r)
n+2j+F

(r)
n+3k

)
= 2Fq(r)n
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elde edilir. O halde ispatlar gösterilmi̧s olur.

Teorem 3.2 r ∈ N için yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonları aşăgıdaki

özdeşlĭgi săglar:(
GFq(r)n

)2
= 2GF (r)n GFq(r)n −GFq(r)n GFq(r)∗n . (3.9)

İspat. (3.1) ve (3.2) denklemlerini kullanarak,(
GFq(r)n

)2
=

(
GF (r)n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
×
(
GF (r)n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
=

(
GF (r)n

)2
+GF (r)n GF

(r)
n+1i+GF (r)n GF

(r)
n+2j+GF (r)n GF

(r)
n+3k

+GF
(r)
n+1GF

(r)
n i+

(
GF

(r)
n+1

)2
i2 +GF

(r)
n+1GF

(r)
n+2 (ij) +GF

(r)
n+1GF

(r)
n+3 (ik)

+GF
(r)
n+2GF

(r)
n j+GF

(r)
n+2GF

(r)
n+1 (ji) +

(
GF

(r)
n+2

)2
j2 +GF

(r)
n+2GF

(r)
n+3 (jk)

+GF
(r)
n+3GF

(r)
n k+GF

(r)
n+3GF

(r)
n+1 (ki) +GF

(r)
n+3GF

(r)
n+2 (kj) +

(
GF

(r)
n+3

)2
k2

=
(
GF (r)n

)2
+GF (r)n GF

(r)
n+1i+GF (r)n GF

(r)
n+2j+GF (r)n GF

(r)
n+3k

+GF
(r)
n+1GF

(r)
n i−

(
GF

(r)
n+1

)2
+GF

(r)
n+1GF

(r)
n+2k−GF

(r)
n+1GF

(r)
n+3j

+GF
(r)
n+2GF

(r)
n j−GF (r)n+2GF

(r)
n+1k−

(
GF

(r)
n+2

)2
+GF

(r)
n+2GF

(r)
n+3i

+GF
(r)
n+3GF

(r)
n k+GF

(r)
n+3GF

(r)
n+1j−GF

(r)
n+3GF

(r)
n+2i−

(
GF

(r)
n+3

)2
=

(
GF (r)n

)2 − (GF (r)n+1

)2
−
(
GF

(r)
n+2

)2
−
(
GF

(r)
n+3

)2
+2GF (r)n

(
GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
= −

(
GF (r)n

)2 − (GF (r)n+1

)2
−
(
GF

(r)
n+2

)2
−
(
GF

(r)
n+3

)2
+2GF (r)n

(
GF (r)n +GF

(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

)
= 2GF (r)n GFq(r)n −

((
GF (r)n

)2
+
(
GF

(r)
n+1

)2
+
(
GF

(r)
n+2

)2
+
(
GF

(r)
n+3

)2)
= 2GF (r)n GFq(r)n −GFq(r)n GFq(r)∗n

elde ederiz. Böylece sonuçlar elde edilir.

Teorem 3.3 r ∈ N için, a = 1 + θri + θ2rj + θ3rk, b = 1 + ϑri + ϑ2rj + ϑ3rk, c =

θ−r + i + θrj + θ2rk ve d = ϑ−r + i + ϑrj + ϑ2rk olmak üzere yüksek mertebeden Gauss

Fibonacci kuaterniyonlarının Binet formülü

GFq(r)n =
(θr)n a− (ϑr)n b+ i ((θr)n c− (ϑr)n d)

θr − ϑr (3.10)

şeklinde verilir.
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İspat. Yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun tanımından

GFq(r)n = GF (r)n +GF
(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

olduğunu biliyoruz. GFq(r)n ’yi şu şekilde yeniden yazabiliriz:

GFq(r)n =
(
F (r)n + iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 + iF (r)n

)
i+
(
F
(r)
n+2 + iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 + iF

(r)
n+2

)
k.

Buradan,

GFq(r)n =
(
F (r)n + iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 + iF (r)n

)
i+
(
F
(r)
n+2 + iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 + iF

(r)
n+2

)
k

=
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr + i

(
(θr)n−1 − (ϑr)n−1

θr − ϑr

)

+

(
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr + i

(
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr
))

i

+

(
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr + i

(
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

))
j

+

(
(θr)n+3 − (ϑr)n+3

θr − ϑr + i

(
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr

))
k

=
(θr)n

(
1 + θri+ θ2rj+ θ3rk

)
− (ϑr)n

(
1 + ϑri+ ϑ2rj+ ϑ3rk

)
θr − ϑr

+i

(
(θr)n

(
θ−r + i+ θrj+ θ2rk

)
− (ϑr)n

(
ϑ−r + i+ ϑrj+ ϑ2rk

)
θr − ϑr

)

=
(θr)n a− (ϑr)n b+ i ((θr)n c− (ϑr)n d)

θr − ϑr

elde edilir. Böylece istenilen sonuç elde edilmi̧s olur.

Teorem 3.4 r ∈ N ve GFq(r)n elemanlarıiçin

GFq(r)n =
(
F
(r)
n+1 + F

(r)
n−1

)
i+
(
F
(r)
n+1 + F

(r)
n+3

)
k (3.11)

biçimindedir.
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İspat. (2.2), (3.1), (3.7) ve (3.10) denklemlerini kullanarak,

GFq(r)n = GF (r)n +GF
(r)
n+1i+GF

(r)
n+2j+GF

(r)
n+3k

=
(
F (r)n + iF

(r)
n−1

)
+
(
F
(r)
n+1 + iF (r)n

)
i+
(
F
(r)
n+2 + iF

(r)
n+1

)
j+
(
F
(r)
n+3 + iF

(r)
n+2

)
k

=
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr + i
(θr)n−1 − (ϑr)n−1

θr − ϑr

)

+
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr + i

(
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr
))

i

+
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr + i
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

))
j

+
(θr)n+3 − (ϑr)n+3

θr − ϑr + i
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr

))
k

=
(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr + i
(θr)n−1 − (ϑr)n−1

θr − ϑr

)

+
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

)
i−
(

(θr)n − (ϑr)n

θr − ϑr
)

+
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr

)
j+

(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

)
k

+
(θr)n+3 − (ϑr)n+3

θr − ϑr

)
k− (θr)n+2 − (ϑr)n+2

θr − ϑr

)
j

=

((
(θr)n−1 − (ϑr)n−1

θr − ϑr

)
+

(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

))
i

+

((
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

θr − ϑr

)
+

(θr)n+3 − (ϑr)n+3

θr − ϑr

))
k

=
(
F
(r)
n−1 + F

(r)
n+1

)
i+
(
F
(r)
n+1 + F

(r)
n+3

)
k

elde edilir.

Sonuç 3.1 GFqn kuaterniyonunu, Lucas sayılar cinsinden

GFqn = Lni+ Ln+2k (3.12)

biçiminde ifade edilir.

İspat. Denklem (3.11)’de r = 1 alınırsa, ispat tamamlanır.
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GFqn’yi aşağıdaki biçimde de ifade edebiliriz:

GFqn = Lni+ (Fn + 3Fn+1)k. (3.13)

Gerçekten,

GFq(1)n =
(
F
(1)
n+1 + F

(1)
n−1

)
i+
(
F
(1)
n+1 + F

(1)
n+3

)
k

GFqn = (Fn+1 + Fn−1) i+ (Fn+1 + Fn+3)k

= (Fn+1 + Fn−1) i+ (Fn+1 + Fn+2 + Fn+1)k

= (Fn+1 + Fn−1) i+ (Fn+1 + Fn+1 + Fn+1 + Fn)k

= Lni+ (Fn + 3Fn+1)k

dir.

Teorem 3.5 r ∈ N ve yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun elemanları

için rekürans băgıntısı

GFq
(r)
n+1 = LrGFq

(r)
n + (−1)r+1GFq

(r)
n−1 (3.14)

dir.

İspat. Denklem (3.10)’u uygulayarak

GFq
(r)
n+1 =

(θr)n+1 a− (ϑr)n+1 b+ i
(
(θr)n+1 c− (ϑr)n+1 d

)
θr − ϑr

=
(θr)n θra− (ϑr)n ϑrb

θr − ϑr + i

(
(θr)n θrc− (ϑr)n ϑrd

θr − ϑr
)

=
(θr)n θra− (ϑr)n θrb+ (ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb

θr − ϑr

+i

(
(θr)n θrc− (ϑr)n θrd+ (ϑr)n θrd− (ϑr)n ϑrd

θr − ϑr
)

=
θr ((θr)n a− (ϑr)n b) + (ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb

θr − ϑr

+i

(
θr ((θr)n c− (ϑr)n d) + (ϑr)n θrd− (ϑr)n ϑrd

θr − ϑr
)
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= θr
(

((θr)n a− (ϑr)n b) + i ((θr)n c− (ϑr)n d)

θr − ϑr
)

+
((ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb+ i ((ϑr)n θrd− (ϑr)n ϑrd))

θr − ϑr

= θrGFq(r)n + ϑrGFq(r)n − ϑrGFq(r)n

+
((ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb+ i ((ϑr)n θrd− (ϑr)n ϑrd))

θr − ϑr

= (θr + ϑr)GFq(r)n − ϑr
(

((θr)n a− (ϑr)n b) + i ((θr)n c− (ϑr)n d)

θr − ϑr
)

+
((ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb+ i ((ϑr)n θrd− (ϑr)n ϑrd))

θr − ϑr

= LrGFq
(r)
n +

(ϑr)n ϑrb− (θr)n ϑra− i (θr)n ϑrc+ i (ϑr)n ϑrd

θr − ϑr

+
(ϑr)n θrb− (ϑr)n ϑrb+ i (ϑr)n θrd− i (ϑr)n ϑrd

θr − ϑr

= LrGFq
(r)
n +

− (θr)n ϑra+ (ϑr)n θrb− i (θr)n ϑrc+ i (ϑr)n θrd

θr − ϑr

= LrGFq
(r)
n

+
− (θr)n

(
−θ−1

)r
a+ (ϑr)n

(
−ϑ−1

)r
b− i (θr)n

(
−θ−1

)r
c+ i (ϑr)n

(
−ϑ−1

)r
d

θr − ϑr

= LrGFq
(r)
n + (−1)r+1

1

θr − ϑr
(

(θr)n−1 a− (ϑr)n−1 b

+i
(
(θr)n−1 c− (ϑr)n−1 d

))
= LrGFq

(r)
n + (−1)r+1GFq

(r)
n−1

elde edilir.

Teorem 3.6 Aşăgıdaki özdeşlikler săglanır:

GFq
(r)
−n = (−1)nr

(
a (ϑr)n − b (θr)n

θ − ϑ + i

(
c (ϑr)n − d (θr)n

θ − ϑ

))
, (3.15)

GFq
(−r)
−n = (−1)r−1GFq(r)n , (3.16)

GFq(−r)n = (−1)r−1GFq
(r)
−n. (3.17)

İspat. Denklem (3.10)’u kullanarak;

GFq
(r)
−n =

(θr)−n a− (ϑr)−n b

θr − ϑr + i

(
(θr)−n c− (ϑr)−n d

θr − ϑr
)

=

(
θ−1
)nr

a−
(
ϑ−1
)nr

b

θr − ϑr + i

((
θ−1
)nr

c−
(
ϑ−1
)nr

d

θr − ϑr

)

=
(−ϑ)nr a− (−θ)nr b

θr − ϑr + i

(
(−ϑ)nr c− (−θ)nr d

θr − ϑr
)

= (−1)nr
(

(ϑr)n a− (θr)n b

θr − ϑr + i

(
(ϑr)n c− (θr)n d

θr − ϑr
))

,
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GFq
(−r)
−n =

(
θ−r
)−n

a−
(
ϑ−r
)−n

b

θ−r − ϑ−r
+ i

((
θ−r
)−n

c−
(
ϑ−r
)−n

d

θ−r − ϑ−r

)

=
(θr)n a− (ϑr)n b(
θ−1
)r − (ϑ−1)r + i

(
(θr)n c− (ϑr)n d(
θ−1
)r − (ϑ−1)r

)

=
(θr)n a− (ϑr)n b

(−ϑ)r − (−θ)r + i

(
(θr)n c− (ϑr)n d

(−ϑ)r − (−θ)r
)

=
(θr)n a− (ϑr)n b

((θ)r − (ϑ)r) (−1)r+1
+ i

(
(θr)n c− (ϑr)n d

(−1)r+1 ((θ)r − (ϑ)r)

)
= (−1)r−1

(θr)n a− (ϑr)n b

(θ)r − (ϑ)r
+ i

(
(θr)n c− (ϑr)n d

(θ)r − (ϑ)r

)
= (−1)r−1GFq(r)n

ve

GFq(−r)n =

(
θ−r
)n
a−

(
ϑ−r
)n
b

θ−r − ϑ−r
+ i

((
θ−r
)n
c−

(
ϑ−r
)n
d

θ−r − ϑ−r

)

=

(
θ−1
)nr

a−
(
ϑ−1
)nr

b(
θ−1
)r − (ϑ−1)r + i

((
θ−1
)nr

c−
(
ϑ−1
)nr

d(
θ−1
)r − (ϑ−1)r

)

=
(−ϑ)nr a− (−θ)nr b

(−ϑ)r − (−θ)r + i

(
(−ϑ)nr c− (−θ)nr d

(−ϑ)r − (−θ)r
)

=
(−1)nr ((ϑr)n a− (θr)n b)

(−1)r+1 ((θ)r − (ϑ)r)
+ i

(
(−1)nr ((ϑr)n c− (θr)n d)

(−1)r+1 ((θ)r − (ϑ)r)

)
= (−1)r−1

(
(−1)nr

(
(ϑr)n a− (θr)n b

(θ)r − (ϑ)r
+ i

(
(ϑr)n c− (θr)n d

(θ)r − (ϑ)r

)))
= (−1)r−1GFq

(r)
−n

elde edilir.

Şimdi de yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarınıiçeren bazıtoplam özel-

liklerini verelim.

Teorem 3.7 r ∈ N için, ϕn = (−1)r+1 + (−1)r Lr − F (r)n + (−1)r F
(r)
n−1 + (−1)r F

(r)
n+1 −

F
(r)
n+2 + 1 ve ψn = (−1)r +L2r + (−1)r+1 Lr + (−1)r F

(r)
n+1 − F

(r)
n+2 + (−1)r F

(r)
n+3 − F

(r)
n+4 + 1

olmak üzere, yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının sonlu toplamı

n∑
s=0

GFq(r)s =
ϕni+ ψnk

1− Lr + (−1)r
(3.18)

olarak ifade edilir.
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İspat. Denklem (3.11)’i uygulayarak ve bazıhesaplamalar yaparak

n∑
s=0

GFq(r)s =

n∑
s=0

((
F
(r)
s+1 + F

(r)
s−1

)
i+
(
F
(r)
s+1 + F

(r)
s+3

)
k
)

=

n∑
s=0

(
F
(r)
s+1 + F

(r)
s−1

)
i+

n∑
s=0

(
F
(r)
s+1 + F

(r)
s+3

)
k

=

n∑
s=0

(θr)s+1 − (ϑr)s+1

θr − ϑr +
(θr)s−1 − (ϑr)s−1

θr − ϑr

)
i

+

n∑
s=0

(θr)s+1 − (ϑr)s+1

θr − ϑr +
(θr)s+3 − (ϑr)s+3

θr − ϑr

)
k

=
i

θr − ϑr
n∑
s=0

(θr)s+1 −
n∑
s=0

(ϑr)s+1 +

n∑
s=0

(θr)s−1 −
n∑
s=0

(ϑr)s−1
)

+
k

θr − ϑr

(
n∑
s=0

(θr)s+1 −
n∑
s=0

(ϑr)s+1 +
n∑
s=0

(θr)s+3 −
n∑
s=0

(ϑr)s+3
)

=
i

θr − ϑr

(
θr

n∑
s=0

(θr)s − ϑr
n∑
s=0

(ϑr)s + θ−r
n∑
s=0

(θr)s − ϑ−r
n∑
s=0

(ϑr)s
)

+
k

θr − ϑr θr
n∑
s=0

(θr)s − ϑr
n∑
s=0

(ϑr)s + θ3r
n∑
s=0

(θr)s − ϑ3r
n∑
s=0

(ϑr)s
)

=
i

θr − ϑr
1

1− θr
(

θr
(
1− (θr)n+1

)
+θ−r

(
1− (θr)n+1

))− 1

1− ϑr
(

ϑr
(
1− (ϑr)n+1

)
+ϑ−r

(
1− (ϑr)n+1

)))

+
k

θr − ϑr

(
1

1− θr
(

θr
(
1− (θr)n+1

)
+θ3r

(
1− (θr)n+1

))− 1

1− ϑr
(

ϑr
(
1− (ϑr)n+1

)
+ϑ3r

(
1− (ϑr)n+1

)))

=
i

(θr − ϑr) (1− θr) (1− ϑr)

(
θr (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

)
+θ−r (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

))
− i

(θr − ϑr) (1− θr) (1− ϑr)

(
ϑr (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

)
+ϑ−r (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

))
+

k

(θr − ϑr) (1− θr) (1− ϑr)

(
θr (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

)
+θ3r (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

))
− k

(θr − ϑr) (1− θr) (1− ϑr)

(
ϑr (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

)
+ϑ3r (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

))

=
i

θr − ϑr
θr − (θr)n+2 − (θϑ)r + (θϑ)r (θr)n+1

(1− θr) (1− ϑr)

)

+
i

θr − ϑr
θ−r − (θr)n − θ−rϑr + (θϑ)r (θr)n−1

(1− θr) (1− ϑr)

)
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− i

θr − ϑr

(
ϑr − (ϑr)n+2 − (ϑθ)r + (θϑ)r (ϑr)n+1

(1− θr) (1− ϑr)

)

− i

θr − ϑr

(
ϑ−r − (ϑr)n − ϑ−rθr + (θϑ)r (ϑr)n−1

(1− θr) (1− ϑr)

)

+
k

θr − ϑr

(
θr − (θr)n+2 − (θϑ)r + (θϑ)r (θr)n+1

(1− θr) (1− ϑr)

)

+
k

θr − ϑr

(
θ3r − (θr)n+4 − (θϑ)r θ2r + (θϑ)r (θr)n+3

(1− θr) (1− ϑr)

)

− k

θr − ϑr

(
ϑr − (ϑr)n+2 − (θϑ)r + (θϑ)r (ϑr)n+1

(1− θr) (1− ϑr)

)

− k

θr − ϑr

(
ϑ3r − (ϑr)n+4 − (θϑ)r ϑ2r + (θϑ)r (ϑr)n+3

(1− θr) (1− ϑr)

)

=
i

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
θr − (θr)n+2 − (−1)r + (−1)r (θr)n+1

−ϑr + (ϑr)n+2 + (−1)r − (−1)r (ϑr)n+1

)
+

i

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
(−ϑ)r − (θr)n − (−ϑ)r ϑr + (−1)r (θr)n−1

− (−θ)r + (ϑr)n + (−θ)r θr − (−1)r (ϑr)n−1

)
+

k

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
θr − (θr)n+2 − (−1)r + (θϑ)r (θr)n+1

−ϑr + (ϑr)n+2 + (−1)r − (θϑ)r (ϑr)n+1

)
+

k

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
θ3r − (θr)n+4 − (−1)r θ2r + (−1)r (θr)n+3

−ϑ3r + (ϑr)n+4 + (−1)r ϑ2r − (−1)r (ϑr)n+3

)

=
i

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
(θr − ϑr) + (−1)r

(
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

)
−
(
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

) )
+

i

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
(−1)r+1 (θr − ϑr) + (−1)r

(
θ2r − ϑ2r

)
+ (−1)r

(
(θr)n−1 − (ϑr)n−1

)
− ((θr)n − (ϑr)n)

)
+

k

(θr − ϑr) (1− Lr + (−1)r)

(
(θr − ϑr)−

(
(θr)n+2 − (ϑr)n+2

)
+ (−1)r

(
(θr)n+1 − (ϑr)n+1

) )
+

k

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
(−1)r+1

(
θ2r − ϑ2r

)
−
(
(θr)n+4 − (ϑr)n+4

)
+
(
θ3r − ϑ3r

)
+ (−1)r

(
(θr)n+3 − (ϑr)n+3

))

=
i

1− Lr + (−1)r

(
1 + (−1)r F

(r)
n+1 − F

(r)
n+2

+ (−1)r+1 + (−1)r Lr + (−1)r F
(r)
n−1 − F

(r)
n

)

+
k

1− Lr + (−1)r

(
1 + (−1)r F

(r)
n+1 − F

(r)
n+2

+ (−1)r+1 Lr − F (r)n+4 + L2r + (−1)r + (−1)r F
(r)
n+3

)
dır. Böylece sonuç elde edilmi̧s olur.
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Sonuç 3.2 n ≥ 0 için Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının sonlu toplamı

n∑
s=0

GFqs = GFqn+2 − (i+ 4k)

biçimindedir.

İspat. Denklem (3.18)’de r = 1 alalım. Yani,

n∑
s=0

GFqs =
i

1− 1− 1
(1− Fn+1 − Fn+2 − 1− 1− Fn−1 − Fn)

+
k

1− 1− 1
(1 +−Fn+1 − Fn+2 − 1− Fn+4 + 4− 1− Fn+3)

= (Fn+1 + Fn+2 + Fn + Fn−1 − 1) i+ (Fn+1 + Fn+2 + Fn+3 + Fn+4 − 4)k

= (Fn+3 + Fn+1 − 1) i+ (Fn+3 + Fn+5 − 4)k

= (Fn+3 + Fn+1) i+ (Fn+3 + Fn+5)k− (i+ 4k)

= GFqn+2 − (i+ 4k)

elde edilir.

Önerme 3.8 a = 1 + θri+ θ2rj+ θ3rk, b = 1 +ϑri+ϑ2rj+ϑ3rk, c = θ−r + i+ θrj+ θ2rk

ve d = ϑ−r + i+ ϑrj+ ϑ2rk için aşăgıdaki eşitlikler săglanır:

a− b = (θr − ϑr) (i+ Lrj+ (L2r + (−1)r)k) , (3.19)

c− d = (θr − ϑr)
(
(−1)r+1 + j+ Lrk

)
, (3.20)

aϑr − bθr = (θr − ϑr) ((−1)r j+ (−1)r Lrk− 1) , (3.21)

cϑr − dθr = (θr − ϑr)
(
(−1)r+1 Lr − i+ (−1)r k

)
, (3.22)

(a− b)− (aϑr − bθr) = (θr − ϑr) (i+ (Lr − (−1)r) j+ L2rk+ (1− Lr) (−1)r k+ 1) ,

(3.23)

ve

(c− d)−(cϑr − dθr) = (θr − ϑr)
(
(−1)r+1 + (−1)r Lr + j+ i+

(
Lr + (−1)r+1

)
k
)
. (3.24)
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İspat. a, b, c ve d ifadelerinden

a− b =
(
1 + θri+ θ2rj+ θ3rk

)
−
(
1 + ϑri+ ϑ2rj+ ϑ3rk

)
= (θr − ϑr) i+

(
θ2r − ϑ2r

)
j+
(
θ3r − ϑ3r

)
k

= (θr − ϑr)
(
i+ (θr + ϑr) j+

(
θ2r + ϑ2r + (θϑ)r

)
k
)

= (θr − ϑr) (i+ Lrj+ (L2r + (−1)r)k) ,

c− d =
(
θ−r + i+ θrj+ θ2rk

)
−
(
ϑ−r + i+ ϑrj+ ϑ2rk

)
=

(
θ−r − ϑ−r

)
+ (θr − ϑr) j+

(
θ2r − ϑ2r

)
k

= ((−ϑ)r − (−θ)r) + (θr − ϑr) j+ (θr − ϑr) (θr + ϑr)k

= (θr − ϑr)
(
(−1)r+1 + j+ Lrk

)
,

aϑr − bθr =
(
1 + θri+ θ2rj+ θ3rk

)
ϑr −

(
1+ ϑri+ ϑ2rj+ ϑ3rk

)
θr

= (ϑr − θr) + (θϑ)r (θr − ϑr) j+ (θϑ)r
(
θ2r − ϑ2r

)
k

= (θr − ϑr) (−1 + (−1)r j+ (−1)r (θr + ϑr)k)

= (θr − ϑr) ((−1)r j− 1 + (−1)r Lrk) ,

cϑr − dθr =
(
θ−r + i+ θrj+ θ2rk

)
ϑr −

(
ϑ−r + i+ ϑrj+ ϑ2rk

)
θr

=
(
θ−rϑr − θrϑ−r

)
+ (ϑr − θr) i+ (θϑ)r (θr − ϑr)k

= (−1)r+1
(
θ2r − ϑ2r

)
− (θr − ϑr) i+ (−1)r (θr − ϑr)k

= (θr − ϑr)
(
(θr + ϑr) (−1)r+1 − i+ (−1)r k

)
= (θr − ϑr)

(
(−1)r+1 Lr − i+ (−1)r k

)
,

(3.19) ve (3.21) denklemleri uygulayarak

(a− b)− (aϑr − bθr) = (θr − ϑr) (i+ Lrj+ (L2r + (−1)r)k)

− (θr − ϑr) ((−1)r j− 1 + (−1)r Lrk)

= (θr − ϑr) (i+ (Lr − (−1)r) j+ L2rk+ (1− Lr) (−1)r k+ 1)

ve (3.20) ve (3.22) denklemleri kullanarak,

(c− d)− (cϑr − dθr) = (θr − ϑr)
(
(−1)r+1 + j+ Lrk

)
− (θr − ϑr)

(
(−1)r+1 Lr − i+ (−1)r k

)
= (θr − ϑr)

(
(−1)r+1 + (−1)r Lr + j+ i+

(
Lr + (−1)r+1

)
k
)

elde edilir.
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Teorem 3.9 γ = 1+i+
(
(−1)r+1 + Lr

)
j+
(
L2r + (−1)r+1 Lr + (−1)r

)
k ve δ = (−1)r+1+

(−1)r Lr + j+ i+
(
Lr + (−1)r+1

)
k olmak üzere, n ∈ N0 ve r ∈ N için aşăgıdaki eşitlikler

săglanır:

n∑
s=0

GFq(r)s =
(−1)rGFq

(r)
n −GFq(r)n+1

1− Lr + (−1)r
+

γ + δi

1− Lr + (−1)r
(3.25)

dir.

İspat. Yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının Binet formülü yardımıyla,

n∑
s=0

GFq(r)s =
n∑
s=0

(
(θr)s a− (ϑr)s b

θr − ϑr + i

(
(θr)s c− (ϑr)s d

θr − ϑr
))

=
1

θr − ϑr
n∑
s=0

(θr)s a−
n∑
s=0

(ϑr)s b+ i

(
n∑
s=0

(θr)s c−
n∑
s=0

(ϑr)s d

))

=
1

θr − ϑr a
n∑
s=0

(θr)s − b
n∑
s=0

(ϑr)s + i c
n∑
s=0

(θr)s − d
n∑
s=0

(ϑr)s
))

=
1

θr − ϑr a

(
1− (θr)n+1

)
1− θr − b

(
1− (ϑr)n+1

)
1− ϑr

)

+
i

θr − ϑr c

(
1− (θr)n+1

)
1− θr − d

(
1− (ϑr)n+1

)
1− ϑr

)

=
1

θr − ϑr

(
a (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

)
− b (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

)
(1− θr) (1− ϑr)

)

+
i

θr − ϑr
c (1− ϑr)

(
1− (θr)n+1

)
− d (1− θr)

(
1− (ϑr)n+1

)
(1− θr) (1− ϑr)

)

=
1

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
a
(
1− (θr)n+1 − ϑr + (θϑ)r (θr)n

)
−b
(
1− (ϑr)n+1 − θr + (θϑ)r (ϑr)n

))
+

i

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
c
(
1− (θr)n+1 − ϑr + (θϑ)r (θr)n

)
−d
(
1− (ϑr)n+1 − θr + (θϑ)r (ϑr)n

))
=

1

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
a− a (θr)n+1 − aϑr + a (θϑ)r (θr)n

−b+ b (ϑr)n+1 + bθr − b (θϑ)r (ϑr)n

)
+

i

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
c− c (θr)n+1 − cϑr + c (θϑ)r (θr)n

−d+ d (ϑr)n+1 + dθr − d (θϑ)r (ϑr)n

)
=

1

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
(a− b) + (θϑ)r (a (θr)n − b (ϑr)n)

− (aϑr − bθr)−
(
a (θr)n+1 − b (ϑr)n+1

))
+

i

θr − ϑr
1

1− Lr + (−1)r

(
(c− d) + (θϑ)r ((θr)n c− d (ϑr)n)

− (cϑr − dθr)−
(
c (θr)n+1 − d (ϑr)n+1

))
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=
1

1− Lr + (−1)r
1

θr − ϑr
(

(−1)r ((θr)n c− d (ϑr)n)

+i (−1)r ((θr)n c− d (ϑr)n)

)
− 1

1− Lr + (−1)r
1

θr − ϑr
( (

a (θr)n+1 − b (ϑr)n+1
)

+i
(
c (θr)n+1 − d (ϑr)n+1

))
+

1

1− Lr + (−1)r
1

θr − ϑr
(

(a− b)− (aϑr − bθr)
+i ((c− d)− (cϑr − dθr))

)
=

(−1)rGFq
(r)
n −GFq(r)n+1

1− Lr + (−1)r

+
1

1− Lr + (−1)r
1

θr − ϑr
(

(a− b)− (aϑr − bθr)
+i ((c− d)− (cϑr − dθr))

)
=

(−1)rGFq
(r)
n −GFq(r)n+1

1− Lr + (−1)r

+
1

1− Lr + (−1)r

(
1 + i+

(
(−1)r+1 + Lr

)
j+
(
L2r + (−1)r+1 Lr + (−1)r

)
k

+i
(
(−1)r+1 + (−1)r Lr + j+ i+

(
Lr + (−1)r+1

)
k
) )

elde edilir.
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BÖLÜM 4

YÜKSEK MERTEBEDEN GAUSS FİBONACCİ

KUATERNİYONLARININ ÜRETEÇ FONKSİYONLARI VE BAZI

MATRİS GÖSTERİMLERİ

Tezimizin bu bölümünde GFq(r)n nin üreteç fonksiyonlarıve bazımatris gösterimleri ver-

ilecektir. Bu bölümdeki sonuçlar Kızılateş ve Yachani tarafından [17] elde edilmi̧stir.

4.1 ÜRETEÇ FONKSİYONLARI

Şimdi yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının üreteç fonksiyonu verelim.

Teorem 4.1 r ∈ N için, = = i + Lrj + (L2r + (−1)r)k − ((−1)r j+ (−1)r Lrk− 1) t ve

τ = (−1)r+1 + j + Lrk −
(
(−1)r+1 Lr − i+ (−1)r k

)
t olmak üzere, yüksek mertebeden

Gauss Fibonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GFq(r) (t) =
=+ iτ

1− Lrt+ (−1)r t2
(4.1)

biçiminde ifade edilir.

İspat.

GFq(r) (t) =
∞∑
n=0

GFq(r)n tn

GFq
(r)
n ’nin üreteç fonksiyonu olsun. Şimdi Teorem 3.3’ü ve Lemma 3.11’i uygularsak

∞∑
n=0

GFq(r)n tn =
∞∑
n=0

(
(θr)n a− (ϑr)n b

θr − ϑr + i

(
(θr)n c− (ϑr)n d

θr − ϑr
))

tn

=
1

θr − ϑr

 ∑∞
n=0 (θr)n atn

−
∑∞

n=0 (ϑr)n btn

+
i

θr − ϑr

 ∑∞
n=0 (θr)n ctn

−
∑∞

n=0 (ϑr)n dtn


=

1

θr − ϑr

 a
∑∞

n=0 (θr)n tn

−b
∑∞

n=0 (ϑr)n tn

+
i

θr − ϑr

 c
∑∞

n=0 (θr)n tn

−d
∑∞

n=0 (ϑr)n tn


=

1

θr − ϑr
(

a

1− θrt −
b

1− ϑrt

)
+

i

θr − ϑr
(

c

1− θrt −
d

1− ϑrt

)
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=
1

θr − ϑr
(
a (1− ϑrt)− b (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
+

i

θr − ϑr
(
c (1− ϑrt)− d (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
=

1

θr − ϑr
(
a− aϑrt− b+ bθrt

1− Lrt+ (−1)r t2

)
+

i

θr − ϑr
(
c− cϑrt− d+ dθrt

1− Lrt+ (−1)r t2

)
=

1

θr − ϑr
(

(a− b)− (aϑr − bθr) t
1− Lrt+ (−1)r t2

)
+

i

θr − ϑr
(

(c− d)− (cϑr − dθr) t
1− Lrt+ (−1)r t2

)
=

i+ Lrj+ (L2r + (−1)r)k− ((−1)r j− 1+ (−1)r Lrk) t

1− Lrt+ (−1)r t2

+i

(
j+ (−1)r+1 + Lrk−

(
(−1)r+1 Lr − i+ (−1)r k

)
t

1− Lrt+ (−1)r t2

)

=
=+ iτ

1− Lrt+ (−1)r t2

bulunur. Böylece istenilen sonuç elde edilmi̧s olur.

Sonuç 4.1 Gauss Fibonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GFq (t) =
GFq0 + (k− i) t

1− t− t2

şeklindedir.

İspat. Denklem (4.1)’de r = 1 alınırsa istenilen sonuç elde edilir. Yani,

GFq (t) =
(i+ j+ (3− 1)k)− (−j− 1− k) t

1− t− t2 + i

[
(j+ 1 + k)− (1− i− k) t

1− t− t2

]
=

(i+ j+ 2k) + (j+ 1 + k) t

1− t− t2 +
(k+ i− j) + (−i− 1− j) t

1− t− t2

=
(i+ j+ 2k+ k+ i− j) + (j+ 1 + k− i− 1− j) t

1− t− t2

=
(2i+ 3k) + (k− i) t

1− t− t2

=
GFq0 + (k− i) t

1− t− t2

elde edilir.

Teorem 4.2 r ≥ 1 için, µ = 1+(−1)r+1+(−1)r Lrt ve υ = 1+L2r+(−1)r+(−1)r+1 Lrt

olmak üzere yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

GFq(r)n tn =
µi+ υk

1− Lrt+ (−1)r t2
(4.2)

biçimindedir.
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İspat. Denklem (3.11) ve yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarının Binet

formülünden

∞∑
n=0

GFq(r)n tn =
∞∑
n=0

((
F
(r)
n+1 + F

(r)
n−1

)
i+
(
F
(r)
n+1 + F

(r)
n+3

)
k
)
tn

=
i

θr − ϑr
∞∑
n=0

(θr)n+1 tn −
∞∑
n=0

(ϑr)n+1 tn +

∞∑
n=0

(θr)n−1 tn −
∞∑
n=0

(ϑr)n−1 tn

)

+
k

θr − ϑr

( ∞∑
n=0

(θr)n+1 tn −
∞∑
n=0

(ϑr)n+1 tn +

∞∑
n=0

(θr)n+3 tn −
∞∑
n=0

(ϑr)n+3 tn

)

=
i

θr − ϑr

(
θr
∞∑
n=0

(θr)n tn − ϑr
∞∑
n=0

(ϑr)n tn + θ−r
∞∑
n=0

(θr)n tn − ϑ−r
∞∑
n=0

(ϑr)n tn

)

+
k

θr − ϑr θr
∞∑
n=0

(θr)n tn − ϑr
∞∑
n=0

(ϑr)n tn + θ3r
∞∑
n=0

(θr)n tn − ϑ3r
∞∑
n=0

(ϑr)n tn

)

=
i

θr − ϑr
(

θr

1− θrt −
ϑr

1− ϑrt +
θ−r

1− θrt −
ϑ−r

1− ϑrt

)

+
k

θr − ϑr
(

θr

1− θrt −
ϑr

1− ϑrt +
θ3r

1− θrt −
ϑ3r

1− ϑrt

)
=

i

θr − ϑr
(
θr (1− ϑrt)− ϑr (1− θrt) + θ−r (1− ϑrt)− ϑ−r (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
+

k

θr − ϑr
(
θr (1− ϑrt)− ϑr (1− θrt) + θ3r (1− ϑrt)− ϑ3r (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
=

i

θr − ϑr
(
θr − (θϑ)r t− ϑr + (θϑ)r t+ θ−r − θ−rϑrt− ϑ−r + ϑ−rθrt

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
+

k

θr − ϑr
(
θr − (θϑ)r t− ϑr + (θϑ)r t+ θ3r − (θϑ)r θ2rt− ϑ3r + (θϑ)r ϑ2rt

(1− θrt) (1− ϑrt)

)

=
i

θr − ϑr
(θr − ϑr) +

(
θ−r − ϑ−r

)
+
(
ϑ−rθr − θ−rϑr

)
t

(1− θrt) (1− ϑrt)

)

+
k

θr − ϑr
(θr − ϑr) +

(
θ3r − ϑ3r

)
+ (−1)r+1

(
θ2r − ϑ2r

)
t

(1− θrt) (1− ϑrt)

)

=
i

(θr − ϑr) (1− θrt) (1− ϑrt)

(
(θr − ϑr) + ((−ϑ)r − (−θ)r)

+ ((−θ)r θr − (−ϑ)r ϑr) t

)
+

k

(θr − ϑr) (1− θrt) (1− ϑrt)

(
(θr − ϑr) + (θr − ϑr)

(
θ2r + ϑ2r + (θϑ)r

)
+ (θr − ϑr) (−1)r+1 (θr + ϑr) t

)
=

i (θr − ϑr)
(θr − ϑr) (1− θrt) (1− ϑrt)

(
1 + (−1)r+1

+ (−1)r (θr + ϑr) t

)
+

k (θr − ϑr)
(θr − ϑr) (1− θrt) (1− ϑrt)

(
1 +

(
θ2 + ϑ2 + (θϑ)r

)
+ (−1)r+1 (θr + ϑr) t

)
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=
i

1− Lrt+ (−1)r t2
(
1 + (−1)r+1 + (−1)r Lrt

)
+

k

1− Lrt+ (−1)r t2
(
1 + L2r + (−1)r + (−1)r+1 Lrt

)
elde edilir.

Sonuç 4.2 Gauss Fibonacci kuaterniyonunun üreteç fonksiyonu

GFq (t) =

∞∑
n=0

GFqn =
(2− t) i+ (3 + t)k

1− t− t2

biçimindedir.

İspat. Denklem (4.2)’de r = 1 alınırsa,

∞∑
n=0

GFqnt
n =

(
1 + 1− t
1− t− t2

)
i+

(
1 + 3− 1 + t

1− t− t2

)
k

=
(2− t) i+ (3 + t)k

1− t− t2

elde edilir.

Teorem 4.3 n,m ∈ Z ve r ∈ N için yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu

GFq
(r)
n+m’nin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

GFq
(r)
n+mt

n =
GFq

(r)
m + (−1)r+1GFq

(r)
m−1t

1− Lrt+ (−1)r t2
(4.3)

şeklindedir.

İspat. Denklem (3.10)’u kullanarak

∞∑
n=0

GFq
(r)
n+mt

n =

∞∑
n=0

(
(θr)n+m a− (ϑr)n+m b

θr − ϑr + i

(
(θr)n+m c− (ϑr)n+m d

θr − ϑr
))

tn

=
1

θr − ϑr

( ∞∑
n=0

(θr)n+m a−
∞∑
n=0

(ϑr)n+m b

)

+
i

θr − ϑr

( ∞∑
n=0

(θr)n+m c−
∞∑
n=0

(ϑr)n+m d

)

=
1

θr − ϑr a (θr)m
∞∑
n=0

(θr)n tn − b (ϑr)m
∞∑
n=0

(ϑr)n tn

+
i

θr − ϑr

(
c (θr)m

∞∑
n=0

(θr)n tn − d (ϑr)m
∞∑
n=0

(ϑr)n tn

)
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=
1

θr − ϑr
(
a (θr)m

1− θrt −
b (ϑr)m

1− ϑrt

)
+

i

θr − ϑr
(
c (θr)m

1− θrt −
d (ϑr)m

1− ϑrt

)
=

1

θr − ϑr
(
a (θr)m (1− ϑrt)− b (ϑr)m (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
+

i

θr − ϑr
(
c (θr)m (1− ϑrt)− d (ϑr)m (1− θrt)

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
=

1

θr − ϑr
(
a (θr)m − a (θr)m ϑrt− b (ϑr)m + b (ϑr)m θrt

(1− θrt) (1− ϑrt)

)
+

i

θr − ϑr
(
c (θr)m − c (θr)m ϑrt− d (ϑr)m + d (ϑr)m θrt

(1− θrt) (1− ϑrt)

)

=
1

1− Lrt+ (−1)r t2

(
a (θr)m − b (ϑr)m

θr − ϑr + i

(
c (θr)m − d (ϑr)m

θr − ϑr
))

− 1

1− Lrt+ (−1)r t2

(
(a (θr)m ϑr − b (ϑr)m θr) + i (c (θr)m ϑr − d (ϑr)m) θr

θr − ϑr
)
t

=
GFq

(r)
m

1− Lrt+ (−1)r t2
− 1

θr − ϑr
1

1− Lrt+ (−1)r t2

×
(

(θϑ)r
(
a (θr)m−1 − b (ϑr)m−1

)
+i (θϑ)r

(
c (θr)m−1 − d (ϑr)m−1

))t
=

GFq
(r)
m

1− Lrt+ (−1)r t2

− 1

(1− Lrt+ (−1)r t2)

1

(θr − ϑr)

(
(−1)r

(
a (θr)m−1 − b (ϑr)m−1

)
+i (−1)r

(
c (θr)m−1 − d (ϑr)m−1

))t
=

GFq
(r)
m + (−1)r+1GFq

(r)
m−1t

1− Lrt+ (−1)r t2

elde edilir.

Sonuç 4.3 Gauss Fibonacci kuaterniyonu GFqn+m’nin üreteç fonksiyonu

∞∑
n=0

GFqn+mt
n =

GFqm +GFqm−1t

1− t− t2

şeklindedir.

İspat. Denklem (4.3)’de r = 1 alınırsa,

∞∑
n=0

GFq
(1)
n+mt

n =
GFq

(1)
m + (−1)1+1GFq

(1)
m−1t

1− L1t+ (−1)1 t2
, n,m ∈ Z, r ∈ N.

=
GFqm +GFqm−1t

1− t− t2

elde edilir.
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4.2 ÜSTEL ÜRETEÇ FONKSİYONU

Teorem 4.4 Yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu GFq(r)n ’nin üstel üreteç

fonksiyonu r ∈ N için
∞∑
n=0

GFq(r)n
tn

n!
=
aeθ

rt − beϑrt + i
(
ceθ

rt − deϑrt
)

θr − ϑr (4.4)

biçimindedir.

İspat. GFq(r)n ’nin üstel üreteç fonksiyonu

E(r) (t) =
∞∑
n=0

GFq(r)n
tn

n!

olsun. Denklem (3.10)’u kullanarak,

E(r) (t) =
∞∑
n=0

GFq(r)n
tn

n!
=
∞∑
n=0

(
(θr)n a− (ϑr)n b

θr − ϑr + i

(
(θr)n c− (ϑr)n d

θr − ϑr
))

tn

n!

=
1

θr − ϑr

(
a
∞∑
n=0

(θr)n
tn

n!
− b

∞∑
n=0

(ϑr)n
tn

n!

)

+
i

θr − ϑr

(
c
∞∑
n=0

(θr)n
tn

n!
− d

∞∑
n=0

(ϑr)n
tn

n!

)

=
1

θr − ϑr
(
aeθ

rt − beϑrt
)

+
i

θr − ϑr
(
ceθ

rt − deϑrt
)

=
aeθ

rt − beϑrt + i
(
ceθ

rt − deϑrt
)

θr − ϑr

elde ederiz.

4.3 BAZI MATRİS GÖSTERİMLERİ

Bu kısımda elemanları yüksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonları ve Lucas

sayılarıolan iki matrisi aşağıdaki gibi tanımlayalım. n ∈ N için

W (r)
n =

 GFq
(r)
n+2 GFq

(r)
n+1

GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n


ve

P (r) =

 Lr (−1)r+1

1 0


olsun.
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Teorem 4.5 Aşăgıdaki formüller geçerlidir:

W (r)
n = P (r)W

(r)
n−1 (4.5)

ve

W (r)
n =

(
P (r)

)n
W

(r)
0 (4.6)

dir.

İspat. Matris çarpımıve denklem (3.14)’ü kullanarak,

P (r)W
(r)
n−1 =

 Lr (−1)r+1

1 0

 GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n

GFq
(r)
n GFq

(r)
n−1


=

 LrGFq
(r)
n+1 + (−1)r+1GFq

(r)
n LrGFq

(r)
n + (−1)r+1GFq

(r)
n−1

GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n


=

 GFq
(r)
n+2 GFq

(r)
n+1

GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n


elde ederiz. Denklem (4.6)’nın kanıtın üzerindeki matematiksel tümevarım yoluyla elde

edilir. n = 1 için denklem (4.6)’nın doğru olduğu açıkça görülür. Denklem (4.6)’nın

n = k için geçerli olduğunu varsayalım, o zaman denklem (3.14) ve tümevarım hipotezini

kullanarak,

(
P (r)

)k+1
W

(r)
0 =

 Lr (−1)r+1

1 0

k+1 GFq
(r)
2 GFq

(r)
1

GFq
(r)
1 GFq

(r)
0


=

 Lr (−1)r+1

1 0



 Lr (−1)r+1

1 0

k GFq
(r)
2 GFq

(r)
1

GFq
(r)
1 GFq

(r)
0




=

 Lr (−1)r+1

1 0

 GFq
(r)
k+2 GFq

(r)
k+1

GFq
(r)
k+1 GFq

(r)
k


=

 LrGFq
(r)
k+2 + (−1)r+1GFq

(r)
k+1 LrGFq

(r)
k+1 + (−1)r+1GFq

(r)
k

GFq
(r)
k+2 GFq

(r)
k+1


=

 GFq
(r)
k+3 GFq

(r)
k+2

GFq
(r)
k+2 GFq

(r)
k+1


elde edilir. Dolayısıyla denklem (4.6), n = k + 1 için de geçerlidir. Böylece tümevarım

tamamlanmı̧s ve istenilen sonuç elde edilmi̧s olur.
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Teorem 4.6 Aşăgıdaki formüller n ∈ N için geçerlidir:

GFq
(r)
n+2GFq

(r)
n −

(
GFq

(r)
n+1

)2
(4.7)

=
(−1)nr

F 2r


((F3r + Fr) i+ (F3r + F5r)k)

×
((
Fr + (−1)r+1 Fr

)
i+ (Fr + F3r)k

)
− (F2ri+ (F2r + F4r)k)2


ve

GFq(r)n GFq
(r)
n+2 −

(
GFq

(r)
n+1

)2
(4.8)

=
(−1)nr

F 2r


((
Fr + (−1)r+1 Fr

)
i+ (Fr + F3r)k

)
× ((F3r + Fr) i+ (F3r + F5r)k)

− (F2ri+ (F2r + F4r)k)2


dir.

İspat. Denklem (4.7)’nin ispatıiçin denklem (4.6)’da her iki tarafın determinantıalınırsa,∣∣∣∣∣∣ GFq
(r)
n+2 GFq

(r)
n+1

GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ Lr (−1)r+1

1 0

∣∣∣∣∣∣
n ∣∣∣∣∣∣ GFq

(r)
2 GFq

(r)
1

GFq
(r)
1 GFq

(r)
0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)nr

(
GFq

(r)
2 GFq

(r)
0 −

(
GFq

(r)
1

)2)

=
(−1)nr

F 2r


((F3r + Fr) i+ (F3r + F5r)k)

×
((
Fr + (−1)r+1 Fr

)
i+ (Fr + F3r)k

)
− (F2ri+ (F2r + F4r)k)2


dir. Benzer şekilde, yine denklem (4.6)’nın her iki tarafının determinantıalınırsa,∣∣∣∣∣∣ GFq

(r)
n+2 GFq

(r)
n+1

GFq
(r)
n+1 GFq

(r)
n

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ Lr (−1)r+1

1 0

∣∣∣∣∣∣
n ∣∣∣∣∣∣ GFq

(r)
2 GFq

(r)
1

GFq
(r)
1 GFq

(r)
0

∣∣∣∣∣∣
= (−1)nr

(
GFq

(r)
0 GFq

(r)
2 −

(
GFq

(r)
1

)2)

(−1)nr

F 2r


((
Fr + (−1)r+1 Fr

)
i+ (Fr + F3r)k

)
× ((F3r + Fr) i+ (F3r + F5r)k)

− (F2ri+ (F2r + F4r)k)2


elde edilir.

Sonuç 4.4 n ∈ N olsun. Gauss Fibonacci kuaterniyonlarıiçin birinci Cassini’nin özdeşlĭgi

GFq
(r)
n+1GFq

(r)
n−1 −

(
GFq(r)n

)2
= (−1)n 5 (2− i)

şeklindedir.
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Sonuç 4.5 n ∈ N olsun. Gauss Fibonacci kuaterniyonlarıiçin ikinci Cassini’nin özdeşlĭgi

GFq
(r)
n−1GFq

(r)
n+1 −

(
GFq(r)n

)2
= (−1)n 5 (2 + i)

şeklindedir.
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BÖLÜM 5

SONUÇ

Tezimizde, bileşenleri yüksek mertebeden Gauss Fibonacci sayıları olan kuaterniyon-

lar tanımladık. Bu tanım ile literatürde var olan bazıçalı̧smalarıgenelleştirmi̧s olduk.

Ayrıca, yüksek mertebeden Gaussian Fibonacci kuaterniyonlarının bazıyeni özelliklerini

ve formüllerini elde ettik. r’nin farklıtam sayıdeğerleri için, burada elde edilen sonuçlar

Gaussian Fibonacci benzeri kuaterniyonlar için elde edilebilir.
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