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BOLUM 1

GIRIS

Fibonacci sayist adini, 1202 yilinda Liber Abaci adli kitabiyla bu diziyi Bat1 Avrupa
matematigine tanitan Italyan matematikci Pisa’li Leonardo’dan alir. Fibonacci dizisinde
her terim, kendisinden ¢nceki iki terimin toplamidir. Fibonacci sayilari genellikle F;,
olarak gosterilir. Ashnda Hint kaynaklarnnda bu dizinin M.O. 2001 yillara dayandig:
goriilmektedir. Liber Abaci esas olarak aritmetik ve temel cebire odaklanmistir ve aslinda
kitabinda o donemdeki diger tiim matematiksel ¢aligmalardan daha enerjik bir sekilde
Hint say1 sisteminin giiciinii ortaya koymustur [24], [25]. Lucas dizisi, Fibonacci dizisine
benzer bi¢imde tammlanan matematikei Francois Edouard Anatole Lucas’in adin tasiyan
bir tam say1 dizisidir. Lucas sayilar1 L,, ile gosterilir. Matematik literatiiriinde Fibonacci
ve Lucas sayilar1 hakkinda cok sayida aragtirmacinin dikkatini ¢geken muazzam bir bilgi
zenginligi bulunmaktadir. Bu sayilarin ¢ok sayida olaganiistii 6zelligi ve uygulamalar:

mevcuttur [18].

Karmasik sayilar x + iy biciminde ifade edilir. Burada x ve y reel sayilardir ve i sanal
sayidir. Karmagik sayilar, reel sayilarin yapamadigl negatif sayilarin koklerini ifade etme
ihtiyacindan kaynaklanir. Bu nedenle polinomlarin tiim koklerini yansitirlar. Matematik,

miihendislik gibi gesitli bilim dallarinda bu sayilar siklikla kullanilir.

Cebirde kuaterniyon, iki boyutlu karmasik sayilarin dért boyuta genellestirilmesidir. Ku-
aterniyonlar ve bunlar iizerindeki temel cebirsel islem 6zellikleri, 1843 yilinda Irlandal
matematik¢i Sir William Rowan Hamilton tarafindan galigilmigtir [8]. Kuaterniyonlar
genellikle H sembolii ile gosterilir. Teorik ve uygulamali matematik, bilgisayar bilimi,
kuantum fizigi, analiz ve fizik gibi cesitli alanlarda akademisyenler kuaterniyonlar: kul-

lanirlar.

Bu tezin temel amaci bilegenleri yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayilar: olan kuater-
niyonlar tanimlayarak bu sayilarin temel 6zelliklerini aragtirmaktir. Yani yiiksek mertebe-

den Gauss Fibonacci kuaterniyonlar: tanimlayip, bu kuaterniyonlar i¢in Binet formiilii,



rekiirans bagintisi, toplam formiilleri, iirete¢ fonksiyonlari, iistel iirete¢ fonksiyonu ve 6zel

matrislerini kullanarak Cassini egitliklerini aragtirmaktar.

1.1 KAYNAK ARASTIRMASI

Bu kisimda tez icersinde kullanilan caligmalar hakkinda bilgi verilecektir.

Koshy (2001) "Fibonacci and Lucas numbers with applications" isimli kitabinda Fi-
bonacci ve Lucas sayilar1 hakkinda bilinmesi gereken her geyi en kapsamli bicimde ele
almigtir [18].

Pashaev ve Nalci (2012) "Golden quantum oscillator and Binet—Fibonacci calculus" adh
calismasinda yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarinin tanimini verip, bu sayilarin bazi
ozelliklerini sunmuglardir [20].

Oktay Pashaev damismanhgmdaki yiiksek lisans tezinde Ozvatan (2018) "Generalized
Golden-Fibonacci Calculus and applications" isimli ¢alismasinda yiiksek mertebeden Fi-
bonacci sayilarinin rekiirans bagintisi ve iirete¢ fonksiyonu gibi 6zelliklerini incelemistir
[19].

Gauss (1832) "Theoria Residuorum Biquadraticorum" isimli caligmasinda Gauss sayilariin
tanimini ve bazi 6zelliklerini vermigtir [3].

Horadam (1963) "Complex Fibonacci Numbers and Fibonacci Quaternions" isimli ¢als-
masinda bilegenleri Fibonacci ve Lucas sayilar1 olan Fibonacci kuaterniyonlar: ve Lucas
kuaterniyonlar: tanimlamig ve bu kuaterniyonlarin bazi 6zelliklerini vermistir [9)].

Halici (2013) "On Complex Fibonacci Quaternions" isimli ¢aligmasinda bilegenleri kom-
pleks Fibonacci sayilar1 olan kompleks Fibonacci kuaterniyonlar: tanimlamis ve bu ku-
aterniyonlarin rekiirans bagintisini, Binet formiiliinii, toplam formiillerini, iirete¢ fonksiy-
onlarim ve baz 6zelliklerini vermistir [7].

Kizilates ve Kone (2021) "On Higher Order Fibonacci Quaternions" isimli ¢aligmasinda
bilesenleri yiiksek mertebeden Fibonacci sayilari olan kuaterniyonlar: tanimlamig ve bu
kuaterniyonlarin bazi 6zelliklerini elde etmistir [13].

Halici ve Cerda-Morales ( 2021) "On Quaternion-Gaussian Fibonacci Numbers and Their
Properties" adli calismasinda bilegsenleri Gauss Fibonacci sayilart olan kuaterniyonlar:
tanimlayip, bu kuaterniyonlarin baz 6zelliklerini ele almigtir [5].

Kizilates (2024) "A Different Approach To Gauss Fibonacci Polynomials" isimli galig-

masinda bilegenleri yiiksek mertebeden Fibonacci sayilar: olan yiiksek mertebeden Gauss



Fibonacci sayilarimin tanimini, rekiirans bagintisini, iirete¢ fonksiyonunu ve bazi matris

temsillerini ele almigtir [16].






BOLUM 2

ON BILGIiLER VE TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde tezimizde kullanacagimiz bazi temel tanim ve kavramlari verecegiz. Fi-
bonacci ve Lucas sayilarimin tanimlari, Gauss Fibonacci sayilarinin tanimi, karmagik
sayllarin tanmimi, kuaterniyon tanimi, yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarinin tanimi,
yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayilarinin tanimi ve bu sayilarin bazi ozellikleri

verilecektir.

2.1 FIBONACCI VE LUCAS SAYILARI

Tamim 2.1 Fibonacci dizisi {F,} >~ ,, n > 0 i¢in ve Fy = 0, F} = 1 baglangi¢ kogullar

n=0’

olmak tizere
Fn+2 :Fn+1+Fn

rekiirans bagintisiyla tansmlaner [18].

Cizelge 2.1 Ilk 15 Fibonacci sayist
Fo | Fy | Fy | F3 | Fy | F5 | Fe | b7 | Fs | Fo | Fio | F11 | Fia | P13 | Fua
0O [1 |1 (2 |3 |5 |8 |13|21 34|55 |89 | 144|233 | 377

seklindedir.

Fibonacci dizisi, ikinci mertebeden lineer rekiirans bagintisidir. Bu rekiiransin ¢oziimii

icin,
F, = Ax"

segelim. Burada A ve x sifir olmayan sabittir. Bunu Fibonacci dizisinin rekiirans bagin-

tisinda yerine yazarsak,

Az™ = Az" ! 4 Ag"? (2.1)



elde edilir. (2.1)’de her iki taraf Az"~?2 ile boliiniirse 2? —x — 1 = 0 karakteristik denklemi

elde edilir. Bu karakteristik denklemin kokleri 6 = %5 ve ¥ = %5 dir. Ayrica kokler

arasinda

0+v =1

0—9 = Vb
0y = —1

esitlikleri gegerlidir. Boylece

145\ 1—v5\
1 1

dir. Baglangi¢ sartlar kullanarak, A; = ﬁ = 5 ve Ay = —fg=5 = —\/Lg degerlerini

bulabiliriz. Son olarak, n’inci Fibonacci sayist i¢in Binet formiilii:

. _i<(1+\/5>n_<1—\/5)n>_9"—19"
"B 2 2 09

elde edilir.

Hemen belirtelim ki %g altin oran (Golden ratio) olarak adlandirilir [18].

Tanim 2.2 Ay, A\, Ag, A3, ... bir reel sayr dizisi olsun.
F(8) = Xo+ At + gt + o+ At +
ifadesine (\,) dizisinin trete¢ fonksiyonu denir. Yani
@) =) At

n=0
dir [18].

Tanim 2.3 ()\,) dizisinin tstel treteg fonksiyonu

[e.9] . t
F(t)=Y Fit"= —
n=0



Tanim 2.5 Lucas dizisi {L,} ., n > 0 i¢in ve Ly = 2, L1 = 1 baslangi¢ kosullars olmak

uzere
Ln+2 == Ln+1 + Ln

rekiirans bagintisiyla tansmlanr [18].

Cizelge 2.2 Ilk 15 Lucas saiyst
Lo | Ly | Ly | L3 | Ly | Ls | Le | Ly | Lg | Lo | Lio | L1y | Lia | Lnz | L1g
2 |1 (3 |4 |7 |11 [18]29 |47 |76 | 123 | 199 | 322 | 521 | 843

seklindedir.

Lucas sayisinin Binet formiilii
L,=0"+9"

bigimindedir [18].

Tanim 2.6 Lucas dizisinin tireteg fonksiyonu

= A 2=t
L= It =15
n=0

dir [18].
2.2 YUKSEK MERTEBEDEN FiBONACCIi SAYISI

Literatiirde, Fibonaccci sayilarinin farkli genellemeleri mevcuttur. Bunlardan bir tanesi
de ilk kez 2012 yilinda Pashaev ve Nalci tarafindan tanimlanan yiiksek mertebeden Fi-
bonacci sayilaridir [20]. Yazarlar ayrica yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarini Fibonacci
bolenleri olarak da adlandirmiglardir. Bununla birlikte Prof. Dr. Oktay Pashaev danis-
manhginda, Ozvatan yiiksek lisans tezinde, yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarmin de-

tayh ozelliklerini incelemistir [19].

Tanim 2.7 r > 1 tam sayst ve F,,n’inci Fibonacci sayist olmak tizere

oranina yiksek mertebeden Fibonacct saylary denir.



Farkli n ve r degerleri i¢gin yiiksek mertebeden Fibonacci sayilarim1 agagidaki cizelge ile

verebiliriz.

Cizelge 2.3 Baz yiiksek mertebeden Fibonacci sayilar

n\r | 1 2 3 4
1 | FY=1|FP =1 |F® =1 | F? =1
2 |FV=1|FP=3 |FP=4 |FY=7
3 |FV=2|FP=8 |FY=17|F"Y =48
4 | FV=3|F?P=21|F® =72 | F¥ =329
Ayrica, F,,., F, ile boliinebildigi i¢in FTT orani bir tam sayidir. Bu nedenle her yiiksek

mertebeden Fibonacci sayisi bir tam sayidir. Klasik Fibonacci dizisinin 7 = 1 igin yiiksek
mertebeden Fibonacci dizisinden elde edilebilecegi aciktir.

Yiiksek mertebeli Fibonacci sayilarinin rekiirans bagintisi

F = B+ (1) R

n—1

seklindedir [19].

Yiiksek mertebeli Fibonacci sayilarinin Binet formiilii

HT)R _ (19/)")77/
gy _ (0" = ()"
n 97' _ 197'

seklindedir [19].
Tanim 2.8 Yiiksek mertebeden Fibonacci dizisinin trete¢ fonksiyonu

> t
(") (4) — (Mg —
g (t)_ZF" ! 1= Lt — (—1)"¢2

n=0

dir [19].

2.3 KARMASIK SAYI

2:

Tanim 2.9 x, y reel saylar ve i —1 olmak tizere x +1iy bicimindek: sayilara karmasik

saydar denir [11]. Karmagik sayilar kimesi genellikle C semboliiyle gésterilir.

Burada, karmagik say1 z € C i¢in z = z + iy ifadesinde, = € Re(z) reel kisim ve y € Im(z)

de sanal kisim olarak adlandirilir. z nin eglegini z = x — iy dir.



Karmasik sayilar1 z; = x1 + iy, 20 = 2 + iya, 21,22 € C igin ve A bir reel say1 olmak

iizere agagidaki esitlikler saglanir.

21+ 2 = (21 + 22) + (Y1 + 1),

21— 2 = (v1 — @2) +i(y1 — o),

Azp = Axq + i(Ay),

z1.22 = (2172 — Y1ye) + (T1y2 + Y172)i,

z ile Z esleniginin carpimi

2z =22 + 92, 2,2€C

bigimindedir [11].

Karmagik sayilar iki boyutlu degismeli ve birlesmeli cebir yapisindadir [11].

2.4 GAUSS FIBONACCI SAYISI

Tanim 2.10 Gauss tam sayilar:, katsayilar: tam saylar olan
Z[i) = {a+1ib:a,b € Z,i* = 1}
bi¢iminde ifade edilen cebirsel tam saylar kimesidir [3].

Gauss tam sayilar ilk olarak 1832 yilinda Alman matematikgi Carl Friedrich Gauss [3]
tarafindan calisilmigtir. Gauss sayilar1 siradan toplama ve ¢arpma iglemlerine gore ka-
palidirlar. Carl Friedrich Gauss, 6zellikle cebir ve sayilar teorisi olmak iizere matematigin
bir¢ok alanina 6nemli katkilarda bulunmustur.

A.F. Horadam bilegenleri Fibonacci sayilar: olan Gauss Fibonacci sayilarini tanimlamigtir
[9]. 1965’te J.H. Jordan [10] tarafindan Gauss Fibonacci sayilar: daha da kapsamli bigimde

ele alinmigtir.

Tamm 2.11 Gauss Fibonacci sayplars {GF,}>",, n > 0 i¢in ve GFy = i, GF; = 1

n=0~’

baslangic kosullary olmak tizere
GFn—l—Q - GFn+1 + GFn

rekiirans bagintist ile tanvmlanr [7], [9).



Gauss Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilii ve n € Ny i¢in
1
GF, = p— {0"_1 (041i) — 9" (9 + i)}

bi¢iminde yazilir [7].
Gauss Fibonacci dizisinin iireteg fonksiyonu

. . (1—t)GFy+ GFt
Gt)=) GRt"="—"—"—
n=0

dir [7].
2.5 YUKSEK MERTEBEDEN GAUSS FIBONACCI SAYISI

Kizilates [16] tarafindan yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayisi ve polinomu tanim-
lanmistir. Ayrica bu sayinin rekiirans bagintisi, gesitli toplam formiilleri ve iireteg¢ fonksiy-

onlar1 gibi 6zellikleri incelenmigtir.

Tanim 2.12 n,r > 1 tam saylar: i¢in, o yliksek mertebeden Fibonacci saist olmak

tizere Gauss Fibonacci sayist
GF" = Fn 4 ip"), (2.2)
ile tanwymlanar.

r € N igin yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayilarinin Binet formiilii

R = ot {00 1) — ()" (0 1)

seklindedir.

Gauss Fibonacci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

)" (—i+iLt+ (-1)"¢t)
1—Lt—(—-1)"¢

GV (t)=> GFIt" = (
n=0

bi¢imindedir [16].

2.6 REEL KUATERNiYON

Tanim 2.13 Bir q kuaterniyonu,
q=p+vitpj+ok=(uv,po)
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biciminde ifade edilir; burada w, v, p ve o reel sayplar ve 1,1, j, k temel kuaterniyon birim-

leridir [8].
Bu kuaterniyon birimleri agagidaki ¢izelgede verilen ¢arpim kurallarini saglarlar.

Cizelge 2.4. Kuaterniyon birimlerinin ¢arpimi (2.3)

1li |j |k

101]i |j |k

ili| -1k |—j

ilil—x|-1]i
k|k|j |—i]|-1

(Cizelge 2.4. deki i,j, k kuaterniyon birimlerinin kendi aralarindaki carpimlar1 degigme
ozelligini saglamazlar.
Herhangi bir ¢ kuaterniyonunun eglenigi g, ii¢ sanal birimin negatiflenmesiyle elde edilebilir.

Yani,
q=p—vi—pj—ok.
Simdi reel kuaterniyonlarin sagladigi bazi basit aritmetik islemleri verelim.

G = pg+vii+pj+oik,

Q2 = Mo+ val+ poj + o2k,

ve A bir reel say1 olmak tizere agsagidaki esitlikler saglanir.
G+ G2 = (g + po) + (V1 +v2)i+ (py + p2)i + (01 + 02)k,
G — G2 = (g — pig) + (1 = v2)i+ (py = po)j + (01 — 02)F,

Agr = Ay + (Avn) i+ (Apy) j + (Aa1) k,

011Gz = (Mg — V1Va — pypy — 0102) + (Vo + Vifly + p102 — O1py)i

+(p1py — V102 + prty + 01v2) ] + (102 + v1py — prva + o1pi)k.

Yukaridaki aritmetik islemler gz oniine alinirsa, Vqq, q2, ¢3 € H icin
L ai+tg=¢+aq,

2. 1+ (@2 + q3) = (@, g2) + g3,

11



3. qi(ge + 43) = 142 + qugs,
4. (CI1Q2)Q3 = Q1((J2CJ3);

ozellikleri saglanir.

q ve q esleniginin ¢arpimi;
-7 = (n+vi+ pj + ok)(u — vi— pj — ok) = p* + 17 + p* + 0° = |g*, (2.4)

dir. Elde edilen |q| reel sayisia ¢ nun normu adi verilir.

Kuaterniyonlar 4 boyutlu toplama islemine gore birlesmeli ve degismeli, carpma islemine
gore birlesmeli fakat degismeli olmayan cebir yapisindadir [8].

Kuaterniyonlar, ge¢misten giiniimiize matematikgiler tarafindan ilgiyle aragtirilmistir.
Horadam 1963’te kompleks Fibonacci sayilar: ve Fibonacci kuaterniyonlarini incelemistir
[9]. Bu nedenle, Fibonacci kuaterniyonlar: i¢in baz 6zellikler Horadam tarafindan ver-
ilmistir. Daha sonra da Halici [4], [7] tarafindan Fibonacci kuaterniyonlarimim baz zel-

likleri incelenmistir.
2.7 FIBONACCIi KUATERNiYON

Tamm 2.14 Fibonacci kuaterniyonlar {Fq,} -, n dogal sayst igin
FQn:Fn+Fn+1i+Fn+2j+Fn+3k
ile tanamlanar [4], [9].

n>2 Fq =1i+j+ 2k ve F'i¢gy = 1 + i+ 2j + 3k basglangi¢ sartlar icin Fibonacci

kuaterniyonlarinin rekiirans bagintisi
FQn = Fanl + Fan2

dir.
0 =14+60i+6%+ 0%k ve U = 1+ i+ 9%j + 9%k olmak tizere Fibonacci kuaterniyonlarimim

Binet formiilii

6™ — 99"
Fqg,=———
4 0—v

bi¢imindedir.
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Fibonacci kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

Ct4i+(t+1)j+ (E+2)k
N 1—t—1¢2

Fq(t)

dir [4].

2.8 LUCAS KUATERNIiYON

[e.9]

Tanim 2.15 n dogal sayst i¢in Lucas kuaterniyonlart {Lg,},~ .

LQn = L, + Ln+1i + Ln+2j + Ln+3k
ile tamimlanar [4].

n>2 Lgy=24+1i+3j+4k ve Lgz = 1+ 3i + 4j + 7k baslangi¢ sartlar1 icin Lucas

kuaterniyonlarinin rekiirans bagintis
LQn = LQn—l + LQn—2

bi¢imindedir.
0 =14+60i+6%+ 0%k ve U = 1+ i+ 19%j + 9%k olmak tizere Fibonacci kuaterniyonlarimnm
Binet formiilii

Lg, = 00™ 4+ 99"

dir.

[22]’de Polath ve Kesim tarafindan yiiriitiilen farkh caligmalarda, genellegtirilmis Fi-
bonacci ve Lucas say1 bilegsenlerine sahip kuaterniyonlar detayl olarak incelenmistir.
[13]’de Kizilates ve Kone, Horadam ve Halici tarafindan incelenen Fibonacci kuaterniy-
onlarii genellestiren yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlarini tanimlamig ve bu

kuaterniyonlarin bir¢ok cebirsel 6zelligini elde etmislerdir.

2.9 YUKSEK MERTEBEDEN FiBONACCi KUATERNiYON

Tanim 2.16 Yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlary F q,(f), n,r € N i¢in

Fq) = FD + i+ FYj+ FLk
ile tanvmlanar [13].
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Yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlar: n,r € N igin rekiirans bagintisi

Fally = Fql) + (1) Fq!

n—1

seklindedir.
A=14+01+0"j+60"k ve B =1+ 91+ 9*j+ 9k olmak tizere yiiksek mertebeli
Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet formiilii

oooa@)t ="

dir [13].
Yiiksek mertebeden Fibonacci kuaterniyonlarinin iirete¢ fonksiyonu

i+ Lj+ (Lo + (1) k) + (=) (-1 +j+ LK) ¢

Fq (1) =
" ®) 1—Lit— (—1) &2

dir [13].
Halic1 ve Cerda-Moreles, [5]’de katsayilar1 Gauss Fibonacci sayilar1 olan kuaterniyonlar

tanimlamig ve bu tiir kuaterniyonlar icin bazi temel 6zellikler saglamistir.

2.10 GAUSS FiBONACCI KUATERNiYON

o0

neo» M dogal sayst igin ve GF,

Tanim 2.17 Gauss Fibonacci kuaterniyonlars {GFq,}

Gauss Fibonacci sayist olmak tizere
GFqn = GFn + GFn+1i + GFn+2j + GFn+3k
ile tamimlanar [5].

0 =14+60i+6%j4+0%k, 0 = 1 +9i+9%j+0%k, o = 07 +i+0j+ 60’k ve B = 0 ' +i+0j+9°k
olmak iizere Gauss Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet formiilii

(06" —T9") + (af" — BO™)i
60—

GFq,(f) =

dir [5].
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BOLUM 3
YUKSEK MERTEBEDEN GAUSS FIBONACCi KUATERNiYONLARI

Bu boliimde yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyon tanimi verilecektir. Daha
sonra bu kuaterniyonlar i¢in Binet formiilleri, rekiirans bagintisi, toplam formiilleri, iiretec
fonksiyonlari, iistel iirete¢ fonksiyonlar1 ve bazi ozdeslikler verilecektir. Bu boliimdeki

sonuglar Kizilates ve Yachani tarafindan [17] elde edilmigtir.

Tanim 3.1 Yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu, r € N i¢in

GF¢D = GFY + GED i+ GEDj + GFO). K (3.1)
ile tanymlanar.

Yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun eslenigi

GFq* = GFW — GEM i — GFY,j — GE,k (3.2)

bi¢ciminde tanimlanir.

Yiiksek mertebeden Guass Fibonacci kuaterniyonunun karmasik eslenigi

GFq\) = GF) + GFEM i+ GEY)j+ GE)k (3.3)

seklindedir.
GF qff) normu

| GFg) 1= GFgCRGY" = (GFY) + (GREL) + (GFL) + (GFEL) (34)
bicimindedir.

Onerme 3.1 GE" yliksek mertebeden Gauss Fibonacci sayist olmak tizere ve F qn yuk-
sek mertebeden Fibonacci sayist olmak tizere, r € N i¢in asagidaki yiksek mertebeden

Gauss Fibonacci kuaterniyon 6zdeslikleri,
GF¢" + GFg"* = 2GF" (3.5)
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ve
GFq¢" + GFqn = 2Fq" (3.6)
saglanar.
Ispat. (3.1) ve (3.2) denklemlerini kullanarak,
GF¢" + GF¢* = <GF +GEM i+ GEj+ GE® k)

n <GF —GF"i— GF",j— GF).k )

= (GFD +GED) + (GET) - GR), )i

+ (GFTE% - GFéQz) J+ (GFX«B?, - GFr(L:)ii) k
GF¢" + GF¢"* = 2GF™
elde edilir.
GFq) = (B 1B )+ (B + B0 i (Bl + i ) i+ (B + 1R, k (3.7)
ve
GRAD = (R 1080, + (R~ 50 ) o (RS~ 15) 3+ (FEh — 37 k 9

olmak iizere, (3.1) ve (3.3) denklemlerini kullanarak,

GFq" + GFY = (GF D+ GEYi+ GED,j + GFYk )

+ (GF““ +GFD i+ GEj+ GFn+3k>
= (B0 +iFD) + (B +iF0) i
Fy + 1F7E+)1> (Fﬁs + 1F,E7_22) k
FU) im0 i

(F1§+)3 1F7(L:-)2> k

/N7 N N
;1
2
|
. =
:‘1
=
_
——
+
‘|‘ /

GF¢" +GFq” = (FW+FD) +

— 2F") 4 2F! 311 +2F! QQJ + 2F,§ jgk

= 2 <F(r) + FL iP5+ Fé??,k)

= 2F¢"

n
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elde edilir. O halde ispatlar gosterilmig olur. m

Teorem 3.2 r € N i¢in yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlar: asagidaki

ozdesligi saglar:

(GF¢")* = 2GFNGFqD — GFqGFq”. (3.9)

—~

Ispat. (3.1) ve (3.2) denklemlerini kullanarak,
(GFg)? = (GFD + GE i+ GE,j + GF}Lng)
X <GF D+ GEY i+ GFj + GEY,k )
= (GFW) + GENGFN, i+ GFVGE),j + GFWGED,k
+GFY GFMi + (GFnH) 2+ GE",GEY, (ij) + GF'), GE'), (ik)
+GED,GEMj + GED,GF", (i) + (GFgQQ) P+ GFULGEY, (k)
FOFSLGF K + GFSLGFD), () + GFSLOFY), () + (GFL) “K2
= (GFM)* + GFOGEN i+ GEWGFE),j + GEOGF!) k
+GFY), GFMi — (GF,QI) + GFD.GEY) k — GED GF.

+GFLGED] — GE,GF) Kk — (GF}LQQ) + GED,GE
+GFD .Gk + GED,GF j — GRU)L,GFY,i — (GFg’;)?,)
— (R - (R - (R - (cr)’
+2GF (GFn D+ GEDj+GEY, )
= (@FD) — (GFIL) — (GE,) ~ (GFl)
H2GFE®™ (GFg” +GED i+ GED,j + GF,EQ3k)
— 2GFIGFg — ((GF,§’">)2 v (GF7§21>2 + (GF;;)QY + <GF7§’23>2)
= 2GFMGF¢") — GF¢WGFq»
elde ederiz. Boylece sonuclar elde edilir. m
Teorem 3.3 r € Nigin, a = 1 +0"i+6"j+ 6k, b = 1+ 9"i +97j + 9%k, ¢ =

0" +i4+0"5+0"k ved =9 +i+9"j+ 9%k olmak iizere yiiksek mertebeden Gauss

Fibonacci kuaterniyonlarimin Binet formdili
a— () "b+i((0")" c— (9")"d)

or)"
arep =) T—

(3.10)

seklinde verilir.
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Ispat. Yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun tanimimdan
GFq") = GF" + GE" i+ GF",j + GF").k

oldugunu biliyoruz. GF qff) 'yi su sekilde yeniden yazabiliriz:
GFq)) = (Fér) + iFle) + (F7§+)1 IF(T)) (F7§+)2 lFﬁgl) (Féi)s + 1F7522> k.

Buradan,

GFg = (B 4iFD)) + (B 1B )i+ (B +1B0 ) i+ (B + iR k

_ - (((ﬂ"—l w"“)“—l)

0 T
N ((97’)714—2 19T n+2 ( QT n+l n+1 >> J
0"
< (07“)71-%3 197‘ n+3 < 07” n+2 197‘ n+2 > )
7 k

+
(0" (1+ 60"+ 0% +6%k) — 1+ 9"+ 97+ 97k)
- 0 0T
@) (0" +i+05+6"k) — (9)" (9 +i+Ij+97k)
o" — " )
0 a— ()" b+i((67)" c— (07)"d)
N 9 —

elde edilir. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur. m

Teorem 3.4 r € N ve GF q,(f) elemanlar: i¢in

GFq» = <F7ET+)1 + F,E?l) i+ <F( D+ +)3> k (3.11)
bi¢imindedir.
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Ispat. (2.2), (3.1), (3.7) ve (3.10) denklemlerini kullanarak,

GFq) = GFW +GFD i+ GEYj+GE)k
= (A + iFg)l) + <ng21 + iFé’")) i+ <F7§722 + 1F7521> J+ (Fécr)?) + iFé?z) k

_ ww—ww+in4—wW*>

0 — " 0 — "
ryn+l ryn+1 T\ r\T
Gl Ca +%w;_$>>%
(9r)n+2 o (ﬁr)n-&-? ) (er)n-i-l o (ﬁr)n-&-l)) )
+ +1 J
0 — " o — "
O — ()" (7))
_'_ 9’!’ _ 197" —"_ l 9’!’ _ 197" k
)" — )" @)= )"
g ! v
N o)+ — ()™t i__(@ﬂ”—wﬁﬂ”)
0 — " 0 — 9"
()" — ()" <ww¥wW“>
+ J+ k
0 — 9"
97‘ n+3 - /197' n+3 97’ TL+2 197’ n+2
(") _;) K @) ;

o )
_ (e et <w“11W“1
(=) ))

(Qr)n+1 . (ﬁr)nJrl (97" n+3 197" n+3
(=) )

= <F(T)1 + Fvi?l) 1+ (Fr(zﬂ + Fqﬁ??;) k
elde edilir. m
Sonug 3.1 GFq, kuaterniyonunu, Lucas saylar cinsinden
GFq, = L,i+ L,k (3.12)
bigiminde ifade edilir.

Ispat. Denklem (3.11)’de r = 1 alimrsa, ispat tamamlanir. m
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GFq,’yi agsagidaki bicimde de ifade edebiliriz:

GFqyn = Loi+ (F, + 3F,41)k. (3.13)
Gergekten,
ordy = (R F) i+ (D + FOL)
GFqn = (n+1+Fn 1) (n+1+Fn+3)k
- ( n+1+Fn 1) (n+1+Fn+2+Fn+1)k
= (n+1+Fn 1)1 (n+1+Fn+1+Fn+1+F)k
— Li+(F, +3F )k

dir.

Teorem 3.5 r € N ve yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun elemanlar:

1¢in rekiirans bagintis
GFoly = LiGFq)) + (=) GFy, (3.14)

dir.

Ispat. Denklem (3.10)’u uygulayarak

(Qr)nJrl a — (ﬂr)nJrl b+ i ((Hr)n+1 c— (ﬁT)nJrl d)

GFQTH—I

0 — 9
_ O T ()T (O e (97)"9d
- 0 — " ! 0 — "
B (9”')77» HTCL _ (197‘)77) HTb + (197")71 erb _ (197")77/ ,19""b
- 97" . 191"
. <0T)n 97‘0_ (197”)77/ 67‘d+ (197')77/ G'I‘d_ (197‘>n ﬁrd
+1
0 — 9"
OO a— (97)"b) + () 0Tb— (97)" 97D
- ‘97* - 191"
, <9T (0" ¢ — ()" d) + ()" 6"d — (0")" 197’d)
+1 o
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o () a— ()" 0) +i((07)" c — (9")" d)
- = )
(") 0"b — (9")" 9"b+ i ((0")" 6"d — (9")" 0" d))
* o—
= 0"GFq" +0"GF¢") — 9" GFq"
(W) 0 — ()" 9+ ((07)" 67d - (9)" 9" d)

0" — 9"
_ (97‘ + 197‘) GFq’ELr) 9 (((er)n a— (ﬁT)n be)rtiﬁ(r(er)n c— (197‘)” d))
N ((97)" 0" — ()" 9o+1i((9")"6"d— (9")"9"d))

0" — 9"

LG+ @) 9 — ()" a—i(07)" 9 e+i(¥)"9d

0" — "

N ()" 07b — (9")" 9D +i(07)" 07d — i (V") 9"d

0 — 9"
o= (@) A+ (9) 0D —i(0) e+ i(07)" 6"d

= LGF¢) + P
= L.GFq{

- @) (=07 a+ @) (=97) b—=i(0")" (—07") c+i(W")" (=9 7") d

0" — 9"

1 @) ta— )b
= L.GFqg" 4 (-=1)""
Qn + ( ) 07" . 197‘ +i ((er)nfl c— (ﬁr)nfl d)
= L,GFq + (-1)"" GFq,

elde edilir. =

Teorem 3.6 Asagqidaki ozdeslikler saglanir:

, 197‘)77/ _ b (97")7’1 . c (197")7'1 _ d (97")7’1

G ] 1
GFq") = (-1) < " +i - , (3.15)
GFq5) = (1) GFqD, (3.16)
GFq¢C" = (=1 GFq"). (3.17)

Ispat. Denklem (3.10)’u kullanarak;

(,,,.) B <9T)_na/_ (ﬁT)_nb . (97‘)_”0_ (19T)_nd
CFe = g T

LT ()

or — 9" 0" — 9"
_ ()T ((—W c— (=0)" d)

T T
_ ey ((W)”a — )"0, ((19’“)”0— (0")" d)> 7

07‘_797’ 97‘_197‘
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argn = 07 a- (@) "0 (9’")‘%_(197")%)

(
((0)" = ()"

)Y ) e ()
T <<—1>T+1 (0 — T))
(@) 0= ()" "

= (_1)r_1 GFqn’")
R e

- Tl (e )
o) = (v 6 = (@)
LT a0 () e (0™ d
- (=0) *( (—0) — (—0) )
()" (@) = )') ((—1)’" (0" c— (07" d>>
) (0) — (9)) ) (O) = (9))

- <<—1>”T <wr<)en>f - ((g;? S <(19r()(:)f - <(Z>)d>) )

— (1) R

elde edilir. =

Simdi de yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarini igeren bazi toplam 6zel-

liklerini verelim.

Teorem 3.7 1 € N igin, ¢, = (=1)" + (=1)" L, — F\” + (=1)" "), + (=1)" F, —
Ey 41 vewp, = (—1) + Lae + (=) L+ (=1)" FY) = By + (<1) B — F), +1

olmak tzere, yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarinin sonlu toplama

F (r) — Pnl n 1

olarak ifade edilir.
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Ispat. Denklem (3.11)’i uygulayarak ve baz1 hesaplamalar yaparak

Soare) = 3 (P +FD )i+ (R + P k)
s=0

s=

= En:(FilﬁF )1+Z(F(H+F§;3)k

s=0

_ i (9r)3+1 (ﬁr)s+1 N (97“)8 1 (197~) -1 1
s=0 0" =" o =0
n (9T>S+1 . (/19T>5+1 (9r)8+3 . (19T)8+3
' pr R T k

0

s=0 s=| s=

k - 7‘ s+1 . 1" s+1 7\ S+3 . r\s+3
+9T_19T<sz;0 52219 +ZH 50(29>
i rn r 7 r —r e r\S —r = S
-9 ﬁr(e LTSN RT SR oy
s=0 s=0 s=0 s=0

n n n n

s=0 s=0 s=0 s=0

_ L (=) L (=)
Ty 1-0 <+9r (1 _ (er)nJrl)) - 19" (—}—ﬁr (1 _ (ﬁr)nJrl)))

k 1 QT (1 — (6’")”“) 1 197" (1 o (ﬁr)n—o—l)
+9T — 9 (1 — 0" (+93r ( (er)n+1)> - 9 (_|_1937~ (1 N (ﬁr)n+1))>

P0-0r) )

i

(0" =07 (1 -6 (1 —197")( -

N ( 07“ n+1>
i (1—07) (1= ()"
-1 (=) ( Ta-60) (- (m"“))
k ) (1— ()"
+(9T — 9" (1—=0") (1 —9") (+93’" 19’“)( (1—(0 ”+)1))
k —6) (1 -
) (

() >

(QT - 197") (1 - 9T> (1 - 19r) ( 193T —9) (1 = 191" n+1)

_ i o — (er)n+2 . (919)7" + (019)7" (er)n+1>

T =0 (1=0)
i 0T () -0+ (69) (0)"
LT T—0)(1=0)
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i 9" — (97)" — (90)" + (69)" (97)"
= (1—9 (1 ")

i D7 — (") =970 + (09)"
= (1—0")(1—0")

k 9" — (Qr)n+2 n+1
o= ( = )

k 937’ . (0 )n+4 (919) 02 r 0 n+
T =0 ) (

k " — (") — 019 Dlas
= (1— 9
Kk (037“—09 )" — (9 ) o) )

0 — 1—0)(1-— )

_ i ( 0" — ()" = (=1)" + (=1 ()" )
(07 =) (1= L+ (=1)") \=0" + (") + (=1)" — (—1)T ()"
N i ( (=9)" = (0")" = (=9)" 0" + (=1)" (") )
(07 =) (1= Ly + (1)) \= (=6)" + (9")" + (=0)" 6" — (=1)" (¢")""
1)+ (69)" ()" >
1

. k (n- )"~ (-
O =) (1~ Ly + (1)) \ =0 + (7)™ + (1) — (99" ()"

N k (83 (9 )n+4 ( 1) 2r +( )r(er)n+3)
(0" =9") (1= Ly + (=1)") T () ()T - (1) (00"

B i ((9 — ")+ (=1)" (0 >"+1 (0" >”“))
@ —9) (1L, + (-1)) —(()"** — ”“)
i 1 (1) (0"~ )" (6% —9™)
+e)T—ﬁTl—Lr+(—1)"(+( )" (07" - ( ) ) ()" — (9" )>>

K (0" —9") = ()" = (9")""?)
=L+ (-1 )( + (=1 ((9 )= ()" )
k 1 ( 1) r+1 92 . ‘9) n+4 19 n+4

+0r_197"1_LT+( )( (93 ( ) ))EQ)JFS (97 +3§)

i L (1) B, - B
1= L+ (=1) (+(—1)T“+(—1)TL +( 1) F,ﬁ - é))

k
oLy (+(—1)T+1L F(+4+L2 +(=1)"

dir. Boylece sonug elde edilmig olur. m
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Sonug 3.2 n > 0 i¢in Gauss Fibonacci kuaterniyonlarinin sonlu toplama
Y GFq, = GFquys — (i+4k)

s=0

bicimindedar.

Ispat. Denklem (3.18)’de 7 = 1 alalim. Yani,

ZGFQS = 1—;1(1_Fn+1_Fn+2_1_1_Fn71_Fn)
5=0

+m 1+ —Fop1—Fopo—1—-Foy+4-1-F,3)

= (Fpos + Fpso+ Fy + Fyy — 1)i+ (Fupy + Fyyo + Frog + Foa — 4) k
= (Fops+ Fpn — 1Di+ (Foys+ Fos —4)k

= (Fpys+ Fop) i+ (Fogs + Fogs) k— (1 + 4k)

= GFqnis — (i+4K)

elde edilir. =

Onerme 3.8 a = 1+6"i4+60"j+ 0%k, b=14+9"1+97j+ 0>k, c=0"+i+0"j+ 6%k
ved=10"+1i+9"j+ 9%k icin asagdaki esitlikler saglanar:

a—b=(0"—9) i+ Lj+ (Lo + (=1)) k), (3.19)
c—d="-9) (1) +j+Lk), (3.20)
at” — 00" = (0" —9") ((—=1)"j+ (1) Lk — 1), (3.21)
I —dfm = (0" —9") (-1 L, —i+ (-1)"k), (3.22)

(a—0b)— (a9 —b0") = (0" —9") (i+ (L, — (—=1)")j+ Lok + (1 = L,) (—=1)"k+ 1),
(3.23)

(c—d)—(c0" —do")y = (0" =) (1) + (-1)" L, +j+i+ (L. + (-1)") k). (3.24)
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ispat. a,b, ¢ ve d ifadelerinden

a—b = (1+601+6%j+6"k) - (1+9"i+0"j+0"k)

(0" =9 i+ (67 —9*)j+ (07 —9¥) k

= (0"=0") i+ +9)j+ (07 +9* +(89)") k)
(

0" —9") i+ Lj+ (Lo + (1)) k),

c—d = (077 +1+@TJ+(92Tk) (V" +i+97j +97k)
(07" —97") + (0" —9")j+ (67 —9*)k

= (=) = (=0)) + (0" =) j+ (0" =) (" + V") k

(0" =) (1" +j+ LK),

atd” — b0 = (1+0"i+67j+6"k) 9 — (1+0"i+97j+9k) 6"
(07— 07) + (09)" (6" —97)j+ (09)" (6 — 9*) k

= (0" =9) (=14 (=1)"j+ (=) (0" +9) k)

(0" =) ((=1)"J =1+ (=1)" LK),

W —di" = (0 +i+0j+07k)V — (0T +i+j+97k) 6"
(079" — 097" + (9" — ") i+ (09) (0" —9")k
= (=)0 =) = (0" =) i+ (1) (0" -9k
(0" = 0") (0" +07) (1) =i+ (=1)"k)
O =) (-1 L, —i+ (-1)"k),
(3.19) ve (3.21) denklemleri uygulayarak
(a—b)— (@ —b0") = (0" =) (i+ Lj+ (Lo + (—1)")K)
— (0" =9 ((-1)"j— 1+ (-1)" L,k)
= 0" =9) i+ (L, — (—1))j+ Lok +(1—L,)(-1) k+1)
ve (3.20) ve (3.22) denklemleri kullanarak,
(c—d)—(c0" —do") = (0" —9") (=) +j+ L,k)
— (0" =) ()" L, i+ (-1)k)
= @ =) ()" + (=) Ly +j+i+ (L + (=) k)

elde edilir. =
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Teorem 3.9 v = 1+i+((—=1)"*" + L,) j+ (Lor + (=1)" L, + (=1) ) k ve d = (=1)"'+
(—1)" L, +j+i+ (L, + (=1)""") k olmak iizere, n € Ny ve r € N icin asagdaki esitlikler

saglanar:
" —1)" GFq” — GFq") v+ 6i
GFq") = ( ntl 3.25
2_CFq; 1— L+ (1) 1= L+ (1) (3:25)
dir.

Ispat. Yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarinin Binet formiilii yardimuyla,

Sar - 3 (”’”;f:;?’”” g (””‘;f - E;ZW))

s=0
1 n n n e
s=0 =0 s=0 s=0
1 n n n n
= 5 a <0T) —-b C —d T>s>)
0" = s=0 s:O ; s=0
B 1 (1 o (Qr)nJrl) 191" n+1 )
-9y Y 1-0 7 1-v
i (1 _ (er)nJrl) 197’ n+1)
T T1v ~at I

B 1 <a Q=0 (1= b1 -6) (1 (19’“)"“))
197"

0" — (1—-6")(1—9")
L == —d -0 (1= w’")"*l))
0" — " (1-0")(1—9")
B 1 1 a (1 o (er)n—i-l 197" >
=1L+ (-1) (—b (1= ()" =0 +
i 1 c(1— (o) - ™)
=TI+ (—d (1- w"”)"“ < ) "))
B 1 1 a—a(@)" —ad" +a( 919 (m
= Qr—ﬂTl—Lr—i-(—l) (—b‘f‘b(ﬁr)n—ﬂ—‘rber ( )
i 1 ()" — e + 0(619 )" (6"
+9’"—19’"1—Lr+( 1)’ ( d+d (") +do" —d (6 )( )”)
1 1 ( (@ =1b)+(09) (a(0")" —b(9")") )
0" — 91— L+ (=1)" \ = (@ = 0") = (a (0" = b (@")""")
Lo 1 (( d) + (09)" ((0")" ¢ d(ﬁ’“)”>>
0" —9"1— L, + (—1)" (c0" —do") — (c Oy —d wr)nﬂ)
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1 1 ( (=1)"((07)" e = d (97)") )
L= L+ (=1)" 0" =" \+i(=1)" ((¢")" ¢ = d (9")")
o L(far b))
L— L+ (=1)7 0" = 9" \+i (c(0")" —d ("))
1 1 (a—1b) — (a?" — 0"
1= L+ (—1) 6 — " (+i (¢ —d) — (0" — def)))
(—1)" GFq — GFq,

+

1— L.+ (-1)"
1 1 (a—b) — (a" — bO")
Ly =7 (+i ((c—d) = (0" — d9r>))

(—1)" GFq — GFq",

1—-L,+(-1)
+ 1 (1 Hi4 ()™ 4+ L) j 4 (Lo + (1) Lo+ (-1)") k
I=L+ (=)' +i ()™ + (=1 Lo +j+i+ (Lo + (=)™ k) >

elde edilir. =
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BOLUM 4

YUKSEK MERTEBEDEN GAUSS FIBONACCI
KUATERNIYONLARININ URETEC FONKSIiYONLARI VE BAZI
MATRIS GOSTERIMLERI

Tezimizin bu boliimiinde GF qﬁf) nin tirete¢ fonksiyonlar: ve bazi matris gosterimleri ver-

ilecektir. Bu boliimdeki sonuglar Kizilateg ve Yachani tarafindan [17] elde edilmigtir.
4.1 URETEC FONKSIiYONLARI

Simdi yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarimin iireteg fonksiyonu verelim.

Teorem 4.1 r € N igin, S =i+ L.j+ (Lo + (=1) )k = ((—=1)"j+ (-1)" L,k — 1)t ve
7= (1" +j+ Lk - ((—1)”r1 L, —i+ (=1)"k)t olmak iizere, yiiksek mertebeden
Gauss Fibonacct kuaterniyonunun trete¢ fonksiyonu

S+ ir

GFq™ (t) =
(Al o L

(4.1)
biciminde ifade edilir.
ispat .

GFq™ (t) = Z GFq"

GF qff)’nin iirete¢ fonksiyonu olsun. Simdi Teorem 3.3’ti ve Lemma 3.11’i uygularsak

nf:OGFW -y (e ww"bﬂ(ww;{;: )

n=0

1
0" — 9"

"at" i Do (07)" ct™
" bt A N (I

1 ( ay o ( )" n i CZZO:(J (o)t

—bzn o (07" N N (ki
i c d
+ _
1—0T 1—0?) 9T—19T<1—9Tt 1—19%)
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a(1—9"t) —b(1—6t) i fe(l—9t) —d(1—60)
=00 1—071) )*erqw( =001 —070) )

(e
a—at—0b+00"t + i c—cdt—d+do"t
1—Lt+ (1) ¢ ﬁr 1—Lt+(—1)"¢
+

1

" — 9"
1

" — 9"
1

" — 9"

B (a—b) — (a?" — bHT c—d)—(c¥" —do")t
B 1— L+ (— ) T( 1—Lt+(—1)"¢ )
it L+ (Lt (= )) -1)J —1+( 1) Lkt

B 1—Lt+( 1)t

(i DT Lk ()T L — i (1) k)

ik 1= Lt + (—1) 2
S+ ir

1—Lt+ (1)

bulunur. Boylece istenilen sonug elde edilmig olur. m

Sonug 4.1 Gauss Fibonacci kuaterniyonunun trete¢ fonksiyonu

GFq+ (k —i)t
1—t—2

GFq(t) =
seklindedir.

Ispat. Denklem (4.1)’de r = 1 almirsa istenilen sonug elde edilir. Yani,

(i+j—|—(3—1)k)—(—j—l—k)t_}_i G+1+k)—(1—-i—-k)t

GFq(t) = 1—¢—¢2 1—¢—¢2
RS R SE RS ) +(k+i—ﬁ+ﬂ—i—1—ﬁt
1—t—1¢2 1—t—¢2
(it 2k+k+i-)+FG I+ k—i-1-j)t
N 1—t—1¢2
243k + (k—i)t
B 1—t—1t2
 GFq+ (k—i)t
B 1—t—12

elde edilir. =

Teorem 4.2 1 > Ligin, = 1+ (1) 4 (1) Lyt ve v = 14 Ly, +(~1) +(~1)™"! Lyt

olmak tizere yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonunun trete¢ fonksiyonu

pi+ vk
F 4.2
Equ” Tl Litt (-2 (42)

bi¢imindedir.
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Ispat. Denklem (3.11) ve yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlarmin Binet

formiiliinden

Soargdr = 3 (R + B )i (B0 + P ) k) e
n=0

n=0

_ ﬁ g( g 2 )" 4 2 () ; )" t”)
+ﬁ <§: (er)n-‘rl m i (ﬁr)n-i-l o i (er)n+3 o i (197')7‘L+3 t”)
n=0 n=0 n=0 n=0
- (97" io:o )y - i} ()0 2 )" — 9 2 ()" t")
+ﬁ o i @)t~ i ()"t + % i (67"t — 9 i (97)" t”)

n=0 n=0 n=0 n=0

i A
=9 \1 =0t 11—t 1—-0"t 1-—9"t

N k 07’ B 197" y 037’ p 1937"
0 —9" \1-0t 1-9"t 1-0"*t 1-—-9"t

i " (1—9"t) =" (1 —0"t) + 0" (1 —9"t) =0 (1 —0"t)
0 — " ( (1—07t)(1—9"t) >
N k (0’“(1 — ") =9 (L= 0"t) +6° (1 —9"t) — 9> (1 —e’“t))
0 — " (1—6"t) (1 —9"t)
i 0" — (09) t —0" + (00) t+0" =09t — T IOt
0 — " ( (1—0"t)(1—0"t) )
N k <97” —(09) t — " 4 (00) t + 0% — (09)" 6%t — I9* + (09)" 192%)
0 — " (1—07t)(1—9"t)

I B e R A O R G ) t)

o — 1—01) (191
k (01" o 19r> + (93r o 1937‘) + (_1)7“+1 (927‘ . 192r) t
T =01 (1-00)

i ((9’" =)+ ((=9)" — (—9)’”>>
O =9) 1 —=0"t) (1 —=9"t)\ +((=0)"0"— (=) V")t
k ((W — 0"+ (07— 0") (67 + 07 + <919>’“))
(0" =97) (1= 07) (1 —9") (O =) (1) )

_ i(0m—om) ( 1+ (=)™ )
O =9 (1 —07t) (1 —07t) \+ (=1)" (0" + 197")
N k(0" —9") (1 + (0° + 9% + T))
O =) (1—07t) (1 —9t) \ + (=1) (0" +9") ¢

+
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R i e 1D+ L)

k
1+ Loy + (=1) + (=1 Lt
+1—LJ+(—UTﬁ('+ 2 + (1) + (=) )

elde edilir. =

Sonug 4.2 Gauss Fibonacci kuaterniyonunun tireteg fonksiyonu

2-t)i+(3+t)k
GFql(t }:GF%,_ I

bicimindedir.

Ispat. Denklem (4.2)’de r = 1 alinirsa,

. 1+1—¢ 1+3—-1+¢
GFg,t" = | —— | i —— |k

;; ¢ (1—%%»1+<1—t—ﬁ>

2-t)i+(B+1t)k
1—t—12

elde edilir. m

Teorem 4.3 n,m € Z ve r € N i¢in yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu

GF qf,f;)m ‘nin treteg fonksiyonu

1—Lt+(-1)" ¢ (4.3)

seklindedir.

Ispat. Denklem (3.10)’u kullanarak

00 , 00 97‘ ’n+ma_ 197' 7‘L+mb . 97" n+mc_ 197" n+md
Sarie - 3 (L +1(() oYY,
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o (1~ 1) 7 (5~ 1)
1 (a(&’“)m(l—19’”t)—b(197")m(1—9’”t))

— =001 —07)
P (@) (1= — d (@)™ (1 — 6t)
+9T—197‘< =00 (1-00) )
1 (a@) " —a (@) 0 — b b (0T O
0= < (1—0"t) (1 —9"t) )
P e @) = (0 T — AT+ d ()0t
AT < =00 (1-00) )
- 1 Q@) = b (@) —d )"
= 1—Lrt+(—1)”t2( - +‘< T )>
B 1 <(a (@)™ 9" — b(0")"0") £ i(c ()9 — d(9T)") er> t
1—Lt+(—1)"¢ 0" — 9"
GFq® 1 1

1—Lt+ (=112 0 -9 1—Lit+(—1)#
y < (09)" (a (@)™ = b ()" ) )t
H(09) (c(@)™ T —d @)™ )

_ GFgy
I Lt (-2
(L= Lyt + (=17 8) (07 = ) \ i (=1 (e (") = d ()"")

GFg) + (=1 GFg" ¢
1—Lt+(—-1) ¢

elde edilir. =

Sonug 4.3 Gauss Fibonacci kuaterniyonu G Fq, ., 'nin treteg fonksiyonu

> n  GEFgn+ GFqy,at
n=0
seklindedir.

Ispat. Denklem (4.3)’de r = 1 alnirsa,

> GFgY + (=)' GFg\Y ¢
ZGFqSszt" = a (=1) - Im—1 , n,méeZ,reN.
s 1—Lit+(—=1) ¢

GFq,, + GFq,,_1t

1—t—1¢2

elde edilir. =
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4.2 USTEL URETEC FONKSIiYONU

(r)

Teorem 4.4 Yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonu GFqy’ 'nin tstel direteg

fonksiyonu r € N i¢in

" ae”t —be”t +1i(ce”t — de”'?)
E GFq" . = 4.4
) 0" — 9" (44)

bicimindedir.
fspat. GFg{” nin tistel tireteq fonksiyonu

0 tn
Sy
— n!

olsun. Denklem (3.10)’u kullanarak,

£ = Sara =3 (R (TR ) T

n=0
1 ) . n 00 i 4
n=0 n=0
i = ot S
= 7 L = (ae”" —be”") + P (ce®t —de”™)
B ae?t — et i (cee de?’ )
N 0" — 9"

elde ederiz. m
4.3 BAZI MATRIS GOSTERIMLERI

Bu kisimda elemanlar1 yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci kuaterniyonlar1 ve Lucas

sayilar1 olan iki matrisi agagidaki gibi tanimlayalim. n € N igin

GFqn—&)—Q GFQn-I—l

W) =
GFq"), GFqY
ve
r+1
P(T) _ LT (_1)
1 0
olsun.
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Teorem 4.5 Asagidaki formiiller gecerlidir:

W = POW, (4.5)
ve

W = (PO)" Wy (4.6)
dir.

Ispat. Matris carpim ve denklem (3.14)’t kullanarak,

pop [ B GO [ GFal GRaD
n—1 =
10 GFq)) GFq",

L,GF¢), + (1) GFq) L,GFq +(-1)"' GFq,
GFq"), GFq)

GF%(QQ GFQSL

GFql), GFg)

elde ederiz. Denklem (4.6)'nin kanit1 n tizerindeki matematiksel tiimevarim yoluyla elde
edilir. n = 1 igin denklem (4.6)’'min dogru oldugu agik¢a goriiliir. Denklem (4.6)'nin

n = k icin gegerli oldugunu varsayalim, o zaman denklem (3.14) ve tiimevarim hipotezini

kullanarak,
Lo\ aRd G
(P(r))kJrl W(r) o T ( ) qs q1
AR
1 0 GF¢" GF¢
k
Ly (=)™ L, (-1 GFg GFg)
1 0 1 0 GF¢" GFg”
L, (-1 GFq"), GFq")
_ r ( ) P A1
1 0 GFql), GFg"

L.GFqy+ (-1 GFq), L,GFq[), +(-1)"" GFq”
GF QI(Q2 GF QI(;:ZI

GFC]I(QB, GFQI(Qz

GFqf), GFq)),

elde edilir. Dolayisiyla denklem (4.6), n = k + 1 i¢in de gegerlidir. Boylece tiimevarim

tamamlanmig ve istenilen sonug elde edilmis olur. =
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Teorem 4.6 Asagidaki formiiller n € N i¢in gecerlidir:
(r) ™)
GFq,},GFq) — (GFqn+1> (4.7)

((F3. + F,) i+ (F3. + F5) k)

_1 nr
= F; x ((Fr+ (=)' F.) i+ (F, + F) k)
— (Fyrit (Fop + Fip) k)’
ve
2
GFq'GFql), - (GF qgl) (4.8)
- (F+ (=)™ F.) i+ (F, + F) k)
_1 nr
FTQ X ((Fgr +Fr) i+ (F3T+F5’l"> k)
— (Fyit (Fyr + Fip) k)?
dir.

Ispat. Denklem (4.7)'nin ispat1 icin denklem (4.6)’da her iki tarafin determinanti alinirsa,

GFaly GFqL | _ | L, (-0 | | GFq GFgl”
GFq"), GFq) 1 0 GF¢" GFg

2
= (=" (GFCJS“)GFqST) - (GFQY)) )

((F3T+Fr)i+(F3r+F5r)k)
— ﬁ r+1 .
= 72 X ((F,, +(—1) Fr) i+ (F, + F3,) k)
— (Fyi+ (Fyy + Fiyp ) k)

r

dir. Benzer sekilde, yine denklem (4.6)'nin her iki tarafinin determinant: alinirsa,

GFq.), GFgly | _ | L ()" | | GFe GFq”
GFq"), GFqY 1 0 GF¢" GFg

2
= (=" (GF 45’ GFay” — (GF QY)> )

(F. + (-1 E.) i+ (F, + F3,) k)
X ((F3r+Fr)i+(F3r+F5r)k)
— (Forit (Fy + Fyy) k)2

_ )m'

F?

elde edilir. m

Sonug 4.4 n € N olsun. Gauss Fibonacci kuaterniyonlar: i¢in birinci Cassini’'nin 0zdesligi
GFq\GFq) — (GFg) = (~1)"5(2 — i)

seklindedir.
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Sonug 4.5 n € N olsun. Gauss Fibonacci kuaterniyonlar: igin ikinci Cassini’nin dzdesligi
T T T 2 n :
GFqiL_)lGFqu)_l - (G’qu1 )) =(-1)"5(2+1)

seklindedir.
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BOLUM 5

SONUC

Tezimizde, bilegenleri yiiksek mertebeden Gauss Fibonacci sayilari olan kuaterniyon-
lar tamimladik. Bu tanim ile literatiirde var olan bazi caligmalari genellestirmis olduk.
Ayrica, yiiksek mertebeden Gaussian Fibonacci kuaterniyonlarimin bazi yeni 6zelliklerini
ve formiillerini elde ettik. r’nin farkli tam say1 degerleri i¢in, burada elde edilen sonuclar

Gaussian Fibonacci benzeri kuaterniyonlar i¢in elde edilebilir.
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