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OZET

Bu tez caligmasinda kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin
¢Ozlimlerinin varlig1 ve tekligi arastirilmistir. Giris boliimde kesir mertebe diferansiyel
denklem kavrami ve uygulama alanlar1 hakkinda genel bilgilere yer verilecektir. ikinci
boliimde fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, daralma kosullar1 ve sabit nokta
teoremleri ile kesir mertebe tiirev ve integraller i¢in temel kavramlar ifade edilecektir.
Uciincii boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda bazi Kkesirli mertebeden
diferansiyel denklem sistemleri i¢in varlik ve teklik teoremleri ile ilgili ¢aligmalara yer
verilecektir. lkinci kisimda ise bir kesir mertebe diferansiyel denklem sisteminin

¢Oziimiiniin hangi kosullar altinda varlik ve tekligi saglandig1 ortaya konacaktir.
Anahtar Kelimeler: Atangana-Baleanu Caputo kesir mertebe tiirev, Kesir

mertebe tiirev ve integraller, Kesir mertebe diferansiyel denklem sistemleri, Varlik ve

teklik teoremleri.
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SUMMARY

In this thesis study, the existence and uniqueness of solutions of fractional order
differential equation systems were investigated. In the introduction section, general
information about the concept of fractional order differential equation and its
application areas will be given. In the second part, basic concepts for functional
analysis, differential equations, contraction conditions and fixed point theorems,
fractional derivatives and integrals will be explained. The third part consists of two
parts. In the first part, studies on existence and uniqueness theorems for some fractional
order differential equation systems will be included. In the second part, it will be
revealed under what conditions the existence and uniqueness of the solution of a system

of fractional order differential equations is ensured.

Keywords: Atangana-Baleanu Caputo fractional derivative, Fractional derivatives
and integrals, Systems of fractional differential equations, Existence and uniqueness

theorems.
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SEKILLER DiZINi

Sekil 1 Gama fonksiyonuna ait degisim grafigi
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

: Nu {0}

: Tam sayilar kiimesi

: Rasyonel sayilar kiimesi
: Reel(gergel) sayilar kiimesi
: Pozitif reel(gercel) sayilar kiimesi
: Kompleks sayilar kiimesi
: Kiigiiktiir

. Biiyiiktiir

. Esittir

: Esit degildir

: Elemanidir

: Epsilon

: Delta

. Alfa

: Beta

:Fi

: Omega

: Ksi
: Gama

: Oyle ki

: Herhangi

: Ve benzeri

: Ve digerleri



1.GENEL BILGILER

Newton ve Leibnitz 17. yiizyil sonlarinda diferansiyel ve integral hesabini ortaya

koymus ve yaptiklar1 hesaplamalar miihendislik, fizik, kimya, ekonomi gibi pek cok
alanda kullanilmistir. Ayn1 donem Leibnitz’in % mertebeden tlirevlerin varligi ve bunun

anlami tizerine ¢alistig1 fakat kesir mertebeden tiirevlerinin uygulama alanlarinin kisith
olmast ve c¢esitli problemler nedeni ile calismalar yeterince ilerleyememistir.
Liouville’nin kesirli integrasyon tanimini yaptigi caligmalari donemin ilk sistematik
yontem ve teknik kullanilan arastirmasi olarak diisiiniilebilir. Takip eden donemde
Padovan (1987), Oldham ve Spanier (1974), Miller ve Ross (1993) ve Poldubny (1999)
gibi aragtirmacilar lineer ve lineer olmayan kesirli diferansiyel denklemlere dair
caligsmalar yayilamistir.

Kesir mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢esitli bilim ve miihendislik
dallarinda pek ¢ok fiziksel olayin modellemesinde 6nemli bir ara¢ oldugu ispatlanmistir
(Bagley ve Torvik, 1983; Catania ve Sorrentino, 2007; Sorrentinos, 2006). Gergekten,
dinamik siiregler, biyolojik bilimler, sinyal isleme, sistem kontrol teorisi, elektrokimya,
difiizyon siirecleri ve nokta gecikmeli herhangi bir mertebeden lineer zamanla
degismeyen sistemlerdeki bircok uygulama kesir mertebe diferansiyel denklemler
yoluyla ¢oziilebilir (De la Sen, 2011; Magin, 2004; Mainardi, 1997; Metzler ve Klafter,
2000; Oldham, 2010; Ortigueira, 2003; Vinagre vd., 2000). Dahasi kesirli hesap
homojen olmayan lineer basit ve kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii elde etmek
icin ¢ok kullanish bir aragtir (Agrawal, 2002; Rabei vd., 2004).

Kesir mertebeden tiirev hesabinda Riemann-Liouville, Caputo, Weyl, Hadamard
ve Grunwald-Letnikov ve digerleri gibi birgok yaklasim mevcuttur (Poldubny, 1999).
Uygulanabilir problemler fiziksel olarak agiklanabilir baslangi¢ ve smir sartlarindan
faydalanmaya izin veren kesir mertebe tiirevin tanimlamalarimi gerektirir. Riemann-
Liouville tlirevi karisik smir sartlar1 i¢in uygun degildir fakat Caputo kesir mertebe
tirev bu ihtiyact karsilar. Bu tiirevin mevcut olanlara gore sagladigi bazi faydalar,
tiirevin {istel yasay1 goz oniine alindiginda kullanilabilmesi, listel fonksiyona dayandigi
i¢in tekillikten armdirilmis olmasidir. Ancak bu bulguda bazi ciddi sorunlar vardir. ki

kullanilan ¢ekirdegin yerel olmamasi, ikincisi iligkili anti tiirevin sadece fonksiyonun ve



integralin ortalamasi olmasidir. Bu nedenle operatoriin kesirli tiirevden g¢ok bir filtre
oldugu sonucuna varilmistir. Fakat suna da isaret edilmelidir ki bu yeni bulgunun
etrafinda biiyiik basart ile birgok calisma yapildi. Bu tiirev makine miihendisliginde,
yeralti1 suyu caligmalarinda, termal bilimlerde, difiizyon modelinde ve digerlerinde

kullanild1 (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Atangana ve Baleanu ise Caputo-Fabrizio’nun belirttigi sorunlar1 gidererek tekil bir
cekirdege sahip olamadan bir tiirevin ¢ok daha iyi versiyonunu oOnerdi. Bu tlirev
genellestirilmis  Mittag Leffler fonksiyonuna dayanmaktadir. Mittag Lefler
fonksiyonunun karmasik analiz sorusuna cevap vermesi, analitik devam prosediiriinii
tasvir etmek i¢in tamimlandig1 hatirlatilir (Atangana ve Koca, 2016). Atangana-Baleanu
iki tiirev tanim1 ortaya konmustur. Bu tiirevler, singiiler olmayan {istel tipten ¢ekirdege
sahiptir. Dolayisiyla ilgili tiirevler modelleme siirecindeki eksiklikleri gidermekte ve
pek c¢ok problemin analitik ¢ozlimlerine ulasmasina imkan vermektedir. Bu sebeple
uygulama alanlar1 giinden giine artmaktadir (Atangana ve Dumitru, 2016; Dokuyucu,
2020; Kucche ve Sutar, 2020; Almutairi vd., 2023; Huang vd., 2023; Riabi vd, 2023).

Kesirli tiirev ve kesirli diferansiyel denklemler, kesirli hesap tekniginin
anlasilmasi1 i¢in varlik ve teklik kavramlart ile ele alinmistir. Varlik ve teklik,
periyodiklik, asimptotik davranig, kararlilik, kesir mertebe diferansiyel denklemlerin
sayisal ve analitik ¢6ziim metotlar1 yogun sekilde calisilmistir. Ancak fiziksel
sistemlerin ¢ogu integral smir sartlariyla daha iyi tanimlanabilir. Integral sinir sartlari
popiilasyon dinamikleri, kan akisi modelleri, kimyasal miihendislik ve hiicresel
sistemler gibi pek ¢ok uygulamada goriiliir Bunun disinda integral sinir sarthi sinir deger
problemlerinin olduk¢a enteresan ve Onemli kismini olusturur. Bunlar iki, ii¢, cok
noktali ve bolgesel olmayan siir deger problemlerini igerir (Ashyralyev ve Sharifov,
2012).

Bu ¢alismada lineer olmayan kesir mertebeden diferansiyel denklem sistemlerinin
varlik ve tekligi arastirilmaktadir. Kesir mertebe denklemler, kesir mertebe diferansiyel
denklemler, kesir mertebe diferansiyel denklem sistemleri hakkindaki tanimlamalar ve
gerekli bilgiler calismanin ikinci boliimiinde ele alinmaktadir. Tezin tiglincii boliimiinde
ilk olarak kesir mertebe diferansiyel denklem sistemlerinin varlik ve teklik teoremleri
literatlirdeki gelisimine gore verilmistir. Daha sonra Atangana-Baleanu kesirli tiirevi ile

verilen bir sistemin varlik ve tekligi incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde sirasiyla fonksiyonel analiz, diferansiyel denklemler, Daralma
kosullar1 ve sabit nokta teoremi, kesir mertebeden tiirev ve integraller ile ilgili bazi

temel tanim, teorem ve orneklere yer verilmistir.

2.1. Fonksiyonel Analizin Temel Kavramlar:
Tamm 2.1.1. X # @ olsunve d: X X X — R fonksiyonu her x,y,z € X igin

a) d(x,y) =0;

b) dx,y) =0 x=1y,;

¢) d(x,y) =d(y,x);

d) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z);

ozelliklerini sagliyorsa d, X kiimesinde bir metriktir ve (X, d) ikilisine ise bir metrik
uzay adi verilir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek2.1.1. X =R ve d:RX R - R,d(x,y) = |x — y| olarak tanimlanan d
fonksiyonu bir metriktir. Bu metrige R nin mutlak deger metrigi ya da alisilmis metrigi
denir.

Tanmm 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay, x,€ X ve r > 0 bir reel say1 olsun. Bu

taktirde agik yuvar, kapali yuvar ve yuvar yiizeyi sirasiyla

B, (xo) = B(xo,7) = {x€X: d(x,x) < 1},

B, [xo] = Blxg,r] ={x € X : d(x,x0) <7},
S(xo) =S(xo,r) ={x €X: d(x,x0) = 1},

olarak tanimlanir. Bu {i¢ durumda da x, a merkez r ye yarigap denir.
Burada x, € B(x,, ) oldugundan B(x,,7) # @ . Goriilityor ki x, merkezli r yarigaph
bir acik yuvar merkeze olan uzakligi r den daha kiigiik olan X e ait noktalarin

kiimesidir. Yuvar ylizeyi ise x, a olan uzaklhigi r ye esit olan X e ait noktalarin



kiimesidir. Ayrica S(x,7) = B [xo,7] \ B(xo,7) oldugu agiktir. Yuvar deyimi yerine
civar veya komsuluk ifadeleri de kullanilir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.3. n € N olmak iizere (x,), (X,d) metrik uzay: iizerinde bir dizi
olsun. Ve > 0 sayisima karsilik her n > ny(e) icin d(x,,x) < & olacak sekilde ¢
sayisina bagl bir ny(¢) € N varsa (x,,) dizisi x noktasina yakinsar ve (x,) — x veya

lim x,, = x ile gosterilir (Rynne ve Youngson, 2008).
n—-00

Tanmm 2.1.4. n € N olmak tizere (x,), (X,d) metrik uzaymda bir dizi olsun.
Eger Ve > 0 sayisina karsihk Vm,n > ngy(e) i¢in d(x,, x,,) < € olacak sekilde &
sayisina bagli bir ny(g) € N sayis1 mevcut ise (x;,,) dizisine X de bir Cauchy dizisi denir
(Rynne ve Youngson, 2008).

Tanmim 2.1.5. (X, d) metrik uzay lizerinde tanimlanan her Cauchy dizisi, bu uzay
icinde herhangi bir noktaya yakinsar ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzaydir denir
(Bayraktar, 2006).

Tamim 2.1.6. (X,d) bir metrik uzayr, Ac X ve x € X olsun. vr > 0 igin
B(x,7) \ {x} N A # @ ise x noktasina A nin y1g1lma noktas: denir ve A nin tim yigilma
noktalarindan olusan kiimeyi de A’ ile gosterilir (Bayraktar, 2006).

Tanim 2.1.7. A nin noktalar1 ile A nin yigilma noktalarindan olusan kiimeye A
nin kapanis1 denir. 4 ile gosterilir. O halde A = A U A" dir (Bayraktar, 2006).

Tanmim 2.1.8. (X,d) metrik uzay, (x,) X de bir dizi olsun. (x,) dizisinin
terimlerinin olusturdugu kiime simirli ise (x,) dizisine X de sirli bir dizi denir.
Matematiksel olarak ifade edecek olursak:
vn € N i¢in d(x,, x) < § olacak sekilde bir § > 0 ve x € X varsa (x,,) dizisi sinirhdir
(Rynne ve Youngson, 2008).

Tamim 2.1.9. X # @ olsun. Her x,y € X ve @ € F i¢in X X X den X ye tanimh

+:(x,y) > x+y
fonksiyonu ve F x X den X e tanimhi
(a,x) o ax

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyor ise X kiimesine F iizerinde bir vektor uzayi adi

verilir (a - x yerine kisaca ax yazilir). Her a, 8 € F ve her x,y,z € X i¢in



a) x+y=y+x,

b) x+(y+2)=(x+y)+z

¢) x + 0 = x olacak sekilde (x ten bagimsiz) bir tek 0 € X vardr,
d) x + (—x) = 0 olacak sekilde bir tek —x € X vardir,

e) Ix =x,

) a(Bx) = (@)x,

g) alx+y) =ax+ay,

h) (a+ B)x = ax + Bx.

Eger F = R (yadaIF = C) ise 0 zaman X e reel (ya da kompleks) vektor uzayi denir. X
uzayinin elemanlar1 vektor ve [F cisminin elemanlari skalerdir.
x + y islemi vektorel toplam, ax islemi de skaler ¢arpim olarak adlandirilir. Vektor
uzaylarinda gecerli olan bir¢ok sonu¢ kompleks ve reel uzaylar i¢cinde gegerlidir. Eger
uzayin tipi net olarak belirtilmemisse o zaman uzay1 “vektor uzayr” olarak kabul ederiz.
Bazen vektor uzay: yerine “lineer uzay” ya da “dogrusal uzay” ifadeleri de kullanilir
(Soykan, 2008).

Tamim 2.1.10. X, F cismi {izerinde tanimli bir vektor uzayr (lineer uzay) olsun.

Eger |||]|: X — R fonksiyonu her x,y € X ve a € F i¢in

a) x|l =0,
b)||x]| =0=x=0,
) llax|| = [alllxl

a) llx +yll < llxll + Iyl ,
sartlar1 saglaniyorsa ||-|| fonksiyonuna norm fonksiyonu ve (X, ||-||) ikilisinede normlu
uzay denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Ornek 2.1.2. X = R alinirsa, x € R i¢in

Il R > R, [lx]l = [x|

seklinde tanimlanan fonksiyon bir (R, ||-|]|) normlu uzaydir.
Ornek 2.1.3.

1fllo = sup{lf(x)| : x € X}



seklinde tanimlanan norma Chebyshev normu veya sonsuzluk normu denir.

Tamim 2.1.11.Norm metrigine gore tam olan uzaya Banach uzayi denir (Rynne ve
Youngson, 2008).

Ornek 2.1.4. R™ = {x = (x4,%,,*,X,) | x; € R, 1 < i < n} kiimesi
1
n 2
il = (lem)

i=1

normuna gore bir Banach uzayidir.
Cozim: (x,) = (% x3 ++,xt), R™ de bir Cauchy dizisi olsun. Bu durumda
her & > 0 igin her m,r > ny(e) iken ||x,, — x,-|| < € olacak sekilde en az bir ny(e) €

N vardir 6yleki

1
vm, T > ng(e) igin |, — %Il = (i x" — % 1?)2 < e (1
olur. Boylece,

vm,r > ny(e) igin Y [x* — x7|? < €2

vm,r >ng(e) vel <i<nigin|x" —x]| <€

dir. Bu son ifade ise 1 <i < n i¢in (x™) dizisinin R tzerinde Cauchy dizisi oldugu

anlamma gelir. R ise tam oldugundan lim x;* = x; olacak sekilde x; € R vardir. x =
m—-oo

(x4, %5, , x,,) dersek; x € R™ dir. O halde (x,,) dizisinin x e yakinsak oldugunu

gosterelim. (1) ifadesinde m sabit tutulur ve r — oo i¢in limit alinirsa
(ol — il < e

olur. Boylece her m > ng(¢) igin
2" = xill <e

elde edilir. Bu ise (x,,) dizisinin x e yakinsak oldugunu gosterir.



Tamm 2.1.12.(X,d) metrik uzay1 ve A c X olsun. A kiimesi tizerindeki her (x;,)
dizisi A nin bir elemanina yakinsayan bir alt diziye sahip ise A kompakt kiimedir denir.
Her hangi bir A c X kiimesinde A da kompakt ise A kiimesine gdreceli kompakttir denir
(Soykan, 2008).

Tamm 2.1.13.1 < p < 400 olsun. X kiimesi iizerinde tanimli, R degerli, X
olgtlebilir |f|P fonksiyonunun I dlglimiine gore integralinin sonlu oldugu u denklik
siniflarinin olusturdugu aile LP = LP (X, X, u) ile gosterilsin. f € LP(X,Z,u), 1<p <

oo i¢in LP ailesi
1/19

Ifll, = f flrdu |

normuna gore bir Banach uzaydir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1998).
Tammm 2.1.14.p € [1,0) ve (a,b), R nin acik bir alt kiimesi olsun HP(a, b)

Sobolev uzayz,
HP(a,b) = {f € L*(a,b) : DPf € l? |Bl <p}

olarak tanimlanir (Syam ve Al-Refai, 2019).
Tanim 2.1.15.(a, b) c R araliginda bir boyutlu Sobolev uzayi

H'(a,b) = {u| u mutlak siirekli ve u’ € L?(a, b)}
olarak tanimlanir (Atangana ve Dumitru, 2016).

2.2. Diferansiyel Denklemlerin Temel Kavramlar:

Tanmm 2.2.1. Bir degisken ve bu degiskene ait fonksiyon ile bu fonksiyonun
belirli tiirevleri arasindaki iliskiyi gosteren bagintiya diferansiyel denklem adi verilir.

y = y(x), x reel degiskeninin fonksiyonu olmak iizere n. mertebeden bir diferansiyel

denklem

F(xly’y”...’y(n)) — 0

seklinde gosterilebilir. Denklem n. mertebeden ise

7



o"F
aym

=0

olmalidir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Tamim 2.2.2. Bir x bagimsiz degiskeni ile, bu degiskenin iki veya daha fazla
fonksiyonundan ve bu fonksiyonlarin x degiskenine gore tiirevlerinden olusan sistem
diferansiyel denklem sistemi olarak tamimlanir. Sayet x bagimsiz degiskeninin
y,Z,w,.. gibi n tane fonksiyonu bilinmeyen olarak sistemde bulunuyorsa n
bilinmeyenli diferansiyel denklem sistemidir. Bodyle bir sistemin iterasyonu n.
mertebeden bir tek denkleme indirgemek suretiyle yapilacaktir. Iki bilinmeyen ihtiva
eden bir sistem,

! 14

FCo,y,y',y", - ,22,2",+)=0

! 14

GO,y ,y" ,22,2",)=0

seklinde gosterilebilir (Basarir ve Tiirker, 2003).
Yiksek mertebeden denklemleri bulunduran sistemler, birinci mertebeden

denklem sistemlerine doniistiiriilebilir.

dxq

dt = Fl(tﬂxlﬂ""xn)
dx
dtz = FZ(ttxlt'”txn)

dx '
Ld_tn = Fn(t'xl""'xn)

@)

diferansiyel denklem sisteminde t bagimsiz degisken ve x,(t), -, x,(t) sistemdeki
denklemleri ayni anda saglayan ¢oziimlerdir. Amacimiz bu ¢oziimleri bulmak olacaktir.

Bu denklem sisteminin baslangic kosullar1 to, x,°, -+, x,° sayilar1 olmak iizere;

x1(to) = x1°, %2 (tp) = x,°, -+, %, (t) = x,° (3)

seklindedir (Basarir ve Tiirker, 2003).
Teorem 2.2.1.(Baslangi¢ Deger Problemlerinde Varlik Teklik Teoremi) Fy, -+, F,

fonksiyonlar1 n + 1 tane t, x4, ---, x,, degiskenlerine bagl ve F;, ---, F,, fonksiyonlarinin
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her biri birinci mertebeden kismi tiirevleri t,xq,::-,x, eksenlerine sahip (n+ 1)
boyutlu uzaydaki bir K agik dortgensel paralel yiizlii iginde siirekli olsun. Bununla
birlikte ty,x,°, -+, x,° baslangic kosullar1 K kiimesinde bulunsun. Bu takdirde (2) deki
denklem sistemi ve (3) deki baslangi¢ sartlarindan olusan baslangi¢c deger problemi
(to — h, ty + h) araligi i¢inde bir tek;

x1 = @1(8) %2 = @2(8) , 2 = (1)

¢Oziimiine sahiptir (Basarir ve Tiirker, 2003).
Uygulamalarda bu teoremin 6zel bir durumu goéz Oniine alinir. Diferansiyel

denklemlerinin her birinin lineer ve birinci mertebeden oldugu,

x1(t) = a1 (O)x1(t) + a1, (O)x2(t) + -+ + a1 (O)x, (1) + g1 (2)
x(8) = a1 (0)x1(t) + azz(D)x2(t) + -+ + azn()x, () + go(t)

x;l(t) = anl(t)xl(t) + ana (t)xz )+ -+ ann(t)xn(t) + gn(t)

lineer sistemini g6z oniine alalim. Bu sistemi matris formunda yazarak

x,(t) g1(t) a;,(t) - aant)]

ve A(t) = [ : :
anl(t) ann(t)

x(t) = [

X (t) gn ()

lineer denklem sistemini x" = Ax + G seklinde yazabiliriz. Bu sistemde x,4A ve G

fonksiyonlari t bagimsiz degiskenine bagl birer matris fonksiyonlaridir. Ornek olarak,

X1 = X1 + tx, + sin(t)

xp =t?x; —efx, +1—t

1
£2

sin(t)
1—-t

olarak yazilabilir. Eger | araligindaki her t igin her bir g;(t) =0 ise x' = Ax + G

. . X
sistemi almirsa x = [xl], A= [ t t] ve G = [ olmak tizere x' = Ax + G
2 —e
sistemine homojendir denir. Bu durumda, G(t) = 0 ve sistem x' = Ax olur.
Eger J araligindaki baz1 t ler igin g;(t) # 0 ise (2) sistemi homojen olmaz.

Bagslangic degerleri;



0
Xn nxi

n X 1 tipinde bir matris olarak yazabiliriz. Gosterim uygun olmasi i¢in genel olarak sag
taraftaki matrisi x° seklinde gosterecegiz ve baslangi¢ sartlarin1 da x(t,) = x° olarak
yazacagiz.

Teorem 2.2.2.Kabul edelim ki a;; ve g fonksiyonlar1 t, 1 bulunduran bir agik |

aralig1 lizerinde stirekli olsun. Bu takdirde;
x'=Ax+ G ; x(ty) = x°

lineer baslangic deger probleminin J deki hert i¢in tanimli bir tek ¢6ziimii vardir
(Basarir ve Tiirker, 2003).

Teorem 2.2.3. x' = Ax homojen lineer sisteminin ¢Oziimlerinin  lineer
kombinasyonlari da sistemin bir ¢oziimiidiir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Teorem 2.2.4. x' = Ax homojen lineer sisteminin biitiin ¢dztimlerinin kiimesi V
olsun. Bu takdirde V vektor uzayidir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Teorem 2.2.5.Kabul edelim ki; bir agik ] araligi {izerinde x’ = Ax sisteminin

¢Ozlimleri
x11(t) x12(t) %17, (£)
X(l)(t) — lx21.(t)\ ’ x(z)(t) — xzz.(t) e x@ ) = x2n.(t)
o (8 X (0 X (8)

olsun. Bu takdirde;
1) x®, .. x™ lineer bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart J deki
herhangi bir t; i¢cin R™ de vektorler olarak goz oniine alindiginda

xD(to), -+, x™ (to)

nin lineer bagimsiz olmasidir.
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2)  xW, .. x™ lineer bagimsiz olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart J deki

herhangi bir t, igin

x11(t) = X1 (to)
: : #0
xnl(to) t Xnn (to)

olmasidir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Teorem 2.2.6. Kabul edelim ki i=1,2,--,n ve j=1,2,---,n i¢in agik bir
J arahi@1 iizerinde a;;(t) fonksiyonlar1 siirekli olsun ve A = [aij] alalim. x' = Ax
sisteminin ¢6ziim uzayinin boyutu n dir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Yukaridaki teorem bize x' = Ax sisteminin ¢6ziimiinde n tane lineer bagimsiz
¢oziim bulmamiz gerektigini sdyler. Sistemin her ¢6ziimii bu n tane ¢6ziimiin bir lineer
kombinasyonudur. Eger n tane lineer bagimsiz x@, -, x™ ¢oziimleri varsa x’ = Ax

sisteminin genel ¢éziimii ¢4, **+, ¢, keyfi sabitler olmak iizere;
cx® +cx@ + o 4 x™

seklindedir. 2@ . x™ qin bu lineer kombinasyonunu matris formunda asagidaki

sekilde yazilir. Keyfi sabitler matrisi,

olsun. Simdi x@, -+, x™ lineer bagimsiz ¢éziimleri olan bir Q matrisini tamimlayalim.

Bu sekilde tanimlayacagimiz matrise x" = Ax sisteminin temel matrisi ad1 verilir.

x11 () x12(t) X1n (1)
x(l)(t) — lxu:(t)\, x(z)(t) — xzzz(t) e £ (t) = XZn:(t)
Xn1 (1) Xn2 (1) Xnn (£)

x11(t)  x12(8) = X1,(6)
Q(t) = x21.(t) xzz‘(t)"‘xm‘(t)

xnl.(t) xnz(-t) xnn‘(t)

11



Xn1

(X101 (8)  x12(8) -+ x4 ()
ac x21‘(t) xzz'(t) xzn(t)ll ‘
1 () X2 (6) - X ()

[C1x11 () + Cox15(t) + -+ + X1 (E)
C1X21 (1) + X2 () + = + Cpxp ()

LC1Xn1 (t) + CaXn2 (t) + ot CpXpn (t)

X12 X1n
X22 Xon
e
xnz xnn

= x® + cx@ + -+ x ™

olur.

Teorem 2.2.7. ] aralig1 tizerinde x" = Ax sisteminin bir temel matrisi Q olsun. Bu

takdirde x" = Ax sisteminin genel ¢6ziimii, C matrisi n X 1 tipinde keyfi sabitler matrisi
olmak iizere x = QC dir (Basarir ve Tiirker, 2003).

Ornek 2.2.1. Asagida verilen diferansiyel denklem sitemini ¢oziiniiz.

{xll = x1 - 4x2
xZ, = xl + sz

Cozum: Bu sistem;

X1 = (_2C1 + Cz)egt -

X, = cre3t + cytedt

genel ¢ozlimiine sahiptir.

a=[; %

2¢c,tedt

A matrisi sistemin katsayilar matrisidir.

e[

12

(4)



icin sistem x' = Ax seklindedir. 2 X 1 tipinden matrisler olarak iki lincer bagimsiz

¢ozlimii; (4) genel ¢oziimde ¢; = 1, ¢, = 0 segilirse,

@D = [—§§t3t]

vecy; =1, ¢, = 0 secilirse,
_ 3t
x(z) _ [(1 Zt)e ]

te3t

olur. 2 x 2 tipinden matrisin siitunlar1 olarak x(* ve x(® yi yazarsak;

Q= —2e3t (1 -2t)e3
e3t te3t

temel matrisi elde edilir. Sistemin (4) genel ¢oziimii, QC olarak matris formunda

yazilabilir. Keyfi sabitler matrisi,

c=[2)

olup temel matris ile matris ¢arpimi1 yapilirsa;

_[-2e3 (1 -2t)e3]|[c1
ac = ] [CZ]

e3t te3t

[—che3t +(1- 2t)c2e3t]
cre3t + cytedt

_ [(—ch + cy)ed3t — Zczte3t]
cie3t + cytedt

elde edilir. Boylece (4) deki genel ¢6ziimii, QLC nin satirlar1 olarak tekrar bulunur.
Teorem 2.2.8. x' = Ax homojen sisteminin bir temel matrisi Q olsun ve x' =

Ax + G sisteminin herhangi bir ¢6ziimii € olsun. x' = Ax + G sisteminin genel ¢6ziimii;

o =0C+¢

13



olur. Burada C matrisi n x 1 tipinde keyfi sabitler matrisidir. Yani homojen olmayan bir
sistemin genel ¢6ziimii, homojen sistemin genel ¢6ziimii ile homojen olmayan sistemin
herhangi bir 6zel ¢dzlimiiniin toplamidir (Bagarir ve Tiirker, 2003).

Teorem 2.2.9. A, n x n tipinde sabit matris olsun. Bu takdirde £e? nin x’ = Ax
sisteminin asikar olmayan bir ¢6zlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter sart A nin A nin bir
0zdegeri ve & nin de bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektorii olmasidir (Basarir ve

Tiirker, 2003).

Ornek 2.2.2.
1 0 1

A=[0 1 1
0 2 1

olmak lizere

x' = Ax

(5)

sistemini ¢6ziiniiz.

Coziim: Ilk olarak A nin dzdegerlerini bulalim. Karakteristik denklem;

A-1 0 -1
det(Ml; —A) =det| 0 A-1 -1
0 -2 21-1

dir. Ozdegerleri A, = 1,1, = 1 + V2 ve 13 = 1 — /2 dir. Bu 6zdegerlere karsilik gelen

ozvektorler sirasiyla;

1 1 1
0 V2 —2

dir. Bu 6zvektorler lineer bagimsiz oldugundan x' = Ax sisteminin lineer bagimsiz ii¢
¢oziimii vardir. Bu ¢éziimler EWet, E@(1+V2)t o £®(1-V2)t §ir By coziimler

¢ozlim uzayinin bir bazini olusturur. (5) sisteminin genel ¢oziimii;

() = c;&Wet + czf(z)e(“’ﬁ)t + 635(3)9(1—\/7)1:
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dir. Genel ¢6ziim temel matris cinsinden,

@(t) =Q(t)C
olarak yazilabilir. Burada;

et o(1+V2)e e(1-V2)t
Q) =0 +2)t e(1-V2)t
0 2e(+V2)t  _\[7(1-V2)t

dir. Bilesenler cinsinden sistemin genel ¢6ziimii ise;

x1(t) = cief + Cze(1+ﬁ)t + C3e(1_\/§)f
xz(t) — Cze(1+\/§)t + C3e(1_\/§)t
x5(t) = V2c,e(1HV2)t — \[2¢,0(1-V2)t
dir.
Simdi birinci mertebeden diferansiyel denklem ile ilgili baslangic deger

problemini ifade edelim: I € R agik bir alt aralik ve I X R iizerinde g siirekli bir

fonksiyon olmak {izere birinci basamaktan skaler

x'=g(t,x) (6)
diferensiyel denklemi ve

x(ty) = x, (7
baslangig sart1 g6z oniine alinsin. Bu durumda I {izerinde tanimlanan

a) t € [ igin ¢'(t) mevcuttur.

b) ¢(to) = x, to €1,
c) teligin(t,¢p(t))EIXR,

d) teliging'(t) = g(t,qb(t)).
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kosullarin1 saglayan bir ¢(t) fonksiyonuna (6)-(7) baslangic deger probleminin bir
¢oziimidiir (Ross, 1984).

Uyart: (6)-(7) baslangi¢ deger problemi Cauchy problemi de denir bu Cauchy
problemini ¢6zmek geometrik olarak yorumlanirsa; istenilen ¢ ¢Ozlimiiniin grafigi
(t,, x,) koordinatli noktadan ge¢melidir yani (6) diferansiyel denkleminin (t,,x,)
noktasindan gegen bir integral egrisini bulmaktir. Bu Cauchy problemindeki
diferansiyel denkleminin bir 6zel ¢oztimiidiir.

Baslangi¢ deger problemleri incelendiginde problemlerin tek ¢oziimii, birden fazla
¢Ozlimii olabilir ya da hi¢ ¢Oziimii olmayabilir. Simdi baslangi¢ deger probleminin
varlik ve tekligini karakterize eden temel teoremi ifade edelim.

Teorem 2.2.10. (Temel Varlik ve Teklik Teoremi) g(t,x) ve g—i fonksiyonlari

R(a,b) = {(t,x):|t — ty| < a,|x — xo| < b} bolgesinde t ve x e gore siirekli ise, bu
durumda (6)-(7) baslangi¢c deger probleminin |g(t,x)| < M ve h = min (a, %) olmak
lizere |t — to| < h araliginda tanimli bir tek x(t) ¢6ziimii vardir (Ross, 1984).

Tamim 2.2.3. Bilinmeyen fonksiyonlarin integral isaretinin altinda bulundugu
denklemlere integral denklemleri adi verilir. Integral denklemdeki bilinmeyen
fonksiyonun derecesi bir ise bu tipteki integral denklemlere lineer integral denklemler,
eger bilinmeyen fonksiyonun derecesi bir degil ise bu tipteki integral denklemler lineer
olmayan integral denklemlerdir denir. Birinci tip integral denklemde bilinmeyen
fonksiyon sadece integralin igindedir. Ikinci tip integral denklemde ise bilinmeyen
fonksiyon hem integralin iginde hem de disindadir. ikinci tipten integral denklemlerdeki
integral disindaki bilinmeyen fonksiyon, baska fonksiyon ile ¢arpim sekilde ise integral
denklem iigiincii tip integral denklem olarak isimlendirilir (Koklii, 2018).

Tamim 2.2.4. Bir integral denklemde, integralin sinirlarindan her ikisi sabit veya
bir tanesi sabit digeri sonsuz ya da her iki sinir da sonsuz ise bu tiirden denklemlere
Fredholm integral denklemleri, sinirlarindan herhangi biri x degiskenine bagli ise bu tip
denklemlere Volterra integral denklemleri denir (Koklii, 2018).

Su halde Tanim 2.2.3 ve Tanim 2.2.4 g6z 6niine alinarak integral denklemleri
matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edelim (Kokli, 2018).

Fredholm integral denkleminin en genel hali,

h(®)x(E) = f(t) + [, k(t,5)x(s)ds

seklindedir.
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1.tip Fredholm integral denklemi: h(t) = 0 i¢in

F@O) + [ k(t,s)x(s)ds = 0

2.tip Fredholm integral denklemleri: h(t) = 1 i¢in

x(6) = f(©) + [ k(t,)x(s)ds,
seklinde olur.

1.tip Volterra integral denklemleri: f, [a, b] tizerinde siirekli ve x bilinmeyen bir
fonksiyon olsun. kdeD = {(t,s):a<s <t,a <t < b} lggensel bolgede verilen
stirekli fonksiyon (k, denklemin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir.) ve A bir parametre ve

s> tise k(t,s) = 0 olmak lizere

f) = f k(t,s)x(s)ds,t € [a,b] ;

2. tip Volterra integral denklemi: t € [a, b] olmak tizere

t
x(t) =f(t) + A]k(t,s)x(s)ds ;
a
Lineer olmayan Volterra integral denklemlerinin en genel sekli ise: —oo < a <
t<b<o, fE€C(|ab]igin
t
x(t) =f() + fg(t,s,x(s))ds

a

olarak tanimlanir.
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2.3. Sabit Nokta Teoremi ile ilgili Temel Kavramlar

Tanim 2.3.1. X # @ bir kiime ve A: X — X bir doniisiim olsun. Ax = x esitligini
saglayan x € X elemanina A nin bir sabit noktas: denir (Berinde ve Takens, 2007).

A nin tiim sabit noktalarinin kiimesi F, , F(A) ya da Fix(A) ile gosterilebilir. Biz
bu tez ¢alismasi boyunca F(A) gosterimini kullanacagiz.

Ornek 2.3.1. X # @ olmak iizere A: X — X seklinde 6zdeslik doniisiimii i¢in X
nin her noktasi sabit noktadir. F(A) = X dir.

Ornek 2.3.2. X =R ve a > 0 olmak iizere A: X —» X, Ax = a + x seklindeki
Oteleme doniistimlerin sabit noktast yoktur. F(A) = @ dir.

Ornek 2.3.3. X = [0,2] olmak iizere A: X — X, Ax = 3 — x seklinde tanimlanan
doniisiimiin sabit noktas1 x = %dir. F(A) = {%} dir.
Tamm 2.3.2. (X, d) bir metrik uzay ve A: X — X bir doniisiim olsun. Eger her

x,y €X

i¢in
d(Ax,Ay) < ad(x,y)

olacak sekilde bir a > 0 sayist mevcut ise A ye bir Lipschitz donlisimii ve a yada
Lipschitz sabiti ad1 verilir (Berinde ve Takens, 2007).
Ornek 2.3.4. X =R,d(x,y) = |x —y| ve A:R - R Ax = 2x + 3 olsun.
d(Ax,Ay) = |2x+3 - 2y +3)| =2|x —y| =2d(x,y) < ad(x,y)

oldugundan a > 0 i¢in Lipschitz sartin1 saglar.
Tanmim 2.3.3. (X,d) bir metrik uzay ve A: X — X bir Lipschitz doniisiim olsun.
Eger Vx,y € X icin

d(Ax, Ay) < ad(x,y)

olacak sekilde 3a € (0,1) reel sayis1 varsa A ya bir daralma (contraction) doniisiimii ve

a ya da daralma orani denir (Berinde ve Takens, 2007).

Ornek 2.3.5. X =R, d(x,y) = |x —y|ve iR > R Ax = g + 1 olsun

a(ax,ay) = [+ 1- (G +1)| =5 1x
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1
d(Ax, Ay) < 3 d(x,y)

oldugundan A daralma doniisiimiidiir.

Tamim 2.3.4. (X,d) bir metrik uzay, A : X - X bir doniisiim olsun. Sabit nokta

iterasyon yontemi f bir fonksiyon olmak iizere, Vn € N ve x, € X icin
Xn+1 = f(A’ xn) = Ax, = An(xo)

alinarak elde edilen iterasyon yontemine, Picard iterasyon yontemi denir (Picard, 1890).

Tam metrik uzayda tanimli daralma doniisiimlerinin sabit noktalarina yaklagimda
kullanilan bu iterasyon yontemi adi diferansiyel denklemlerin baslangic deger
problemlerinin ¢6ziimlerinin varlik ve tekliginin ispatinda en 6nemli aragtir. Asagida
ifade edilecek olan Banach sabit nokta teoremi, bir tam metrik uzay tizerindeki herhangi
bir daralma doniisiimii i¢in bir sabit noktanin varligini ve tekligini garanti eder ve onu
hesaplamak i¢in bir yontem saglar (Banach, 1922).

Teorem 2.3.1.(Banach Sabit Nokta Teoremi): (X,d) bir tam metrik uzay ve
A: X = X daralma operatdrii olsun. Bu durumda,

I. A nin yalniz bir x € X sabit noktas1 vardir.

ii. Herhangi bir x, € X i¢gin (A™x,) iterasyon dizisi, A nin bu sabit noktasina
yakinsar
(yani Vn € N i¢in x,, = A(x,_) ile tamiml (x,) iterasyon dizisi A nin bu sabit x
noktasina yakinsar).

Teorem 2.3.2.(Schauder Sabit Nokta Teoremi): (X,d) tam metrik uzay olsun.
U, X nin bostan farkli, konveks, kapali alt kiimesi ve A: U — U doniisiimii verilsin yle
Ki {Au:u € U} kiimesi X de goreceli kompakt olsun. Bu durumda, A doniisiimiiniin en
az bir sabit noktas1 vardir (Weilbeer, 2005).

Teorem 2.3.3.(Arzela-Ascoli Teoremi): a < b olmak tizere F < C|a, b] seklinde
Chebyshev normu ile donatilmis kiimeleri varsayalim. Bu durumda F,C[a,b] de
goreceli kompakttir ancak ve ancak F es stirekli (yani her € > 0 i¢in en az bir § > 0
vardir 6yle ki her f € F ve x,x* € [a,b] igin |x —x*| <& oldugunda |f(x) —
f(x*)| < € dur) ve F diizgiin sinirhidir (yani bir € > 0 sabiti vardir 6yle ki her f € F
icin ||f]l < C) (Weilbeer, 2005).
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Tamim 2.3.5. X bostan farkli bir kiime olsun. d: X X X - R} tiim klasik metrik
aksiyomlarini saglayan metrige Perov anlaminda genellestirilmis metrik denir ve (X, d)
ikilisine de genellestirilmis metrik uzay denir (Perov, 1964).

Perov'un kullandig1 anlamda genellestirilmis bir metrik uzayda, Cauchy dizisi,
yakinsak dizi, tamlik, agik ve kapali alt kiime kavramlar1 klasik metrik uzaylardakine
benzer sekilde su sekilde tanimlanir:

Eger v,7r € R™, v = (Vy,Vy,*, V) Ve 7= (1,15, ,1y) iSe v<71, her i €
{1,---,m}i¢gin v; <7r; ve v<rherie{l,,m}igin v; <r; olarak tanimlansin.
Ayrica |v| = (Jvql, -, [vp]) ve max(w,v) == (max(uy,vy), -, max(up, vy)) dir.

Eger c € Rise 0o zaman v < c heri € {1,---,m} i¢in v; < c olarak tanimlansin.
B(xy, 1) ={x € X:d(xy,x) <71},

kiimesine x, merkezli r yarigapl agik yuvar, ve
B(xo,7) = {x € X:d(x,x) <71},

kiimesine de x, merkezli r yarigapli kapali yuvar ad1 verilir (Perov, 1964).

Tamim 2.3.6. M reel sayilarin bir kare matrisi olsun. Eger n — oo iken M™ — 0
ise M ye sifira yakinsaktir denir (Guendouz v.d., 2020).

Lemma 2.3.1. M € M, (R, ) olsun. Asagidaki ifadeler denktir (Varga, 2000):

I. M sifira yakinsak bir matristir.

ii. M nin 6zdegerleri agik birim yuvarmn igindedir, yani her u € C igin

det(M — ul) = 0ise |u| <1 dir.

iii. I — M matrisi singiiler degildirve I — M) =1+ M + -+ M™ + -

iv. I — M matrisi singiiler degildir ve (I — M)~ lin elemanlar1 negatif degildir.

v. Herhangi bir ¢ € R™ i¢in n - o iken M"q — 0 ve ¢*M™ - 0.

Ornek 2.3.6. Sifira yakinsak matrislere asagidaki rnekler verilebilir

M=(a Z) abeER,vea+h <1,

M:(Z Z) abeR,vea+b<l1,
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a b

M:(O c

) a,b,c € R, ve max{a,c} <1,

(Guendouz v.d., 2020). Fakat burada,

a b

M:(c d

) ab,c,deR, vea+b=>1,c+d=1,
matrisi sifira yakinsak degildir (Din vd, 2023).

Tamm 2.3.7. (X, d) genellestirilmis bir metrik uzay ve A: X — X bir doniistim

olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(A(x), A()) < Md(x, y)

olacak sekilde sifira yakinsak bir M matrisi varsa A ya bir daralma doniisiim ve M ye ise
Lipschitz matrisi denir.

Simdi asagidaki teorem ile Banach sabit nokta teoreminin Perov anlaminda
genellestirilmis metrik uzaylara bir genisletilmesi yapilmistir (Rus, 2001).

Teorem 2.3.4.(X,d) genellestirilmis tam metrik uzay ve M Lipschitz matrisi
olmak tizere A:X — X daralma operatorii olsun. Bu taktirde A nin her x, € X i¢in bir

tek x* sabit noktasi1 vardir. Ayrica her k € N igin
d(A* (x0),x™) < M*(1 — M)™"d(x0, A(x0)),
dir (Perov, 1964; Graef vd., 2018).
Simdi de Leray-Schauder tipindeki teoremi verelim.
Teorem 2.3.5. X genellestirilmis bir Banach uzayi olsun ve A : X — X siirekli bir

operator olsun. Bu taktirde,

i. A(x) = x denkleminin en az bir ¢6ziimii vardir,

ii. YadaM ={x€X: uA(x) = x, u € (0,1)} kiimesi sinrsizdur,

kosullar1 saglanir (Viorel, 2011; Graef vd., 2018).
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2.4. Kesir Mertebe Tiirev ve Integraller ile lgili Temel Kavramlar

Kesirli analizin amaci tiirev ile integral arasinda var olan iliskiyi bozmadan uygun
genellestirmeler yapmaktir. Bu boliimde Gama fonksiyonu, Beta fonksiyonu, Mittag-
Leffler fonksiyonu, kesirli integral, Riemann-Liouville, Caputo ve Atangana-Baleanu
kesirli tiirevi ile ilgili baz1 temel kavramlara yer verilecektir.

Tamm 2.4.1. (Gama Fonksiyonu) : n faktoriyeli genellestiren ve n nin tam sayi
olmayan bir say1 olarak kullanilmasini miimkiin kilan gama fonksiyonu kesirli analizin
ana fonksiyonlarindandir (Podlubny, 1999). Bu fonksiyonun tanimi asagidaki gibidir: T

ile gosterilen ve R \ [Z~ U {0}] tizerinde tanimli

R\ [Z- U {0}] > R,T(x) = f e-ttr-1dt
0

genellestirilmis integrali ile tanimlanan fonksiyona Gama Fonksiyonu denir.

Sekil 1 Gama fonksiyonuna ait degisim grafigi

Yaygin olmamakla birlikte I' fonksiyonunun diger bir tanimi da;

integrali ile de verilebilir. Gergekten de In (ﬁ) = t dersek u = et olup du = —e~tdt

ve sinir degerleri
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{u=0igint—>oo
u=1licint=0

olur.

['(x) = f(ln (%))x_l du
0

= f t*"1(—e )dt

[00]

= f e tt* Yt ,(Vx > 0icin yakinsak)
0

oldugu elde edilir. Kompleks sayilar i¢in de I' fonksiyonu tanimlanabilir. z € C i¢in

o)

I'(z) = f e~ tt?71dt

0

seklindedir. Bu integralde Re z > 0 igin yakinsaktir. Ger¢ekten; z = x + iy i¢in

I(x+iy) = f e ttx—DHiygp
0

e ttX~1 ¢ty qt

e 't* cos(ylogt) + isin(ylogt)]dt

olup koseli parantezin i¢i mutlak degerce sinirli oldugundan bu integralin yakinsakligi
reel  degiskenli TI'(x) in  yakinsakligina indirgenmis olur ki  T'(x)
(reel integrali) Re z > 0 igin yakinsaktir.

Gama Fonksiyonunun Ozellikleri: Gama fonksiyonunun &zellikleri asagidaki gibidir
(Podlubny, 1999).

1) T(1) =1
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En temel 6zelliklerinden birisi asagidaki fonksiyonel esitligi saglamasidir
2) T(x+1) =xI'(x)

Gergekten,

F'x+1) = f e~tt*dt

0

A
= lim [ e~ tt*dt
A—> 00

0

4 A
= lim [ —t*.e7¢| +fe‘t.xtx_1dt
A—o0
0 o
1 A
= lim —Axe‘A+Ox—0+Je‘t.xtx‘1dt
A—00 e
0
x [ee]
=0 — lim —A+f e txt*dt
A—oo e
— 0
= xf et t*1dt
0
I'(x)
= xI'(x)

elde edilir. Eger 6zel olarak burada x € N ise

F'(x+1) =xI'(x)
=x.(x—1).T(x—-1)

=x.(x—1)..2.T(2)
=x.(x—-1)...21.TQ)

= x!
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oldugu goriiliir.
Tamim 2.4.2. (Beta Fonksiyonu) : Beta fonksiyonu gama fonksiyonuyla
yakindan iliskili olup, x ve y nin pozitif degerleri i¢cin fonksiyon [ integrali igin

asagidaki gibi tanimlanir (Oldham ve Spanier, 1974).

1

px,y) = f t* 11 —-t)Ytdt , x,y > 0.
0

Beta ve gama fonksiyonlar1 arasindaki iliski, x ve y nin pozitif olmayan degerleri i¢in

_Ter®)
PN = Tay

dir. (Oldham ve Spanier, 1974).
Tamm 2.4.3. (Mittag-Leffler Fonksiyonu): a > 0 olmak tizere,

Ea(2) = ; T(ai + 1)

bigiminde tanimlanan seri yakinsak ise E, fonksiyonuna Mittag-Leffler fonksiyonu
denir ( Weilbeer, 2005; Diethelm ve Ford, 2010).

Tanim 2.4.3 de a nin alabilecegi baz1 degerler i¢in agagidaki esitlikler elde edilir.

Eo(z) = —
Ei(z) = €7,
E,(z) = cos\z

1 —zY 1
Ez(2) = 3 [621/3 +2¢ " "acos (E\Ezl@)]

E,(2) = %[COS (21/4) + cosh (21/4)]

aq, a, > 0iken
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E - Z __z
aaz (2) - T(ia; + ay)
1=

olarak tanimli seri yakinsak ise E, o, fonksiyonuna 2-parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonudur denir (Diethelm ve Ford, 2010).

Simdi Mittag-Leffler fonksiyonun tam monotonluk 6zelligini veren lemmay1 ifade
edelim.

Lemma241.0<a<1ve f=a igin Eyp(—x) tam monotonluk o6zelligine

sahiptir. Yani vn € N igin

n

d
(_1)nWEa,ﬁ(_x) >0,
ve boylece x > 0ve 0 < a < 1i¢in

0 < Eqp(—2) < (1/T(8))
dir.

Tamim 2.4.4. x € R olmak iizere x sayisindan biiyiik olan en kiiciikk tamsay1y1
veren ifadeye tavan fonksiyonu denir ve [x] ile gosterilir (Iverson, 1962).

Tanmim 2.4.5. f:[a,b] - R bir fonksiyon, Ve > 0 igin bir § > 0 vardir 6yleki
Yr=1(br —ay) < & sartimt saglayan her sonlu ve {(ay, by) € [a,bl:k =1,2,--,n}

ayrik agik alt araliklari icin

DIfo - flal <&
k=1

saglaniyorsa f fonksiyonuna mutlak siireklidir denir (Aliprantis ve Burkinshaw, 1998).
Tanmim 2.4.6. [a,b] araliginda (n — 1). mertebeye kadar tiirevleri mutlak stirekli

fonksiyonlarin kiimesi C"[a, b] yada C™ ile gosterilir. g € L'[a, b] olmak iizere

X

FOD(x) = Fa-D(q) + f g(Ddt

a

ile ifade edilir (Diethelm, 2010).
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Lemma242.mneNm>n ve f, [ab] ilizerinde n. dereceden siirekli

tiirevleri olan bir fonksiyon ise
D"f = D™MPTS

dir.
Ispat: n € N igin D™ f = f oldugu bilinmektedir. Buradan f = D™ [V f
olur. Her iki tarafa D™ uygulandigin da istenen esitlik elde edilir (Diethelm, 2010).
Tamim 2.4.7. Ox —ekseninin bir [ alt araliginda taniml siirekli fonksiyonlardan
olusan bir fonksiyon ailesi {f;,,(x)} olsun. Eger her € > 0 igin |x — x| < & oldugunda

her n € N igin

|fn() — f(x0)| <&,

olacak sekilde bir 6 = 6(xy) > 0 bulunabiliyorsa {f,,(x)} ailesine es-siireklidir denir
(Lakshmikantham ve Vatsala, 2007).
Lemma 2.4.3.Her € > 0 igin [0, T] tizerinde taniml siirekli x, (t)

{D“(xg(t) —%(0) = f(tx:(®)) , 0<a<1 (8)

Xe (0) = Xo

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii olmak iizere, 0 <t < T i¢in | f (t, xs(t))l <M
kosulunu sagliyorsa, {x.(t)} fonksiyon ailesi 0 <t < T {izerinde es siireklidir denir
(Lakshmikantham ve Vatsala, 2007).

Teorem 2.4.1.Ry = {(t,x):0 <t < a,|x — xo| < b} icin f € C[Ry,R] ve R,
tizerinde |f(t,x)| < M olacak sekilde M = 0 olsun. Bu taktirde 0 <a <1 ve y =

1
min (a, [%F(a + 1)]“) olmak tlizere 0 <t <y tlizerinde (8) daki baslangi¢ deger

probleminin en az bir ¢dzliimii vardir (Lakshmikantham ve Vatsala, 2007).
Tamm 2.4.8. n € R, olsun, Riemann-Liouville n. mertebe kesirli integrali a <

x < b igin

Taf () = — [ (x = )" f ()t

I'(n)
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seklinde tanimlanir. n = 0 oldugunda I7;: = I birim operatoriidiir. n € N alindiginda ise
Riemann-Liouville kesir mertebeden integral ile klasik anlamda integralin tek fark:
tanim kiimesinin Riemann integrallenebilir fonksiyonlardan Lebesgue integrallenebilir
fonksiyonlara genisletilmesi disinda aynidir (Diethelm, 2010).

Riemann-Liouville kesirli integralinin bazi 6zellikleri asagidaki gibidir.
a) m,n=0veq € L'a, b] olmak iizere
I3 = 1"

esitligi hemen her yerde saglanir. ¢ € C[a,b] ya da m + n > 1 ise yukaridaki 6zellik
[a, b] de her yerde saglanir.

b) m,n=>0veq¢ € La,b] olmak iizere
Ig'lg ¢ = 131 ¢

esitligi hemen her yerde saglanir.

Ornek2.4.1. f(X)=(x—a)’,f>-1 ve neR* olmak iizere f
fonksiyonunun kesirli integrali Beta fonksiyonunu kullanarak asagidaki sekilde ifade
edilebilir (Diethelm, 2010).

1 X
() = 1 f (t - a)f (x — )" dt

1

1
= —_— — n+p B — n-1
F(n)(x a) OJS (1-s)"ds
__re+n n+
“Tmtp+D > Y ’

Teorem 2.4.2.(fi)r=y n > 0,[a,b] arahiginda siirekli fonksiyonlarin diizgiin

yakinsayan bir dizisi olsun. Bu durumda kesirli integral ve limit yer degistirebilir. Yani,

(12 yim £i)) = (imiz s ),

k—oo

dir (Diethelm, 2010).
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Ispat: (f;,) fonksiyon dizisinin limiti £ olsun. (f;) = f yakinsamasi diizgiin oldugundan

f fonksiyonu siireklidir. Kesirli integralin tanimi geregi,

g fie () = I3 f ()| < %flfk(t) —fOIGx - tdt

< e i - flloof(x—t)” tar

x—a)"
r( ) fi = fllo————

— s e =l = 0"

1
<t Vi~ o=@

olup bu son esitsizliginin sag tarafindaki limiti sifir oldugundan yukaridaki yakinsama
diizgiindiir. Dolayisiyla,

(I" lim fk) = (llmI”fk>

k— oo

yazilabilir.

Ornek 2.4.2. f(x) = e* fonksiyonu verilsin, n >0 icin I}f(x) integralini

hesaplayalim.

Coziim: n € Niken I} f(x) = e* — YA~ - d|r n ¢ N oldugunda ise bu durum

genellenemez. Ustel fonksiyonun seri agilimi kullanilirsa, f(x) = e* in kesirli integrali

oro-a[55]-5 2w

0

k+n

:Z—x
kzol"(k+n+1)

k+n

_kzzor(k+n+1)
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olarak elde edilir. Esitligin sag tarafinin seri agilimi e* e ait degildir. Buradan da iistel
bir fonksiyonun Riemann-Liouville kesirli integral ile klasik integralinin ayn1 olmadigi
gorundr.

Tamim 2.4.9. n € R, ve m = [n] olmak iizere

1 [ -n-1
Daf:D mf(x—t) f(t)dt,

ile tanimlanan DJf operatorine n. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirev
operatorii denir. n = 0 i¢in D2 f = I birim operatériidiir (Diethelm, 2010).

Lemma 2.4.4.n € R, ve m € N ve m > n olmak lizere
D} =D™j ™",

dir (Diethelm, 2010).

Ispat: Hipotez geregi m > [n] saglanir. Buradan D™I™f = f &zelliginden
Dmlzln—nf Sl D[n]Dm—[n]I;n—[n]IC[ln]—n — D[n]I([ln]_n =D

esitligi elde edilir.

Ornek2.4.3. f(X)=(x—a)’,f>-1 ve neR* olmak iizere f
fonksiyonunun n. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi asagidaki gibi hesaplanir
(Diethelm, 2010).

DIf(x) = DM (x)

1 X
—_pnl_—_— - — )[nl-n-1
D = ! (x —t) f(O)dt
rgg+1

— [n] _ [n]-n+
S Tqai—npaD . -]

bulunur. n — B € N oldugunda sag taraf derecesi [n] —n + g € {0,1,--- [n] — 1} olan

polinomun [n]. mertebe tiirevi olur ki bu tiirev sifira esittir. Yani

D[(x—a)"™] =0, Yvn>0,me {1,2,:- [n]}
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n—pf & Nigin

rig+1)

Pl =1 S

(x —a)f 7"

bigiminde ifade edilir. Her iki durum tam say1 mertebeden tiirevin genellestirilmesidir.

Teorem 2.4.3. m,n =0, ¢ € L*[a,b] ve f = "¢ olsun. Bu durumda
DF*Dgf = Dg*'™"f

0zdesligi saglanir (Diethelm, 2010).
Ispat: f hipotezde verilen sartlar1 saglasin ve Riemann-Liouville anlaminda tiirev

tanimindan

DDf = Dy DEIF*"
— plmljim]-m D([ln] Ic[lrﬂ—n [mng

a a

elde edilir. Kesirli integralin 6zelliklerinden faydalanilarak esitligin son tarafi asagidaki
gibi yazilabilir.
DDRf = DMl pinl

= pimlfmi=mplgintng
D™I™ = f ozelligi ve dogal say1 bulunduran tiirev ve integral tanimlari geregince

DIDLf = D™

— D[m+n] I([lm+n]—m+1’llzln+n(p

=9

elde edilir. Benzer sekilde f hipotezin kosullarmi sagladigi ve Riemann-Liouville

kesirli tiirevin tanimindan

D(11n+nf — Dcrln+nlcrln+n§0

— D[m+n] I([1m+n]—m+nlzln+n(p
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elde edilir.
Teorem 2.4.4.Vf € L,[a, b] ve n = 0 olmak iizere

Dilaf = f

denklemi hemen her yerde saglanir (Diethelm, 2010).
Ispat: n = 0 alindiginda kesir mertebeden tiirev ile kesir mertebe integral operatorii
birim operatordiir. n > 0 ve m = [n] olsun, Riemann-Liouville kesir mertebeden tiirev

tanimi ve D™ f = f 6zelligi kullanilarak,

DZIZf(x) = D™ g f (x)
= D™D (x)
= D™Ig'f (x)
=f(x)

elde edilir.
Teorem 2.4.5. f; ve f5, [a, b] arasinda tanimlanan, D7 f; ve D7 f, hemen her yerde

tirevleri olan iki fonksiyon ve ¢, c, € R olsun. Bu durumda
Dg(cify + cofz) = c1Dg f1 + ¢;.D3 f>

dir (Diethelm, 2010).

Ispat: Riemann-Liouville kesirli tiirev tanimi1 geregince,

1
r(m-n)

S =™ (e fi(6) + oo (D) dt
[ —m A (Dt
1

r(m-n) f:(x - t)m_n_l fz (t)dt

= ;D fi + ;D fo

Dg(cify + c2f;) = D™

1

_ m
- ClD r(m-n)

+c,D™

elde edilir.
Kesir mertebe diferansiyel denklem tekniginde, baslangi¢ sartlarmi fiziksel

duruma en uygun sekilde veren Caputo’dur. Caputo’nun yaklasimindaki en onemli
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avantaj, Caputo’nun kesirli tiirevinin tamsayr mertebeden diferansiyel denklemdekiler
ile ayn1 formda baslangi¢ sartlarina sahip olmasidir.

Tamim 2.4.10. n > 0 ve m = [n] olmak {izere D} operatorii
Dy = Ip"D™ f
olarak tanimlanirn € N durumunda m = n olacagindan D7 = D™f dir. Yani klasik

anlamdaki tiirev tanimidir (Diethelm, 2010).

Tamim 2.4.11.n > 0 ve m = [n] olmak tizere Caputo kesirli tiirevi

£
DL = s f L

x — t)n+1 m

seklinde tanimlanir (Diethelm, 2010).

Caputo ile Riemann-Liouville kesir mertebe tiirevler arasindaki iliskilerden bazisi
asagida verilmistir (Diethelm, 2010).

a) n=0vem = [n]ve f fonksiyonunun Caputo ve Riemann-Liouville kesirli

tirevleri mevcut ise

m-1

D¥f(a)

—(x _ a)k—n
i I'k—m+1)

aDYf(x) = Dgf (x) —

esitligi saglanir.

b) n=>=0vem = [n]ve f fonksiyonunun Caputo ve Riemann-Liouville kesirli
tiirevleri var ise DX f = (DI f(x) denkleminin saglanmasi igin gerek ve yeter kosul
k = 0,1,,m — 1 i¢in D*f(a) = 0 olmasidur.

Benzer yanlar1 olan bu iki tiirev operatoriiniin bazi farkliliklari da vardir. Bu
farkliliklarin baginda Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile tanimlanmig bir problemin

baslangi¢ sartlarinin

lim D21f (x) = ay,
x—-a

lim D2 2f (x) = ay,
x—-a
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lim D2 f (x) =
x—-a

olarak ifade edilmesidir (Podlubny, 1999). Bu tipteki denklemler matematiksel olarak
coOziilebilse de uygulamada bir anlami yoktur. Caputo anlaminda kesirli tiirevde ise
baslangi¢ sartlar1 tam say1r mertebeden tiirev olarak alinabilir. Bu iki tiirevin tanimi
arasindaki temel farklardan biri Caputo’nun tiirevinde sabit sayinin kesirli tiirevinin sifir
olmasidir. Riemann-Liouville tiirevinde ise sabit bir saymin tiirevi sifirdan farklidir.
Teorem 2.4.3 de belli sartlar altinda DJ*DZf = DI**"f oldugu gosterildi. Benzer bir

Ozellik Caputo tiirevi i¢in farkli sartlar altinda gecerlidir
¢Dg (ngf(x)) = gD;”Bf(x) , =01, n—-1<a<n,

(Podlubny, 1999).

Kesir mertebe denklem sistemleri igin varlik teklik tizerine, gerek caligilan uzay
gerek baslangic deger veya sinir deger problemin sinir sartlar1 gerekse farkli sabit nokta
teoremlerinin kullanilmas1 nedeni ile yukarida sunulan c¢alismalarin paralelinde
literatiirde bir bir¢cok c¢alisma gérmek miimkiindir. Bu alanda bir¢ok bilim adami
Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard, Marchaud, Riesz, Riesz—
Miller, Miller—Ross, Weyl, Erdélyi—Kober gibi yeni kesir mertebe tiirev tanimlari
gelistirmis olsalar da literatiirde en yaygin kullanilan tiirevler Riemann-Liouville ve Caputo
kesirli tiirevleridir. Bu tanimlar her ne kadar yaygin kullanilsalar da tanimlarindan
kaynaklanan zayif kaldiklar1 noktalar vardir. Son donemlerde ise bu tilirevlerin zayifliklarini
gidermek amaciyla Caputo-Fabrizio 2015 yilinda (Caputo ve Fabrizio, 2015) ve Atangana-
Baleanu 2016 yilinda (Atangana ve Dumitru, 2016) yeni tiirev tanimlari ortaya
koymuslardir. Atangana ve Baleanu tarafindan Caputo-Fabrizio kesir mertebe
tiirevindeki c¢ekirdekte yapilan degisiklikle daha genel bir tanim ortaya konmustur.
Ozellikle son donemlerde bu tanimin kullamldigi yeni bircok c¢alisma mevcuttur
(Kucche ve Sutar, 2020; Hassouna v.d., 2021; (Almutairi vd., 2023; Huang vd., 2023).

Tamm 2.4.12.f € H'(a,b),b >a ve a €[0,1] olsun. Caputo anlaminda

Atangana-Baleanu tiirevi

B(a) [ — x)®
EDE( @) = T [ 8| - s
b

34



olarak tanimlanir. Burada B(a), B(0) = B(1) = 1 sartin1 saglayan bir normallestirme
fonksiyonudur (Atangana ve Dumitru, 2016).
Tamm 2.4.13.f € H'(a,b),b >a ve a €[0,1] olsun. Riemann anlaminda

Atangana-Baleanu tiirevi

(D) = 2o & f 08 |- | ax

1

olarak tanimlanir (Atangana ve Dumitru, 2016).
Teorem 2.4.6.f € H'(a,b),b > a ve a € [0,1] olmak iizere,

ABSDE(f (1)) = “PEDE(f (1) + H(2)
dir (Atangana ve Dumitru, 2016).

Tamm 2.4.14. Atangana-Baleanu integrali,

ABIZ(F (1)) = e f(£) + —e— f FO(E -y

B() B()F()

olarak tanimlanir. « = 0 oldugunda baslangi¢ kosullar1 saglanir ve @ = 1 oldugunda

klasik anlamda integral elde edilir (Atangana ve Dumitru, 2016).
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3. BULGULAR

Bu boliim iki kistmdan olusmaktadir. Birinci kisimda Kesirli diferansiyel denklem
sistemleri igin varlik ve teklik teoremleri hakkinda yapilan ¢aligmalar hakkinda bazi
bilgilere yer verilecektir. ikinci kisimda ise bir kesirli diferansiyel denklem sistemi igin

varlik ve teklik teoremleri ifade ve ispat edilecektir.

3.1. Kesir Mertebe Diferansiyel Denklem Sistemleri i¢in Yapilan Calismalar:
Varsha Daftardar-Gejji ve A. Babakhani 2002 yilinda

D[E(t) — %(0)] = A%(t), #(0) = %y, 0 < @ < 1,

kesirli diferansiyel denklem sistemi i¢in varlik ve teklik teoremlerini ispatladi

(Daftardar-Gejji ve Babakhani, 2002).

Young Zhou (2009) ¢alismasinda, f(t,x(t)): R X R™ - R™ vektor alani ve n >
1 boyutunda uygun bir ||-|| bir norma sahip R™ tam bir metrik uzay1 ve «a € (0,1)

mertebesinde ve alt limiti t, olan Caputo anlamindaki tiirevi kullanarak

{CD"‘x(t) =f(t,x(), 0<a<l,

x(to) = xo

kesirli diferansiyel denklem sistemi i¢in baslangic deger problemini inceledi.
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Ahmad ve digerleri 2011 yilinda asagidaki problemde kesir mertebe diferansiyel

denklem sistemi i¢in ¢oziimiin varlik ve tekligini ortaya koymuslardir.

D"x(t) = f(t,x(t)), t€[0,T], T>0, 1<n<2
x(0) = 1,(T) = py f, g(s,x(s))ds,
x'(0) = A,x"(T) = p, fOT h(s,x(s))ds,

burada f, g, h: [0, T] X R — R siirekli fonksiyonlar, A;, A5, i1, 4, E Rve A; #= 1,4, #
1 dir (Ahmad vd., 2011).
Allaberen Ashyralyev ve Yagub A. Sharifov 2012 yilindaki ¢alismalarinda

‘D& x(t) = f(t,x(®)), t€[0,T,0<a <1,

Ex(0) + Bx(T) = fOTg(s,x(s))ds,

yerel olmayan sinir deger probleminin bir tek ¢dziime sahip oldugunu ispatlamistir.
Burada f(t x(t)) ve g(t,x(t)) € R™ yeterince diizgiin kendisi ve biitiin tiirevleri
siirekli fonksiyonlar, °D§, ,a mertebeden Caputo kesirli tiirevidir (Ashyralyev ve

Sharifov, 2012).
Ahmad ve Ntouyas (2012) ¢alismalarinda asagidaki kosullarda verilen sinir deger

problemi i¢in ¢6ziimiin hangi kosullar altinda var oldugunu elde etti,

‘D"x(t) = f(t,x(t)), t€[0,T], T>0, 1<n<2,
a,x(0) + By ( chx(0)> =Y
kazx(l) + B, ( CDpx(l)) =y, 0 <p<1.

burada f: [0, T] X R — R siirekli fonksiyon ve ;, B;, v, (i = 1,2) reel sabitile a; # 0
dir (Ahmad ve Ntouyas, 2012).

Xiaoyou Liu ve Zhenhai Liu (2013) kesirli ayrilmis simir sartlari ile verilen
dogrusal olmayan asagidaki Kesirli sinir deger probleminin ¢oziimiiniin varhik ve

tekligini ispatladilar.
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IfCD"x(t) = f(t,x(t), CDmx(t)), te[0,T], 1<n<2 1<m<?2
4 a,x(0) + b, CDpx(O)) =cy,
Lazx(T) + b, ( CDpx(T)) =c, 0 <p<l1.

burada f:[0,T] X R X R — R siirekli fonksiyon ve a;, b;, ¢;, (i = 1,2) reel sabit ile
a, # 0ve T > 0 dir (Liu ve Liu, 2013).

Nazim I Mahmudov ve Areen Al-Khateeb (2019) Leray-Schauder’in alternatif
daralma doniisiim prensibini uygulayarak asagidaki dogrusal olmayan kesir mertebeden

diferansiyel denklem sistemi i¢in ¢oziimiin varlik ve tekligi ispatlanmistir.

{CD“x(t) = f(t,x(t),y(t),t€[0,T,1<a <2
°DPx(t) = f(t,x(t),y(t)), t € [0, T, 1 < B <2

x(T) =ny'(p),y(T) = {x'(u),x(0) = 0,y(0) = 0,p,u € [0,T]

(Mahmudov ve Al-Khateeb, 2019).
Djamila Chergui vd. (2019) tarafindan yeni bir sinir deger igin asagidaki

problemin ¢oziimiin varlik ve tekligi ortaya konmustur.

{CD"x(t) =f(t,x(t), CDTx(t)), te[0,T], T>0 1<n<2 0<r<1

{ x(0) — 2,(T) = 4 fOTg(s,x(s))ds,
| X' (0) = 2,2 (T) = s [, h(s,x(s))ds,

burada fe€[0,TIXRXR—R, g,h:[0,T]XxR— R siirekli fonksiyon ve
A1, Ao, e, Uy € Rve Ay # 1,4, # 1 dir (Chergui vd., 2019).

Cheikh Guendouz, Jamal Eddine Lazreg, Juan J.Nieto ve Abdelghani Ouahab
(2020) calismalarinda asagidaki baslangic degerleri verilen kesir mertebeden

diferansiyel denklem sistemin ¢dziimlerinin varlik ve tekliklerini elde etmislerdir.

‘D¥x(t) = f(t, x(2),y(1)),

DPx(t) = g(t, x(t),y(©), te]
x(0) = xq
\ y(0) = v,
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burada «,fB € (0,1], ] =[0,), f,g:] X RXx R —- R fonksiyon ve x4y, € R dir
(Guendouz vd., 2020).

Yasir A. Madani ve digerlerinin (2024) c¢alismalarinda asagidaki baslangic
degerleri verilen dogrusal olmayan kesir mertebeden diferansiyel denklem sistemin

¢Oziimlerinin varlik ve tekliklerini elde etmislerdir.

(DIu(t) = fi(t,u(®),w(®),y(®);t€ g,

D'w(t) = f,(t, u(@®),w®),y(®));t € g,

Dy(t) = f5(t,u(®), w(®),y());t € g,

DI973u(0) = g,D973u(T), D972u(0) = ¢,D9?u(T), D9 u(0) = t,DIu(T)
D"3w(0) = ;D" 3w(T), D" 2w(0) = ¢; D" 2w(T), D" w(0) = 7, D" *w(T)
kDH’y(O) = 0,D'3y(T), D'"?y(0) = ¢, D" 2y(T), D' 'y(0) = 7,0 1y (T),

A

burada g,h,l€ (23],¢ =[0,T,T>0 vVve o0,¢.Tn#+1(n=012). fi(i=
1,2,3):¢ X R® > R siirekli fonksiyonlar ve D9,D" D! Reimann-Liouville kesir

mertebeden tiirevlerdir (Madani vd., 2024).

3.2. Bir Kesir Mertebe Diferansiyel Denklem Sistemleri icin Sabit Nokta
Yaklasim
Bu kisimda asagida verilen kesir mertebe diferansiyel denklem sisteminin varlik

ve teklik kosullarini veren teorem ispatlanacaktir.

(“PCDEx(t) + T(x (), y(©) = ¢(t, x(0), y(D)) ,

J ABCDgty(t) +S(x(@®),y(®) = ¥(t, x(),y(©®), (9)
L tef0,b] ,0<ap<1
x(0) =xo , ¥(0) =y,

Simdi problemimize yardimci olan bazi teoremlere yer verelim. ilk olarak,

N(y(t)) lineer olmayan bir fonksiyon olmak iizere

ABEpE () + N(y(®) = g(t,y®), 0<a<1, y(0) =y,
(10)

Atangana-Baleanu Caputo kesir mertebe diferansiyel denklemin c¢oziimiiniin lokal

varligini veren asagidaki teoremi ifade edelim.
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Teorem3.21. J=[0,b],C={yER: |y—yol <6}, D=]xCvef(ty) =
g(t,y) — N(y) olsun. Kabul edelim ki f:D - R, g:D - R ve N: C — R fonksiyonlar1

asagidaki sartlar1 saglasin.

I 1flle < (6B()/(1 — @),
ii. g(t,y) ve N(y) siirekli fonksiyonlar,

1
a

Bu durumda, b* = min {b; ((B(@)T(a+1)/a)) ((6/||f||oo) —(1- a/B(a))) }

olmak tizere (10) probleminin ¢oziimii olan bir y:[0,b*] > R fonksiyonu vardir
(Hassouna vd., 2021).
(10) probleminin ¢oziimiiniin evrensel varlik ve tekligi asagidaki teoremlerle

ortaya konmustur (Hassouna vd., 2021).
Teorem3.2.2. a = (B(a)/(1—a))ve b = a/(1 — ) olsun. Bu taktirde, (10)

probleminin ¢oziimii f(t) = g(t,y) — N(y) olmak iizere

y(©) =2 £(£,y(©)) + y(0)Eq1(=bt%) — [1 y($)Es1 (~b(t — 5)%ds (1)
dir (Hassouna vd., 2021).

Teorem3.23. J=[0,b], C={y€eR: |y—yol <6} , D=]xC ve
f(t,y) =g(t,y) — N(y) olsun. Kabul edelim ki f:D - R, g:D - R ve N:C - R
fonksiyonlar1 asagidaki sartlari saglasin.

. Vy,y€BveVt €] igin

lg(t,y) =gt ¥ < Lily = ¥
olacak sekilde L; = 0 sayis1 vardir.
ii. Vy,y €Bigin
INGY) = NI < Laly — I

olacak sekilde L, > 0 sayis1 vardir.

ii. L +L, <a
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Bu taktirde (10) probleminin y: [0, b] = R bir tek ¢6ziimii vardir (Hassouna vd., 2021).
Simdi, «, B € (0,1),] =[0,b],K ={x,y ER: |x —xo| < S vel|y—y,| < 5}

R=]xKxKvef(txy) =¢txy -Tkxy), gtxy) =9Exy)—Sy)

X0, Vo € R olmak tizere “5¢D* ve 45¢DF Atangana-Baleanu Caputo kesirli tiirevi ile

verilen (9) problemini géz oniine alalim.
Teorem 3.2.4.  (x,y) € C[0,b] x C[0,b] fonksiyonlart (9) probleminin bir

¢oziimiidiir ancak ve ancak a; = (B(a)/(1 —a)) ,a, = (B(B)/(1 —B)) ve t € [0, b]

i¢in

x(t) = ai £t x(0), y(©)) + x0Eq1 (—bt%) — [T x(S)Ef 1 (—b(t — 5)%)ds "

y() = aizg(t, x(6),(6)) + YoEp 1 (—btF) — [ y(s)Ef, (=b(t — s)F)ds (42
dir.

Teorem 3.25. ] =[0,b], K ={x,y ER:|x —xo| < vely—y,| <&},
olmak lizere R=]J XK XK, T:S:K XK ->RXR, f(t,x,y) =¢(t x,y) —T(x,y),
gt x,y) =yv(t,x,y) —S(x,y) olsun. x5,y € R ve a,B € (0,1) ve olmak iizere
asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim:

i ¢, Y, T, S siirekli fonksiyonlar,

“ ”f(t:XJY)” Sal:”g(t:XJ’)” Sa21
li. Vx,y,x,y € K i¢in

R P PR
19t 2.7) = TP < sl =+ s ly = 7,

Ly L,
IT(x,y) —T(x,y)| < e )Ix I+mly—yl,

olacak sekilde L4, L,, L3, L, > 0 ve sayilart mevcut olsun,

Iv. Vx,y,x,y € K igin

N,
lY(t,x,y) — P, x,y)| < F(ﬁ) lx — x| + =—— 50 ly — I,

N, _
1S(x,y) — S(x, y)I_F(ﬁ)I I+Tﬁ)|y—yl.
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olacak sekilde Ny, N,, N3, N, > 0 sayilar1 mevcut olsun,

v. Li+L,<ayve L3+Ls<a;veN;+N,<a,ve N;+ N, <a,olsun.
. 1 1
VI. m + rﬁ) <1
Bu taktirde, (9) probleminin bir tek ¢6ziimii vardir.
Ispat: C[0,b] x C[0, b] Banach uzayinin bos olmayan ve kapali bir alt kiime G =
{(x,y) € C[0,b] X C[0,b] : |x —x0| <6,y — 1yl < 6} olsun. (9) problemimizi Teorem 3.2.5
sartlar1 altinda G tzerinde A(x,y) = (A1 (x,v), Ay(x, y)) asagidaki gibi tanimli olan bir sabit

nokta problemine doniistiiriiyoruz.

( 1 t
A, y)(@) = a—lf (t,x(®), y(©)) + xoEq, (—bt%) — f x(S)Eq,(—=b(t — s)%)ds
0

1 t
Ay (x,y)(t) = a—zg(t,x(t),y(t)) + YoEp1(—btF) — j y($)Eg,(=b(t — s)F)ds
\ 0

doniistimiiniin bir sabit noktasina doniistiirelim. Burada ilk olarak A doniisiimiiniin iyi

taniml1 oldugu gosterilecektir. (x,y) € G ve t € [0, b] i¢in
) t
A ® = F(6,1(0,50) + x0Eaa(-bt) = [ x(IEaa(-b(c ~ )ds
1
0

olup

1
A () (@) = a—lf (6, x(), y(©)) + xoEq (—bt%)
—3[x(s) - E(=b(t — s)M)]3=5 — J x'(S)Eq 1 (=b(t — s)¥)ds
0
1
A (e, y) (@) = a—lf (6, x(®), y(©)) + 2x0Eq 1 (—bt*) — x(0)

t

+ f x'(s)Eq1(=b(t — s)*)ds.

0
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2a1A,(x,y)(t) = f(t,x(t),y(t)) + 2a;x0Eq 1 (—bt%)
t

+ay f x'(8)Eq1(—b(t — s)%)ds

0

1
A (x,y)(0) = 2_c11f (t,x(®),y(©)) + xoEq, (—bt%)
t

1 , “
+§fx (S)Eq1(=b(t —s)*)ds

0

elde edilir.

1
141 (x, I < 24, 1t x(®), yO)|| + Ix0] || Eq,1 (=btD)||
<1
t

to | [ ¥ OB - 99s
0
t
1 1 a !
< 5o IF(6x@.y O + Ixol 45 [|Eaa (b — )| f X'(s)ds

0

1 1
< 5 (e x@,yO)| + Il + (15515

1 1 1
Sz—alal +§”x” +E|xo|

1
= 5 (1+ lxll + Ixo)
Benzer olarak,

1
142 Ce, I < 5 W+ {1yl + 1yo)

dir. Boylece, A doniisiimii iyi tanimlidir. Ag¢ik olarak A doniisiimiiniin sabit noktalari
(9) probleminin ¢oztimleridir.

Simdi A nin daralma doniisiimii oldugunu gosterelim. V (x, y), (X, y) € G i¢in

141 (6, ) () — A1 (&, 7)) ()] =
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1 | . , o
7 (650, Y(0) + XoEqa (=) +5 [ X/ ()Eun (b = 9))ds
1
= 2a, [ (670, 7(0) = FoFaa (=bt?)

1 t
- f %' (5)Eq 1 (=b(t — $)¥)ds

1
< o= (t.x(©,y®) - £(£. 20, 7(0)]
1

+|(xo - JEo)Ea,1(—bt0‘)|

1
2

f(x'(s) — x'(8))Eq1(—b(t — 5)%)ds
0

buradan norm alinacak olursa;

1
14,06 Y)(0) = 41 G VYO < 5 (e =+ lly = 71

+lxo — Xoll ||Ea,1(—bt“)||

<1

1
+5 [ Eaa (b = )9

j(x’(s) —x'(s))ds
0

1 i ) o _

1

- e . 1
<T@ (lx =l + lly = yI) + > llx — ||
- e .

=@ (lx =zl + lly = ¥ID

+

3 %~ ey 1y = 7

1 _ _
= m(”x — x|+ lly =ID
olup benzer olarak,

1

1426, y)(©) = A, @O < Frzs

(lx =l + lly = yID.
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olur, boylece,

14 y) = AGE P < M(”x - f")

ly =¥l
dir. Burada,
R
w={ "0 T e
re@) re

sifira yakinsak oldugundan A bir daralma doéniisiimiidiir. Su halde Teorem 2.3.4 geregi
A doniistimii (9) probleminin ¢6ziimii olan bir tek sabit noktaya sahiptir.

Simdi Teorem 3.2.5 i¢in sayisal bir 6rnek verilecektir.
Ornek 3.2.1.  Asagidaki baslangic deger problemini gbz 6niine alalim.

ABCDyEx(t) +x2 —y = e tx + siny,

(

|

4 ABCD&fy(t) + y? —x = cosx + ty,
| t€0,2] , 0<ap<i

\ x(0) =1, y(0) =2

J=102], K={x,y e R:|x —xy| <6,|y —yol <6} olmak lizere x, =1, y, = 2,

6 = 1 degerleri i¢in K = (0,2) X (1,3) ayrica, a =04, f=05vea; =2, a, =3

olsun.

o(t,x,y) =e tx+siny , P(t,x,y) =cosx +ty
T(xJ’)=x2_y ) S(x:y)=y2_x

stirekli fonksiyonlar i¢in

ft,x,y) =etx +siny — (x?2 —y),
g(t,x,y) = cosx +ty — (y? — x),

dir. Su halde,

45



1 1

L = T4’ 27 Toa’
1 1

Ny = r.s)’ N, = r(0.5)
1 1

Ly = ro.4) ’ Ly = r(.4) ’
1 1

r0s’ '* T T©s)

Lipschitz sabitleri i¢in

Li+L,<aq, L3+ L, <ay,
N1+N2<a2, N3+N4<a2,

kosullar1 saglanir ve

1 1
r04) TTos) <

1.

oldugundan Teorem 3.2.5 den (9) probleminin tek bir ¢oziimii oldugu ortaya ¢ikar.
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4.SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Atangana-Baleanu Caputo kesirli tiirevi ile verilen

ABEpE,x(t) + T(x(t), y(®) = ¢(t, x(®), y(@®)) ,

ABCDgty(t) + S(x(t),y(t)) = l/)(t,x(t)’Y(t)) )
tef0,b] ,0<ap<1
\ x(0) =xo , ¥(0) =y,

diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimiiniin varlik ve teklik igin yeterli kosullar Teorem
3.2.5 de elde edildi. Bu problemin ¢6ziimiinde Perov anlaminda sabit nokta teoremi
kullanildi. Bu calisma daha sonraki farkli kesirli mertebeden diferansiyel denklem
sistemlerinin ¢6zlimiiniin varlik ve tekliginin arastirilmasinda yol gosterici olacaktir.
Bu tez c¢aligmast boyunca yapilan arastirmalar sonrasit asagidaki sonuglara
ulasilmustir.
e Giincel problemlerin modellenerek ¢oziilmesinde kesirli analiz en dnemli
araglardan biridir.

o Kaesir mertebe diferansiyel denklemler genis uygulama alanina sahiptir.
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o Uygulamali matematik basta olmak iizere olmak {izere hem matematik
hem de diger anabilim dallarinda sabit nokta teoremlerinin uygulamalarina
siklikla rastlanmaktadir.

e Sabit nokta teorisine yliz yili askin bir siirede her gecen giin farkl
teoremler kazandirilmistir.

e Bagslangi¢ deger problemleri, integral denklemler, diferansiyel denklemler

ve diferansiyel denklem sistemlerinin ¢dziimiinde kullanilmaktadir.
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