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OZET

WEYL YARI-SIMETRIK TRANS-SASAKIiAN YARI FINSLER MANIiFOLDLARI

SALEH, Alaa
Yiiksek Lisans Tezi Matematik Anabilim Dah
Tez Damsmani: Pof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
Ocak, 2025, 43 sayfa

Bu tez calismasi 4 bdliimden olusmaktadir. Caligmamizin ilk boliimiinde literatiir
taramasima yer verildi ve tezin literatiirdeki yeri ifade edildi. Ikinci bdliimde yar1 Finsler
manifoldlar {izerinde degme yapilar, hemen hemen degme Finsler yapilar, hemen hemen
degme yar1 metrik yapilar incelendi. Ugiincii béliimde ise 6zgiin ¢alismamiz olan (a,B)-tipinden
trans- Sasakian yar1 Finsler manifoldlar ¢alisildi. Dérdiincii boliimde Konformal flat ve Weyl
yari-simetrik trans Sasakian yar1 Finsler manifoldlari ¢alisildi. Son boliim ise tartigma ve sonug

kismina ayrildr.

Anahtar Kelimeler: Degme Manifold, Trans-Sasakian Manifold, Yar1 Finsler Manifoldu,
Yart Finsler Metrik, Konformal flat Manifold, Weyl yari-simetrik
Manifold
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ABSTRACT

WEYL SEMI-SYMMETRIC
TRANS-SASAKIAN INDEFINITE FINSLER MANIFOLDS

SALEH, Alaa
Master Thesis, Deparment of Matematik
Supervisor: Prof. Dr. Ayse Funda SAGLAMER
January, 2025, 43 pages

This thesis consists of four chapters. In the first part of our study, a literature review
was included and the place of the thesis in the literature was stated. In the second part, contact
structures on indefinite Finsler manifolds, almost contact Finsler structures, almost contact
pseudo-metric structures were examined. In the third chapter, our original work, (a,p)-type
trans- Sasakian indefinite Finsler manifolds are defined and studied. In the fourth section
Conformal flat and Weyl semi-symmetric trans- Sasakian indefinite Finsler manifolds are

studied.The last section is dedicated to discussion and conclusion.

Keywords: Contact Manifold, Indefinite Finsler Manifold, Pseudo Finsler Metric, Trans-
Sasakian Manifold, Conformal flat Manifold, Weyl semi-symmetric Manifold
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1.1. GIRIS

Yar1 metrik manifoldlar teorisi, modern diferensiyel geometri i¢in 6nemli bir
aragtirma konusudur, 6zellikle matematiksel fizikte uygulama alan1 bulmaktadir. Oubina, (a.,3)
tipinden trans-Sasakian manifoldun siniflandirilmasi fikrini ortaya atmustir. Yar1 Sasakian
manifoldu , 0=1 ve =0 i¢in yari trans-Sasakian manifoldunun dikkate deger bir kategorisidir.
Ayrica, yar1 kosimplektik manifold , =0 ve B=0 i¢in yar1 trans-Sasakian manifoldun diger

kategorisidir. Yar1 Kenmotsu manifoldu , 0=0 ve =1 ile verilebilir.

Yar1 metrikli manifoldlar bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir. Bejancu ve Duggal
(Bejancu ve Duggal, 1993) (€)-Sasakian manifold kavramimi tamtmis ve Xufeng ve Xiaoli
(Xufeng ve Xiaoli, 1998) bu manifoldlarin yar1 Kahlerian manifoldlarin reel hiperyiizeyleri
oldugunu ortaya koymustur. Kumar ve digerleri (Kumar, Rani ve Nagaich, 2007) bu

manifoldlarin egrilik kosullarmi incelemistir.

Bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde yari-simetrik lineer koneksiyon kavrami
Friedmann ve Schouten (Friedmann ve Schouten, 1924) tarafindan tamtilmis ve bir Riemann
manifoldu {izerinde torsiyonli (burulmali) metrik koneksiyon Hayden (Hayden, 1932)
tarafindan calisilmigtir. Riemann manifoldu {izerinde yar1 simetrik metrik koneksiyon Yano
(Yano, 1970) tarafindan verilmis ve daha sonra Bagewadi (Bagewadi, 1982), Amur ve Pujar
(Amur Kumar ve Pujar, 1978), Sharafuddin ve Hussain (Hussain ve Sharafuddin, 1976), De ve
digerleri (De ve Absos Ali Shaikh, 1997) ve Bagewadi ve digerleri (Bagewadi ve Gatti, 2003)
tarafindan calisilmistir. Daha 6nce K-degme, Kenmotsu ve trans-Sasakian manifoldlar
tizerinde projektif, pseudo projektif, konformal, dairesel, quasi konformal egrilik tensorleri
iizerine bazi sonuglar sunmuslardir. Hem Sasakian hem de Kenmotsu manifoldlarinin dogal bir
genellemesi olarak, trans-Sasakian manifold kavrami Oubina tarafindan tanitilmgtir (Oubina,
1985). Trans-Sasakian manifold yerel konformal Kahler manifoldu ile yakindan iliskilidir.
Ayrica, trans-Sasakian manifoldlarin yerel yapilan ile ilgili ¢aligma Marrero tarafindan
yapilmistir (Marrero,1992). (a,0), (0,8) ve (0,0) tipindeki trans-Sasakian manifoldlar o, (3 skaler
fonksiyonlar olmak {izere, sirastyla, o- Sasakian, -Kenmotsu ve kosimplektik manifoldlar
olarak adlandirilir. Dolayisiyla trans-Sasakian yapilar genellestirilmis quasi-Sasakian yapilarin

genis bir sinifim verir.

Klasik makaleler Riemann metrikli veya yar1 Riemann metrikli degme yapilar ile
ilgilenir, ancak bu tezimizde yar1 Finsler metrikli degme yapilar ile ¢alistik. Bilindigi gibi,
Finsler egriler ve yiizeyler hakkindaki tezini yaymladiktan sonra, Finsler geometrisine adanmig



birgok makale yayinlandi, referanslara bakimz (Antonelli 2003, Miron 1982, Matsumoto 1986,
Sinha ve Yadav 1988, Szilazi ve Vincze 2000, Asanov 1985), ancak Indefinite Finsler manifold
teorisi birka¢ arastirmaci tarafindan incelenmistir (Bejancu ve Farran 2013, Beem 1970,
Bejancu ve Farran 1999). Bu nedenle, amacimiz conformal flat, quasi constant egrilikli ve

Weyl yar1 simetrik olan trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlarim ¢aligmaktir.
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Bu boliimde yar1 Finsler manifoldlar {izerinde yar1 Finsler metrigi kullanilarak
hemen hemen degme, degme ve €- Sasakian yapilar kuruldu. Ilk olarak hemen hemen degme

Finsler manifoldlarinm ele alalim.

2.1. HEMEN HEMEN DEGME FiNSLER YAPILAR

M' tizerinde ¢ tensor alani, 1} 1-form ve & vektor alan1 olmak tizere
— HH Vo i S joo Fi 0 j
¢_¢ +¢ _¢j(x)y)6xi®dx +¢j(xry)ayi®6y (21)

n=n"+1n" =n;(x, y)dx" + 7;(x, y)8y"

. S ~. 9

§=8"+8 =80y ;7 +8xy) P (2.2)
olsun.
2.1.1. Tamim

M' lizerinde, ¢, n ve & (3.1) ve (3.2) deki gibi tanimlansin. Boylece

" =n;(x,y)dxt, Y =7;(x, )6y

. o) A d
H _ ¢l _ il V _ %

E _E(x'y)é‘xi’ E E(x'y)(')yl
olmak tizere

(@") = -1 +1" @, (V) =-I" +7" @ ¥ (2.3)

" E) =n"E) =1 (2.4)

esitlikleri varsa, bu durumda (¢%, €%, n¥)ve (¢”, € , 1Y) yapilar, sirastyla, (M")"
ve (M")? iizerinde hemen hemen degme Finsler yapilar olarak adlandirilirlar. Burada M’

= (M@ (M")? bir Finsler vektoér demetidir (Kilig, N., 2019).

2.1.2. Teorem

(M"H™ ve (M')Y Finsler vektor demetleri iizerindeki hemen hemen degme

Finsler yapilar (¢, £ . n™) ve (¢pV , &V , 1Y) olsunlar. Béylece
P (E) =9V () =0, "o =0V oV =0 (2.5)

esitlikleri saglanir.



Ispat. (2.3) yardimyla

(@) () = —§7 - ) &
yazilir. Ayrica ¢p* (%) = 0 ya da ¢p* (€7), sifir 6zdegerine karsilik gelen ¢ nontrivial
Ozvektoridiir. (2.3) kullanilarak

0= () (p™ (&) == (&) +n" (¢ ) &
veya
¢ (D) =0’ (p 7)) E*
elde edilir. Eger ¢ (€%) nontrivial 6zvektdr ise n* (¢p (£%)) # 0 olur. Béylece
0=(¢")% (F) =" (¢7 F)) o™ EF)=(™ (@7 FD)?§ =0
elde edilir. Ancak bu bir ¢eliskidir. Yani ¢p* (€%) = 0 olur. Benzer sekilde
¢V (V) = 0 ifadesi de elde edilir.
Diger taraftan ¢p* (£%)= 0 oldugundan VX* € (TM")*, XV € (TM')V igin
(7)) = 2 (X)) + (X)) = % ($7 (X7 ) ¥ = 0
ve
" (¢7(xM) 8 =0
elde edilir. Boylecen™ o ¢p* =0venY o ¢V =0 olur (Kilig, N., 2019).
Teorem 2.1.2. (M")" ve (M")? iizerinde sirastyla (™, €%, n™) ve (¢, €, ")
hemen hemen degme Finsler yapilar ise rank¢* = rank¢?=2n dir.
Ispat.
57 (1, ) > (1, M) vy, €,
rank¢”® + ker¢™ = 2n + 1 = dimM;, (Vx € M) (2.6)
vX* € kerg™ icin ¢p* X = 0 oldugunu biliyoruz. Béylece

0=¢2X" = — X" + (X7 & ya da X% =M (XT) & elde edilir. Yani
X € Sp{e} = kerd™ olur. Buradan ker¢® = dim(ker¢¥) =1 olur ve (3.6) dan

rank¢* = 2n bulunur.



Benzer sekilde
v l v ! v l
oV (T, )~ (1M vy, €,
rank¢” + ker¢p¥ = 2n + 1 = dimM,, (Vx € M). .7
vXV € kergV i¢in VXY = 0 oldugundan 0 = ¢p2XV = —XV + nV(X") & ya

da XV =nY(XV) & elde edilir. Boylece XV € Sp{€V} = ker¢V olur. Buradan ker¢" =
dim(ker¢") = 1 olur ve (3.7) den rank¢” = 2n bulunur. (Kilig, N. 2019)

2.1.3. Uyan

(M) ve (M) tek boyutlu olmak iizere (M')"* ve (M')? alt demetleri iizerinde
(%, 8% ) ve(¢”, €, 1Y) hemen hemen degme yapilari ile birlikte (M")", ™, € n%)
ve (M"Y, ¢",&,nV) hemen hemen degme Finsler manifoldlart olarak adlandirilirlar (Kilig,
N., 2019).

2.2. YARI FINSLER MANIiFOLDLARI UZERINDE HEMEN HEMEN DEGME
YARI METRIK YAPILAR

F?"+1 = (M, M’, F*) yan Finsler manifoldu olsun. (V%) ve (W/) lokal bilesenler ile
birlikte V ve W vektor alanlari igin

* 22
gfj »9ij = %% i,j € {1,2..,2n + 1} esitligindeki gibi tammlanmak tizere,

gF:T(TM")Y x T(TM"Y - $(M")
" VW) (x,y) = g5 (, »IViCx,y) Wi, y) (2.8)

tanimlayalim. Boylece
[y = 97 g ) 2.9)
g lj ) y g bl yi ) Kl y ] ) y :
yazilir. Agik olarak g simetrik Finsler tensor alam olur. g¥ , yari Finsler metrik olarak

adlandirilir. Ayrica gF*, (TM")V Finsler vektor demeti {izerinde yar1-Riemann metrik olarak

diistiniilebilir.

1 3%F% , ., . ..
29510y i,j €{1,2...,2n + 1} deki gibi olmak {izere,

Benzer sekilde 95 »Jij =

gF :T(TM")! x T(TM")? - $(M")



" VW) (x,y) = g5 IV, y) Wi, y) (2.10)
95 6 y) = g7 o =) (@, Y) 2.11)

tanimlanabilir. gF, yar1 Finsler metrik olarak adlandurilir. Ayrica g¥~, (TM")* Finsler vektor

demeti lizerinde yar1 Riemann metrik olarak diistiniilebilir (Bejancu ve Farran, 2000).
Bir Finsler vektorii X € (TM")Y (X € (TM")™) igin
9" =95, ) = (v, y) €M’
olmak tizere
g5 (X,X) > 0veyaX = 0 = space — like,
g5 (X, X) < 0 = time — like, 2.12)
g5 (X,X) =0 X # 0= light — like(null)

seklinde tammlanmustir. Diger taraftan bir Finsler normu (uzaklik)

1
I1XIl = | g5, (X, X)|? (2.13)
esitligi ile verilir (Bejancu ve Farran, 2000).
g5 (X,X) =1 ise X birim space — like Finsler vektor g5 (X,X) = —1ise X

birim time — like Finsler vektor olarak adlandirilir. X birim Finsler vektor ise e= g;x X, X)

ifadesinde yer alan €, X in isareti olarak adlandirilir.
vX,Y € T(TM') i¢in
G:T(TM") xT'(TM') - H(M")
GX,Y)=G"X,Y)+GY(X,Y) (2.14)

tanimlayalim. Agik olarak G, M' tizerinde (0,2) tipinde bir simetrik tensor alani olur. Ayrica G
non-dejenere ve sabit indekslidir. g yari Finsler metriginin indeksi olmak tizere M iizerinde G

yart Riemann metriginin indeksi 2q olur.
G=gbdx'®dx) + g5 6y ® 6y =67 +GY (2.15)

M’ lizerinde G Sasaki Finsler metrigi olarak adlandirilir.



2.2.1. Tanmim

(M) yatay vektor demeti ve (M')Y dikey vektor demeti iizerinde sirastyla (¢*, €%

;") ve (Y, €Y, 1Y) hemen hemen degme yapilar olsunlar. G* ve GV metrik yapilari
GH (X, pY™) = GF (X, Y™) — en (XTI (¥7),
GY(¢X7, YY) = GV(XV, YY) —en” (X" (Y") (2.16)
G(¢X,9Y) = G™(¢X, 9Y) + GV (¢X, pY)

esitliklerini saglarsa bu durumda (¢”, &% | 0%, G”) yapis1 (M) iizerinde hemen hemen
degme yar1 Finsler metrik yapi olarak ve (¢V, €V, 1Y, GV) yapisida (M')" iizerinde hemen

hemen degme yar1 Finsler metrik yapi olarak adlandirilir. Burada € = +1 olmak {izere

N (XT) = 67X E), 0V (XY) = 6V (XY, E) (2.17)
seklinde tanimlanmustir.
2.2.2. Sonu¢

(@, T 0,6 ve (9, €, 1Y, GY), sirastyla, (M) ve (M")? iizerinde hemen

hemen degme yar1 Finsler metrik yapilar olsunlar.
(2.16) ve (2.17) ifadelerinden

G}[(d)X}[' YJ—[) — _G}[(Xﬂ-[’ d)y}[),

GV(pXV,YV) = -GV (XY, pYV) (2.18)
ve

G (pX™, pYH) = -G (Pp2X 7, YH) (2.19)
esitlikleri elde edilir.

Bu esitlikler yardimryla

QXYM = G (X, pYH)
QXxV, YY) =GV(XY, YY) (2.20)

Ikinci temel form tammlanabilir (Sinha ve Yadav,1991).
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2.2.3. Onerme
Yukarida tanimlanan ikinci temel form icin asagidaki esitlikler gecerlidir.

QpX", pY?) = X7, Y7,

Q(pXV, YY) = QXV, YY) (2.21)
veE
QXY™ = -, x%),
QxXv,Y") = -V, xv) (2.22)
(Sinha ve Yadav,1991).
2.2.4. Onerme

V, M’ iizerinde Finsler koneksiyonu ve Q; Q(X,Y) = dn(X,Y) sartin1 saglayan
ikinci temel form olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.

QX*,YH) = (Vi) (Y") — (Vi) (X)) + n(TX*, Y?)),
QXY YY) = (Vin)(¥Y) — (WWn)(XY) + n(T(XV,Y")) (2.23)

Boylece M’ lizerinde hemen hemen degme yari Finsler metrik yap1 hemen hemen &-

Sasakian Finsler yap1 olarak adlandirilir. Ayrica
(@™, T 1, ) ve (¢, €7, 0V, G") yapilan, sirastyla, (M")" ve (M")? iizerinde
hemen hemen e-Sasakian yapilar olarak adlandirilir.

2.2.5. Teorem

Q) ikinci temel form ve M’ iizerinde torsiyonu sifir olan V hemen hemen e-Sasakian

Finsler koneksiyonu olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir.
ax*, v’y = (Vn)r” — (vfn)x*,
QX" YY) = (Vin)Y¥ — (vin)xVv (2.24)

(Sinha ve Yadav,1991).
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2.2.6. Tanim

M’ iizerinde hemen hemen e-Sasakian Finsler yapi, 1 1-formu Killing vektor alani

oldugunda e-Sasakian Finsler yap1 olarak adlandirilir.
(V)™ + (V)™ =0,
(Vin)(¥") + (V¥n)(x¥) = 0. (2.25)

M’ ftzerindeki V torsiyonsuz Finsler koneksiyonu Sasakian Finsler koneksiyonu

olarak adlandirilir (Sinha ve Yadav,1991).
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Bu boliimde yar1 Finsler manifoldlar {izerinde trans-Sasakian yapilari tanimlayip bazi
ozelliklerini ve sonuglarmni veriyoruz. Bu yapilar (M')"* ve (M")? vektor alt demetleri iizerinde
kurulmustur. M (2n + 1) boyutlu C* manifoldu, M' TM nin bostan farkli bir agik alt
manifoldunu, F* temel Finsler fonksiyonunu gostermek iizere bir yar1t Finsler manifoldu

F?n*l = (M, M', F*) seklinde gosterilir.

(MR, o, 85 0", G ve (M")Y,¢Y,EY,nY,GY) hemen hemen degme yar1 Finsler
metrik manifoldlarinin trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlari olabilmesi icin gerek ve yeter

kosul asagidaki sartlari saglamalaridir:
(V™Y = (G (XM, Y)e — en (V)X +EeGH (¢XM, VM) — 0¥ (™) X"} (3.1)
(VEpVIYY = {6V (XY, YV)E — en’ (V)XV} +E{e6V (9X7, YY) = (YV)pX"} (3.2)

burada a ve 8, (M")"* ve (M")V alt vektdr demetleri iizerindeki diizgiin fonksiyonlari gosterir.
O zaman deriz ki boyle bir yapt (a,f) tipli trans-Sasakian yar1 Finsler metrik yapidir. (3.1)
den asagidaki esitlikleri elde ederiz:

(Vi) = =22 XM + £ (xH -y (XH)gH) (33)
(V56 = —e5 XV + L7 — 9" (x")¢") (34)
(Vi) = 261 (X", ¢vH) + L6H (pxH, prH) (35)
(V) =567 (XY, ¢Y") + 567 (9XV, p¥") (3.6)

3.1. Onerme (M%), ¢, &1, nH, GMyve (M°)?, ¢V, &V, 1", G) trans-Sasakian yar1
Finsler manifoldlari olsunlar. O zaman

R yinen = D iy gy 4

e I (Y — (XY )
+ S @K™ - XM (@Y™}
1
+ 5 (XY = YHBX! + Y4 (@ e =X (B (g™

(3.7)
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rra, g = gy ey

+ Sﬁ{nV(YV)d)XV _ T]V(XV)d)YV} +
0V @¢x" =XV (@1}
V@YY VI BXY + YV (B (e

XV (B (YV)Ev} (3-8)

ispat. (3.3) den
RP (XM, Y™)H = (VEVYEM) - (WYVRE™) - (V™)
(VHVHER) =V (=22 pY¥ + E(rH — 5 (r™)gH)
= —SVE(agy™) + S VE BT -t (rH)e)
=~ [ V(@)Y + aVi(Y) I+ VER)T -yt (Y1) +
BV (Y — (Y ™)§M)]
~L e (XA ayprt + Egr ot yiygn — ¢ Elpymyxn 4
e LG (@XM, Y — Ly (ypx" + ap(V§ Y }+ X (B)Y"
—X" (B (Y)EHHBVEYH — BVR (! (YH)EH) — Byt (v™)
(—e2 X + L (xH -y (X))
——ZXH(@)pY" —e CGH (XM, yH)gH + B pH (yHxH —
LGt (px", Y + e Lyt (yh)pxH —e 2 pEYH) +
~ XH@)YH == XH(@mH (r)gHL vt v - o (nH (vH)) gt +

B iy iy (x4 (3.9)
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R E e Do yngs - EEL oy

+ L GH(pYH XM)EH — e Lph(X)PYH +e 2 p(TF XH) -
LyH@X! 2yt (xgr L vt uxit + Log (it (xih) g —
B i (vt (3.10)

B
-(Vieng")=e 5 (VY™ e S o (7 X" -2 VR Y

+E W X+ DR (gt - L v (o (R

Ly pyxnet L vy gyt G.11)

(3.10), (3.11) ve (3.12) esitlikleri (3.9) denkleminde yerlerine yazilarak (3.7) denklemi
elde edilir.

RY(XY,YV)§" = (Vyvy¢") - (WWVx¢") - (Vxpé") (3.12)
(VYWVEY) = Vi(—e5 oYV + L vV —nV(¥")EY)

= —IVX(aY") + VB -0V (")EY)

=S XV(a)pYY @Gv(xv’ YV)Ev 4 @ v (rV)xV —
LGV (@7, Y + e Lyl (Y)gX” — 2 S p(VY YY) +
S XVBYY = S XY BIY e vy~
Evy(n o) + L2 VY)Y
(3.13)

~(WWE) = SvV(ex¥+e v yvygy — LB vy 4

TEVQYXNE = TV PV +e S S XV) ~

€
2

SYVBXY + 5 vV B &E-L T XV

g V}Y( nV(XV))EV _ (ﬁ;l T]V(XV)T]V(YV)fV

(3.14)
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N |

-(Vxn€") = 5 ¢(VX YY) -e < G XV) -
Loy ar)ev- Smy(nv ey - Smgixvey-

L(vynyrvey (3.15)

AL AP (%

Benzer sekilde (3.13), (3.14) ve (3.15) ve (3.16) esitliklerinden (3.8) denklemi bulunur.

Teorem 3.1. (M), ¢pH,EH nH, G1) ve (M®)?, ¢V, EV,nY,G") trans—Sasakian
yarl Finsler manifoldlarinda asagidaki esitlikler gecerlidir:

RH(gH, yH)gH = (2O g2y (3.16)
af + & (a)=0 (3.17)
RV(Y,yV)gv = (20D (gayvy (3.18)
af +§(a)=0 (3.19)

Ispat. Denlem (3.7) den
GHRI (XM, YH)eH, wHy = " (RM (g7, w™)XH,vH)

= G# (P e g (x, wHEH — pf (XFYWH) +
TG @XT, WHE + e (X )gW™) +
= (G (@x", WV (@) + X ()W} + (XH(BYW! —
G (X", WV (B) + & 0 (X" (WP (B) —
X" WHhEn, v}, (3.20)

Ve

RY(EH, WHXH= B (e GHxt, W —nt (XMWY +
LLGH (@XH,WHE + en (XMW} = (G (pX*, WH) V(@) +
XT(@)pWH} += (XHABWH — G (X, WV (B) +
e (X" (WHYT(B) — XM (B (WHEN Y (3.21)

3.22) denkleminde W# = XH ve X¥ =YH alirsak asagidaki esitligi
g

buluruz:
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RH(EH,XH)YH — (“2;52) {SGH(XH, YH)EH _ UH(YH)XH} +
g%{nﬂ(yﬂ)@w — eGH(pXH YH)EH} +
~{GH(PYH, XTIV (@) + Y (@)pX ")+ (YH(BIX —

B (XE" = GH(XH, YIIV(B) + e n" (X)n" (YH)V(B)}
(3.22)

denkleminde Y = &M alirsak da

RH(gH, xM)gH = 20D oy Lo + €7 (@)} X7 (323)

olur. Diger yonden X = &H alarak (3.7) denkleminden

(a® — %) ap

RA(EM, Y = S S (VR — VY 4 (=Y ) 4 2 {67 (@)Y ™)

1
+5 BB = BmT (ST
yada

rren,viner = 2B ey 4 P vy L enappry

1
S G GICRED
buluruz. Y = X# aldigimizda

RH(gH, xygH = 28 E) gyt S (B + £H () pXH (324)

(3.24) ve (3.25) denklemlerinden (3.17) ve (3.18) elde edilir.
Benzer sekilde
GV(RV(XV, YV)EV' WV) — GV(RV(EV, WV)XV, YV)
denkleminden
RV, XY = B eGv (7 v — ()X} + e L0 (Y)Y -
6" (X", Y")E} +- {6V (oYY, XV)V(a) +

YV(@)pXV}+ 2 (Y (RXY = vV (B (V)¢ -
GVXY,YIV(B) + en’ (X )nY (Y)IV(B)) (3.25)
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esitligi bulunur. (3.26) denkleminde YV =¢&V alirsak

RY (€, xV)g" = CE2ED o ( X7y 1 £(ap + € ()} XV (3.26)

olur. XV = &V alarak denklem (3.8) den asagidaki esitlik bulunur.

RY(§Y, XV)gV = 2B g x7y — {ap + &Y (@)} pX” (3:27)

Onerme 3.2. (2n+1)- boyutlu trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlari,
(MO, pH, EH nH, G ve (M®)Y, Y, &V, 1Y, GV) olmak iizere asagidaki esitlikler

vardir:
N (RE (XM, Y ZH) = ¢ B (GH(YH, 72 ynH (X — GH (XM, 2y (Y1)}

+ L (XM)G(PY™, ZH) —nH (YH)GH (pX*H, Z%)}
+2 (XH (@G (pYH,2H) — YH (a)GH (pX™, ZM)}
+- { YHGH (X", 2M) — XH(B)GH (YH, ZM) —
" (XY (BIGH(§H,Z1) +
XT(BN" (YMGH (&7, 21} (3.28)
nV (RY(XV,Y)Z¥) = ¢ (azlﬁz) (GV YV, 2" (XV) — GV (XV, Z")n" (Y")}
+ LY (XNG(YY,2") =" (Y6 (X7, 2")
(3.29)
Ispat. n® (RH (X", YH)ZH) = ¢ GH(RH(XH,YH)ZH , £1)
=_¢ GH(RH(XH, YH)EH , ZH )
= e () G (yH, 2y (xH)
GH (XM, Z% )t (Y1)}
+ S XFG(PYH, 2H) -
N (YH)GH (pX™H, M)} +- (XM ()GH (pYH, 21 ) —

YH(@G" (X", 2"} +- { YH(B)GH (X", Z") —
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XHB)GH(YH,ZM) =" (XTYH(BGT (&7, Z1) +
XTI (Y6 (&7, ZM)}
(3.29) denkleminde Z# = &H alirsak,
" (RY (XM, y") &M =0. (3.30)
YH = & alirsak (3.29) denkleminden asagidaki esitligi buluruz:
N (RH (XM, g1z = ¢ L2 GH (g, 78 — L (ap +
§M ()G (px",Z) (3.31)

Denklem (3.18) geregince

T]H(RH(XH, EH)ZH) =_¢ (QZ_BZ;ZSH(B)) GH(¢XH, d)ZH) (332)
olur. Benzer sekilde
n"(RV(XV,YV)ZV)= e GE(RV(XV,YV)ZV, &V )=-e GH(RV(X",YV)EV, ZV) (3.33)

dir. (3.8) denklemini kullanirsak (3.34) denklemi denklem (3.30) u verir. (3.29) denkleminde
ZV = &V alirsak da

n"(RV(X",YV) &V) =0. (3.34)
buluruz. YV = &V alarak (3.34) denkleminden de

(a2-p ;25 ) GH (X7, $27) _%(aﬂ N

§"(a))G" (¢x¥,Z")

0’ (RY (XY, §1)2") = —¢

(3.35)
oldugu goriiliir. (3.20) denkleminden

_ _2zV
1RV (XY, §9)2Y) = e EEE I 6V (Y, 97" (336)

dir.
Onerme 3.3. (2n+1)- boyutlu ((M%)", ¢, EH,nH, GH) ve (M°)?, ¢V, &V, 0", G")

trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlarinda asagidaki esitlikler saglanir:

SH(XH, §) = (L= E Oy () — £ )

+ O (), 637)

SV(RY, ) = (TLE Dy v xy — £ px V) + E20RY(B),  (3.38)
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SH(fH, %—H) =n(a2—ﬁ22—2§'H (B)) =SV(€V’S;V)’ (3.39)
0¢'1= ¢ (L= E e £ g o)+ SV (R), (340)
0¢"=e (LEIEByev £ (o) 20y (p), (341)

burada, S#, SV Ricci tensorlerini ve QO Ricci operatdriinii gosterir.
Eger (1 -2n)V(B) + epV(a) =€ (1 — 2n) éA(B) é# ,ise 0o zaman (3.38),
(3.39) ve (3.40) denklemleri asagidaki gibi olur:

SH(xH, gy = n (L2 By i, (3.42)
SY(XY,&Y) = n (CEEE Oy (x7) (3.43)
Q=g (L 2E Dyen, (3.44)
0§V =en (L2 By, (3.45)

2
Ispat. ((MO", ¢H, &1, nH G ve (M°)?, ¢V, EV,1nV,G") trans-Sasakian
indefinite Finsler manifoldlarinda S Ricci tensorii ve r skalar egriligi asagidaki gibi

tanimlidir:
SHXH,YH) = i & GM (RU(ES, XM)YH E[') + & GH (RT (G, XY™, 1),
ri =¥ e SH(E! Ef), vV = X & SV (B! ED),
SY(XY, YY) = XiZy & GV (RV(E{, XYY, Ef) + e GY(R"(E",X")Y", &),

burada { E,EY, ..., EL, &1} (M®)" manifoldunun ortonormal bazini gosterir ve

GH(EP EF) = & dir.

(Benzer sekilde, { EY,EY, ..., Ey,, €'} (M°)? manifoldunun ortonormal bazini

gosterir ve GV(E},EY) = ¢; dir).
YH yerine §¥ alarak
SHXH, ¢1) = X% & G (RY(ES, XM B + e GH (R (E7, X™)EH, &)

buluruz. Burada GH(RHY(&H, XH)EH, EH) =0 oldugundan
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SH(XH, fH) — 12;11 giGH ((“2232) {nH(XH)EiH _ nH(EiH)XH} +
e L (XMGE! — n (EIpX™} +5 (XH (@)pEl —
EFf (a)pX™ } + (EF (B)X™ — XH(BYE! + X" (B (EF)EH —

EF (Byn™ (x™)EMY B,

SH(XH, €)= 37 & (@{UH(XH)G”(EF,EF)} +
e L (XGH (PE!, EM} + £ {x"(a)GH (E!, EI') -

Ef (@)GH (¢X", E') ) +3 (EF(B)G (XM, EY — X (B)GH (EF, B} ),

stx, gy =B gnpi iy — £ e, G (Va, EF )G (X", EF )} +

> (& GH (VB B[ )GH (X, E[') — 2nx" ()}
51 xh, gy = (LI Dy ey — £ (e ) + C2x0 (p) dir

Onerme3.4. 2n+1)- boyutlu ((M®)", ¢, &1, nH, GH) ve (M°)?, ¢V, EV, 1V, G")
trans-Sasakian indefinite Finsler manifoldlarinda

d(Va)=-¢ (1-2n)VR (3.46)

alirsak asagidaki esitlikler bulunur:
(1—22n) XH () — % dXH(a) =0, (3.47)
CRXV(B) — 5 ¢XV(@) =0 (3.48)

£1(8)=0. € (B)=0.

Bu durumda

SH(xH, £ = (CEyH (x) $Y (Y, €7) = (v (V) (349)
dir.

Ispat.

X"(B) = G"(Vp , X") = G" (-

—— X" (a),

1-2n

1—£2n d)(va ) ’XH) =ﬁGH(¢XHa Va )=

vE
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XV(B) =G"(VB,X") =G (— 5, d(Va) , X") = - GV (¢X", Var) =

&
1—

—oX¥(@)

oldugunu biliyoruz. Ayrica Ricci operatdrii olan Q agagidaki gibi tanimlidir:

SH(XH, YH) = GH(QXH, YH) ve SY(XV, YY) = GV (QXV,YY).
SHXH, &) = GM(QX™, &) ve SV (XV,87) = GV(QX",§")
esitliklerini kullanarak

n(a? a?

QXH = ST_BZ)(XH), and QX" = e@(}("),

bdylece de

SH(EH &)y =n (“Zz—ﬁz)’ SV(EY, EV)=n (“22—/32)

0&=en(“LYE, 0= en (LY

buluruz.

(3.50)

(3.51)

(3.52)
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4.1. Konformal Flat Trans-Sasakian Yar1 Finsler Manifoldlar:

(MO, pH, EH nH, GH) ve (M°)Y,¢",&V,nY,GY) trans-Sasakian yar1 Finsler

manifoldlar olsunlar. € Konformal egrilik tensorii asagidaki gibi tammlidir:

CH(xM, YIZH = RI(XM, Yz — =[S, ZM)X™ — " (x™, 2" +

GH(YH,ZM)Qx!" — GH(XH, ZM)QYH] +

r H(yH 7HYYH _
2n(2n—1)[G (Y7, z7)X

GH(XH, ZH)YH] @.1.1)
ve

CYXY, Y)ZV = RV(XY, YV)ZY = s SV (Y, 2Y)XY = SV(XY, 2V)YV +
T
2n(2n—-1)

GV(XV, ZV)Y"] 4.12)

GV(YY, ZM)QX" - GV(X¥, Z)QY"] + [GY(YY,Z")X¥ -

burada R, SH,Q" ver, (M°)" manifoldu iizerinde, sirasiyla, egrilik tensorii, ricci
tensorii, ricci operatorii ve skalar egriliktir. (RY, SV, QY ver de (M°)Y manifoldu
iizerinde, sirastyla ,egrilik tensorii, ricci tensorii, ricci operatoril ve skalar egriliktir).
Eger ((MO)", ¢H, & nf,GH) ve ((M°)?, ¢, &V, nY, G")trans-Sasakian indefinite

Finsler manifoldlari conformall flat iseler, yani

C" = 0veC” = 0ise o zaman (4.1.1) ve (4.1.2) denklemlerinden

1
(2n-1)

GH(YH,ZH)QXH _ GH(XH,ZH)QYH] _

RH(XH, YH)zH =

[SH(YH, ZzH)xH — SH(xH zH)YH 4

———[GH(YH, ZM) X" — GH (X", ZH)YH]

2n(2n-1)
ve

RV(XY, Y)Z¥ = [V (YY, Z)XY = SY(XY, Z)YY + GV (Y¥, Z1)QXV —

1
n-1)
+1)[GV(YV,ZV)XV - GV(X"Y, Z")Y"]

|4 14 |4 V] _
GV (X", 2)QY"] - o

olur.

Yukaridaki denklemlerde esitligin her iki tarafinin WH ve WV vektorleriyle skalar
carpimi alinarak
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GH(RM (XM, YM)ZH, WH) = GH (G [ (r", ZM)XM — sH(x", 21! +

GH(YH ZH)QXH _ GH(XH,ZH)QYH] _

H H H H H H H H H
Zn(2n SIGH (!, ZMX = M (XM, ZM)Y ], W)

vE

GV(RV(XV YV)ZV WV) GV( [SV(YV ZV)XV— SV(XV ZV)YV

GV(YV ZV)QXV _ GV(XV ZV)QYV] _

Viyv 7VyyV ViyV zVyyV 4
2n(2n 1) G (Y Z )X —G (X  Z )Y ]'W )
esitlikleri bulunur.

GH(RH(XH YH)ZH WH)_ [SH(YH ZH)GH(XH WH)

SH(XH, ZHYGH(YH, WH) +
GH(YH, ZHYGH (QXH, wH) —
G XM,z Y™, wh)-
HeyH 7HYCH(yH yHY _
2n(2n 1)[6 Y=, z"e"(x", wt
GH(XH, ZH)GH (YH, WH)]
esitliginde W = &H alinarak

GH(RH(XH, YH)ZH, EH) —

S [SMOYY, ZMe (e -

SH(XH, ZH) ST]H(YH) + GH(YH,ZH) SH(XH,fH) _
GH(XH,ZH) SH(yH’fH)] _

T

€ 5oy GOV, ZM) (XM =61 (X, Z) 't (Y1)

4.13)
bulunur. (4.1.3) denkleminde Y# yerine £ alinirsa

GH (R (XM, &M ZH, M) = e n' (RH (XM, §M)Z1)

= B e i (R (2) — GH (xH, 2H))

SleSH(EH, 2t (X — e UK, 20 +

ent(ZMST(XT, EMGH (XM, ZH) SH(EH, &) -
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aman= 1@ T (XT) & G (XH 2] @.1.4)

olur. (3.38) ve (3.39) denklemleri (4.1.4 )denkleminde kullanilirsa

2_p2
SH(XH, ZH) — [—8 (a 4ﬁ ) +z_:l GH(XH,ZH)+

[ 2n+1) LB 20 iy (2 4.15)
veE

vivv ovy — [ o (@®=B*) | 2] svepy v
S(X,Z)_[e—4 +4n]c(x,z)+

2_p2
[2n+1) Can ¥ e 2 0’ (X¥) (4.1.6)
elde edir, boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
Theorem 4.1.1. Konformal flat trans-Sasakian indefinite Finsler manifoldlar
((MO)", ¢, &%, nH, GH) ve (M°)Y, 9", n",GY) igineger ¢p(Va) = —e (1 -
2n)Vp ise n — Einstein manifoldlaridirlar, burada a ve § (M°®)" manifoldu iizerinde

aB + &% (a) = 0 seklinde tanmimli diizgiin fonksiyonlardirlar. (Benzer
sekilde (M°)Y manifoldu tizerinde af + ¢V (a) = 0 dir).

Sonug 4.1.1. Konformal flat olan (M°)", ¢, &1, nf, G*) ve
(M%7, ¢Y,&V,nY,G")a — Sasakian indefinite Finsler manifoldlar1 n —

Einstein manifoldlardirlar.

Sonug 4.1.2. Konformal flat olan ((M°)", ¢, &1, nH, G*) ve
(M%7, ¢Y,&V,nY,G") B — Kenmotsu indefinite Finsler manifoldlar1 n —

Einstein manifoldlardirlar.

4.2. Weyl Yari-Simetrik Trans-Sasakian Yar Finsler Manifoldlar:

Bu boliimde Weyl yari-simetrik trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlarini
calistik.((MO)", ¢, EH nH, GH) ve ((M°)?, ¢V, &Y, 1Y, GV) trans-Sasakian indefinite
Finsler manifoldlar1 Weyl yari-simetriktir denir, eger R¥.C" = 0ve RV.CY = 0 ise. Weyl
konformal egrilik tensérii C = CH + CVa sagidaki gibi tanimhdir:
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CH(XH, yH)zH = RH(XH yH)zZH —

, ZM)XH —

SH(XH ZHYH 4 GH(YH 7H)QXxH — GH(XH, ZH)QYH] +

[GH(YH, ZH)XH — GH(XH ZH)YH]  (42.1)

2n(2n 1)

veE
cV(x¥, Y")z" =RV (X", YV)Z" — (2 G IS (Y, 20XV — SY(XY, Z2)YY +
GV(YV, ZV)QXV GV(XV, ZV)QYV] [GV(YV,ZV)XV _
GV (XY, ZV)Y"]

2n(2n—1)

4.22)

burada, R”, SH,Q" ver, (M°)" manifoldu iizerinde, sirasiyla, egrilik tensorii, ricci
tensorii, ricci operatorii ve skalar egriliktir. (RY, SV, QY ver de (M°)”) manifoldu
iizerinde,sirasiyla,egrilik tensort, ricci tensori, ricci operatorii ve skalar egriliktir).
(4.1.1) esitliginin her iki tarafimin £ vektorii ile skalar ¢arpimi alinirsa
GH(CH(XH, YH)ZH  €H) = GH(RH(XH, YH)ZH ,&H) —

H(yH 7H\-H(yH gHY _
S ISMOY, 26 (X, )
SH(XH, ZH)GH(YH,'EH) + GH(YH,ZH)GH(QXH,fH) _
GH(XH ZMGHQYH, §M] +
[GY(Y", Z7)G™ (X", €) — G™ (X", Z2")G" (Y™, €")]

2n(2n 1)

bulunur.
£ (CH (X", Y)ZH) = £y (RH(x¥,Y)Z) — L [e SH (Y™, 20) ¥ ()
e SH(XH, ZHYpH (YH) + GH(yH ZH) _
GH(XH, ZH)SH (YH, 1] + [GH(YH ZHynH (XH) —
GH(XH, ZzH)nH (YH)] (4.2.3)
(4.2.3) denkleminde Z* = &# alarak
e (CH(XH,YH)EH) =0 4.2.4)
bulunur. (4.2.3) denkleminde X* = Y* alirsak da
ent(CH(XH, XM)ZH) = e (RHE(XH,X1)ZH)=0 4.2.5)
olur. (4.2.3) denkleminde X* = ¢ aldigimizda
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e (€ (£",Y1ZH) = e (RY(£1,Y)ZH) - (e (Y, 21) -
£ SH(EN, ZMnt (Y + G (Y", Z7) ST (€M, ) —
e (ZMSH VM, M) + Z(GH (77, 21) -
e (Z2"n" (r'h)] (42.6)

olur. (3.36) ve (3.43) esitlikleri (4.2.6) esitliginde kullanilirsa

(a2 — 2 —281(B))
4

ST]H(CH({:H,YH)ZH) — GH(¢YH,¢ZH)

1 2 _ 2

(2 —y —eSH(YH, ZH) + ¢ (M)nH(ZH)T}H(YH)
_ne-FY) z_ﬁ )G”(YH,ZH) + e—n(azz_’gz)n”(Y”)nH (ZH)I
tonn=1D [GH (Y™, Z") —en™ (ZF)n" (Y ™)]

yada

(a® — B* — 28" (B) b,
4(2n—1) 2n(2n

(&R, Yz = [—e 5 l GH(YH, zH)

(@*-p*-28"(p)) H H
[(2n+ 1) 4(2n-1) 2n(2n 1)] 77 (Z )77 (Y )+

H H H
(Zn S SH(YH, Z%) 4.2.7)

bulunur.

Eger((M%)", ¢, &H,nH, G") manifoldu Weyl yar1 —

simetrik ise, yani R”.C* = 0 ise, 0 zaman

RE(XH, YH)CH(UH, VH) WH — CH(RH(XH, YH)UH, VH) WH —
CH(UH, RH(XH, YH)VH) WH — CH(UH, VH)RH (XxH, YH) WH =0 (4.2.8)

dir. (4.2.8) denkleminde X yerine ¢ alinip esitligin her iki tarafinin £ ile skalar ¢arpimi

alinirsa

e GH(RE(EH ) YH)CH(UH, VE)WH | &H) —
c GH(cH(RH(EH'YH)UH’ VH) WH , 'SH ) _
SGH(CH(UH,RH(EH, YH) VH) WH, S;H)_
e GH(CH(UH, VEY)RE(EH ,, YHYWH, §HY) =0



29

olur. (3.29) denkleminden

_p2_ozH
(a?-B* 425 3)) [eGH(YH cH(UH, VEYWwH) -UH(YH)TIH( CH(UH, vH) WH)] -

(a?-p2-284(p))
4

UM CHEH, v wH)]

[e GH(YH, UM)n"(CH(CER, VY WH) —

2_p2_ozH
_(a’ B 425 8) [8 GH(YH,VH)T]H(CH(UH, gH) WH)—
n? (VHnt(cH U, YH) wH)]

2_p2_ozH
_ (a“-B 425 (B)) [8 GH(YH,WH) T]H(CH( UH , VH) fH) _

nf(WHn" (CH U™, v YH)] =0 (4.2.9)

dir.
(4.2.9) esitliginden GH(Y®, cH(UH, VEYWH)=C WH, VH, WH YH)almarak
c é(UH, VH, WH,YH) -T]H(YH)T]H(CH(UH, VH) WH) o

e GHYH, U A (CH (g, vy wHy+nH (Ut (CH(YH, vy wH)

-€ GH(YH, VH) 7,’H( CH( UH , EH) WH)+ nH(VH)nH( CH(UH, YH) WH - GH(YH,WH)
nf(CHCU™, VI E) + nf W " (CHUH, v YT) =0 (4.2.10)

elde edilir. (4.2.10) esitliginde Y# = U¥ alip (4.2.4), (4.2.5) denklemleri kullanilarak,
C(UH, VH, WH UHY— GHUH UHmH (CH(EH | VH) WH)

SGHU,VH) nH(CH( UM, )Y WH) + & nH (WH)pH ( CH(UH, VH) UH) = 0 (42.11)
bulunur.

(M%)" manifoldu tizerinde {Ef,EZ,...,EX  &"} ortonormal bazi i¢in U#
=EM alipi, 1 <i<2n+ 1, iizerinden toplam amnirsa ( (M°)? iizerindeki ortonormal baz da {

EV,EY,..,EY &}, GY(EV,EV) = ¢, dir):
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2n+1
Z g C(ER, vH, wH EM)

i=1
2n+1

_ Z & GH(EH EH)T]H(CH(EH, VH) WH)

i=1
2n+1

- Z g GH(EH, v (CH(ER, ey wH)

i=1
2n+1

+ Z g GH(EH, vt (cH(E!, ey wH)

i=1
2n+1

+e ) WhE " (CH (L, VIDE!) = 0.

4.2.12)

(4.2.7) denkleminden

a?-p2—24(p)) r
4(2n-1) 2n(2n—-1)

T]H(CH(fH,VH)WH) — [_S ( lGH(VH' WH) +

| n# vy owy —

(a?-p2-28"(p))
[(2n+ 1) 4(2n-1) 2n(2n 1)

HeyH yH
(an)S(V w).

2n+18 GH(E VH)nH(CH(ElH , EH) WH) —

2n+1g GH(E VH) .,,]H( CH(fH 'ELH) WH)

_ [ . @®=p*-28) r 241 H H\ cH(pH ywH
B [ € 4(2n-1) +2n(2n—1)] G (E 4 )G (Ei 'W )

“2—.32—2511(/3)) _er
4(2n-1) 2n(2n—1)

—l(2n+ 1)( lSGH(EH,VH)nH(EH)nH(WH) +

1 2n+1 H H H/pH H
@1 &G (E ey S (Ei,W )

_ [ _ (@=p2-28p))

H(yH |yH
4(2n-1) 2n(2n—1)] GE(VE,WE)

3 (@2-B>-267(p)) H H
[(2n+ 1) 4(2n-1) 2n(2n 1)] T] (V )77 (W )+

SHVH, WwH)

(211 1)

=i (CH(E, vIHwH) (4.2.13)
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2n+1 g T]H(CH(E VH)EH) — 2n+1 g T]H(RH (E VH)ELH) _
_r
(2n-1)

SHEHR, EFn" (Vi) — eGH(EF, EH) SH(VH, E7) +
eGH(VH EF)SH(EH, eM)] +

r
2n(2n-1)

nf(vihecH(EF, EF))] (4.2.14)

2n+1 & [SH(VH EH) T]H(EH) _

GH(VH, ENe ™ (B —

= —e SHVM, §M) — o SH M, ) + L (V™)

2"+1HHH H(y7H zH r H(yH
e SIELSH(VH, €M) — I SHVH, €) + Ly (V™)

2n+ D (VH) =0 (4.2.15)

2n(2n 1)

(4.2.1) denkleminden
2n+1€C(EH VH WH EH) ZZ"HSGH(ELH,CH(EL-H, VH) WH)

22n+1 GH(EH ,RH(E-H, VH) WH _

H H H H _ H H H H
S [SM(V!, WHER — SHER, W V! +
GH( VH' WH)QEH - GH(EH' WH)Q VH] +

[GH(VH, WHE] —

2n(2n 1)
GH(E, WH)VH]) ¢
=Y e GHE! RAES, VY WH) +

-1
[(Zn 1)ZZH+ISH(VH, WH)SLGH(ELH,ElH) +

(Zn 5 22n+15H(EiH, WH)SiGH(VH,EiH) _

G S GV, WheGH (QE! E) +

G TEELGHE!, WwheGH (Q VL ER | +

2n(2n 1) 22n+1 GH(VH, WH)ELGH(ELH,ELH) _

I GH(EL, We Gl (V! )]

—SH(VH WH) (2n+1) SH(VH WH)"F



—— SH L GH(VH, wH)+
(2n-1) (2n-1)
H H H H H H
(ZHI)S(V W)+ G(V wH) =0.
2n+1 2n+1 2n+1

E g C = E (GH(EF Ef nf + E g GHER, vIYnH (CH(EF, ) wH)
2n+1

— & ) WM (CEL, VOE! = 0

(4.2.13) ve (4.2.14) denklemleri (4.2.15) denkleminde yerlerine yazilarak

CntDnR(CHCET, VY WH)—pf(CH (M, VI W)

_ _ . (@*-p*-28H(p)) HeyH ywH
2]’1[ € 4(2n-1) +2n(2n 1)]G (V w )+

(@®-p*-28"(B) _ er H (7 H\pH (WH
2n [(2n+ 1) 4(2n-1) 2n(2n—1)] n (V )n (W )+

H H H
(an)S(V WH) =0,

2_p2_ozH
SHH, wH)=| - CEZEE) 4 L GH(vH, wH)

_ _ H
+[@n + 1) CEZEED £ ity i, 4.2.16)

4

2_p2_ H
SHH, BN = | —e 2B 4 LI GH(vH B, i=1,..,2n 42.17)

a?-p2-2¢7(p))

SH(E;",Ef’)=l—e ( " +ﬁlGH(EiH,EiH) (4.18)

SHH, € = [—e (or 2 e) 2—] GH Y, £
#|@n+ -7 -27@) _ o | @ cen
4 2n
— Kn (w)ﬂ " (V) (4.2.18)
SH(gH, gy=n (L0 (4.2.19)

2n+1 SH(E EH) — SH(E EL'H)+SSH(EH: EH)
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_ l_g (a? — B2 ; 28H () +%IZ& GH(EM, M)

2_p2 _o gH 2_p2_ozH
+en( B 225 (B))=2n[—€ (a*-B 425 (ﬁ))_l_

2_p2 _ H
2 aen (228 B
bulunur. Béylece manifold #-Einstein manifoldudur.
Teorem 4.2.1. Weyl yari-simetrik olan (2n+1)-boyutlu ((M®)%, ¢, EH,nf, GH) ve
((M®)?, ¢V, &Y, n¥,G") Trans-Sasakian yar Finsler manifoldlar1 #-Einstein manifoldlari

olurlar, ve ancak

(1-20)V(B) + e¢V(a) =€ (1 — 2n) {7(B) &M

Ispat. o, B (M°)" manifoldu iizerinde af + & (a) = 0 seklinde ve
(M®)Ymanifoldu iizerinde aff + ¢"(a) = 0 seklinde tamimli fonksiyonlar iken eger

¢(Va) = — e (1 —2n)Vp ise, 0 zaman denklem (3.50) den,(4.2.16) denklemi
(@*=p*) 1
HyH wHY = | _ H(yH yH
S(V,W)—[s 2 +2nG(V,W)
2n + 1) & _ET] iy i 4220
+[c2n + 1) B2 —EL] i g ew (4.2.20)

HeyH gHY — (M2 =BD N HewHY oViyV 2V — (@=BD v pv
SHXH, gH) = CE By (), SV (XY, 6V) = (v (xY)
seklinde yazilir. Boylece (3.50) ve (4.2.10) denklemleri (4.2.1) denkleminde kullanilirsa

C(LIH, VH, WH,YH) - T]H(YH)T]H(CH(UH, VH) WH) _
G (Y, UM (CHCEM, VY W) + et (UM (CH (Y, VI W) - GHrH, V)
"t (CHQU™, €)Y Wiy +enf (VHnt (CHQUM, Yy WH - GH v, wH)
nH(CH(UH, V) &Y + eni(WEpH (CH(UH, V) YH) = 0 (4.2.21)
olur. (4.2.3)denkleminden,
e (YUY, V) WH) = en (Y (RT(UH, V) WH) —

ﬁ [e SH(VH, WH) pH (UH)nH (YH) —
e (UM, W (VI (VM) +
GH( VH) WH ) SH(UHJ EH)WH(YH) -
GH (UM, wHHSH(VH, EMnH(YH)] +
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er
2n(2n-1)

GHUH, whnH(vinH (yH)] (4.2.22)

[GHCVHE, WUt YT -

iy T]H(UH)T]H(CH(YH, VH) WH) = —¢ T]H(UH)T]H(RH(YH, VH) WH)
1
(2n-1)

e SHQYH, wipH (vFyn (UH) +

GH( VHI wH ) SH(YH' EH)T’H(UH) -
GH(YH, WH )SH( VH'EH)T,’H(UH)] _
ﬁ[GH(VH' WH)nH(YH)nH(UH) _

GH(YH, whnH(vinH(UH))] (4.2.23)

[e ST CVH, W) nH (YnH (UH) —

-ST]H(VH)T]H(CH(UH, YH) WH) = —¢ T]H(VH)T]H(RH(UH,YH) WH)
+ 1
(2n-1)

e STUH, WinH (Y®)n" (V) +
GH(YH' wH ) SH(UH' EH)WH( VH) -
GH(UH' wH )SH(YH' EH)nH (VH)] -
o6 O, WHnH (U (V) —

GHUH, wHnH(yMnH (VH)] (4.2.24)

[e STQYH, W) nH (U)n" (VH) —

-enf (WHnf(CH U, VIOYT) = —en® (W )n" (RT(UH, V)YH)
Lt
(2n-1)
& SH(UM, Yy (ViyH (W) +
GH( VHI YH) SH(UH) EH)T]H( WH) -
GH(UH' YH)SH( VH) EH)T]H( WH)] -
oG (VY U tn (W)

GHUH, YMnH (vEnH (WH)] (4.2.25)

[e STCVHYH) nf (U)nH (WH) —

denklemleri bulunur. (4.2.22), (4.2.23), (4.2.24) ve (4.2.25) denklemleri (4.2.21)
denkleminde yerlerine yazilarak,

CUH, VH, WHYHY=¢gpH(YH)nH (RE(UH, VE) WH) —

en (U REYH, VY WH) — e (VIOnH (R (UM, YH) WH) —

en (W (RA(UH, VINYH) — < [GH(VH, WH) S7 (U, EM)n" (Y) —
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GH UM, wH)SH(VH, EDn (V)] +

S [GH (Y, W) SHCr, g (UM) —

GH(YH, WH)SH(VH, et U]+ L [GH (Y, W) SH(UM, €t (V) -

G (UM, WHSH(r, gy <VH)]+ s Le STV YT U (W) -
e SHQUH,YH ! (VI (WH) + GH(VH,YH) SHUH, et (W) -

GH (UM, YIS (VH, €Myt (WH)] — [GH (VH, Y™ (U (W) —

2n(2n-1)

H(yrH VH\nH ( VHNH (147 H (@*-B»H  r H(yH \WHYrHyvH J7H
G UM, Y (VI (W] + | —e ST | GH (i, WG (YT, UM +

[(2n+ 1) i‘zZHBl; 2n(2n 1)] n (VH)UH(WH)GH(YH UH) N

SHVH, WH)GH(YH UH) + [8 (@*-p*-28"(B)

(2n-1) 4(2n-1)

_nR2_ H
GH(UH, WH)GH(YH’VH)+[ (2n + 1) (a®-p2-281(B)) n

2n(2n-1) 4(2n-1)
2n(2n 1)] nt (WH (UG (YH, V) + SH( UH, wWIGHYH, VE) =0
bulunur.

Teorem 4.2.2. (2n + 1)-boyutlu (n > 1) ((MO", ", EH nH,GH) ve
(M), ¢",&V,n",GV)Weyl yari-simetrik trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlarinda eger
¢(Va) = — & (1 —2n)VpB almrsa, o zaman C (UH, VA, WHYH) =0 ve C WU", VY,
WV.YV) =0 olur. Béylece R?.C" = 0ise CH = OveR".CV = 0ise C¥ = 0 dur.

Sonu¢ 42.1. (2n + Dboyutlu (n > 1) ((MO)h,@H € nH GH) ve
(M%7, Y, &V,nY,GY)Weyl yan-simetrik trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlari eger
¢(Va) = — e (1 —2n)Vp ise conformal flattir.

Sonu¢ 422, (2n + Deboyutlu (n > 1) ((MO)h,@H € nH GH) ve
(M), ¢",&V,n",GV)Weyl yari-simetrik trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlar1 eger
¢(Va) = — e (1 —2n)Vp ise quasi constant egriliklidir.

Ornek 4.2.1. F3 = (R3, (R®)°,F*) yan Finsler manifoldunu diisiinelim. (R3)° =
R®/{0}, 6 boyutlu bir reel C*® manifolddur ve TR3, R® 'iin tanjant demetidir. R {in bir

koordinat sistemi {(U, @): x1, X, x3} seklinde ifade edilebilir; burada U, R3 ‘iin bir agik
altmanifoldu ; herhangi bir x € U igin, ¢:U — R3, bir diffeomorfizmdir ve ¢(x) =

(x4, x5, x3) olarak tamimlanir.
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5} 0 d d d d .
{ﬁ,ﬁ,@},(T(Rﬂo)Huzaymda Ve{ﬁ,ﬁ,ﬁ},(T(RB’)O)V uzaymda bir

bazdir. VXV € (T(R3)%)Y ve VX" € (T(R?)%) i¢in,

XV _ XV a XV a XV a
= X (x;y)a—yl‘l' 2 (x'}’)a—yz‘l' 3 (x'y)a_yg'
XH _ XH a XH a XH a
=X (x'}’)ﬁ‘i‘ 2 (x,y)ﬁ+ 3 (x,Y)ﬁ»
dir, bdylece, herhangi bir X € T(R3)° i¢in, X = X/ (x,y) % + X/ (x,v) aiyi
dir. n 1-form

u,n=n+n" =nf(x,y)dxt + 1Y (x,y)6y (i =1,2,3),n" € (T*(R®)")" ven' €
(T*(R3)%)Y seklinde tammlidir.

) H_°2 8 pu_ _£8 _ &H vektor alanlart (T (R3)°)"nin her
x328x1° T2 T xz28x2 '3 T 26x3

EN =
noktasinda lineer bagimsizdirlar. G Sasaki Finsler yar1 metrigini asagidaki gibi alalim,
GH(ET, &™) = GM(Ef,E) = G"(E],§") =0
G (E{Ef') = &, GH(E}, E}) = &, G"(§7,§") = €.
v ZH € (T(R3)%)! i¢cin n* 1-formu asagidaki gibidir:
n"(Z") = eG"(Z",&") = eGH (2 Ef' + 2,E5 + 238",8") = 23
¢ (1,1) tensér alam da asagidaki gibidir:
o"(E1) = E5, o"(Ef) = —E{, 9" (§") = 0.
0 zaman @ tensériiniin lineerlik 6zelligini kullanarak,
ZH = 2.Ef + z,El + 25 &0 WH = w EF + wyEN + wy EH
¢ (Z") = Q" (2 El + 2B} + 25 8") = 2. M (EY) + 2,07 (EJ) + 25 M (§7)
" (Z") = 2B} — 7,E{
" W) = " (WES + WES + w3 £7) = wi " (ET) + wp” (E}) + w3 9" (§1)
¢ (WH) = wiE]l — w,Ef!
(@2 (Z") = —z,E]' — zEf' =-Z+n"(Z")¢"

buluruz. Boylece her Z € (T(R3)%)H ve her W € (T (R3)°)# i¢in sunu elde ederiz:
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G (" (™M), " (W) = 6H(Z", WH) —en" Z") n" (W)
Boylece ((R3)%)H, ¢, &1, nH, GH) iizerinde hemen hemen degme yar1 metrik
yapiy1 kurmus oluruz. (V, G yar1 -metrigi ile ilgili Levi-Civita konneksiyonu gosteriyor.)
O zaman sunu elde ederiz:

[E, Ef]=0,[Ef,§"] = — —Ef'  [E5,§"] = - Ef'.

X3
Koszul formiiliinii kullanarak,
26" (g, EfY) = —GM(EF, (€7, Ef 1) — GM(&", [Ef, EF]) + GY(Ef [ Ef, €"])
=2G6"(—=Ef, Ef").
X3
Boylece,
Vené = —iE{’ ,VenEf =0,
Yine Koszul formuliinii kullanarak sunu elde ederiz:
26" (Vyng", E) = —G"(Ef [€", Ef']) — GH(&¥, [EY, ED) + G¥ (B, [, ¢"])
=2G"(—=Ef, Ef.
X3
Boylece,
c
VER gH — _ —
d x3

Ayrica Koszul formulunii kullanarak sunu elde ederiz:

EH v"EH =0,

267 (Vopg", Eff) = —GM(ES, (¢, EF' 1) — G™ (", [ Ef!, E§]) +
G"(EY [ Ef,€"N=26" (- - Ef', Ef).
3

Boylece,
Vet = —x—‘z Efl, VenES =0.

Benzer sekilde,
26" (Vyn B, B ) = — 6" (EL, [EY, Ef' 1) + G"(Ef, [EY, EX]) -

Gl LY, EY)
- ZG”(—;—gEf, EF)=0.

Boylece,



38

€ oH H € rpH
Ve Eff = ——EM V u Efl = —— E¥.
EH Bq x, 1 VEH B2 Xy 2

Buldugumuz denklemleri kullanarak, su sonucu elde ediliriz:
(VHE") = 2, Vg + 2,V pug! = (—x) —Ef — (xp) - EJ' .V X € (T(R))M.
1 2 X3 X3

Yukaridaki denklemler, ((R3)%)H, ¢, &H,nH, G!) hemen hemen degme yar metrik
manifoldunun,a = 0, g = — 326—8 icin (3.3)'l sagladigini gosterir.Yukaridaki sonuglardan
3

faydalanarak su dogrulanabilir:

RH(E{I' %—H) fH = -

2
2x5

RF(EF, §) &M = —o— B,

2x3°
RH(EH, EMYEH = 0,RH(EH, EF)EF =0

&3 GM(RU(ET, §") &M, Ef)+e; G (RM(EY, EY') Ef', EZ)+
&, GH(RM(EY, E7) E7', E5') = S"(EY, E5')=0,

g3 GH(RU(ET, §M) &M, €M) +

e GH(RY(E{, Ef) Ef', §" )+ &, GH(RT(EY, EJ) EF, &) =
SH(EY, §%) =0,

g3 GH(RU(EF, §M) &M, €M) +

& GH(RY(E, Ef) Ef', §" )t &, GH(RT(EY, EJ) EF, &) =
SH(ES, §%) =0,

1
.X'32

SH(EH, §M) =& GH(RU(EL, §%) &%, EI) + &,GM(RM(EF, §") &M, E5D=—

SHCES, Ef)=SH(E}, Ef)=——
3

SHCEf, Ef)+SH(E], Ef)+SH(EH, ¢y =— 2.

.X'32
SHCEf, Ej)=SH(Ef, §)=S"(E], ") =0
SHCE!, ") =— = &G" (E!!, E[")
3

i=1,2,3,a=0,p=-2=

X3

Buna gore, M bir Einstein manifoldudur.



BESINCi BOLUM
SONUC
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5.1. SONUC

Bu calismamizda yar1 Riemann manifoldlarinda tanimlanmig olan trans-Sasakian
yapilart yar1 Finsler metrigini kullanarak yar1 Finsler manifoldlarina tasiyip bir genelleme
yapmis olduk. Ayrica (2n + 1)boyutlu (n > 1) ((MO", ¢H &5 nH GH) ve
(M), ¢",&V,nY,GV)Weyl yari-simetrik trans-Sasakian yar1 Finsler manifoldlarinda eger
¢(Va) = — & (1 —2n)VpB almrsa, o zaman C (UH, VA, WHYH) =0 ve C WY, VY,
WV,YV) = 0olur. Béylece R?.C" = 0ise CH = OveR".CV = 0ise C¥ = 0 dur.
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1-Form, 5, 10, 29, 30

-D-
Degme Yapilar, v, 2,4, 7, 8, 36

-E-

Eienstein manifold , 22, 27,32
Egrilik tensorii , 2 , 21, 23

-F-
Finsler vektor demeti, 5, 7

-R-

Riemann metrik,2,7,8
Ricci Tensord, 17, 21, 23
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-S-
Sasaki metrik, &, 30

-T-

Tensor Alanlari, 5, 7, 8, 30
Trans-Sasakian, v, vi, 2, 11, 12, 16, 17, 21,
22,23,27,29, 34, 36

-V-

Vektor, 5,7, 8, 10, 11, 12, 30

-Y-
Yar Finsler metrik,v,2,7,8,9,10,12



