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viii
SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

L(f,x) L operatoriiniin f fonksiyonuna uygulanmasi

m3f (f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna diizgiin yakinsamasi
Cla,b] [a,b] araligindaki siirekli fonksiyonlarin uzay1

C[0,) [0, 00) araliginda stirekli fonksiyonlarin uzay1

CB|[0,0) [0, ) araliginda sinirl ve siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1
o(f; 0) f fonksiyonunun siireklilik modiilii

p (x) Agirlik fonksiyon

Bp|[0,0) |f ()| < Mgp (x) sartin1 saglayan fonksiyonlar uzay:

C,[0,) B, [0, ) uzaymdaki siirekli fonksiyonlar uzay:

C, {f € Cp: |;Hinoo% € R} alt uzay1

£, B, [0, ©) uzaymnda tanimlanan norm

S.(f, x) Szasz Operatori

L,(f, x) Szasz Operatoriiniin Brenke tip genellestirmesi

C*[a, b] f.f',f" € Cla, b] olan fonksiyon uzay1

I ll¢ [a,b) C[a,b] uzaymdaki Il - ll¢ (q,5) = g;gécbﬂ - | ile taniml1 olan norm

I+ 2 p) Iflczpa,py = Mfcapy + 1 Ncrap) + If"lciap ile tanimli olan norm
C?[0, ) f.f', f" € C[0,00) olan fonksiyon uzay1

C%[0, ) f.f',f" € Cg [0, ) olan fonksiyon uzay1



1. GIRIS

Fonksiyon uzaylarinda “stirekli fonksiyonlara yaklagim” problemi ilk defa 1885 yilinda
Weierstrass tarafindan ele alinmustir. Weierstrass, [a,b] araliginda siirekli her f
fonksiyonuna bir polinomla yaklasilabilecegini ifade etmistir [1]. Ancak Weierstrass bu
polinomlari bulunma kosullar1 ve ne tiir polinomlar oldugunu hakkinda herhangi bir bilgi
vermemistir. Ardindan birgok matematik¢i bu teoremde ifade edilen polinomlart agik bir

sekilde ifade etmislerdir. Bernstein bu polinomlarin agik bir formu 1912 yilinda

(o]

B, (f,x) = Z f (S) () xa-om* (=12,..)

k=0
bi¢iminde verilmistir [2].

Bernstein polinomlarinin sinirsiz araliga bir genellestirmesi 1950 yilinda Szasz tarafindan

verilmistir [3].

Bu caligmalar analiz ve fonksiyonlar teorisinde yer alan ve matematigin birgok daliyla
iliskili olan aragtirma konularindan biri de lineer pozitif operatorlerle yaklasim konusunu
ortaya ¢ikmasini saglamistir. Birinci olarak, 1951 yilinda Bohmann toplam bigimindeki
lineer pozitif bir operator dizisinin [0,1] kapali araliginda siirekli bir fonksiyona diizgiin
yakinsamast igin yalnizca ii¢ kosulu gerceklemesi gerektigini ifade ve ispat etmistir [4].
Ikinci olarak, 1953 yilinda yaklasim teorinin temel teoremi Korovkin tarafindan
verilmigtir. Bu teorem kullanilarak [a, b] sonlu araligindaki lineer pozitif operatorlerin

yaklagim 6zellikleri incelenmistir [5].

Daha sonra Széasz operatorleri gibi birgok operatorler sinirsiz araliklarda tanimlanmaigtir.
Sinirsiz  araliklarda yaklasim problemi, agirlikli uzaylarda arastirtlmistir.  Agirlikli

uzaylarda yaklasim kosullar1 ve Korovkin tip teorem Gadjiev tarafindan verilmistir [6,7].

Lineer pozitif operatorler dizisi tanimlamada en genel yontemlerden biri de dogurucu

fonksiyonlarin kullanilmasidir [8].
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Bu tezde Varma, Sucu ve I¢dz tarafindan calisilan Szdsz operatorlerinin Brenke tip
genellestirmesi olan bir lineer pozitif operatorler dizisinin yaklasim &zellikleri

incelenecektir [8].

Bu operatérler;

Burada 4 ve B
A(t) = Z a.t’, ag#0
r=0

B(t) =Zbrtr, b0 (r =0)
r=0

biciminde tanimli analitik fonksiyonlar olmak iizere

A®BGD = ) peCOts,  el<R
k=0

esitligi ile liretilen
K
Pr(x) = Zak_rbrxr, k=012,..

r=0

polinomlar1 yardimiyla

Ly (f;x): = m;pk(nx”é)

bigiminde tanimlanmuistir.

[3, 9, 10] de bu operatorlerin 6zel hallerinide kapsayan Szasz operatorlerinin

genellestirmeleri ¢caligilmistir.

Bu tez birinci boliimii giris olmak tizere dort boliimden olugmaktadir.
Ikinci boliimde lineer operatdrler dizilerinin temel kavramlari yaklasimma dair temel

teoremler verilmistir.



Uciincii bélimde Varma, Sucu ve I¢oz tarafindan tanimlanan L, operatorler dizisinin

yaklagim 6zellikleri incelenmistir.






2. TEMEL KAVRAM VE TANIMLAR

Bu béliimde, Lineer pozitif operatorlerin tanimi, 6zellikleri ve yaklagim hizi ile ilgili tanim
ve lemmalara yer verilmistir. Bilinmelidir ki yaklagim teorisinin amaci herhangi bir
fonksiyonunun daha kullanisl olan farkli bir fonksiyon tiiriinde gdsterimini elde etmektir.
Bundan dolay1 bu kisimda Weierstrass tarafindan 1885 yilinda ifade edilen, siirekli her f
fonksiyonuna polinomlar dizisi ile yaklasilabilecegiyle ilgili teorem verilmis ve Cl[a, b]
uzayinda Korovkin teoremi ispatlanmistir. Ayrica, agirlikli uzayda yaklasim ile ilgili
tanim, onerme ve teoremlere deginilmistir. Bunlara ek olarak, fonksiyonlarin degisim

mertebesi ve sonsuz kii¢tilenlerin karsilastirilmasina iliskin tanim ifade edilmistir.

2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim

X ve Y normlu fonksiyon uzaylari olsun. X den aliman her f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonu karsilik getiren bir L kuralina X den Y ye bir operator denir. f € X ve x, g nin

tanim kiimesine ait olmak tizere g(x) = L(f; x) bi¢ciminde gosterilir [11].

2.1.2. Tanim

L: X — Y bir operator olsun. Her f;, f, € X ve a, f € R olmak {izere

L(afi + Bf2; x) = aL(fy; x) + BL(f; x)

esitligi saglanmyor ise L ye lineer operator denir [11].

2.1.3. Tanim

L: X — Y lineer operator olmak iizere, kabul edelim ki

X"'={f€X f(t)>0}

ve



Y* ={gevY:g(x)>0}

olsun. Eger, X uzaymnda tamimlanan L lineer operatdrii X* kiimesindeki her bir f
fonksiyonunu Y* kiimesinde bir fonksiyona doniisiiyor ise L operatoriine, lineer pozitif
operator denir [11]. L lineer pozitif operatdr ise L (X) € Y* saglanir. Yani f(t) = 0
oldugunda L (f;x) = 0 olur.

2.2. Lineer Pozitif Operatorlerin Ozellikleri

2.2.1. Lemma

Lineer pozitif operatdrler monotondur [11].

1spat

Gergekten; f > g ise f — g = 0 dir. L operatoriiniin pozitifliginden

L(f —gx)=0

ve L operatoriiniin lineerliginden

L(f;x) —L(gx) =0

olup

L(f;x) = L (gx)

elde edilir.

2.2.2. Lemma

L lineer bir pozitif operator ise, o takdirde

ILCOI = LASD



esitsizligi gergeklenir [11].

1spat

Herhangi bir f fonksiyonu i¢in

—Ifl =f=Ifl (2.1)

olur. L operatorii lineer pozitif operatér oldugundan dolayr monoton artandir. O zaman

Es. 2.1 ifadesinden

L=If1) = L(f) = LAfD (2.2)

esitsizligi yazilabilir. L operatdriiniin lineerliginden

L=1f 1) ==LAfD

olur. Son esitligin Es. 2.2 ifadesinde kullanilmasiyla

—LAfx) =L (f;x) <L (If;x)

esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla lemma nin ispati tamamlanir.

2.3. Lineer Pozitif Operatorlerin Yaklasim Hiz

Yaklagim teorisinin bir diger 6nemli problemi yaklagim hizidir. Yaklagim hizi, n — oo iken

&n = 0 olmak iizere

|Ln(f(t);x) _f(x)l < C&

esitsizligini gercekleyen &, dizisinin bulunmasiyla belirlenir, burada C sabiti n indisinden

bagimsiz bir sabittir.



Yaklagim teoresinin énemli problemi olan yaklasim hizi kavramiyla ilgili hesaplamalari
yapmak i¢in bir¢ok ara¢ kullanilir. Bu amagla, ilk olarak siireklilik modiili kavrami

tanimlanip daha sonra siireklilik modiiliiniin 6zellikleri verilecektir.
2.3.1. Tanim

f € C[a,b] olsun. § > 0 reel sayisi igin

w(f; 8) = sup |f(x)—fI

bi¢iminde tanimlanan w(f,§) fonksiyonuna, f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir
[5,12].
Stireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri gercekler.
i) w(f; 8) 20,
i) 8 < 8 ise w(f; 6) < w(f; 5,),
iii) lai_r)r(L)a)(f, §) =0,
iv)  Herm € Nigin w(f; mé) = mw(f; §),
V) Her 2 € R* i¢in w(f; 16) < (A + Dw(f; §),
vi) If(®) = fOIl < w(f; |t —x))
ve

[t—x|

vi)  1f@®) - f@l < (R4 1) o(f; )
1spat

) Siireklilik modiilii tanimindan agiktir.



i) 6, < 6, icin {f@) — f(x)|:t,x € [a, b] ve |t — x| < &;} klimesi
{lf () — f(x)|: t,x € [a,b] ve |t — x| < §,} kiimesinin bir alt kiimesi oldugundan, bolge

biiylidiik¢e alinan supremum biiyliyecegi 6zelliginden dolayi ispat agiktir.

iii)  f fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli oldugundan ayni zamanda diizgiin siireklidir.
Yani keyfi € > 0 igin en az bir n > 0 vardir oyle ki |t — x| < 71 kosulunu saglayan her
t,x €[a,b] igin |f(t) — f(x)] < e olur. Eger § < n segilirse siireklilik modiiliiniin

tanimina gore;

w(f,8) == sup ]lf(x) —fl<e

x,y€la,b

olup buradan

%irréw(f, 6) = 0 bulunur.

iv) Siireklilik modiilii tanimindan m € N i¢in

w(f;mé) = JSup If(@®) = F(l
|t'—x|s;n6

esitligi yazilabilir. Eger

|t — x| <mé

ise

x—mé<t<x+mé

olmak tizere t = x + mh se¢imiyle |h| < § icin

w(f;mé) = xfelffb] |f (x + mh) — f ()]
|h|<8
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esitsizligi elde edilir. Diger yandan

oo

f(x+ (k+ 1Dh) — f(x+ kh)

Sup |f(x +mh) — f(x)| = sup
k=

x€[a,b x€[a,b]
|h|<6 |h|<6

olup, ustteki esitlikte licgen esitsizligi uygulanirsa;

m-1

sup |f(x +mh) — f(x)] < Z sup |f(x + (k+ 1h) — f(x+ kh) |
i = eled

<w(f; 8) + w(f; 6) + -+ w(f; )
<mw(f; §)

elde edilir.

V) A € R* sayisinin tam kismi [|A|] ile gosterilsin. Tam deger fonksiyonunun tanimi

geregince
[l <= 2 <[IAl]+1

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik ve w(f; &) fonksiyonunun monoton artan 6zelligini

g6zoniinde bulundurursa

w(f; 61) < w(f; ([1A]] + 1)6)

esitsizligi elde edilir. [|A]] pozitif bir tamsay1 oldugundan elde edilen esitsizligin sag

tarafina (iv) 6zelligini uygulanirsa
o(f; (IAT+ D) <[]+ 1D w(f; 8)
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan her A € R* igin

[A]+1<A+1



oldugundan dolay1

o(f; ([1H]1+1) ) = (A + Do(f; 6)

olur. Buradan

w(f; 28) < w(f; (141 +1) 6)

esitsizligiyle

w(f; 16) < 1+ VHw(f; )

ifadesi elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

vi) w(f; &) ifadesinde § yerine |t — x| yazilirsa

If (@) = fOl < w(f; [t —x])

oldugu agiktir.

vii) (vi) 6zelliginden

t—x
-l sof S506)
yazilabilir. Bu esitsizlikte (v) 6zelligi kullanilirsa

|t — x|

If(t)—f(X)|S< +1)w(f: 5)

yazilir. Boylelikle ispat tamamlanir.
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2.4. C[a, b] Uzayinda Korovkin Teoremi

1885 yilinda Weierstrass [a, b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklagilabilecegini ifade ve ispat etmistir [1].

2.4.1. Weierstrass Yaklagim Teoremi

Her ¢ >0 ve f € C[a,b] icin Oyle bir p polinomu vardir dyleki her x € [a, b] igin
Ip(x) — f(x)] < € esitsizligi saglanir. Bagka bir ifadeyle kapali ve sinirl [a, b] araliginda

stirekli her f fonksiyonu igin [a, b] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak bir (p,,)

polinom dizisi vardir [1].

2.4.2. Tanim

Her x € [a, b] i¢in

lm |lfy — fll = lim  max|f,(x) — f()] =0

ise (f,) fonksiyonlar dizisi f fonksiyonuna C|a, b] uzayinda yakinsaktir denir ve
fn3f

ile gosterilir.

1953 yilinda P. P. Korovkin tarafindan verilen agsagidaki teorem ifade ve ispat edilecektir [5].
2.4.3. Korovkin Teoremi (1953)

Hern € N i¢in L,;: C[a, b] = C|[a, b] olmak tizere (L,) lineer pozitif operator dizisi olsun.

Her v=0, 1, 2 i¢in e, (t) = tY olmak {izere
rlli_r)go”l'n(ev) - ev”C[a,b] =0

kosullar gercekleniyorsa bu durumda [a, b] araliginda siirekli olan her f fonksiyonu i¢in
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L |Ln(F) = fllcian =0
esitligi saglanir [5,12].
1spat

f € Cla,b] oldugunda f fonksiyonu [a, b] araligi tizerinde diizgiin siirekli oldugundan,
her € > 0 igin en az bir § > 0 sayist vardir dyleki her x,t € C[a,b] igin |t —x| < §

oldugunda

lf@®) = fl <e

olur. |t — x| = 6 oldugunda ise f fonksiyonunun smirliligindan ve tiggen esitsizliginden

dolay1 M > 0 olmak iizere

lf@®) = fFI < If O]+ If )] (2.3)
yazilabilir. Diger taraftan |t — x| > § ise

|t — x|
8

>1

olacagindan

(t —x)?

sz =1 (2.4)

saglanir. Es. 2.3 ve Es. 2.4 ifadesinden

(t —x)?
f() - f@)] < 2M—

yazilabilir. O halde
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|t — x| < & icin |f(t) — f()] < &

ve

(t—x)?
6‘2

It — x| = & igin |f(£) — f(x)| < 2M

olup, dolayisiyla her t € R ve her x € [a, b] igin

f@®) - f@I < e+2m ST (25)

esitsizligi elde edilir. L,, operatdriiniin lineerliginden
L (f (8); x) = f(x)]

=L (f(0); %) = f0) + Ln(f (). 1; X) = Lp(f (). 1; %)
=[Ln(F ()5 %) = L (f (). 1) = f(x) + Lp(f (x). 15 %)

= L ((F(8) = FQO); x) + FLa((L; x) — 1))

dir.

Burada iiggen esitsizliginin kullaniimastyla

ILa(F(); 2) = FEOI < |((F®) = F@); )| + IF @I L (1320 = 1))
esitsizligi yazilabilir. L,, lineer pozitif operatdr oldugundan

ILa(f(8); X) = FOOI < Lu(1f (©) = FCO; 20) + f (| Ln((15%) = 1)
dir. f fonksiyonunun siirliligindan

L (f (8); x) = FCO| < L (If (&) = FCOL; %) + M|Lp (1) — 1]

yazilabilir. L,, monoton artan olup Es. 2.5 ifadesinin kullanilmasiyla



La(f(©); %) = FOOI < Ln <g o &=

(¢t - )2

52 >+M|L |(1; )|

bulunur. Diger taraftan L,, operatdriiniin lineerliginden

=L, (e 1+2M

(t- x) x)

=eL,(1;x) + —L 2((E— %)% %)

=elL,,(1;x) + F

=eL,(1;x) +
=eL,(1;x) +
=elL,(1;x) +

=eL,(1;x) +

M L (t2 = 2tx + x% x)

M 2. . 2 :

= [L,(t%; x) — 2xL,(t; x) + x*L,(1; x)]

1—1:1 [Lp(t%x) — x? — x% + 2x% — 2xL,(t; x) + x*L, (1; x)]

% [L,(t% x) — x? + 2x% — 2xL,(t; x) + x*L,,(1; x) — x?]

[L ((t%x) — x?) + 2x(x — L, (t; ) + x2(L,(1;x) — 1)]

elde edilir. Bu ifade Es. 2.6 ifadesinde kullanilirsa

L, (f(t); x) = f()| <eL,(1;x) + Z(S—I\Z/I[Ln((tz; x) — xz) + Zx(x — L, (¢t x))

+x%(Ln(L;%) = )] + M|Lp(1;x) — 1

saglanir. Her v =0, 1, 2 i¢in e, (t) = t" olmak tizere

L,(1;x) 31

L,(t;x) 3 x

ve

L,(t%x) 3 x?

olduklar1 dikkate alinirsa n > n; olacak sekilde n € N i¢in

L (f(0); x) —f()| < ¢
elde edilir. O halde

15

(2.6)
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lim max |fn(x) — f(x)| = 0

n—->oo
dir. Boylelikle ispat tamamlanir.
2.5. Agirlikh Uzaylarda Yaklasim

Bilinmelidir ki Korovkin teoremi sinirsiz araliklarda gecersizdir. Aralik siirsiz alindiginda
yaklasim problemini ¢ozmek i¢in agirlikli uzaylar tanimlanmistir. Bu yiizden smirsiz
araliklarda Korovkin teoremi agirlikli uzaylarda incelenmistir. Bu bdliimde agirlikli

uzaylarin tanim ve teoremlerine deginilmistir.

Korovkin teoremi reel eksenin sinirli ve kapali alt araliklarinda verilmistir. Reel eksenin

taniminda veya sinirsiz alt araliklarinda yaklasim kosullarini Gadjiev aragtirmistir [6,7].
2.5.1. Tanim

p foksiyoneli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger p fonksiyonu R kiimesinde siirekli

olmak {izere IlLl'm p(x) = ve her x € R igin p(x) =1 ozelliklerini sagliyorsa p
x|—>00

fonksiyonona agirlikli fonksiyon adi verilir.

Tiim reel eksende tanimli ve |f| < Mgp(x) kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzay1 B, (R)
ile gosterilir. Burada M; sadece fonksiyonuna f bagh bir sabittir. B,(R) uzaymnda ki

siirekli fonksiyonlarin sinifi da C, (R) ile gosterilir. Yani
Bp(]R) ={f : x € Rigin |f| < Mp(x)}
ve

C,(R)={f:f€B,(R)ve f € C(R) }

olup bu uzaylar [|f|l, = sup VOl ormu ile birer normlu uzaydir, burada B, (R) ve C,(R)
xX€ER

p(x)
uzaylarma agirlikli uzay denir [6,7,11].

Yukarida verilen tanimlarda R yerine [0, o) aralig1 alinirsa tanimlar yine gegerli olur.
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2.5.2. Tanim

@(x) reel eksende siirekli, monoton artan bir fonksiyon olmak iizere |lll'm p(x) =0
X|—00

kosulunu saglayan bir fonksiyon ve p(x) = 1 4 [¢(x)]* olsun. M, sadece f fonksiyonuna

bagli sabit say1 olmak iizere
If] < Mgp(x)

esitsizligini saglayan reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarm kiimesi B,[0,) ve
B, [0, ) uzayndaki siirekli fonksiyonlarin kiimesi ise C,[0, o) ile gosterilir. B, [0, ) ve

C,[0, o0) uzaylarina agirlik uzay denir. Bu uzaylar

FGl

pG) L Oo)}

Ifll, = Sup{

normu ile birer normlu uzaydir.

C,[0, ) uzayinin

|f ()]

im ER
lx|>e0 p(x)

kosulunu saglayan fonksiyonlarin kiimesi C;[0, o) ile gdsterilir.

C;[0, ) ve C,[0, ) uzaylar1 B, [0, ) uzaymn alt uzayidir [6,7,11].
2.5.3. Onerme

C,[0,00) uzaym da tanimli lineer pozitif bir operatériin C,[0, %) uzayindan B,[0, %)

uzayina doniisiim yapmasi i¢in gerek ve yeter sart

L), < M

olacak sekilde M > 0 sayisinin bulunmasidir [6,7,11].
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Ispat

(=) L operatorii C,[0,) uzaymmdan B,[0,00) uzayma bir doniisiim olsun. Yani her
f € C,[0,00) igin L(f) € B,[0,00) olsun. p fonksiyonu siirekli ve |p(t)| < M, p(t)
kosulunu saglayacak sekilde M, > 0 sayis1 mevcut oldugundan p € C,[0,00) olup
L(p) € B,[0,00) dir. O halde |L(p,x)| < M) p(x) olacak bicimde bir M > 0 sayis1
vardir.

IL(p;x)|

Buradan
p(x)

< My

esitsizligi elde edilir. Boylece son esitsizlikten [0, o) araligindan tstten sinirli olan her
kiimenin bir en kiigiik list sinir1 oldugundan

sup |L(p; x)|
x€[0,00) p(x)

mevcuttur. Buradan

ILCo; ), < My

sonucu elde edilir.

(&) L(f) € B,[0, ) oldugunu gosterecegiz.

IL(p)Il, < M olacak bigimde bir M > 0 sayisinin mevcut oldugunu biliyoruz. Diger

yandan f € C,[0, ) oldugundan her t € [0, ) igin

If (O < M p(t)

olacak bigimde bir My > 0 sayisi vardir.

IL(f5 )| < L(If]; x)

B p(t)
=L (|f(t)|/ﬁ,x>

< Ifll,LCp; x)
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elde edilir. Dolayisiyla K:= M.M; olmak iizere L(f;x) < Kp(x) olup bu ifade
L(f) € B,[0, o) oldugu gosterilir.

2.5.4. Onerme

L: C,[0,0) — B,[0, o) lineer pozitif bir operatdr olsun. Bu durumda asagidaki esitlik

ILllc,-8, = IL(P)II,

gerceklenir [6,7,11].

Ispat

Operator normu tanimindan ve lineer pozitif operatdrlerin monotonluk 6zelliginden

ILllc,-B, = Sup L0l

{ IL(f; x)l}
Ilfllp-l xEOoo) p(x)

< L(f1; x)}
= Sup sup
Ifllp=1 xE[O oo) (X)

L(Ifl ;%)

||f||p_1 o 0 oo) (x)

If (I
[, o)
xe Ooo) P(x)

||f||p=1

= sup {”f” sup L(p(t);x)}
Ifll,=1 P elooo) P(x)

= L@,
ILll¢,-s, < IL(OII, (2.7)
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esitsizligi elde edilir. Diger taraftan |[p]|, = 1 oldugundan

L@, = sup 1L, = Ll (2.8)

esitsizligi bulunur. Es. 2.7 ve Es. 2.8 den ispat tamamlanur.
2.5.5. Teorem

Her n € N igin L: C,[0, ) — B, [0, o) lineer pozitif bir operatdr olmak lizere
1im 1L (9") = ¢"ll, = 0; v =0,1,2

kosullarini saglamasina ragmen

lim [ILy(F) = f°ll, 2 1

olacak sekilde bir f* € C, [0, o) bulunabilir [6,7,11].

2.5.6. Teorem

(Ly) lineer pozitif bir operator dizisi

lim [1Ly(¢") = "Il = 0; v = 0,1,2

seklinde ii¢ sart1 sagliyorsa her f* € C,[0, 00) i¢in n — oo iken
IL.(f) = fll =0

dir.

Buradan da su aciktir ki yakinsama p — normundadir [6,7,11].
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2.6. Fonksiyon Dizileri ve Diizgiin Yakinsakhk
2.6.1. Tanim

A c R ve F(A), A iizerinde tanimli reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olsun.
s:N- F(A)
seklinde tanimlanan s fonksiyonuna fonksiyon dizisi ad1 verilir [13].

2.6.2. Tanim

(f) A c R lizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun.(f;,) dizisinin f fonksiyonuna
A tlizerinde noktasal yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her € > 0 ve her bir n > n,

icin |f,(x) — f(x)| < € olacak bi¢imde en az bir n, sayisinin var olmasidir [13].
2.6.3. Tanim

(fu) bir A tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her € > 0 i¢gin, her m,n > n,
oldugunda x € A i¢in |f,,,(x) — f(x)| < € olacak sekilde bir ny, € N sayis1 mevcut ise bu
durumda (f,,) bir “Diizgiin Cauchy dizisidir” denir [13].

2.7. Steklov Fonksiyonu

[a, b] kapal1 ve sinirlt aralifindaki f integrallenebilir fonksiyonu i¢in

e+l

1 ’ 1
aO =5 | fadu=;
h

t=3

f (t+uwdu

|
NI:‘\ NS

bu bigimdeki f;, fonksiyonuna Steklov fonksiyonu denir [14].

Steklov fonksiyonu

o=t (- (-2)



hemen her noktada bu tiireve sahiptir.

Eger f tiirevi reel eksende diizgiin siirekli ise

h
swpIf (0= fu(0) <o(5.f)

te(—oo,oo
ve
, 1
sup |fa(@® <o)
te(—oo,oo)

dir.

22
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3. SZASZ OPERATORLERININ BRENKE TiP GENELLESTiRMESI

Szasz operatorleri f € C[0, o] olmak lizere x > 0 i¢in

Sp(fix) =e™ y (nx)kf <E> (3.1)

k! n
k=0

biciminde tanimlanan lineer pozitif operatorlerdir [3]. Daha sonra Jakimovski ve Leviatan
tarafindan Appell polinomlar1 kullanilarak Szasz operatorlerinin bir genellestirmesi

verilmistir [9].

Appell Polinomlari; [z|<R (R>1) bolgesinde

o)

9(2) = ) ayzk(a#0)

k=0

analitik bir fonksiyon ve g(1) # 0 olsun.

ge™ = 3 p (ot (32)
k=0
dogurucu fonksiyona sahip py (x) polinomlaridir.

Jakimovski ve Leviatan, Appell polinomlar1 yardimiyla

Pu(fix): = %i P () (33)
k=0

seklindeki B, (f,x) lineer pozitif operatorleri tanimlamis ve yaklasim oOzelliklerini

incelemistir [9].

k
Bu operatorler g(z) = 1 i¢in Es. 3.2 ifadesi kullanilarak P, (x) = % esitligi elde edilir.

Es. 3.3 ifadesinden Es. 3.1 ifadesinde verilen Szasz operatdrlerine indirgenir.
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Daha sonra Ismail [10] tarafindan Sheffer polinomlar1 yardimiyla Es. 3.3 ifadesindeki
P,(f, x) operatorlerine indirgenen genellestirilmis bir operator tanimlanmistir. Dolayisiyla
Es. 3.1 ifadesindeki Szasz operatdrlerinin diger bir genellestirmesini vermistir.

Sheffer polinomlari; a; ve h; reel olmak tizere |z|<R (R>1) bolgesinde

[00]

AR = ) a()¥(ao # 0)

k=0

ve

H(z) = Z hy.z (hy # 0)
k=0

analitik fonksiyonlar olsun.

ADe™O =3 p ()t Iel<R (3.4)
k=0
bi¢iminde dogurucu fonksiyona sahip p; (x) polinomlaridir.

i)x € [0,00]icin, pp(x) =0
ve
ii)A(1) #0veH (1) =1 (3.5)

kosullar1 yardimiyla, Ismail tarafindan

[ee]
e—an(l)

k
To(f; %) = W;Pk(nx)f (E) icinn €N (3.6)

bi¢ciminde verilen lineer pozitif operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir.
Bu operatorlerde H(t) = t i¢in yazilirsa Es. 3.4 ifadesindeki dogurucu fonksiyonlar Es. 3.2

ifadesindekilere doniisiir ve bundan dolay1 Es. 3.6 ifadesindeki operatdrler Es. 3.3

ifadesindeki operatorlere indirgenir.
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Ayrica H(t) = t ve A(t) = 1 igin Es. 3.6 ifadesindeki operatorler Es. 1.1 de verilen Szasz

operatorlerine idirgenir.

Bu tezde, [8] de calisilan Brenke tip polinomlar yardimiyla tanimlanan Szész
operatorlerinin bir genellestirmesi incelenecektir.

Brenke tip polinomlar;

A(t) = Z at’, ray#0 (3.7)
r=0

ve

B(t) = Z bt b %0 (r =0) (3.8)
r=0

analitik fonksiyonlar olmak tizere
A(D)B(xt) = Z pe(0)tk, [t|<R (3.9)
k=0

seklinde dogurucu fonksiyona sahip

K
P (x) = Z Gerbox”, k= 0,1,2, .. (3.10)
r=0
polinomlaridir [15].

Simdi de, asagidaki ii¢ kosulu saglayan Brenke tip polinomlar ile bir lineer pozitif

operatorler dizisi verilecektir.

i) k=0,1,2,...i¢in

ak—rbr
Al > <r<
(1) #0, A(1)—0' 0<r<k,

ii) B: [0,0) - (0, )
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ve

iii) Es. 3.7, Es. 3.8 ve Es. 3.9 ifadelerindeki istel seriler |t|<R (R>1) yakinsaklik
bolgesinde tanimli olsun.

Brenke tip polinomlar1 igeren Lineer pozitif operatdrler;

1\ k
Ln(f;): = mkz PO £ (+) (311)

bigiminde tanimlanmistir [8].

Bu operatorler A ve B analitik fonksiyonlarin 6zel segimiyle de Es. 3.1 ve Es. 3.3 de
verilen operatorlere indirgenir.
Durum 1: B(t) = et olsun. Bu durumda: Es. 3.11 operatdrii Es. 3.3 de verilen operatdre

indirgenir. Bu durumda da Es. 3.9 daki dogurucu fonksiyon Es. 3.2 dekine indirgenir.

Durum 2: B(t) = et ve A(t) = 1 olsun. Bu durumda Es. 3.11 operatorleri Es. 3.1 deki

Szasz operatdrlerine indirgenir.

3.1. L, Operatérlerinin Yaklasim Ozellikleri

Es. 3.9 da verilen Brenke tip polinomlarin dogurucu fonksiyonu asagida verilen lemmadaki

esitlikleri saglar.
3.1.1. Lemma
i)

> ) = AMDB)
k=0

ii)

Z kp,(nx) = A’(1)B(nx) + nxA(1)B’(nx)
k=0
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iii)
[0.0]

k?p,(nx) = A”(1)B(nx) + 2nxA’(1)B’(nx) + (nx)?A(1)B” (nx) + A"(1) B(nx)
k=0

+ nxA(1)B’(nx)
Ispat

i) Es. 3.9 de verilen Brenke tip polinomlarin
ADBGL) = ) (0t
k=0

dogurucu fonksiyonunda t = 1 ve x yerine nx yazilirsa

D 1) = AMB@)
k=0

elde edilir.

i)

ADBGE) = ) ()t
k=0

esitliginin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa,

A'(t)B(xt) + xA(t)B’(xt) = z kpi ()1 (3.12)
k=0

olur.

Buradaki esitlikte t = 1 ve x yerine nx yazilirsa



Z kp,(nx) = A’(1)B(nx) + nxA(1)B’(nx)
k=0

esitligi elde edilir.

ii)

Es. 3.12 nin her iki tarafinin t ye gore tiirevi alinirsa,

A7 (t)B(xt) + xA’(t)B’(xt) + xA’(t)B’(xt) + x*A(t)B” (xt)

= ) k= Dp (e
k=0
olur. Bu esitlik ve Es. 3.12 esitligi ile birlikte diisiiniilerek
z k?p, (xt) = A”(t)B(xt) + 2xA (t)B’(xt) + x*A(t)B” (xt) + xA’(t) B(xt)
k=0
+ xA(t)B’(xt)
esitligi yazilir.
Bu esitlikte t = 1 ve x yerine nx yazilirsa,
Z k?py(nx) =[A”(1)B(nx) + 2nxA’(1)B’(nx) + (nx)?A(1)B” (nx) + A’(1)B(nx)
k=0
+ nxA(1)B’(nx)]
elde edilir.

Simdi de Es. 3.11 de verilen L,, operatorlerinin test fonksiyonlarini verelim

28
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3.1.2. Lemma

Her bir x € [0, o) i¢in asagidaki esitlikler saglanir.

I)Ln(1;x) =1 (3.13)
i)

L, (s %) = BB((:;)) X+ :A((ll)) (3.14)
ii)

Ispat

i)

1 o]
Ln(1;2) = mkzopk(m)

esitliginde,

i pi(nx)
k=0

yerine 3.1.1. Lemma (1) de aldig1 deger yazilirsa,

L,(1;x) = A(1)B(nx)

1
A(1)B(nx)
L, (1;x) = 1 elde edilir.

i)



1 >k
L,(t;x) = mkzzo Epk(nx)

1 1w
=ﬂﬁaﬁ;@m”

yerine 3.1.1. Lemma (ii) de aldig1 deger yazilirsa,

L,(t;x) = m% [A"(s)B(nx) + nxA(s)B’(nx)]
_ B'(nx) A(D)
~ B " y nA(1)

elde edilir.

iii)

NI S N
L, (t%x) —m; 2 pr(nx)

1 1 —
=mﬁaﬁ;“mm

olup,

> k()
k=0

yerine 3.1.1. Lemma (iii) de aldig1 deger yazilirsa,
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L,(t%x) = [A”(1)B(nx) + 2nxA’(1)B’(nx) + (nx)?A(1)B” (nx)

nA(1)B(nx)
+ A'(1)B(nx) + nxA(1) B’ (nx)]

CBY(x) ,  [A(D) +24°(D)]B (nx)  A”(nx) + A(1)
~ B(nx) A nA(1)B(nx) x n?A(1)

elde edilir.
3.1.3. Teorem

B analitik fonksiyonu

im 2.&)
im ——

_ . B"(y)
=1ve lim——=
y— B(y)

= 3.16
Tey (319

sartlarini saglasin. Bu takdirde E :={f : V € [0, ), |f(x)| < ce?*, b € Rve c € R*}

olmak iizere, eger f € C[0,0) N E ise

lim Ly (f3%) = £ ()

olur ve L,, operatorii

icin [0, o) un her kompakt alt kiimesinde diizgiin olarak yakinsar.
1spat

Es. 3.13 — Es. 3.15 e gore Es. 3.16 de diisiiniildiigiinde

limL,(t;x) =1,
n—>oco

{B'(nx) N A’(1) }

LimLn(6x) = Um e S ¥+ M

n—-0oo

1
= lim {1.x + —}
n

n—-oo

=X
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ve

lim L, (t%; x)
n—-oo

o B”"(nx) , [A(1)+2A'(1)]B’'(nx) A”"(nx) + A'(1)

= ni"o’o{ B(nx) PAWBmx) T T nZaq) }

e (B (1AQ) + 24/ (1)]B () i (A7 + A1)
B nl—z}o{ B(nx) }x * nl—tgo{ nA(1)B(nx) }x + nl—tgn{ n?A(1) }
ey g L(IAQ) +24'(D]B () i L (A7) + A1)

=X +n‘ﬂ.’oﬁ{ A(DB(nx) }“nﬂ?oﬁ{ A(D }

:x2

limitleri gergeklenir.
Korovkin teoreminin uygulamasiyla, teorem kanitlanmis olur. Yukaridaki yakinsaklik

[0, 00) un her kompakt alt kiimesinde diizgiinliigii garantiler.

3.2. L, Operatorlerinin Yaklasim Hizi

Bu boliimde kullanilacak asagidaki tanimlart ve lemmalart verelim.
3.2.1. Tamim

f € Cy [0, 00) un ikinci siireklilik modiili

wo(f,6) := sup If(+2t) = 2f (. +t) + f()llg,

o<t<éd

olarak tanimlanir.
Burada Cg [0,0), [0,00) da smirli ve diizgiin siirekli olan reel degerli fonksiyonlarin

sinifidir.

Buradaki norm

Ifllc, = sup |f(x)]dir.
x€ [0,00)
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3.2.2. Tanim

C5[0,00) := {g € C5 [0,0): g" g~ € Cg [0,)} uzaymda bir g fonksiyonunun normu
IIgllcé = liglc, +1g°lic, +1g~ll¢, ile verilsin.  f € Cg [0, ) fonksiyonunun Peetre's K-

fonksiyonel

K(f,8) = inf {If —glc,+6lglcz}
g€ecg([0,0))

bi¢iminde tanimlanir (Ditzian ve Totik [16]).

Bu fonksiyon, M sabiti f ve § dan bagimsiz olmak tizere her § > 0 igin
K(f,8) < M{w,(f, V&) + min(1, 8)IIfl¢,}

esitsizligini saglar.

3.2.3. Lemma

g € C?[0, «) bir fonksiyon ve (p,,) lineer pozitif operatdrler dizisi her n dogal sayis1 i¢in
pn(1;x) = 1 kosulunu saglasin.

O zaman

1
1Pn(g; %) — g < llg' IVPa((s — )% ) + S 119" llpa((s = %)% 2) 3.17)
esitsizligi saglanir (Gavrea and Rasa [18]).

3.2.4. Lemma

f €Cla,b)vehe (O, bz;a) olsun. f,, , f fonksiyonunun ikinci mertebeden Steklov

fonksiyonu olsun. O zaman asagidaki esitsizlikler saglanir (Zhuk [19]).

3
O Ifu=fll < Z02(F5h)

ve



3
@) Ifi'l < 5z @2 (F5 ).

3.2.5. Lemma
L,, operaorleri her x € [0, o) i¢in

B" (nx) — 2B'(nx) + B(nx) 22

Ln((t - X)Z; x) =

B(nx)
[A(1)B'(nx) + 2A'(1)]B" (nx) — B(nx) A"(DH)+A' (D)
* nA(1)B(nx) n?A(1)

esitligini saglar.
1spat
L,, operatoriiniin lineer 6zelliginden,

L,((t —x)%x) = L,(t? — 2tx + x?%; x)
= L,(t?%;x) — 2xL, (t; x) + x*L,,(1; x)

yazabiliriz.
Burada 3.1.2. Lemma daki degerler yerine yazilirsa,

B"(nx) , [A(1) +24'(1)]B (nx)
B(nx) © nA(1)B (nx)

Lo ((t = %)% %) =

CB"(x) —2B'(nx) + B(nx) , A (D +A (1)

B(nx) x nZA(D

B A
_2x<B(nx)x+nA(1)> + x2

34

(3.18)
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B B"(nx) —2B'(nx) + B(nx) , A(1)B'(nx) + 2A4'(1)[B'(nx) — B(nx)]
= B(nx) e nA(D) B (%)
A"(D) + A'(1)
n2A(1)

elde edilir.

Asagidaki dort teorem kullanilarak yakinsaklik orani hesaplanacaktir.
3.2.6. Teorem

f € [0,) N E olsun. L,, operatorii

A= Ap(x) = Lp((t - x)Z; x)

_ B"(nx) — 2B'(nx) + B(nx) , A(1)B'(nx) + 2A’(1)[B'(nx) — B(nx)]
B B(nx) 4 nA(1)B(nx) x

A'(D) + A'(D)

—Te (3.19)

olmak iizere,

Lo (f; ) = O] < 2 0(f; A (X))
esitsizligini saglar.
1spat

1

1 < k C
1L (F3) = £ GOV = [ mams 2. P £ () = G 2 Perm) FG0)
k=0 k=0

m; o) (£ (5) - 7o)

< m; pe(0) | (%) - f)|
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olup

't;x')wma)

() -rel = (14

esitsizligi kullanirsa,

|t — x|

1 [ee]
|Ln(f:x)—f(x)|Sm; Pk(nx)<1+ 5 >w(f:5)

oo . k
— 1 1 E — x|
- {A(l)B(nx) kZO pi(nx) + A(DB(nx) kZOPk(nx) T}w(f, 5)

olur.

1 (o]
A(1)B(nx) kzzopk(nx) 4

oldugundan

1 C k
|Ln(f52) = fFOOI < {1 + mkzzopk(nx) |; - x|}w(f, 8) (3.20)

esitsizligi elde edilir.
Simdi

— k
> P |- 4
k=0

esitsizligine Cauchy-Schwarz esitsizligi uygulanarak



1

i P [ -+ < (mzpkw)) (A(l)B(nx)Zpkmx) |-

k=0

1

< JADBG {5z oputro) [£ =] |

olup, ayrica 3.2.3. Lemma dan

2

N k
La((t = 0% DAMDBOW) = ) pe(nn) |-~ x
k=0 n
esitligi ile,

- k
S il
k=0

< A(1)B(nx)

B"(nx) — 2B'(nx) + B(nx) ,
{ B(nx) x

A(DB' (nx) + 24" (D[B'(nx) — B(nx)]  A"(1) + A'(1))2
* nA(1)B(nx) A }

esitsizligi elde edilir.

Bu esitsizlik Es. 3.20 de kullanirsa,

=

,
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1
(i) = F@)] < (1457 0 (f,6) (321)

esitsizligi elde edilir. Burada A,,(x) Es. 3.19 teki gibidir. Es. 3.21 de § = /1,,(x) segilirse,

teoremin sonucu elde edilir.
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3.2.7. Teorem

h:=h,(x) = i/Ln((t — x)?; x) olmak iizere, f € C[0,a) i¢in

Lalfi2) = FCOI < SIFIRE + 5 @+ 2+ W)y (f,5)

esitsizlii saglanir.

Ispat

f., f fonksiyonunun ikinci basamaktan Steklov fonksiyonu olsun,

L) = FOON = 1 = i+ fo+ () = o2 0) = FGO

< UL = s O + (i ) = FaCOLa (0] + 1L (13) = £ ()

< Wfu = (L) + 1o ) = FuCOLa(L D] + 1L (152) = F GO
olarak yazilabilir.

Es. 3.13 den L,,(1; x) = 1 oldugundan dolay1

1L (f; %) = FOOI < 2MIfn = Il + Ly (fp; %) = frn ()] (3.22)

esitsizligi elde edilir.

fn € C?[0,) oldugu dikkate alinip, 3.2.3. Lemma kullanilirsa,

L) = FGOI S IFACIINI G~ D0 + ZIf Wl =052 (399

elde edilir.

Burada Landau esitsizligi (|| Fall < 21fl+ 51 f”hll) ve 3.2.4. Lemma dan



39

3a 1

4 hz wz(f'h)

2
Il < S 11+

yazabiliriz.

Son esitlikten Es. 3.23 ifadesi

h= YL((s —0%x)

olmak tizere,

2 3 3
n(fi ) = oGO < ZIF IR + - @3 (1) + T h2wa(F, ) (3:24)

olur.
Es. 3.22 de Es. 3.24 in yerine yazilmasiyla, 3.2.4. Lemma ile birlikte teoremin ispat1 elde

edilir.
Uyart:
3.2.7. Teorem de h € (0, %) igin ispat verildi.

B(t) = e',A(t) = 1 ve x = 0 6zel durumu igin,

hi= hy(x) = YLn((s — 0)% x)

esitsizliginden h = 0 a indirgenir. h = 0 oldugu zaman, 3.2.7. Teorem de elde edilen

esitsizlik hala gecerlidir.

3.2.8. Teorem

f € C3[0, ) olsun. Bu durumda
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o B"(nx) — 2B'(nx) + B(nx) ,
Vi= = { B(nx) x

(B'(nx) — B(nx))(nA(1) + 24'(1)) + A(1)B' (nx)
+ nA(1)B(nx) x

A"(D+(n+ DA (D
+ 2 A1) }

olmak tizere,
|Ly(fn; %) = fu ()] < Vllfllcz
dir.

1spat

f fonksiyonunun Taylor agilimi, L,, operatoriiniin lineerligi ve Es. 3.13 den n € (x, t)

olmak lzere

(t—x) .,  (t—x)?
1 + 17 T

Ly(f;x) = f(x) = Ln<f(X)+f'(x) :x>—f(x)

1
= La(f 05 %) + £ 0La (€ = x;.2) + 5 f7 (ML (£ = 0% %) = £ (x)
yazilabilir.

L,(f(x);x) = f(x)L,(1; x) = f(x) oldugundan,

1
Ln(f3x) = f(0) = frO)Ln(t = 2x;2) + = f7 () L ((¢ - x)?; x) (3.25)

olur.

x < tigin



L (t—x0) = B'(nx) + B(nx) A'(1)

B T naq) = °

dir.
3.1.2. Lemma ve 3.2.5. Lemma ve Es. 3.25 kullanilirsa,

Lo (f5 %) = f ()]

(B’(nx) — B(nx)) A'(1) .
= o) T nay |V lles

1|B"(nx) — B'(nx) + B(nx) ,
2 [ B(nx) x

A(1)B'(nx) + (24'(1)) (B’ (nx) — B(nx))
. nA(1)B(nx) *

A"(D) + (n+ DA'(D)
n?A(1)

gl

Ly (f; %) = f(x)]

B"(nx) — B'(nx) + B(nx)
< X
- B(nx)

A(D)B'(nx) + (nA(1) + 24'(1))(B' (nx) — B(nx))
+ nA(1)B(nx) *

A"(D) + (n+ DA(D)
n?A(1)

11z

olup, ispat tamamlanmus olur.

3.2.9. Teorem

f € Cg[0, ) olsun. O zaman 3.2.8. Teorem de verilen 4,,(x) ifadesiile § = §,,(x) =

% A, (x) olmak tizere

41



1L (f; x) = f()| < 2M{w,(f,V6 ) + min(1 + 8)[If11C3}
dir.

Ispat
g € C2[0,) olsun. 3.2.8. Teorem den dolayi|

ILy(f;0) = fQ| = |Lpy(f —g(@) + g() + g(x) — g(x); x) — f(x)|
< |Lp(f — g; 01 + |Ly(g;x) — g()| + g (x) — f ()]

B"(nx) — B'(nx) + B(nx) |,
B(nx) X

< If = glg, +

A(1)B'(nx) + (nA(1) + 24'(1))(B'(nx) — B(nx))
+ nA(1)B(nx) *

A"(D) + (n+ DA (D)
= 4ilh ] lglcs

= 2[If = glig, + 6llgll g

olup,

ILn(f3%) = f()] < 2|If = glg, + Sl
olur.

Es. 3.26 nin sol tarafi g € C3[0, ) fonksiyonuna bagl degildir. Bu yiizden

ILn(f; %) = ()] < 2K(f, 6)

elde edilir.
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(3.26)

(3.27)

Peetre's K- fonksiyoneli ile ikinci siireklilik modiilii arasindaki esitsizlik kullanilirsa,

Es. 3.2.7 ifadesindeki esitsizlikten
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ILn(f; %) = ()] < 2M{w,(f, V&) + min(L + &)|IfIICp}
esitsizligi elde edilir.
Uyart:

3.2.6. Teorem ile 3.2.9. Teorem arasindaki teoremlerde n — oo iken Es. 3.16 kosulu

altinda A, h, y ve ¢ sifira gider.
Ornek

Gould-Hopper polinomlar1 [19]

ent ™ exp(xt) = Z g&*t(x, h) 7 (3.28)
k=0

formunda dogurucu fonksiyonlara sahiptir ve

k
a3l "
d+1 _ : s k—(d+1)s (3.29)
e G h) Z) S k—(dr D>
s=

acik gosterimine sahiptir.

Gould-Hopper polinomlari g@*(x,h), [20] deki Hermite tip d-ortagonal polinomlar
kiimesidir. d-ortagonallik notasyonu Van lIseghem [21] ve Maroni [22] tarafindan

gosterilmistir.

Es. 3.28 ifadesindeki Gould-Hopper polinomlart A(t) = e™**" ve B(t) = e? ile Brenke

tip polinomlardir.

h >0 kabulii altinda Es. 3.11 de verilen L,, operatorleri i¢in Es. 3.10 polinomlarina
konulan kisitlamalar ve Es. 3.16 kosulu saglanir. L, operatoriiniin Gould-Hopper

polinomlarini igeren agik formu



44

[00]

a+1(px, h k
L(fs ) = ommeon (M) () (3:30)
(k)! n
k=0
dir.
h = 0 igin g2*1(nx, 0) = (nx)¥ elde edilir ki, Es. 3.30 ifadesindeki operatorler gok iyi

bilinen Szész operatorlerine indirgenir.



4. SONUC VE ONERILER

o

A(t) = Zartr, tag#0
r=0
ve

B(t) =Zbrtr,: b0 (r =0)
r=0

analitik fonksiyonlar olmak tizere

A(£)B(xt) = Z e (O, |t|<R (R>1)
k=0

seklinde dogurucu fonksiyona sahip
k
Pe(x) = Z ak-rbyx”, k= 0,1,2,..

r=0

Brenke tip polinomlar ile

i) k=0,1,2,... i¢gin

_.b
erdr S0 0<r<k,

A1) #0, AD) >

ii) B: [0,00) - (0, )
Ve
iii) Seriler |t|<R (R>1) yakinsaklik bolgesinde tanimli olsun,

kosullar1 altinda

320 = 5y 2 0 )



bi¢ciminde tanimlanan lineer pozitif operadrlerin yaklasim 6zellileri incelenmistir.

Bu operatorlerin parametrik genellestirmeleri ¢aligilabilir.
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