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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

URETICI CEKIRDEKLI HILBERT UZAYLARINDA OZESLENIK
OPERATORLERIN FONKSIYONLARI iCIN GRUSS TiPLi
ESITSIZLIKLER VE ILGILI SONUCLAR

Remziye TUNC

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

Yiiksek lisans tez ¢calismasinda iiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembolii yardimiyla
tiretici gekirdekli Hilbert uzaylar iizerinde Cy g (A) doniisiimii kullamlarak Berezin
say1 esitsizlikleri ¢alisilmis ve iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay iizerinde 6zeslenik
operatorler icin Griiss tipindeki esitsizlikler verilmistir. Uretici cekirdek teorisi Hilbert
uzaylarindaki lineer doniisiimlerle temel baglantis1 olan matematiksel bilimlerdeki bir
cok alanda uzun bir tarihe ve biiyiik ¢calismalara sahiptir. Bir¢ok bilim alaninda ortak
olan konu iiretici ¢ekirdek ve Berezin sembolii oldugu i¢in bu kavramlar tizerinde
sonu¢lar verilmigtir. Teorinin gerekli olan temel icerigini kapsadigi, bununla beraber
incelemek i¢in daha rahat oldugundan Griiss tipli esitsizlikler ile calisiimasinin daha
uygun oldugu diisiiniilmiistiir. Griiss tarafindan verilen iki fonksiyonun ¢arpiminin
integrali ve onlarin integralinin ¢arpimi arasindaki farkin tahminini veren ilging ve
yararli Griiss esitsizligi, istatistik, kodlama teorisi, niimerik analiz, fonksiyonel analiz
ve uygulamalarim iceren matematigin bir ¢ok bransinda onemli bir yer tutmaktadir.
Son zamanlarda bu esitsizlik gelistirilmis ve pek ¢ok genellestirilmesi elde edilmistir.
Boylece Griiss tipli esitsizlikler ve uygulamalar1 operatorler teorisinde yerini almistir.
Bu sebeple Griiss tipli esitsizlikler ve bazi iyi bilinen esitsizlik tipleri kullanilarak iiretici
cekirdekli Hilbert uzaylarda 6zeslenik (self-adjoint) operatorlerin ve fonksiyonlarin
Berezin sayisi icin yeni tipli esitsizlikler ile ilgili sonuglar ortaya koymustur.

Anahtar Kelimeler: Griiss esitsizligi, Berezin sembolii, Berezin sayisi, Ozeslenik
operatorler, Uretici cekirdek, Ozeslenik operatorlerin fonksiyonlari.
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ABSTRACT
M.Sc. Thesis

GRUSS TYPE INEQUALITIES FOR FUNCTIONS OF SELFADJOINT
OPERATORS IN REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE AND
RELATED RESULTS

Remziye TUNC

Siileyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet GURDAL

In this master’s thesis, we examined the Berezin number inequalities by using the
transform Cy, g (A) defined in terms of reproducing kernels and Berezin symbol on
reproducing kernel Hilbert spaces, and give Griiss-type inequalities for selfadjoint
operators in reproducing kernel Hilbert spaces. The theory of reproducing kernel has
fundamental ties to linear transformations in Hilbert spaces, has a long history in many
other fields in mathematical sciences and there has been major work on this subject.
The results of these concepts are given because the subject that is common in many
fields of science is reproducing kernel and the Berezin symbol, we have results on
these. Since it encompasses the fundamental contents of the theory necessary for our
work and because of the ease of using Griiss-type inequalities, we have implemented
their use in our work. Griiss proved an interesting and useful inequality that gives an
estimate of the difference between the integral of the product of two functions and the
product of their integrals. Applications of the Griiss type inequalities have been found
in many branches of Mathematics includind statistics, coding theory, numerical analysis,
functional analysis and applications. In a recent, proved more general inequalities of
the Griiss type. Thus, Griiss type inequalities and applications have taken place in the
theory of operators.

Keywords: Griiss inequality, Berezin symbols, Berezin number, Selfadjoint operators,
Reproducing kernel, Functions of Selfadjoint operators.
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Q kompleks degiskenli fonksiyonlarin kiimesi

H (Q) uzaynin normallestirilmis iiretici ¢ekirdegi

‘H tizerinde A ve 14 Ozdeslik operatorii ile tiretilen cebir
A operatoriiniin Berezin kiimesi

A operatoriiniin Berezin sayis1

A operatoriiniin Berezin semboliiniin goriintiisii

‘H Hilbert uzayinda sinirh lineer operatérlerin B(H )cebiri
B (H) de A operatoriiniin niimerik degeri

B (H) de A operatériiniin niimerik yaricapi

A operatoriiniin spektrumu {izerinde tanimli tiim siirekli
fonksiyonlarin kiimesi



1. GIRIS

Bu yiiksek lisans tezinde iiretici ¢ekirdek yardimiyla tanimli bazi operator esitsizliklerin
saglandig1 gosterilmis ve bununla ilgili bazi incelemeler yapilmistir. Ayrica operator
teorisindeki bazi1 operator esitsizleri icin iiretici ¢ekirdeklerin yeni uygulamalari
gosterilmistir. Bu konunun daha rahat algilanabilmesi icin gerekli terim ve notasyonlar

ticlincii boliimde sunulmustur.

Giinlimiiziin siirekli gelismekte olan ¢alisma alanlarinda, Berezin sembolii ve taniminda
kullanilan iiretici cekirdek metodunun biilyilk nem tasidig1 bilinmektedir. Uretici
cekirdek ve Berezin sembolii metodu, kuantum fiziginin problemlerinin aragtirilmasi
ve yorumlanmasinda, diferansiyel denklemler teorisinde Riesz bazlar1 konusunda
kullanilmaktadir. Bu teori bir o kadar bagka anlamda M. Krein tarafindan kullanilmigtir.
Bundan baska, olasilik teorisinde iiretici ¢ekirdekler teknigi ilk olarak diinyaca
tinlii rus bilim adam1 A.N. Kolmogorov tarafindan 1941 yilinda kullanilmis ve ¢ok
onemli sonuglara imza atilmistir (Kolmogorov, 1941). Bundan sonra, E. Parzen ve
digerleri bu konuyu daha da ileriye gétiirmiislerdir. Uretici cekirdekler kullanilarak
tanimlanabilen Berezin sembolleri kavrami ilk olarak Rus matematikgisi ve fizikg¢isi
Berezin tarafindan verilmistir (Berezin, 1972, 1974). Berezin, aslinda operatorler i¢in
kovaryant ve kontravaryant sembol kavramlarin1 vermistir. Berger ve Coburn ise ilk
olarak Toeplitz operatoriiniin kontravaryant sembollerini, yani Toeplitz operatoriiniin
Berezin semboliinii kullanmislardir (Berger ve Coburn, 1986, 1987). Berezin sembolii

bir cok durumlarda cok etkileyicidir ve mevcut operator i¢in onemli bilgiler tasimaktadir.

Tarih boyunca, matematiksel analiz son ii¢ yiiz yildir matematigin onde gelen
dallarindan biri olmustur. Aslinda, esitsizlikler, matematiksel analizin merkezi olmustur.
Bulunan kanitlarla, matematiksel fiziginde, teorik ve uygulamali matematigin bir
cok alaninda, faydali uygulamalar ile birlikte pek ¢ok yeni esitsizligin bulunmasin
saglayan bu konuya bir ¢ok biiylik matematik¢i yeni gelismeler ve onemli katkilar
saglamustir. Aslinda ilk defa 1934 yilinda bir bilimsel arastirma olarak baglayan Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan ¢igir acan eseri "Esitsizlikler" adl kitap ile birlikte
matematiksel esitsizlikler yirminci yiizyilda da modern matematigin énemli bir dali
haline gelmistir (Hardy vd., 1967). Bu essiz yayin saglam kanitlar ve matematikteki

faydali uygulamalariyla seckin esitsizliklerle dolu kesin mantiktaki bir paradigmay1

1



temsil eder. Burada Anthony Zygmund’in e8lenceli soziinii soylemek yerinde olur.
"Hardy, Littlewood ve Polyo’nun kitab1 son yirmi, otuz yilda analiz alanindaki en
onemli kitaplardan biri olmustur. Kitabin arastirma trendleri iizerinde etkisi olmustur
ve hala etkilemeye devam etmektedir. Su anda bir insan bu kitab1 gézden gecirirken

varolan metni de8istirmeyi ne kadar az istedigini farkeder" (Yang ve Debnath, 2014).

Uretici cekirdekler ve onlarmn yardimiyla tamimlanan Berezin sembollerinin
uygulamalar1 hakkinda literatiirde az sayida calisma yer aldigindan, sunulan tez konusu
literatiirde onemli yer tutacaktir. Bu tezde verilecek sonuglar Dragomir (2005) deki
klasik durum i¢in kullanilan metotlar1 yakindan takip edilerek elde edilmistir. Griiss
tarafindan verilen iki fonksiyonun ¢arpiminin integrali ve onlarin integralinin ¢arpimi
arasindaki farkin tahminini veren ilging ve yararl Griiss esitsizligi, istatistik, kodlama
teorisi, niimerik analiz, fonksiyonel analiz ve uygulamalarini iceren matematigin bir¢ok
branginda onemli bir yer tutmaktadir. Son zamanlarda bu esitsizlik gelistirilmis ve pek
cok genellestirilmesi elde edilmistir. Boylece Griiss tipli esitsizlikler ve uygulamalari

operatorler teorisinde yerini almistir.

Bu tez calismasi Griiss tipli esitsizlikler ve bazi iyi bilinen esitsizlik tipleri
kullanilarak iiretici cekirdekli Hilbert uzaylarda 6zeslenik (self-adjoint) operatorlerin
ve fonksiyonlarin Berezin sayisi i¢in yeni tipli esitsizlikler ile ilgili sonuglar ortaya
koyulmustur. Bdylece, Griiss tipli esitsizlikler ve Berezin sembolii metodunun
birlikte kullanilmasi ile operatdrlerin Berezin sayisi esitsizliklerine yeni bir bakis agis1

kazandirilmasi hedeflenmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Bu yiiksek lisans tez ¢alismasi, tiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembollerinin uygulama
alanlariyla ilgilidir. Bilim alanindaki hizli ilerlemelere bagh olarak yeni uygulama
arayigslari, tiretici ¢ekirdekler ve onlarin yardimiyla tanmimlanan Berezin sembollerinin
uygulamalar ile ilgili calismalarin en etkili yiiriitiicii kuvveti olmustur. Berezin
sembollerinin Bergman uzaylarinda ve Poisson ¢ekirdeginin Hardy uzaylarinda 6nemli
bir role sahip oldugu bilinen bir gercektir. Eger Berezin sembollerinin tanimladigi
kiimenin, yani Berezin kiimesinin operatoriin niimerik deger kiimesinin alt kiimesi
oldugu dikkate alinirsa, bu kavramlarin haberlesme alaninda genis bir uygulamaya
sahip oldugunu soyleyebiliriz. Bunlara ilaveten, elektronlarin Vieck ve anti-vieck
sembollerinin Berezin sembolleri ile siki bir iligkiye sahip olmasindan dolay1 da yine
Berezin sembollerinin elektronlarin enerji seviyelerinin belirlenmesinde var oldugu
goriilmektedir. Uretici ¢ekirdekler de genis bir uygulama alanina sahiptir. Uretici
cekirdekler teorisinin uygulamasinin énemli oldugu 68renme (learning) teorisinde
(Miihendisler icin 6nemli olan destek vektdr makineleri teorisini kapsayan), yani
stirekli fonksiyonlar ailesinin alt uzaylar: olarak iiretici ¢cekirdekli Hilbert uzaylarinin
diskleriyle ortii (covering) sayilarinin tahminleri, iiretici cekirdekler ve iiretici ¢ekirdekli
Hilbert uzaylar1 arasindaki diizgiin bagintilar ve Sobolev uzaylariyla fonksiyonlarin
yaklagimlarinda bircok sonuglar bulunmaktadir. Uretici ¢ekirdekler teorisi Hilbert
uzaylar1 iizerinde lineer doniisiimler ile birlestirildiginde cesitli alanlarda bir¢ok
bagintilara ve diferansiyel denklemler, integral denklemler, Pythagorean teoreminin
genellestirilmesi, ters problemler, sampling teori, lineer doniigsiimler ile birlestirilen
nonlineer doniisiimler, Hilbert uzaylar1 arasinda cesitli operatorler ve bir¢cok genis

alanlar lizerine yayilmig verimli uygulamalara sahiptir.

Uretici ¢ekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup daha 6énce 1907-1909
yillarinda J. Mercer ve S. Zaremba tarafindan integral denklemler teorisinde
kullanilmaya baslanilmistir (Zaremba, 1907). Bu konular i¢in genel teori N.
Aronszajn’in ad1 ile tam olarak ortaya konulmustur (Aronszajn, 1950). Daha sonralar1
tiretici ¢ekirdekler Fransiz bilim adami Fields 6diilii ile miikafaatlandirilmig L. Schwartz
tarafindan gelistirilmistir. Bu teori bir o kadar bagka anlamda M. Krein tarafindan

kullanilmigtir. Bundan bagka, olasilik teorisinde iiretici ¢ekirdekler teknigi ilk olarak



diinyaca iinlii rus bilim adam1 A.N. Kolmogorov tarafindan 1941 yilinda kullanilmis ve
cok onemli sonuglara imza atilmistir (Kolmogorov, 1941). Bundan sonra, E. Parzen
ve digerleri de bu konuyu daha da ileriye gotiirmiislerdir. Giinlimiiz matematiginde
ise, yaklasik 1972 yilindan baslayarak agirlikli olarak Japon matematik¢isi Saburou
Saitoh iiretici ¢ekirdekler metoduna sanki yeni bir hayat vererek, bu yontemi analizde,
diferensiyel denklemler ve integral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda,
operatdrler teorisinde ve harmonik analizde uygulayarak ¢ok onemli ve orijinal sonuglar
almay1 basarmislardir. Biitiin bu sonuclar Saitoh’un iki kitabinda toplanmistir (Saitoh,
1988, 1997). Ilk olarak Berezin tarafindan iiretici ¢ekirdekler yardimiyla Berezin
sembolii kavrami tanimlanmugtir (Berezin, 1972, 1974). Herleyen zamanlarda tretici
cekirdek ve Berezin sembolii bir ¢cok arastirmacinin ¢alisma konusu olmus ve bu
yonde literatiire katki saglayacak sonuclar elde edilmistir (Englis, 1994; Nordgren ve
Rosenthal, 1994; Axler ve Zheng, 1998a,b).

Giris kismindan da goriildiigii gibi, iiretici cekirdekler ve Berezin sembolleri iiretici
cekirdekli Hilbert uzayindaki operatorler teorisinde fevkalade dneme sahiptirler. Buna
gore, son yillarda iiretici ¢ekirdekler ve Berezin sembollerinin i¢ dinamizmi genis bir
bicimde 6grenilmekle beraber bu iki kavramin cesitli ve ¢cok sayida onemli uygulamalari
da acikca literatiirde goriilmektedir (Nikolski, 1986; Zhu, 1990; Korenblum, 1977;
Sarason, 1994).

1935 yilinda integrallerin carpimlart yardimiyla ¢arpimin integralinin yaklagimini
veren integral esitsizligi olan Griiss esitsizligi ilk olarak Griiss (1935) tarafindan
verilmistir. Bu esitsizligin bir ¢ok genellestirilmesi Mitrinovic vd. kitabinda ve
referanslarinda bulunabilir (Mitronovic vd., 1993). Son yillarda Fink ¢alismasinda
Griiss tipli esitsizligin daha genel esitsizligini Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir
uygulamasi olarak ispatlamistir (Fink, 1999). Devaminda bir cok matematik¢i bu
konuyu gelistiler. Bu esitsizlik istatistik, kodlama teorisi, niimerik analiz, fonksiyonel
analiz ve uygulamalarini iceren matematigin bir ¢cok alaninda kullanilmistir (Dragomir,
1999a,b,c; Dragomir ve Wang, 1997). 1950 yilinda, M. Binernacki, H. Pidek
ve C. Ryll-Nardjewski 3. kisimda verilen Griiss esitsizliginin ayrik versiyonunu
olusturdular. Griiss tipli baz1 diger integral esitsizligi icinde Griiss esitsizliginin basit
ispat1 Mitronovic vd. (1993) kitabinin 10. boliimiinde mevcuttur. Bahsedilen esitsizligin

diger sonuclart Anastassiou (2007a,b,c), Cerone (2003, 2006a,b), Cerone ve Dragomir

4



(2004, 2005, 2007), Dragomir (1999b, 2000a,b); Dragomir ve Booth (2000), (Fink,
1999), Pachpatte (2008) ve ayrica Zhao ve Cheung (2008) in ¢alismalarinda bulunabilir.

Uretici gekirdekler ve onlarin yardimiyla tanimlanan Berezin sembollerinin
uygulamalar1 hakkinda literatiirde az sayida calisma yer aldi§indan, sunulan tez konusu
literatiirde onemli yer tutacaktir. Bu tez ¢alismasinda verilecek sonuglar Dragomir

(2005) deki klasik durum icin kullanilan metotlar yakindan takip edilerek elde edilmistir.



3. BEREZIN SEMBOLU VE GRUSS TIiPLI ESITSIZLIKLER

Bu tez caligmasinda, Griiss tipli esitsizlikleri ve bazi iyi bilinen esitsizlik tipleri
kullanmilarak tiretici cekirdekli Hilbert uzaylarinda 6zeslenik (self-adjoint) operatorlerin
ve fonksiyonlarin Berezin sayisi i¢in yeni tipli esitsizlikleri incelemek hedeflenmektedir.
Burada Griiss tipli esitsizlikler ile Berezin sembolii metodunun birlikte kullanilmasi
operatorlerin Berezin say1 esitsizliklerine yeni bir bakis acist kazandirilmistir. Bu
kapsamda ortaya konan problemlerin ve bu problemlere yonelik iiretilen ¢6ziim
yontemleri ve sonuclarinin rahatlikla algilanabilmesi i¢in gerekli terim ve notasyonlari

bu boliimde sunacagz.

Tamm 3.1. Uzerinde bir norm tanimlanmus olan bir V vektor uzayina normlu uzay adi
verilir. Bir tam normlu uzaya Banach uzay1 denir. Bir V vektor uzay1 tizerindeki norm

ise V tizerinde tamimli olup, bir @ € V noktasindaki degeri

lall

ile gosterilen ve a ve b, V de keyfi vektorler ve o bir skaler olmak iizere

(N1) [|al| = 0,

(N2) [la]| =0 <= a =0,

(N3) [[aal| = |ec] [|all

(N4) [la+b]| < [l + /]

ozelliklerini saglayan reel degerli bir fonksiyondur. Tanimlanmis olan normlu uzaylar

(V,|I-I) yadaV ile gosterilmistir (Kreyszig, 1989).

Tamim 3.2. Ayni K cismi tizerinde (V1, ||.||;) ve (V2,].]|,) normlu uzaylar olsun. Eger
hera € V i¢in
ITall, < Mall;

esitsizligini saglayan pozitif M sabiti mevcut ise bir 7 : V| — V; lineer doniisiimii bir

stnirh lineer operator olarak adlandirilir (Kreyszig, 1989).

Tanmm 3.3. Bir i¢ carpim uzayr ya da On-Hilbert uzay: iizerinde bir i¢ carpim

tanimlanmig bir L vektor uzayidir. Bir Hilbert uzayi ise tizerindeki i¢ carpim ile



tantmlanmig metrige gore tam olan bir i¢ ¢arpim uzayidir. Burada ifade edilen i¢ carpim,
L x L den L nin bir skaler cismi i¢ine yapilan bir doniigiimdiir. Yani, L nin (u,v) vektor
¢ifti u ve v nin vektorel carpimu olarak adlandirilan ve (u,v) ile gosterilen ve her u,v ve
z vektorleri ve o skaleri i¢in

(¢ 1) (u,v+z) = (u,v) + (u,z)

(ic 2) (ou,v) = au,v)

(i¢ 3) (u,v) = (v,u) (simetri)

(ic4) (u,u) > 0; (u,u) =0 <= u = 0 (pozitif tanimlilik )

ozelliklerini saglayan bir skalerle eslenmektedir (Kreyszig, 1989).

Tanim 3.4. Bir H Hilbert uzayinda, sinirh lineer bir 7 : H — H operatorii verilmis
olsun. Eger T* =T ise T operatoriine 6zeslenik ya da Hermityen operator ad1 verilir

(Kreyszig, 1989).

Yardimci Teorem 3.5. Cauchy-Schwarz esitsizligi ve ticgen esitsizligi hem teorik hem
de pratik olarak yaygin olan onemli teknik esitsizliklerdir:

(C-S) Eger u,v € L ise o zaman

[ (v < {luel [ []v]

dir (Bu esitsizlik Schwarz esitsizligi olarak bilinir). Bu egitsizligin bir egitlik olmast icin
gerekli ve yeterli kogul u,v nin birinin digerinin bir skaler carpumi olmasidur.

(U) Eger u,v € L ise 0 zaman

lu+v|| < ||u|| + ||v|| (Uggen Esitsizligi)

dir. Bu esitsizligin bir esitlik olmast icin gerekli ve yeterli kosul u,v nin birinin digerinin

bir negatif olmayan ¢arpinmi olmasidir (Kreyszig, 1989).

Tammm 3.6. Kompleks sayilarin agik bir Q kiimesi iizerinde, her A € Q i¢in f —
f (1) lineer fonksiyoneli H uzayinda siirekli olacak sekilde Q kiimesi iizerindeki f
fonksiyonlarinin olusturdugu H = #H (Q) Hilbert uzayina iiretici ¢ekirdekli Hilbert



uzay1 adi verilir. Literatiirden bilinen Riesz temsil teoremi kullanilarak, A € Q i¢in

f()“) = <f7k7-[,l>a fGH

olacak gekilde bir tek k7 3 € H fonksiyonun mevcut oldugu elde edilir. Q X € kiimesi
iizerinde ky; 3 (z) = k(z,A) ile tammlanan bu ks ; fonksiyonuna A noktasinda

uzaymnin lretici ¢ekirdegi denir (Halmos, 1982).

Yardimer Teorem 3.7. H fonksiyonel Hilbert uzaywn herhangi ortonormal bazi {e,}

olsun. O zaman H uzayinin k iiretici ¢ekirdegi

ky(2) =k(z,2) =Y en(A)en(2)

n>0

seklinde ifade edilebilir (Stroethoff, 1997).

Ustteki Yardime1 Teorem’den kj (z) = k, (1) oldugu aciktir. Dolayisiyla her A,z € Q

icin k(z,A) = k(A,z) dir. k; normu ise

ka |* = (ka ko) = ka (A) = k(A,A)

din ky = —* = 1. fonksiyonuna A noktasinda H uzayimnin normallestirilmis
kaa)z  lkaall
tiretici cekirdegi denir (Stroethoff, 1997).

Tamim 3.8. %,1 = W’iﬁ ifadesi ‘H uzayinin normallestirilmis iiretici ¢cekirdegi olsun. ‘H
uzay1 Q kiimesi iizerinde iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayi ve H uzayi tizerinde A herhangi

bir sinirli lineer operator olsun. Bu durumda

AR) = <AEH7A,ZH7,L>H, AeQ

seklinde tanimlanan A fonksiyonuna A operatoriiniin Berezin sembolii ya da Berezin
doniisiimii denir (Berezin, 1972, 1974; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Englis, 1994,
1995; Zhu, 1990).



Tanimm 3.9. Bog olmayan bir Q kiimesi lizerindeki kompleks degerli fonksiyonlarin
H = H (Q) fonksiyonel Hilbert uzayi iizerinde sinirlt lineer bir A operatoriiniin Berezin

kiimesi ve Berezin sayisi, sirasiyla

Ber (A) = Range (X) = {X(l) A e Q}
- {<AZ,1,EL> Ae Q}

veE

ber (A) = sup |A (JL)‘
ArEQ

ifadeleriyle tanimlanir (Karaev, 2006).

Asagida Berezin semboliiniin baz1 temel 6zellikleri verilmistir (Kili¢, 1994).

1. A pozitif operator ise o zaman A pozitif fonksiyondur.

2. Smurhi lineer bir A operatdriiniin A Berezin sembolii de sirli br fonksiyondur. Yani,

Q)| =| (AR o )| < 1Akl [

< Al [zl kel = AL (A € Q)

dir.

3. A* adjoint operatoriiniin Berezin semboli, A kompleks eslenigine esittir. Yani

A*(A) = <Afk7—l,b%?—l,l> = <7(\H,17A/]€H,?u> =A(4)

dir.

4. Her A € Qicin A (1) = B(2) olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A = B olmasidir.
5. A operatorii kompakt ise A(1) — 0 (A — Q) dir. Ancak ifadenin tersi genelde
dogru degildir. Yani A (1) — 0 (A — Q) ise A operatdrii kompakt olmayabilir.

Tamm 3.10. Herhangi A € B(H) operatérii |A| = (A*A)% ile tanimlanir. Ayn1 zamanda
|A]> = A*A dir (Zamani, 2017).



Tamm 3.11. Bir H Hilbert uzayi lizerinde A operatoriiniin niimerik deger kiimesi ve

niimerik yaricapi, sirastyla

W(A)={(Ax,x) :x € H ve ||x]| =1}

ve

w(A) :=sup{|[{Ax,x)| :x € H ve ||x|| =1}
ile tanimlanar.

Ustteki tanimdan

Ber(A) CW(A) veber(A) <w(A) < ||Al

dir (Halmos, 1982).

Niimerik yaricap ve onun uygulamalar i¢in (Abu-Omar ve Kittaneh, 2014, 2015;
Bakherad ve Kittaneh, 2019; Bakherad ve Shebrawi, 2018; Dragomir, 2000b,a, 2013;
Karaev, 2013) numaral1 referanslar1 ve bunlarin i¢indeki var olan referanslar1 baz

alinmugtir. Tki operat6riin carpimi icin niimerik yaricap esitsizligi asagidaki sekildedir:

‘H Hilbert uzayi iizerinde A, B sinirli lineer operatorleri i¢in

w(AB) <4w(A)w(B)

seklinde tanimlidir. Bu durumda AB = BA ise o zaman

w(AB) <2w(A)w(B)

dir (Gustafson ve Rao, 1997). Bu sebeple asagidaki soru dogal olarak ortaya ¢ikar:

Soru 3.12. Ustteki esitsizlik operatorlerin Berezin sayis1 i¢in de dogru mudur ? Hangi
operator siniflar igin

ber(AB) < Cber(A)ber(B) 3.1

olacak sekilde bir C > 0 sayis1 vardir ?
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Bu tez galigmasinda iiretici gekirdekli Hilbert uzaylari tizerinde Cy, g(A) doniisiimiinii
kullanilarak (3.1) numaral esitsizlik ¢aligilmigtir. Bununla birlikte tiretici ¢ekirdekli

Hilbert uzaylarinda 6zeslenik operatorler i¢in Griiss tipindeki esitsizlikler verilmistir.

1935 yilinda Griiss (1935) integrallerin ¢arpiminin yardimiyla ¢arpimin integralinin bir
yaklagimini veren asagidaki integral esitsizligini ispatladi: Eger f ve g fonksiyonlar1

[a, D] iizerinde integrallenebilir reel fonksiyonlar ve her x € [a, b] i¢in
< flx)<P,y<glx)<T
olacak sekilde ¢, @, y ve I reel sabitleri mevcut ise 0 zaman

b b b
o [0 — = [ ). s

a

<

(®-¢)T—=7)

Bl -

dir. Burada esitsizlikte kullanilan % sabiti daha kii¢iik bir say1 ile yer degistirilemez
oldugu bilinen bir gercektir. Bu esitsizlik matematigin i¢ ¢arpim uzaylari, kareleme
formiilleri, sonlu Fourier doniisiimleri, lineer fonksiyoneller gibi farkli alanlarda bir¢ok

matematik¢i tarafindan uygulamasi ve genellestirmesi incelenmistir.

1950 de Biernacki vd. (1950) tarafindan Griiss esitsizliginin asagidaki farkli bir

versiyonu kurulmustur (Biernacki vd., 1950; Mitronovic vd., 1993).

i=1,..,ni¢in r <a; <R ve s < b; < S olacak sekilde a = (ay, ... ,a,), b= (by, ...

,by) reel sayilarin iki n-lisi olsun. O zaman

%;aibi — %g}ai.%;ﬂ}bi
<18 (-2l

dir. Burada [x] ifadesi x € R nin tam degerini gostermektedir. Griiss tipindeki esitsizlikler

icin Anastassiou (2007a,b,c), Biernacki vd. (1950), Dragomir ve Fedotov (1998) ve
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Dragomir (1999b, 2008) in ¢caligmalar1 ve bunlarin i¢indeki var olan referanslar1 baz

alinmagtir.

Tanim 3.13. Bir kompleks Hilbert uzayda siirekli lineer operatorlerin bir A kompleks
cebiri

1) A operatorlerin norm topolojisi tizerinde topolojik olarak kapali kiimedir,

i1) A operatorlerin adjointleri alinarak olusturulan bir islem altinda kapalidir,

ozelliklerini sagliyorsa C*-cebiri olarak adlandirilir (Halmos, 1982).

C*-cebirleri fonksiyonel analizin bir aragtirma alan1 olup ilk olarak kuantum mekanik
problemlerinde kullanilmistir. 11k olarak John von Neumann tarafindan bu cebirler icin
genel cerceve kurulmus ve von Neumann cebirleri adiyla bilinen 6zel C*-cebir sinifi
tanimlanmigtir. 1943’te Gelfand ve Naimark Hilbert uzayini1 kullanmadan C*-cebirlerini
karakterize etmistir. C*-cebirinin temel 6rnegi kompleks H Hilbert uzayinda sinirl
lineer operatorlerin B(#H) cebiridir. Burada x* ifadesi x : H — H operatoriiniin eglenik

operatoriinii tanimlar.

A operatorii bir H kompleks Hilbert uzay: lizerinde bir 6zeslenik lineer operator olsun.
Gelfand doniisiimii asagidaki gibi H ilizerinde 14 6zdeslik operatorii ve A ile liretilen
C*(A) C*-cebiri ile Sp(A) ile tanimli A nin spektrumu iizerinde tanimli tiim stirekli
fonksiyonlar kiimesi olan C(Sp(A)) arasinda bir ® *-izometrik izomorfizm doniigiimii

olusturur (6rnek icin bk. Furuta vd. (2005)).

Tamm 3.14. Herhangi bir f,g € C(Sp(A)) ve herhangi bir o, B € C igin
(i) @ (acf +Bg) = ad(f)+BP(g),
(i) @ (fg) = P (f) P (g) ve 2 (f) =P (f)",
(i) [|@ (NI = [If1]:== sup [f(D)],
teSp(A)

(iv)r € Sp(A) igin fy (1) = 1 ve fi (t) =t olmak tizere ® (fy) = 1y ve D (f1) = A dir.

Bu notasyonlar ile birlikte

her bir f € C(Sp(A)) icin f (A) := ®(f)
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tanimlayabiliriz ve bu ise bir A 6zeslenik operatorii i¢in siirekli fonksiyonel kalkiiliis

olarak adlandiriir.

Tamm 3.15. Eger A bir 6zeslenik operator ve f fonksiyonu Sp(A) tizerinde bir reel
degerli siirekli fonksiyon ise o zaman herhangi t € Sp(A) i¢in f(¢) > 0 ifadesi H
tizerinde f(A) > 0 oldugunu verir. Bu sebeple, eger f ve g fonksiyonlar1 Sp(A) iizerinde
reel degerli fonksiyonlar ise 0 zaman agagidaki temel 6zellik saglanir: B(H) nin operator

mertebesinde
herhangi birz € Sp(A) igin f(r) > g(¢) ise f(A) > g(A) (3.2)
dir.

Simdi Dragomir (2013) tarafindan verilen Hilbert uzaylarinda 6zeslenik operatorlerin

stirekli fonksiyonlar i¢in Griiss tipli esitsizlikle ilgili sonug¢larini verelim.

Teorem 3.16. (H,(.,.)) uzay: K (K = R,C) iizerinde bir i¢ ¢carpum uzayi ve e € H,
|le|| = 1 olsun. Eger

Re (pe —x,x— @e) > 0ve Re(l'e—y,y—7ve) >0

kosullar: saglanacak sekilde @, v, ¢, 1" reel veya kompleks sayilar ve x,y degerleri H

uzaywmnda vektorler ise o zaman
1
[(6,9) = () {e) | < 7 16— @] IT— ]
esitsizligi vardir (Dragomir, 1999b).

Griiss esitsizliginin asagidaki operator versiyonu Mond ve Pecaric (1994) tarafindan

elde edilmistir.

Teorem 3.17. C;, j € {1,...,n} operatorii 1y operatorii H iizerinde dzdes operator

olmak iizere j € {1,...,n} icin mj. 1y < C; < M;.1y olacak sekilde (H,{.,.)) Hilbert
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uzayt iizerinde ozeslenik operatorler olsun. Diger taraftan herbir j € {1,...,n} icin
¢oly <g;(Cj) <Plpvey.ly <h;(C;) <T.ly

olacak sekilde g;j.h;j : [mj,Mj] — R, j € {1,...,n} fonksiyonlar olsun. Eger

;f:] ||xjH2 = 1 olacak sekilde x; € H, j € {1, ...,n} ise 0 zaman

(@ CI(C)x1x)) = K @€ ) Ky (i€ )|

S%W-‘P)-(F—Y)
dir.

Eger Cj, j € {1,...,n} operatorleri j € {1,...,n} i¢in Sp(C;) C [m,M] olacak sekilde
ozeslenik operatorler ve bazi m < M skalerleri i¢in g,/ : [m, M| — R siirekli fonksiyonlar
ise o zaman Mond ve Pecari¢ esitsizliginden operatorler i¢in Griiss esitsizliginin

asagidaki versiyonu

(2?21 (&i(Chi(Ci)xj,xj) =Xy (8j(Ci)xjxj) Xy <hj(cj)xj,x,->)
1
< 00-0).C-) (3.3)
elde edilir. Burada 2?21 ijH2 = 1 olacak sekilde x; € H, j € {1,...,n} ve ¢ =
minte[m,M} g(t)7 ¢ = max;em,m g(t)7 Y= minte[m,M} h(t) vel'= MaXy e m M) h(t) dir.

Ozel durumda eger C 6zeslenik operatérii bazi m < M skalerleri igin Sp(C) C [m, M|

kosulunu saglar ise o zaman ||x|| = 1 dzelligine sahip herhangi x € H i¢in

[{(¢(C)A(C)x,x) — (g(C)x,x) . (h(C)x, x)| < 7 (9 — @) (T —7)

=

dir.

Teorem 3.18. A operatirii (H;{.,.)) Hilbert uzayt iizerinde bir dzeslenik operator
ve bazi m < M skalerleri icin Sp(A) C [m,M] oldugunu kabul edelim. Eger f ve g

fonksiyonlart [m,M] iizerinde siirekli ve 'y : min ¢y, pq f(2), T' 1 maX;e )y pr) f(2) ise 0
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zaman ||x|| = 1 dzelligine sahip her bir x € H i¢in

(£ (A)g(A)x,x) — (f(A)x,x) . (g(A)x,x)|

1 2 1
< 3-(C=) [lg@nl = (s ’] " (< T (A=)
dir. Burada & : min;c[, p 8(7) ve A max ¢, v 8(t) dir.

Teorem 3.19. A; operatorleri j € {1,...,n} ve bazt m < M skalerleri icin ézeslenik
operatirler olsun.  Eger f,g : [m,M] — R siirekli ve y : min;cp,p f(2), T :
max; ey p f(t) ise 0 zaman & : mincp, p8(t) ve A :max,cly, g (t) olmak iizere

1 ||xjH2 = 1 ozelligine sahip her bir x; € H, j € {1,...,n} icin

L (FADRA ) x5) = Ziy (A7) Xy (g(Ay),%)|

1
b
<

(T—7) { " s - (Z’}:1 <g(Aj)xjaxj>>2]

(=7 (A=9))

Bl— N =

(<

dir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu boliimde iiretici gekirdekli Hilbert uzaylari tizerinde Cy, g (A) doniistimii kullanilarak
Berezin say1 esitsizlikleri calisilmis ve iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay: iizerinde 6zeglenik

operatorler i¢in Griiss tipindeki esitsizlikler verilmistir.
4.1. Iki Operator Icin Berezin Say1 Esitsizlikleri

o, € Cve A € B(H) bir sinirht lineer operator olsun. A*, A operatoriiniin eslenigi

olmak tizere

Cap(A) = (A" —al) (BI - A)

doniisiimiinii tanimlayabiliriz (Dragomir, 2008). C, g (.) doniisiimii A, B € B(H) ve
o, B € Cicin asagidaki gibi baz ilging 6zelliklere sahiptir:

(i) Cap (1) :==(1=0)(B—1)I ve Caq(A) :=— (ol —T)" (al — A),
(i) [Cap (A)] = Cp .o (A) ve C5q(A") —Cop(A) =AA—AA™.

Eger herhangi bir A € Q i¢in ReA (A) > 0 ise o zaman iiretici ¢ekirdekli # Hilbert
uzay! lizerinde bir A sinirli lineer operatorii artan adini alir. Bu 6zelligi kullanarak

herhangi bir «, B € C skalerleri ve A € Q igin,

2

—_ e/~

ReCop (4) (3) =ReCp o (4) (3) = 1 - af - | (4~ 521 )y

elde edilir. Buradan basit bir sonug verilebilir.

Yardimcr Teorem 4.1. A € B(H(Q)) ve o, B € C kompleks saylart icin asagidaki
ifadeler denktir:

(i) Cop (A) ve Caﬁ( *) doniisiimleri artandir

o~ B+~
B+ kj, B+ kj,

N 1 N
(ii) Herhangi bir A € Q i¢in ||Akj — < 3 B — | ve ||A*k), — <

1
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Teorem 4.2. A,B € B(H) ve a,B,y,6 € Cicin Cy g (A) ve C, 5 (B) artan bir doniisiim

olsun. O zaman
1
ber (BA) < 3ber (A)ber (B) + 1 1B —ally—4|

dir.

Ispat. Hipotezden Cq g (A) ve Cy5(B) artan olmak iizere Yardimci Teorem 4.1

~ S
den herhangi bir A € Q i¢in ||Ak; — h+ k;L |ﬁ o ve ||B*k; — %k,l
1. = e
5 ‘}/— 5‘ yazabiliriz.
Schwarz esitsizligini kullanarak, her A, 1 € Q i¢in
‘< A)ky By - B*(n)kn>’
< HAkA Mk |||y =B () | 4.1)
elde edilir.
Herhangi f € H ve A € Q icin H f— < f,&ﬁlH = inf ‘ a ¢%;LH oldugundan her
€
A,m € Qigin
~ o~ o~ ~ o~ 1
4% - AR < |48 - PL%% | < 216l
ve
KT BrleNT Y+ S5~ 1
‘Bkn—B (n)an< Bka—Tkx < 5r=9|
elde edilir. Bu sebeple her A, 1 € Q i¢in
PN o~ 1
|4k =2 )R | 8%y — B )y | < 5 1B—ally—3 (42)

esitsizligine sahibiz. Diger taraftan, her A, 1 € Q i¢in

(Al — A (R) ki, By — B (m) )
BAE,L,%,,> +AAM)B(M) <E;L,%n>

AL <BE,L,E,> - <A%,1,En>§(n)
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dir. Ustteki esitsizlikte modiil alinarak,

(Aky —A(A) Ky, By — B* () ey )
‘<BAk;L, >] ]K()L)<B%,L,%,,>+<Aa,%n>§<n)—X(A)E(n>@,2,,>]

> |8k o )| = [A2) (Ba T )| = | (4 B ) Bm)| = |F 0 B ) ()|
ifadesi her bir A, € Q i¢in

]<A%;L —A(A)ky, By — B

(k)|
+AM) <Bk,1,kn>‘+‘<Ak;L, 7V B)|+[AA) B () (K oy )|

> |(BAky, Ky )| (4.3)

ifadesine denkligi elde edilir. Boylece (4.1), (4.2) ve (4.3) esitsizliklerinden A = 1

icin

1B —ally=31+ [AWBQ)|+]A0B@)| +|AMW B

> |BA(L) (4.4)
elde edilir. (4.4) esitsizliginde A € Q tizerinden supremum alinirsa

ber (BA) < 3ber (A) ber (B) +%|ﬁ —al|ly—94|

elde edilir. Buradan istenilen sonug elde edilir. [
Simdi ise asagidaki sonugcta farkl bir yaklagim gosterilmistir.

Teorem 4.3. A,B€ B(H) ve a,B,y,6 € CicinCy g (A) ve Cy s (B) artan bir doniisiim

olsun. O zaman
1
ber (BA) < ber (A) ber (B) +4_1 1B—oa|(|ly—906|+|y+ 9]
dir.
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Ispat. Kabiillerden ve Schwarz esitsizliginden asagidaki esitsizligi her 4,1 € Q icin

‘<AE;L Ay, By — #@N

o e e THE
< ||ak, = A ()R ||| By — R
- - ~ 5 -
< [z, - BE%, | | %, - 0%,
2 2
1
< 4 |B—ally=3¢ (4.5)

ifade edebiliriz. Bu esitsizlikte moduliis alinirsa
S 5~
<Ak,1 —A(M) Ky, By — %kn>
o ~ ® o~ Y+ o/ ~ ~ ~ o~
. <BAk,1,kn> A <Bk,1,kn> 4 <Ak;L “A (A)kl,kn>
oldugundan her A, 1 € Q i¢in

‘<Aa — A(A) &y, By —@Zn>‘

> ‘<BAE;L,E7>‘ _ ‘X(A) <BE;L,E7>‘

_|r£e ’<AE1 —X(A)a,%ﬁ‘ 4.6)

esitsizligi elde edilir. O zaman (4.5) ve (4.6) esitsizliklerinden A = 1 € Q i¢in

B < [T B )| + MHA A+ 1B~ ally—8
<|FmBm|+ |22 Aka—’”“ JB—ally-5
<|AmE®) +§rﬁ—a|<w—6\+w+6\>

olur. Ustteki esitsizlikte A € Q iizerinden supremum alarak
1
ber (BA) < ber (A) ber (B) + 7 IB—co|(ly—95|+]|y+9d|)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.
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Yukaridaki teoremin argiimanlarini kullanarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Ozellik 4.4. A,.B<c B(H) ve a,B,7,8 € Cicin Cq.p (A) ve Cy s (B) artan bir doniisiim

olsun. O zaman
ber (BA) < ber (A)ber(B) + |y+ d|ber(A) + % IB—c||y— 9|

dir.
Ispat. Gergekten her bir 1,1 € Q i¢in
~ s~ 0~
<Akl AR, By — ”; k,,>
= (BAKy Ky ) A (1) (Bky K )
Y+0 Y+6~

-2 <Ak;t,kn> + 5240 @,E&

dir. A =1 € Q iizerinden supremum alarak ve iistteki teoremin ispatindaki ayni

arglimanlari kullanarak A, B € B (H) operatorleri igin

ber (BA) < ber (A)ber (B) + |y+ d|ber(A) + % IB—c||y—9|
esitsizligi elde edilir. [
4.2. Griiss Tipli Esitsizlik

Bu kisimda iiretici ¢ekirdekli Hilbert H = H (Q) uzayi iizerinde 6zeslenik operatorler

icin bir Griiss tipli esitsizlik verilmistir.

Teorem 4.5. A € B(H) bir dzeslenik operator olsun ve bazi m < M skalerleri icin
Sp(A) C [m,M] oldugunu kabul edelim. Eger f ve g fonksiyonlari [m,M)] iizerinde

stirekli ise o zaman herhangi A, L € Q icin

FANRA) 1) — FA) (gAY (A) — o [a(A) ()~ 8(A) ()]
<57 [l + (W) - 2@memw| @



dir. Burada y= min f(t)ve'= max f(t) ile tamumlidur.
t€[m,M| t€[m,M)|

Ispat. Gergekten her bir £ € Rve A, 1 € Q i¢in

((r) = &1) (8(4) = (g(AVkr T ) 1o ) R Ko )
= (g ) — & [V o ) — (A R )|
— (8 B ) (£ R (438)

0zdesligine sahibiz.

(4.8) esitliginde moduliis alinarak herhangi A, 1t € Q i¢in
F(A)g(4) (1) — & [g(A) (1) — g(A)(2)| — (A)A)F(A) w)|
- \<<g<A>—g<NA><A> i s (F(A) =€) K )|

< st sty | ks — |

1

- _Hg(A)ﬁuH +(s@m) —zg<A><z>g<A><u>]2
<o)

< [le@P+ (s@))” - 260 (115 0
X || f(A)—A.1g]| 4.9)

elde edilir.

Burada (3.1) 6zelligi ve y= min f(¢),T' = max f(¢) den her u € Q i¢cin
t€[m,M] t€[m,M]

esitsizligi elde edilir. Bu ise

- T3 | <
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veya her bir (1t € Q i¢in

|<f<A>—$.1H> ()| <37

esitsizligine denktir. Bu esitsizlikte supremum alinirsa

elde edilir. Burada (4.9) esitsizligi ile beraber & = %ﬂ icin uygulanirsa arzulanan

sonug elde edilir. O
Yukaridaki teoremin 6zel bir durumu olarak asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonuc 4.6. A € B(H) ozeslenik operator olsun ve bazi m < M skalerleri icin Sp(A) C
[m, M| oldugunu varsayalim. Bu takdirde her bir A € Q icin

o=

ber(f2(4) = (£(4))*) < 5 (T =1 || F(A)]* —ber((£(4))*)

| =

dir. Burada y= min f(t),'= max f(¢) dir.
t€[m,M| te[m,M]

Ispat. (4.7) esitsizliginde f = g ve A = u alimrsa o zaman her A € Q i¢in

—

2 - (1am)’

1

<5 C=p IR (raw)’|

dir. Ustteki esitsizlikte A € Q iizerinden supremum alinirsa herhangi A € B(H)

0zeslenik operatoril i¢in

L
2

ber(f2(A) = (£(4))*) < 5 (T =) | IF(A)]* = ber((f(4))*)

| =

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. 0
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez calismasinda agsagidaki doniisiim tanimlanmigtir. o, 8 €
C ve A € B(H) bir simirli lineer operator olsun. A*, A operatdriiniin eslenigi olmak
lizere

Cap(A):=(A"—al)(BI-A)

dir (Dragomir, 2008). Cq, g (.) doniisiimii A,B € B(H) ve a, B € C igin agagidaki gibi

bazi ilging 6zelliklere sahiptir:

@) Cop (I) = (1=@) (B — 1)1 ve Ca . (A) := — (al — T)" (al — A)

(iD) [Cap(A)]" = Cpa(A) ve C5 5 (A*) = Co p (A) = A"A — AA”

Tanimlanan bu doniisiimiin bazi temel 6zellikleri incelenmistir. Ozel olarak, iiretici
cekirdekli Hilbert uzaylar iizerinde Cy g (A) doniisiimiinii kullanarak Berezin say1
esitsizlikleri calisilmig ve iiretici ¢cekirdekli Hilbert uzay: tizerinde 6zeslenik operatorler

icin Griiss tipindeki esitsizlikler verilmistir.
Bu calismanin devam olarak diisiiniilen bir kag¢ 6neri vardir:

1. Literatiirde, tezde kullanilan Griiss tipli esitsizligi haricinde bir ¢ok Griiss tipli
esitsizlikler vardir. Bu esitsizlikler kullanilarak Berezin sayis1 icin yeni esitsizlikler elde

edilebilir mi?

2. Griiss Tipli esitsizlikler digindaki esitsizlikler yardimiyla Berezin say: esitsizligi elde

edilebilir mi?
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