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COK DEGISKENLI BAZI KONVEKS STOKASTIK SURECLER
ICIN HERMITE-HADAMARD TIiPLI INTEGRAL
ESITSIZLIKLERI

OZET

Bu tezin amaci, ¢ok boyutlu bazi konveks stokastik siiregleri tanimlamak ve bu
stiregler ile ilgili Hermite-Hadamard esitsizlikleri elde etmektir. Bu tezin giris
kisminda, literatiirdeki arastirmalardan kisaca bahsedilmistir. Sonraki kisimda, tezin
konusu ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Ayrica bu tezin materyal ve yontem
kisminda, konveks, s-konveks, harmonik konveks, preinvex stokastik siiregler ile
ilgili gerekli bilgiler kisaca sunulmustur. Arastirma bulgular1 kisminda, yukarida
bahsi gegen konvekslik ¢esitleri i¢in ¢ok boyutlu stokastik siiregler tanimlanmis ve
bu siiregler igin Hermite-Hadamard esitsizligi elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks, s-Konveks, Harmonik Konveks, Preinvex, Cok Boyutlu
Stokastik Siirecler, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Kuadratik Orta Anlamda Integral.
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HERMITE-HADAMARD TYPE OF INTEGRAL INEQUALITIES
FOR SOME MULTIVARIABLE CONVEX STOCHASTIC
PROCESSES

SUMMARY

The aim of this study is to define some multidimentional convex stochastic processes
and to obtain Hermite-Hadamard inequalities for these processes. In the introduction
is mentioned related the researches in the literature. Thereinafter, basic concepts are
given. In the material and methods, the necessary informations related to convex, s-
convex, harmonically convex, preinvex stochastic processes are briefly presented. In
the research findings, the multidimentional stochastic processes are defined for the
above mentioned convexities and Hermite-Hadamard type inequalities are obtained
for these processes.

Keywords: Convex, s-Convex, Harmonically Convex, Preinvex, Multidimentional
Stochastic Processes, Hermite-Hadamard Inequality, Mean-square Integrable.

VII



BOLUM 1. GIRIiS

Konvekslik geometrik temel bir kavram olmasinin yani sira diger alanlarda genisce
kullanilmaktadir. Fonksiyonel analiz, grafik teorisi, olasilik teorisi ve daha bir¢cok
alanda oOnemli rol oynamaktadir. Konveksligin ilk temelleri Yunan filozoflar
tarafindan atilmistir. Yunanhlarin matematige en Onemli katkilarindan biri de
Euclid’in [1] “Elements” adli kitabidir. Konveksligin ilk tanim ve gosterimleri bu
kitapta bulunmaktadir. Bu konudaki daha kesin bir tanimi ise Archimedes’in [2] “On

The Sphere and Cylinder” adl1 eserinde de bulmak miimkiindiir.

Esitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelismeye baslamistir. Esitsizlik
teorisiyle yakindan iliskili olan konvekslik kavrami gbéz Oniinde bulundurularak
bir¢ok calisma yapilmistir. Bunun en 6nemli 6rneklerinden biri Ekim 1881 yilinda
Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adl1 dergiye gonderdigi konveks fonksiyon
icin Hermite-Hadamard esitsizligidir. [a, b] araliinda tanimli her reel konveks

fonksiyon i¢in meshur Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir [3]:

f(a+b)3biaff(x)dxsw'

2 2

Hermite’in 1893 yilindaki ¢alismasinda konvekslige rastlansa da konveks
fonksiyonlarin sistematik olarak calisilmasi, 1905-1906 yillarinda iinlii Danimarkali
miihendis ve matematik¢i Jensen ile baglar ve kendisi sunlar1 dngdérmiistiir: “Bana
gore, konveks fonksiyon kavrami temel olarak pozitif ve artan fonksiyonlarla
alakalidir. Bu konuda yanilmiyorsam, konveks fonksiyonlar teorisinin &nemi

zamanla anlasilacaktir.”

Son yillarda modern matematikte arastirma makaleleri ve kitaplarda genis bir sekilde
yer alan konveks fonksiyon kavraminin énemi gergekten anlasilmistir. Bu baglamda
temel matematikte ilgi ¢ceken/¢ekmekte olan Hermite-Hadamard esitsizliginin bir¢cok

uygulamasiyla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu oldugunu sdyleyebiliriz. Cogu



matematik¢i farkli konveks fonksiyon smniflart (quasi-konveks fonksiyonlar,
fonksiyonlarin Godunova-Levin sinifi, log-konveks ve r-konveks fonksiyonlar, p-
konveks fonksiyonlar, vb.) ve 6zel ortalamalar (p-logaritmik ortalamalar, identik
ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) i¢in bu esitsizlikleri uygulamaya, genisletmeye

ve genellestirmeye calismis ve ¢alismaya devam etmektedir.

19. ve 20. yiizyilda bulunan esitsizliklerin bir kismi konveks fonksiyonlarla
iligkilendirilerek temel esitsizlikler haline gelmistir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk
temel caligma 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya [4] tarafindan yazilan
“Inequalities” adli kitaptir. ikinci ¢aligma ise Beckenbach ve Bellman [5] tarafindan
1961°de yazilan, 1934-1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin
sonuclarini igeren, “Inequalities” adl1 eserdir. Bunu Mitrinovi¢’in [6] 1970 yilinda
yayinladigr ve ilk iki kitapta bulunmayan farkli konulara da yer verdigi “Analytic
Inequalities” isimli kitab1 takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar igin esitsizlikler
iceren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” bashgiyla 1987 yilinda
Pecari¢ [7] tarafindan yazilmistir. Bu temel kaynaklarin yani sira Mitrinovi¢ [8,9]
“Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” ve “Classical
and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte [10] “Mathematical Inequalities” ve
Niculescu and Perssons [11] “Convex Functions and Their Applications” literatiirde

mevcut olan diger kaynaklardir.

Hermite-Hadamard esitsizlikleri konusu Dragomir ve Pearce [12] tarafindan yazilan
"Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adli eserde
detayli olarak yer almaktadir. Bu alanda calisan diger matematikgiler Josip [13],
Toader [14], Iscan [15,17], Okur ve Yal¢in [16], Varossanec [18], Fang ve Shi [19],
Hudzik ve Maligranda [20], Ngoc ve ark. [22], Antczak [23] Youness [24], Cristescu
[25], Set ve ark. [26], Yal¢in [27], Mohan ve Neogy [28], Weir ve Mond [29], Yang
ve Li [30], Noor [31], Mishra ve Giorgi [32]’dir. Alomari [34] ise konveks

fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard esitsizligini genellestirmistir.

Konvekslik kavrami Fizik, Termodinamik, Ekonometri, Olasilik ve Istatistik Teorisi

dahil olmak iizere bir¢ok uygulama sahasinda biiyiik 6neme sahiptir.



Olasilik teorisinde stokastik kavrami, ilk kez bu teorinin kurucularindan olan
Bernoulli (1654-1705) tarafindan kullanilmaya baglamistir. Sonra bu kavram bir siire
unutulmus olmasina ragmen iinlii olasilik¢r Bortkiyevig’in (1868-1913) biiyiik

katkisiyla yirminci asrin baglarinda yeniden 6nem kazanmustir.

Stokastik siirecler, esasen zaman icinde gelisen olasiliksal modelleri inceleyen
olasilik teorisinin énemli bir dalidir. 1900 yilinda Fransiz matematikci Bachalier ilk
kez Brown hareketinin matematiksel modelini kurmustur. 1905 yilinda Einstein ve
Smoluhovski bazi fizik problemlerinin incelenmesinde olasilik teorisini kullanmak
zorunda kalmislar ve Bachalier’in kurmus oldugu silirece benzer bir siiregle
karsilasmuglardir. 1914 yilinda Planck ve Fokker, olasilik teorisini kullanarak
difiizyon olayini incelemeye ¢alismislardir. Tiim bunlar matematikte yeni bir kavram

olan stokastik siire¢ kavraminin meydana ¢ikmasina yol agmastir.

Stokastik siiregler teorisinin matematiksel temelleri 20. yiizyilda Markov, Slutski,
Wiener, Hincin, Kolmogorov, Wald, Doob, Ito, Dynkin, gibi {inlii matematikgiler
tarafindan verilmistir. Stokastik siirecler teorisinin sonraki gelismesi Feller [35,36],
Levy, [37, 38], Skorohod ve Gihman [39,40], Ross [41,42], Shiryayev [43], Smith
[44-47], Spitzer [48], Cinlar [49-51], Takacs [52], Khaniyev [53,54], Aliyev [55],

Okur [57-60] ve bazi bilim adamlarinin ¢alismalari ile devam etmektedir.

Son yillarda, konvekslik ve esitsizlik kavramlari, optimizasyon ve matematiksel
programlama problemlerinin incelenmesinde daha genis bir calisma imkan1 sagladigi
icin, literatiirde onemli bir yere sahip olmustur. Bilhassa, stokastik siiregler icin
stokastik monotonluk ve konveksligi tanimlamak optimizasyonda 6zellikle optimal
tasarimlarda, olasiliksal nicelikler mevcut oldugunda sayisal yaklagimlar elde

edebilmek i¢in biiyiik onem tagimaktadir.

(), 3, P) bir olasilik uzay1 T € R = (—0o0, 00) olsun. Reel degerli X (t, w) fonksiyonu
her t € T i¢in ’da tanimlanmis rastgele degisken ise ona rastgele fonksiyon denir.
Eger T = R* ise ve t parametresi zamani ifade ediyorsa bu durumda X (¢, w) rastgele

fonksiyonuna “stokastik siire¢” denir. Bu tanimdan gorildiigii gibi, rastgele



degiskenden farkli olarak, stokastik siire¢ w’nin yani sira zamana da bagh bir
fonksiyondur. Eger X(t,w) stokastik siirecinin w parametresi sabit tutulursa bu

durumda yalniz t’ye bagli olan bir fonksiyon elde edilir [55].

1980°de Nikodem [61], konveks stokastik siirecleri tanimlamis ve konveks stokastik
siirecler icin bilinen bazi 6zellikleri vermistir. Jensen-konveks, A-konveks stokastik
stiregler 1992°de Skowronski [62] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica, Kotrys’in [63],
her reel konveks X stokastik siireci i¢in elde ettigi Hermite-Hadamard esitsizligi
asagidaki gibidir:

X (u er v,-) < i uva(t,')dt PR erX )

u

Bilinmelidir ki, X(t, w) konveks stokastik siirecinde w parametresi sabit tutularak
yukaridaki esitsizlik elde edilir. w, parametresi sabit tutulursa, bu durumda asagidaki

Sekil 1.1.1 elde edilir:

-,
Xt w)
|
X(V.) fmmmmmmmemceaccaooon _‘__Tr'""(v.x(u.))
""l
e
1
RUHAR() | === === === === -4 ’
XA | mmm e e Emm s :
(X))~ : :
X(w,.) To==sF i '
P ! 1
1 1 ]
1 | n
1 ! 1 »
0 u £ (u)+(1-t)v v t

Sekil 1.1.1. Konveks stokastik stire¢ [61].

Alinan bu sonucu olasiliksal olarak asagidaki gibi yorumlamak miimkiindiir:

X(ET,) <5t EX(T,") <4t EX(T",)), T € Cg
Burada E beklenen deger, 7 (T*) [u,v] araliginda ({u,v} kiimesi iizerinde) diizgiin
dagilima sahip bir rastgele degisken, C,; [u,v] lizerinde tanimli biitlin reel konveks
stokastik siirecler kiimesi ve < 1ise rastgele degiskenlerin konveks siralamasi

olarak tanimlanir [64].



Son yillarda, Sarikaya ve ark. [65,78], Set ve ark. [73], Okur ve ark. [66-70,74,
79,80,82] farkli tiirden konveks stokastik siirecler igin esitsizlikler, bazi

genellestirmeler ve genisletmeler tizerinde ¢alismaktadirlar.

Bu tezde literatiirde ilk defa ¢cok boyutlu konveks, s-konveks, harmonik konveks ve
preinvex stokastik siiregler tanimlanmis ve bu siiregler ile ilgili Hermite-Hadamard

tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. Konveks Fonksiyonlar
Oncelikle fonksiyonlardaki konvekslik ile ilgili kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1.1. L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak iizere
B={zelz=ax+(1—-a)y,0<a<1c A}

ise A kiimesine “konveks kiime” denir [13].

Eger z€ B ise z=ax + (1 — a)y esitligindeki x ve y’nin katsayilar i¢in a +

(1 — @) = 1 bagmtis1 her zaman dogrudur. Bu sebeple konveks kiime tanimindaki

a,(1 — a) yerine a + f = 1 sartim1 saglayan ve negatif olmayan a, 8 reel sayilari

alinabilir. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 ve x ve y olan bir dogru pargasini

iceren bir kiimedir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini igeren kiimedir [13].

Sekil 2.1.1. Konveks kiime [13].

Sekil 2.1.2. Konveks olmayan kiime [13].

Tamim 2.1.2. I, R’de bir aralik ve f: I = R bir fonksiyon olmak iizere her x,y € I ve
a € [0,1] i¢in



flax+ (1 -a)y) saf(x) + (1 -a)f ()

sartin1 saglayan f fonksiyonuna “konveks fonksiyon” denir. Konveks fonksiyonun

geometrik anlami asagidaki gibidir [13]:

A
y

f(b) -

tf(a))+(1-)f(b)

f(ta+(1-t)b)

f(a)

A\ 4

0 a ta+(1-t)b b

Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyon [13].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu (a,b) araliginda diferensiyellenebilir bir fonksiyon
olsun. Bu durumda f fonksiyonunun konveks olmast i¢in gerek ve yeter sart f'’niin

artan olmasidir [13].

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun [ acgik araliginda ikinci tiirevi varsa, f
fonksiyonunun bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeterli sart x € [ i¢in

f"(x) = 0 olmasidir [13].

2.2. Stokastik Siirecler

Stokastik siiregleri tanimlayabilmek igin Oncelikle o-cebir, olasilik uzayi, olay,

rastgele degisken gibi kavramlarin bilinmesi gerekmektedir.

Tanim 2.2.1. Q # @ kiimesinin alt kiimelerinden olusan bir J smifi:
1) Q€ S,
2) VA€ Jicin A€ €3,

3) lkiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V (4,) € S dizisi igin



(o]
UAn €3
n=1

Ozelliklerine sahip olsun. Bu takdirde < sinifina Q’da bir “o-cebir’dir denir. Bir o-

cebir, sayilabilir birlesim, kesisim ve timleme iglemine gore kapalidir [55].

Tamm 2.2.2. R reel sayilar kiimesindeki acik araliklarin siifin1 kapsayan en kiiciik
araliklarin Bir o-cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanina

“Borel kiimesi” denir [55].

Tanim 2.2.3. Sonuglarinin kiimesi belli olan ancak ger¢eklestiginde hangi sonucun
ortaya c¢ikacagi onceden bilinmeyen deneylere “olasilik deneyi” veya “stokastik

deney” denir [55].

Tamim 2.2.4. Bir stokastik deneyin tiim olabilir sonuclariin kiimesine “6rnek uzay”

denir. Ornek uzayin her alt kiimesine “olay” denir [55].

Tamm 2.2.5. J, Q # @ 6rnek uzayi lizerinde tanimlanmis bir o-cebir olmak tizere,
P:3 - R fonksiyonu

1) VAEeSJ icin P(A) =0,

2) P(Q) =1,

3) Ikiser ikiser ayrik kiimelerin olusturdugu V(4,) € 3 dizisi i¢in

P(O An) = ip(An)

Ozelliklerine sahip ise, P fonksiyonuna J tizerinde bir “olasilik 6l¢iisii” denir. P(A)

=420

degerine ise, A olayinin olasilik 6l¢iisii veya “A olayinin olasiligi” denir [55].

Tamim 2.2.6. Q # @ bir 6rnek uzay, ’da tanimlanmis bir o-cebir ve , P, 3 tizerinde
tanimlanmis bir olasilik 6l¢iisii olmak tizere, (£, 3, P) tgliistine bir “olasilik uzay1”

denir [55].

Bir (Q,3, P) olasilik uzay, bir stokastik deneyin modeli olarak kullanildiginda J, o-

cebirindeki kiimeler, deney ile ilgili olaylara karsilik gelir. Bir o-cebir, sayilabilir



birlesim, kesisim ve tlimleme islemine gore kapali oldugundan o-cebirdeki kiimeler

tizerinde bu islemler sonucu elde edilen bir kiime ise bir olaya karsilik gelir.

Bir stokastik deneyin sonuglarinin kiimesi olan 6rnek uzayin elemanlar1 ¢ok degisik
tiirde olabilir. Rastgele degiskenler yardimiyla 6rnek uzayin elemanlarina reel sayilar
eslenmekte ve boylece olasilik dlgiileri Borel cebiri iizerindeki olasilik Olgiilerine

indirgenmis olmaktadir.

Bir stokastik deney sonucunda degerler alan fonksiyona rastgele degisken denir.
Rastgele degiskenler tanim kiimesine gore kesikli, mutlak siirekli ve singiiler olmak
lizere ii¢ kisma ayrilirlar. Ornegin, bir madeni para 10 kez atildiginda yaz1 gelmesi
sayist kesikli, bir elektrik cihazinin bozulmadan ¢alisma siiresi ise siirekli rastgele

degiskendir. Rastgele degisken matematiksel olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

Tanmm 2.2.7. (Q, 3, P) bir olasilik uzay1 ve &:Q — R fonksiyonu Vx € R sayisi
icin {w:é(w) <x} €T yani JF-Olgiilebilir ise, & fonksiyonuna bir “rastgele
degisken” denir [55].

Tanimindan gorildiigii gibi rastgele degisken aslinda, belli 6zellikleri olan bir
degiskenli fonksiyondur. Bir¢ok durumda ikinci bir degiskene de ihtiyag
duyulmaktadir. Ornegin, siv1 igerisinde olusan bir hareket sonucunda bir pargacigin
zaman gectikce konumu veya hizi veyahut borsadaki herhangi bir hisse senedinin
fiyatinin zamanla degismesi, sadece bir rastgele degisken yardimiyla tanimlanamaz.

Bu durumda stokastik siire¢ kavramina ihtiyag duyulmaktadir.

Tanmm 2.2.8. (Q,3J,P) bir olasilik uzay1 ve @ # T S R bir kiime olsun. Reel
degerli X(t,w) fonksiyonu, her t € T i¢in Q kiimesinde tanimlanmig bir rastgele
degisken ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. X(t,w), Y(t, w)
sembolleri ile gosterilebilir. Eger burada T = R* ise ve t parametresi zamani ifade

ediyorsa, bu durumda X (t, w) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik siire¢” denir [55].

Tamim 2.2.9. X(t, w) bir stokastik siireg, tq, t,, ..., t, € T olsun. Bu durumda



Fy e, (s, xn) = Pl X (g, 0) < x4, ., X(t, @) < X5}, x; ER
fonksiyonuna “X (t, w) stokastik siirecinin n boyutlu dagilim fonksiyonu” denir. Her
ty,t, ..., ty igin n boyutlu Fy . (xq,..,%,) fonksiyonlarinin {Ftl.---.tn (C7y xn)},

n > 1 ailesine “stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonlar1” denir [55].

Stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu temel kavramlardandir. Sonlu
boyutlu dagilim fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Ftl,tz,...,tn(xlrxz o Xp) = Fe totnos (X1, X3 wuv, X1, ),

2. Ftl,tz,...,tn(xpxz e Xp) = Ftil,tiz,...,tin (xil'xiz' ---rxin)-

Teorem 2.2.1. {F, . (x1,...,x,)}, t; €T, t; < - <t,, n =1 ailesi, yukaridaki
1. ve 2. ozelliklerine sahip olsun. Bu durumda

Plw:X(ty, @) < xq, ..., X(tp, 0) S xp} = Fy, e (Xq, 0, Xp)
dir. Bu teoreme gore, stokastik siire¢ ile onun sonlu boyutlu dagilimlart birbirlerini

birebir tanimlamaktadir. T ve D kiimesinin her biri hem kesikli hem de surekli

olabilir [55].

Tammm 2.2.10. T € N ise X(t,w)’e kesikli zamanl stokastik siire¢, T aralik ise
X(t, w)’e siirekli zamanli stokastik siire¢ denir. Eger X(t, w) stokastik siirecinin D
durum (degerler) kiimesi kesikli ise bu takdirde stirecin sonlu boyutlu dagilimlar
Py, (ke k) = Pl Xy (@) = ky, o, X (@) = kp} thn €T,n =12, .,

olasiliklari ile tanimlanmaktadir [55].

Eger X (t, w) stokastik siirecinin D durum kiimesi sayilamayan sonsuz elemana sahip

ise bu takdirde stokastik siirecin sonlu boyutlu dagilim fonksiyonu [55]:

X1 Xn
Ftl'_",tn(xl, e ,xn) = f e f Ptl:---,tn(ul’ e ,un)dul e dun
—© -0

olarak tammlanmaktadir. Burada P, . (uy,..,u,), slirecin n boyutlu olasilik

yogunluk fonksiyonudur.
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Tamm 2.2.11. X(t, w) bir stokastik siireg, F;(x) bu stokastik siirecin bir boyutlu

dagilim fonksiyonu olsun. Eger her t icin
[™21xld Fo(x) < +ooise E(X(t, ) = [ xd Fy(x)
integraline “X(t, w) stokastik siirecinin beklenen degeri” denir. Stokastik siirecinin

beklenen degeri my (t) sembolii ile de gosterilmektedir [55].
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Materyal

Bu kisimda literatiirde mevcut olan bir boyutlu konveks, s-konveks, harmonik
konveks ve preinveks stokastik siireglerin tanimlart ve bu stokastik siiregler igin

Hermite-Hadamard esitsizlikleri kisaca sunulmustur.

3.1.1. Bir Boyutlu Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda bir boyutlu konveks stokastik siire¢ tanim1 ve bu tip stokastik siirecler

i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi ispatsiz olarak verilecektir.

Tamim 3.1.1.1. X: I X 2 = R bir stokastik siire¢ olsun. Bu takdirde A € [0, 1] ve her

t,s € I i¢in asagidaki esitsizligi saglayan stokastik siirece konvekstir denir [63,72]:
X(At+ (A =Ds,) <AX(t,)+ (A =-DX(s,0).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde konkav stokastik stire¢ elde edilir.

Teorem 3.1.1.1. X:I X 2 - R konveks bir stokastik silire¢ olsun. Bu takdirde her
u,v €1 ve u < v igin asagidaki esitsizlik mevcuttur [63,72]:

X (u)+X (v,)
> )

u+v
x(

1 4
) < J X(t,)dt <
2 v—1u

u

3.1.2. Bir Boyutlu s-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda bir boyutlu birinci ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siireclerin
tanim1 ve bu tip stokastik siirecler icin Hermite-Hadamard esitsizlikleri ispatsiz

olarak verilecektir.
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Tanim 3.1.2.1 (Birinci Anlamda s-Konveks Stokastik Siirec). X: I X 2 - R bir

stokastik siire¢ ve s € (0,1], a, f = 0 i¢in a® + ° = 1 olsun. Her u, v = 0 igin
X(au+ Bv,) < a*X(u,’) + X (v,°)

esitsizligi mevcut ise bu silirece birinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks

stokastik siire¢ sinifi genellikle C} olarak bilinir [72-73]. Birinci anlamda s-konveks

stokastik siire¢lerde s = 1 i¢in konvekslik kolayca elde edilir [72-73].

Esitsizlik yon degistirirse X stokastik siireci birinci anlamda s-konkav olarak

adlandirilir.

Teorem 3.1.2.1. X: I X 2 —» R, birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. Bu

takdirde her u,v € I ve u < v igin agagidaki esitsizlik mevcuttur [72-73]:

7 ( u+ v’ ) < LJUX(t,-)dt < X(u,)+s X(v,-).

2 T v—u s+1

Tamm 3.1.2.2 (ikinci Anlamda s-Konveks Stokastik Siire¢). X: 1 x 2 - R bir
stokastik stire¢, @, f = 0 i¢cin @ + f = 1 ve s € (0,1] olsun. Bu taktirde her u,v > 0
i¢in

X(lau+ pv,) <a®*X(u,) + X (v,°)
esitsizligi mevcut ise bu silirece ikinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks
stokastik siire¢ smifi genellikle C? olarak bilinir. Ikinci anlamda s-konveks stokastik

stireclerde s = 1 i¢in konvekslik kolayca elde edilir [72-73].

Teorem 3.1.2.2. Eger X: I X 2 —» R, stokastik siireci ikinci anlamda s-konveks ise,
her u,v € I veu < v icin asagidaki esitsizlik mevcuttur [73]:
u+v 1 v X )+ X (v,
25‘1X< ) < f X(t)dt < W)+ X @)
2 v—u s+1

u

3.1.3. Bir boyutlu Harmonik Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda bir boyutlu harmonik stokastik siirecin tanimi ve bu tip stokastik siiregler

icin Hermite-Hadamard esitsizligi ispatsiz olarak verilecektir.
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Tammm 3.1.3.1. I ¢ R\ {0} reel bir aralik, X:I X Q - R bir stokastik siire¢ olsun.
Bu takdirde her t,s € I ve A € [0,1] icin asagidaki esitsizligi saglayan X e harmonik

konveks stokastik siire¢ denir [68]:

ts
X (m,) < AX(s,) + (1 = DX(¢,).

Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde harmonik konkav stokastik siire¢ elde edilir.

Teorem 3.1.3.1. [u,v] S I, X:[u,v] X2 = R, [u,v] aralig1 ilizerinde harmonik
konveks bir stokastik siire¢ ve kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Bu
takdirde her u < v i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [68]:

2uv uv  [(YX(¢t, X(u,)+ X,
X( ,-)s f ( )dts (u) +Xw ).
u+v v—u t2 2

u

3.1.4. Bir Boyutlu Preinveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard
Esitsizligi

Bu kisimda bir boyutlu preinvex stokastik siire¢ tanimi ve bu tip stokastik siiregler

icin Hermite-Hadamard esitsizligi ispatsiz olarak verilecektir.

Tanmim 3.1.4.1. ] € R™ ven:I X I - R" siirekli fonksiyon olsun. Eger Vx,y € I ve
t € [0,1] icin (y +tn(x,y)) €1 ise I ya n’e gore inveks bir kiime denir. Her
konveks kiimenin n(x,y) = x — y fonksiyonuna gore inveks oldugu agiktir. Fakat
bunun tersi genelde dogru degildir. Mohan ve Neogy [28] tarafindan konulan

asagidaki kosulu n fonksiyonu saglamaktadir:

C Kosulu: / c R", nn:1 X1 - R" ¢ gore inveks bir kiime olsun. Her u,v € [ ve
A €]0,1] i¢in
n(u,u+ An(v,u)) = —n(v,u)
n(v,u + An(v, u)) =1-Mn,u)
dir. C kosulundan her u, v € I ve 14,4, € [0,1] icin asagidaki esitlik elde edilir:
r)(u + A, n(w,uw),u+ 1, n, u)) =, — A4 )n(,uw).
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Tamim 3.1.4.2. Asagidaki esitsizligi saglayan X: I X £2 - R stokastik siirecine her v,
u €lve A €[0,1]i¢in n’e gore preinvekstir denir:

Xu+An(wu),) <A -DXw,)+1Xw,).
Eger A sayis1 (0,1) arasinda sabit bir say1 ise siire¢ A-preinvex stokastik siire¢ olarak
adlandirtlir. Eger n(v,u) = v — u segersek, X(t,-) bir konveks stokastik siire¢ olur
[72,79].
Yukaridaki esitsizlik yon degistirdiginde ise X(t,-) stokastik siirecine prekonkavdir
denir [28].

Teorem 3.1.4.1. X:1 X 2 - R, preinveks stokastik siireci kuadratik orta anlamda
integrallenebilir olsun. Bu takdirde her u,v € I ve u < v icin asagidaki esitsizlik

mevcuttur [72,79]:

u+n(v,u)
2u +n(v,u) ) 1 f X(w)+X(w,)
)< . < .
X( ot Ay - X(t,)dt < :
u

3.2. Yontem

Bu calismada yontem olarak, fonksiyonlar i¢in yukarida verilen tanim ve teoremleri
stokastik siire¢lere uygulayabilmek i¢in kuadratik kuadratik orta anlamda yakinsama,

tiirevlenebilme ve integrallenebilme kavramlar1 kullanilmaktadir.

Tamm 3.2.1. Aym bir (Q, S, P) olasilik uzayinda {X,}, n > 1 rastgele degiskenler
dizisi ve X rastgele degiskeni verilsin. Bunun yani sira E|X,| < © ve E|X| < o

olsun. Eger 0 < r < co ve n — oo iken
Bl = X1 = [ IXa() = X (@I dP(@) = 0
ise, bu takdirde {X,} dizisi X’e r. mertebeden kuadratik orta anlamda yakinsiyor

Ly :
denir ve bu yakinsama n — oo iken X,, — X seklinde yazilir [55]. Bu yakinsama
cesidine analizde L, anlaminda yakinsama denir [55]. Ozel olarak r = 2 oldugunda
bu yakinsamaya kuadratik orta yakinsama denir [55]. Bu yakinsama

Lim.X, =X

n—oo
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seklinde yazilir. Burada L.i.m. “limit in mean” kelimelerinin kisaltmasidir.

Tanmm 3.2.2. (, T, P) olasilik uzayinda t € T S R olmak iizere {X,(t,w)}, n > 1
stokastik siirecler dizisi ve X(t,w) stokastik siireci verilsin. Bunun yani sira
E|X,(t,w)| < o ve E|X(t,w)| < o olsun. Eger Vt € T i¢in

nlzrgoE Xp(t,w) — X(t,w))? =0
ise {X,,(t,w)}, n = 1 stokastik siiregler dizisi, X(t, w) stokastik siirecine kuadratik
orta anlamda yakinsaktir denir [55] ve asagidaki gibi gosterilir:

Lim. X, (t,w) = X(t, w).
n—oo

Tanim 3.2.3. X(t, w) stokastik siireci verilsin. Eger

}lli_r)ré EX(t+hw)—Xtw)?=0 (3.2.1)

ise, bu durumda X(t,w) stokastik siirecine t noktasinda kuadratik orta anlamda
stireklidir denir [55] ve bu durum asagidaki gibi gosterilir:

l.hi.ron.X(t+h,a)) = X(t, w).

Tanimm 3.2.4. (Q, T, P) olasilik uzayinda t € T € R olmak tizere X(t, w) stokastik
stireci verilsin. Eger mevcut ise, asagidaki limite X(t,w) stokastik siirecinin
kuadratik orta anlamda tiirevi denir [55].

X(t +hw) - X(t,
Lim. ( w})l ©9) _ it w). (3.2.2)

Bu tanimi asagidaki gibi yazmak miimkiindiir:

X(t+h, ) —X(t,w 2
%irr&E ( })1 ( )—X’(t,a)) = 0. (3.2.3)

(3.2.2) limitinin varlig1 ve tekligi i¢in bir kosulun saglanmasi gereklidir. Bu limitin
varhigr i¢in gerekli kosul ise X(t,w) stokastik siirecinin kuadratik orta anlamda

stirekli olmasidir.
Tamim 3.2.5. Olasilik uzayinda t € T € R olmak iizere X (t, w) stokastik fonksiyonu

verilsin. Ayrica [u,v] araliginin pargalanisi u =ty <t <t, <-<t, =1,

ht, =ty — tx_1, k = 1,2, ....,n olmak lizere
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lim max|ht,| =0
n—o ks<n

olsun. Bu durumda

n
v
" k=1 u

esitligine X (t, w) stokastik fonksiyonunun [u, v] araligindaki integrali denir [55].

Bu tezde calisma boyunca biitlin yakinsama, siireklilik, tlirev ve integral islemleri

kuadratik orta anlamda kullanilmistr.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde sirastyla ¢ok boyutlu konveks, s-konveks, harmonik konveks ve
preinveks stokastik siirecler tanimlanmis ve bu siiregler ile ilgili Hermite-Hadamard

tipli esitsizlikler elde edilmistir.

4.1. Cok Boyutlu Konveks Stokastik Siiregler

Bu béliimde oncelikle n boyutlu eksende konveks stokastik siiregler arastirilmis ve
bu stokastik siirecler i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde

edilmistir. Ayrica bu sonuglar iki ve {i¢ boyutlu stokastik siireclere eklenmistir.

Burada u; < v; (i = 1,2,...,n, n = 2) reel sayilar olmak {izere, n boyutlu A™ =

[T [w;, v;] € [0, 00)™ araligr dikkate alinsin.
Asagida n boyutlu eksende stokastik siiregler i¢in konveksligin tanimi verilmistir:

Tammm 4.1.1. X: A" x 2 = R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki stokastik
stiregler [u;, v;] araliginda hemen hemen her yerde i = 1,2, ..., n igin konveks ise bu

takdirde X stokastik siirecine n boyutlu eksende konvekstir denir [67]:

Xt (6) = X((tgs s b1, 6 big, s b)) (4.1.1)

Tamim 4.1.2. X: 4™ X ) - R stokastik bir siire¢ olsun. Asagidaki esitsizligin her
t = (ty,ty, .., ty), s = (51,54, ..., Sp) € A™ ve A € [0,1] i¢in hemen hemen her yerde

saglanmasi halinde X stokastik siireci A™ iizerinde konvekstir denir [67]:
X((At+ (1= )s),) < AX(t,) + (1 = DX(s,).

Yukaridaki esitsizlik tersine g¢evrilirse, X stokastik siireci A" iizerinde konkavdir

denir.
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Lemma 4.1.1. Her konveks X: A™ x 2 — R stokastik siireci hemen hemen her yerde

n boyutlu eksende konvekstir ancak tersi dogru degildir.

Ispat. X:4™ x 2 > R stokastik siireci 4™ iizerinde konveks olsun. X{ : [u;, v;] X

) — R stokastik siiregleri agagidaki gibi tanimlanmis olsun:
Xt (6) = X((tg s timg, G biggs s 6),), E € [ug, 14,

Simdi t,s € [u;, v;] igin ve A1 €[0,1] i¢in hemen her yerde asagidaki esitsizlik

dogrudur:
XL (At + A= Ds),) = X((tg, s timg, At + (1 = A)S, tigq, s E0))
< AX((Egy r ticg, 6 iy s E)) + (L= DX (g, o) tim, Sy Ligr, woor tn),7)
= AX{ () + (1 — DXL (s,0).

Bu esitsizlik X,fn stokastik siireclerinin [u;, v;] araliginda konveks, yani X’in n
boyutlu eksende konveks oldugunu gosterir. Bu lemmanin tersinin dogru olmadigt

asagidaki ornek ile gosterilebilir:
Ornek 4.1.1. X:[0,1]" X 2 — R asagidaki gibi tammlanan bir stokastik siire¢ olsun:
X((t,t s ty)s) = ity o by
Bu siireg, asagida gosterildigi gibi n boyutlu eksende konvekstir:
Xt (At + (1A= Ds),) = tyty ting (At + (1= DS)tiyq oty
= A(tyty o tj_q ttipg o ty) + (1 — D) (t1ty i tiq Stipq o ty)
=X} (6) + (1 = DXL (s,

Ayrica tim t = (1,1,...,0),s = (0,1, ...,1) € [0,1]™ olmak {lizere asagidaki esitlik

bulunur:

x((At+ (1 —2)s),) =X ((A, 1,1, .., (1— /1)),-) =2(1-2).
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Buradan asagidaki esitlik bulunur:
XD+ (1= DX(s,) =10+ (1—1).0=0.
Bu ise her 1 € [0,1] olmak iizere asagidaki esitsizligi verir:
X((At+ (1 - Ds),) > X (L) + (1 — DX(s,).

Bu durumda, X stokastik siireci [0,1]™ tizerinde konveks degildir.

4.1.1. Cok Boyutlu Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli
Integral Esitsizlikleri

X: A" x 2 - R konveks stokastik siire¢ ve A™ iizerinde kuadratik orta anlamda
integrallenebilir olsun. Buna gére, X ,ﬁn :[u;, v;] X 2 - R stokastik siirecleri konveks
stokastik siire¢ oldugundan

Xt (ui+vi )< ! fviXi (t;,)dt
tn 2 ) Ty —u fn oI

_ Kb () + XE )
B 2

,(a.e.). (4.1.2)

esitsizligi elde edilir [74].

Teorem 4.1.1. X: A" X Q — R konveks stokastik siire¢ ve A" lizerinde kuadratik orta

anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde

-1
Ui + U Ujpq + Vigq
X<(t1,...,ti_1, ) ,ti+2,...,tn>,'

S

2 2

1l
=

i

3
,_\

IA

Uiy T V;
J Xl+1 i+1 l+1’.) dt;
u;

~
1l
[y
<
o~
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Ujy1

n—-1 1 Vi Vit1 -
S Xl ti )" dt dt
; (vi - ui)(vi+1 - ui+1) 'l;i .l- tn ( i+1 ) i+1 i

n-1

1 fvi X (upen) + X0 (i) dt
vl ul u 2 . l

[X((tp o1 U Uigr, Lias s tn), )]
<zl|+X((tl, Jtis1, VipUists tigoy or b)), )l
= [+X((t1, o1, Ui Vig 1 Ligzs o En),0)
+X((t1»--- i—1 Vis Vig1, Ligz oes En), )

(4.1.3)

esitsizlikleri mevcuttur [74].
Ispat. (4.1.2) esitsizligi kullanarak, X1+1 icin hemen hemen her yerde

Uit1 T Vit

5 2 Vit1 = Ui+

Vit1 1

f XL%: (ti+1:')dti+1
Uit

< Xl%:l(ui+1") + thzl(vi+1")

= 2 :

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u;, v; | lizerinde integrali

alinirsa

1 i Ui v
f th:1 ( i+1 i+1 '_) dti
Ui —U; u; 2

1 j«v Jvi+1 i1
< Xt (L, )dti 1 dt;
Wi —up) (Wip1 — Ujp1) wi Jun l l |

1 vi (XL )+ X (s
< J ( tn (Uig1,) i (Vigq )) dt, (4.1.4)
Vi u; u

2

esitsizligi elde edilir. (4.1.4) esitsizliginin solunda her i € {1,2,...,n — 1} i¢in

Hermite-Hadamard esitsizligi kullanilirsa

U + U Ujpq +Vigq
X<<t1,...tl'_1, 2 ) 2 ,ti+2, ...,tn) I
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1
Vi —Uu;

<

Uit T Vi1

v .
Xl+1 (
J,

AP

(4.1.5)

bulunur. Ayrica (4.1.4) esitsizliginin sag tarafi goéz Oniine alinirsa her i€

{1,2,...,n — 1} i¢in

Vi —Uu;

1 1 v i+1 1
= 2 jui X, (Ujyq,)dt; + "

2

1 fvi (X:::l(ui+lr') + Xti,jl(viﬂ,')
u

)ae

Vi )
J th;lrl(viﬂl')dtil
Ui

Vi iU
X((tll l 1'ul'ul+1' i+2r n) )
2
X((tlﬂ ey ti—1, Vi Uj41, ti+2' ey tn)")
1|t >
< —
2 X((tlﬂ "'Jti—lﬂuiﬂvi+1'ti+2' ""tn)")
+
2
X((tlﬂ Soe p ti—1, Vi, Vit1, ti+2 ey tn)")
+
2
[ X((tl, e o) ti—l' Ui, Uj41, tl'+2' ey tn),') 1
il +X((ty, o) tim1, Vi Uiy 1s Ly o En)y)
22 [+X((t1, o b1, U Vig s, by weer En)st)
+X((t1, ey ti—l' Ul, Ui+1, ti+2, ey tn),')_

(4.1.6)

esitsizligi elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) esitsizlikleri (4.1.4) esitsizliginde kullanilip

yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n — 1'e kadar toplami alinarak (4.1.3)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.2. X: A" X Q —» R, A" iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen

ve konveks stokastik siire¢ olsun.

Snly) € Ng

i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik mevcuttur [74]:
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5 <(u1 + v, Up_q1 + Vpoq Uy + vn> >

2 2 ’ 2
1 U1 Un
<——| ... | X} (t,)dt,..dt
i=1(7-7i - ui) ful fun tn A " !
< 2_" X(W0u+ (1-906)v,). (4.1.7)
(SEli(n)

Ispat. (4.1.2) esitsizligini kullanarak, X £, icin hemen hemen her yerde asagidaki
esitsizlik elde edilir:

u, +v 1 Vn X (uy,) + X2 (v,
X?n( n2 n’.)< j X2 (tp,)dty < tn Un )2 £, (n )
u

Up — Uy

Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u,_4, v;,,_; | lizerinde integrali alinarak

1 vn-1 Uy + V.
e (e
Un—1 = Un-1Jy, 2

-1

1 Un-1 Un
< XM (t ,dt dt,
(vn—l - un—l)(vn r un) ‘fun—1 ‘Ln tn ( " ) "N

<

1 n-1 X1 (u,,)) + X (v,
j tn( n ) tn( n )dtn_1 (4.1.8)

Un—1 = Un—1 2

Un-1

elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde

edilir:

Up_q1 +Vy_q U, + D
X<(t1,..-;tn—2; - 12 = 1; nz n>1.>

1 Vn-1 U, +v,
< —J xr ( = ”,-) dt, 4, (4.1.9)
Un-1— Un—1 Up_1 2

2

Un—1 — Up-1

1 J”"—l <XE; (un,’) + X, (%-))
dtn_1

Un-1

1 1 Un-1 Un-1
= E lv f XZ; (un;')dtn—l + v f XZL (vn")dtn—l
n

-1~ Un-1Jy, , n-1 " Un-1Jy,
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+X((t1, TI. 2 vn llun) )
|+X((t1, e n Z,un 1 v‘n) )
l+X((t1, n 2 Un 1'Un) )

1
_2

[ X((tll n Z'un 1'un) ) ]
I | (4.1.10)
|

(4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.10) esitsizliklerinden

Up—1 + Un-1 Up + Un
X <(t1’ w2 2 2 >>

1 Vn-1 Un
f f X{:L (tn:')dtndtn—l

<
(vn—l - un—l)(vn - un) Upn_q1 Yun

[X((tp--- n-2,Un—1,Un), )
i +X((t1:--- n—2) Vn—1,Un),"
2|+X((t1»--- n-2>Un-1, V)’
l+X((t1,... tn—2, Vn—1, Un),’

]

I
)| (4.1.11)
3

esitsizligi elde edilir. (4.1.11) esitsizliginde [u,_5, V,,_, | lizerinde integral alinarak

1 Vn-2 Uy 1+ V1 U, +V
—f X((tl,...,tn_z, Ut B L, ”)) dt,_,
Un-2 = Un-2 2 2

Un-2

1 Un-2

n =n-— Z(UL - ui) Up_s

Vn-1 Un
[ e g dt e,
u u

n-—1 n

[X((tl, n Zrun 1'un) )
1 fvn_z i|'|'X((’51' s tn2) Vno1, Un),) ldt

- - _, (4112
vn_z—un 2 22 +X((t1,...,tn_z,un_l,vn),') n-2 ( )

+X((t1’ vy bn—2, V-1, Un),‘)

Un-2

bulunur. (4.1.11) ve (4.1.12) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde
edilir:

Up_n +Vy_p Uy q T Vg U, TV
X<<t1p-.-;tn—3p = 22 = 2; = 12 = 1; n2 n);')

1 Vn—2 Up_1+Vnq Uy +vp
<— X (t,...,t g — ) ) dt, ,, (4.1.13
vn_z _ un_zf < 1 n—-2 2 2 n—2 ( )

Un-2
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[ X((tl; ey tn—Z’ un—l’ un),') ]
1 fvn_z 1 +X((t1,...,tn_2, Un_l,un),')
Un—2 —Unp_ Up—2 22 | +X((t1! ey tn—Z! Un-1, vn);')

ldt,_,
|
l+X((t1’ vy tn_2, Vn_1, Un)")J

[ X((tp vy b3, Up—2, Un—1, un)r') |
+X((t1) stz Vnoz, Un—1, Un),")
+X((t1’ v tn—3,Un—2,Vn-1, un)")
i +X((t1: s tn-3,Vn-2,Vn-1, un):')

23 +X((ty, o tnez Un—2 Un—1,Vn),") |
+X((t1, v tn—3,Vn—2, Un—1, Un)")

+X((t1: s b3, Un—2,Vn-1, vn)")

-+X((t1: e tn=3,Vn-2,Vn-1, vn)")-

IA

(4.1.14)

(4.1.12), (4.1.13) ve (4.1.14) esitsizliklerinden asagidaki esitsizlik elde edilir:

Un—2 + Un—2 Un—q + Up—1 Up + Un
X<<t1,...,tn_3, 2 ) 2 ) 2 ),'

1 Un-2 Un-1 Un
< [ [ e desdt

i=n—2(vi_ui) Un_z Yun_1 Jun

[ X((t1) s trozy Unz) Un—1,Un),) |
+X((t1) o tyez, Vnogy Un—1, Un),)
+X((t1: s b3, Un—2,Vn-1, un)")

1 +X((t1,...,tn_3,vn_2,vn_1,un),‘)

T 23+ X((ty, stz Un—2, Un—1,Vn),) |

+X((t1; v tn-3,Vn—2,Un-1, Vn),')

+X((t1) s troz, Unoz, Vo1, Vn) )
| +X (1, oors tnezs Vnezs Vn1, Vn),7) |

Sonug olarak, yukaridaki yontemle tiimevarim uygulanarak (4.1.7) esitsizligi elde

edilir. Bu da teoremin esas ifadesidir.

Sonu¢ 4.1.1. n = 1,2 i¢in Teorem 4.1.2 varsayimlarina gore, sirasiyla reel eksende
ve koordinatlarda tanimli konveks stokastik siire¢ i¢in Hermite-Hadamard esitsizligi

hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83].
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Sonug 4.1.2. X: A% X 2 > R, A3 iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
konveks stokastik siire¢ olsun. O zaman hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

elde edilir:

¥ (u1+v1 U, + v, u3+v3)
2 2 72 '

1 V1 V2 V3
f f f X((tl, tz, t3),')dt3dt2dt1
U YUy

(v —u)) (W —up)(v3 — u3) Us

[ X((ulﬂ Uy, u3)") + X((vl’ Uz, u3)") ]
| +X((u1, vy, u3),-) + X((vp V2, u3),') I
+X ((uy, up, v3),) + X ((vy, uz, v3),0) |I

1
< —3|
l+X((u1' V2, 173).') + X((Ul: V2, Us),')J

2

ispat. Teorem 4.1.2°¢ gére n =3 icin X3(ts) = X((ty, ta tz),) Ve L(3) =
{§eEN3: 6<1,|6|=4—-1i}, i =1,2,3,4 icin elde edilir. Ayrica

11(3) — {(1:1;1)}; l2(3) = {(0,1,1), (1,0,1), (1'1:0)}r
13(3) = {(0,0,1),(0,1,0), (1,0,00}; 1,(3) = {(0,0,0)},

ve u = (ug, Uy, u3z), v = (vy,,,v3) € A3 igin asagidaki esitlik elde edilir:

XWBu+(@-98)v,)
6€l1(3)

= X((1,1,D)(uy, up,uz) + [(1L,1,1) — (L1, 1)1y, v5,v3),) = X((ug, up, usz),);
X(WBu+(@-98)v,)

6€l,(3)

= X((0,1,1)(uy, up, uz) + [(1,1,1) — (0,1,1)](vy, v5,v3),°)

+X((1,0,1) (ug, up, uz) + [(1,1,1) — (1,0,1)](vy, v, v3),°)

+X((1,1,0) (g, ug, ug) + [(1,1,1) — (1,1,0)](vy, v, v3),7)
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= X((ub Uy, 173)»') + X((UL Uy, u3),-) + X((up Uy, Us)r')-
Buradan

Xu+ (1 -906)v,)
6€l3(3)

= X((Vp V2, u3),-) + X((Vp Ua, 173):') + X((up V2, 173);');

X(6u+ (1 —-8)v,) = X((vy,v2,v3),)
5€l,(3)

yazilir. Boylece

X(6u+ (1 —-8)v,) = X((ug, up,u3),)
6€l;(3)

+{X((u1, vy, v3),-) + X((ul, vy, u3),‘) + X((ul, Uy, v3),-)}

+{X((Ulr V2, u3)") + X(('Ul, Uz, U3),') + X((uli V2, 173),')} + X((Ul, V2, U3),')

esitligi elde edilir. Yukaridaki esitliklerin tiimii (4.1.7) esitsizliginde kullanilirsa bu

ornekte istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.3. X: A™ X 2 — R stokastik siireci n boyutlu eksende konveks stokastik
slire¢ olsun. Hemen hemen her yerde u = (uy,uy, ..., Uy, ) V& v = (1, Vg, .., Uy )
i¢in

Vk

Uk

Z mf (Xllfn () + Xy, (tk")) dt;,
k=1

< gn [X(w) + X(v,)] + %Z [XE (i) + XE (we,)]  (4.1.15)

esitsizligi gecerlidir [67].

27



Ispat. X:A" x 2 —» R stokastik siireci n boyutlu eksende konveks stokastik
oldugundan Xtin [u;, v; ] X 2 > R stokastik siiregleri [a;, b; | lizerinde konveks
stokastik stiregtir ve her i =1,2,...,ni¢cin hemen hemen her yerde asagidaki

esitsizlikler dogrudur:

1

Vi —U;

XLO%J+XLO%J<XWJ+XLO%D
2 - 2

Ul' .
f XL (6,)dt; <
u;

1
Vi —U;

vi X, () + X5 (vy,)  XE (w,) + X(v,
[, e T2 Tl T Q) 2 T0
u; " 2 2
Yukaridaki iki esitsizligin toplanmasi ile asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
Vi —U;

Vi ) X(w)+XWw,) + X5 (vy,) + X5 (wy,r
f [X&n (ti,') + Xllin (t“)]dtl < ( ) ( ) zun( l ) Un( l )
Ui

Son olarak yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n'e kadar toplami alinarak
(4.1.15) esitsizligi elde edilir.

4.2. Cok Boyutlu s-Konveks Stokastik Siirecler

Bu béliimde oncelikle birinci (ikinci) anlamda c¢ok boyutlu stokastik stireglerin s-
konveksligi arastirilmistir. Ayrica bu boliim iki alt bolim igermektedir. Bu alt
bolimlerde, sirastyla birinci ve ikinci anlamda ¢ok boyutlu s-konveks stokastik
stirecler i¢in bazi Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Ayrica bu sonuglar iki ve ii¢ boyutlu stokastik stire¢lere eklenmistir.

0 <u; <vj, (i=1,2,..,n) reel sayilar i¢in n boyutlu eksende A™ := [TiX,[w;, v;] S

R} araligi dikkate alinsin.

Asagida n boyutlu eksende stokastik siiregler i¢in birinci (ikinci) anlamda s-

konveksligin tanimi1 verilmistir:
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Tammm 4.2.1. X: A" X 2 - R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki stokastik
stiregler [u;, v;] araliginda hemen hemen her yerde t,t; >0; i =1,2,..,n i¢in
birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik siire¢ ise bu takdirde X, n boyutlu

eksende birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik siire¢ olarak adlandirilir [74].
Xt (6) = X((E1, s timgs 6 biggs ooy E),0)- (4.2.1)

Tamm 4.2.2. s € (0,1] sabit olsun. X: 4™ X 2 — R stokastik siireci hemen hemen

her yerde asagidaki esitsizligi tim T, 0 € A" i¢in saglasin:
X(at+ £0,) < a®X(z,) + B°X(6,).

Bu takdirde X stokastik siirecine 4™’de a,f =0 ig¢ina®* + =1 (a+ L =1) ise
sirastyla birinci (ikinci) anlamda s-konvekstir denir [74]. Eger yukaridaki esitsizlik

tersine cevrilirse X stokastik siirecine 4™’de sirasiyla birinci (ikinci) anlamda s-

konkavdir denir [74].

Lemma 4.2.1. A" iizerindeki her birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik siireci
hemen hemen her yerde n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-konvekstir

ancak tersi dogru degildir.

Ispat. X, A™ iizerinde birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun.
(4.2.1) esitligi kullanilarak hemen hemen her yerde u,v >0 ve a,f >0 ile s €

(0,1] i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur:
X,fn(au +Bv,) = X((ty, o timy, QU + BV, tipq, oo, T),7)
< aX((ty, s ticp, W tigg, s tn)y) + BEX((Ey s i, Uy L, woes En),7)
= a’Xi, (u,) + B°XE, (v,).

Bu esitsizlik, X’in n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik
siire¢ oldugunu gosterir. Lemmanin tersinin dogru olmadig: i¢in asagidaki Ornek

verilebilir:
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Ornek 4.2.1. X:[0,1]" x 2 > R, stokastik siireci s € (0,1] i¢in asagidaki gibi

tanimlanan bir stokastik siire¢ olsun:
XE(6) = X((, s timgy 6 biggy s 60),) = g by e timqtitipy ty

Bu siireg, asagida gosterildigi gibi n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-

konvekstir:
Xt ((au+ Bv),) = X((ty, ta, ooor ticy, (@U + BV), tigq, s tn),)
= tity ... tioq (@u + Bv)Stiyq .ty
< as(tity o tiqU tiyq o ty) + B (t1ty o tiqV tigq - ty)
S a’(tyty o tiqUtipq o ty) + B5(E1ty o tisqV tigq - )
= a’X;, (w) + BoXE, (v,).

Ayrica u = (1,1,...,0),v =(0,1,...,1) € [0,1]" olmak {lizere asagidaki esitsizlik

bulunur:
X((au + pv),) > a*X(w,) + BSX(,),
buradan da asagidaki esitlige ulasilir:
X((au + ﬁv),-) = X((a, 1,1, ...,,8),-) =af; a’X(u,") + B°X(v,) = 0.

Bu da bize X’in, [0,1]™ fizerinde birinci (ikinci) anlamda s-konveks olmadigini

gosterir.

4.2.1. Cok Boyutlu Birinci Anlamda s-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-
Hadamard Tipli integral Esitsizlikleri

X: A" x ) - R, birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ ve A" tizerinde kuadratik
orta anlamda integrallenebilir olsun. Buna gore, Xtin [y, v;] X2 > R birinci

anlamda s-konveks stokastik siiregler oldugundan heri = 1,2, ...,n, n > 2 i¢in
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- u; + v 1 vi
X! ( L l,.) < f X! t:, dt:
tn 2 vl ul us tTL ( L ) L

< X,fn (u;,) + SXtin (vi,)
- s+1

,(a.e.) (4.2.2)
esitsizligi elde edilir [74].

Teorem 4.2.1. X: A" X Q — R, birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ ve A™’de

kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde asagidaki

esitsizlikler mevcuttur [74]:

n-1
U+ Uy + Vigg
X<(t1,...,ti_1, 2 ) 2 ,ti+2,...,tn>,'
i=1
n-1
< f XH_l u1+1 + Vit ’.> dti
v;
i=1 . i
= 1 Vi (Visr
< [ i e dei de
=1 (vl - ul)(vl‘l'l i ui+1) u; YUjpq n ' ' '
n-l v [xiHL(y Xit1(p. .
< 1 j < tn Wig1,) +sXe (Vig1,7) )dt
< . i
b= Vi = U Jy, s+1

[ X((tlf"- i— 1'ul'ul+1' 427 n) )
+SX((t1"" i— 1'vl'ul+1' i+2r n) ) |

<y —
e (s+1) l+sX((t1,... i1 Uiy Vi1, Livos oeer b)) )

+52X((t1;--- i-1 Vi Vists Livay oos tn), )

(4.2.3)

Ispat. (4.2.2) esitsizligi kullanilarak, X1+1 icin hemen hemen her yerde asagidaki
esitsizlik elde edilir:

Uiyr T Vigq 1 Vier
Xl+1( l ,,) < Xit1(t. - )dt;
2 Vier — Uies tn (tiv1,)dtiq

Ui+t

< ngl(uiﬂ") + SXti,jl(UiH")
- s+1 '
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Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u;, v; | izerinde integrali alinirsa

1 Vi Ui v
f thil( i+1 1+1'.) dt;
Ui —U; u; 2

1 Vi Vit i1
< X (tigr,r) dtipq dt;
(Wi = u) (Vig1 — Uis1) .Ll. .f b (Fivar) dlisa diy

Ujy1

<

(4.2.4)

1 Vi th,;rl(uiﬂ:') + SXti,:rl(viﬂ,')
[ i
u

v — U; s+1

bulunur. (4.2.4) esitsizliginin solunda her i € {1,2, ...,n — 1} i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi kullanilirsa

U +V; Ujpq + Vi
X<(t1,...ti_1,, ) ,ti+2, ...,tn),'

2 2
1 Vi Ui v
l LJu

elde edilir. Ayrica (4.2.4) esitsizliginin sag tarafi hesaba katilarak her i€
{1,2,...,n — 1} i¢in

1 Vi th:l(ui+1") + SX£:1(Ui+1")
I "
u

v — U s+1

1 1 . s it
= Xty @is)dty +——— | Xt " (Vira,)dt;
Ui t Ly

s+1 |v,—wy
X((tlf"- i—1 Uiy Uiy 1, Liggy oons n) )
s+1

+SX((t1:--' -1 Vio Uit Livzs s B, )

< 1 s+1
Ts+1 N sX((tl, e tizgy tinoy Upy Vigq, ...,tn),-)

s+1
ZX((tlf e 6o, Vi Vig s Liggy o n) )

s+1
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+SX((t1"" i— 1:vuul+1: i+1r n
(s + D2 +sX((tq, ) i1, Uiy Vig 1) Ligy oo tn

ZX((tll"' i— llvuvl+ll i+1r n)

[ X((tl, 1 1ﬂullul+1' i+1r Tl) ) ]
| |
| )|
|+ |

esitsizligi yazilir. (4.2.5) ve (4.2.6) esitsizlikleri (4.2.4) esitsizliginde kullanilip
yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n — 1'e kadar toplami alinarak (4.2.3)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.2.2. X: A" X Q = R, A" iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve birinci anlamda s-konveks stokastik siireg olsun. [;(n) = {6 € N}: § < 1,|5| =
n+l1—-ii=1,.,n+1}; |6|=06;+ -+, €N; ud:= (,uy,...,5,u,) € Nj

ve u, v € A" igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik mevcuttur [74]:

¥ (u1 +v; Uy F U Uyt vn>
2 ) ) 2 ) 2 )

1 U1 Un
<—— | .| XP (t,-)dt,..dt
n 1(771 ui) Ll Ln th \*n n 1

n+1
1 )
<— E si-t E X(Su+(1-98)v,). (4.2.7)
n
(S + 1) i=1 6€l;(n)

Ispat. (4.2.2) esitsizligini kullanarak, X t, icin hemen hemen her yerde asagidaki

esitsizlik elde edilir:

+ 1 Vn X (u,,) + sX! (v,
X{l (Un Vn"> < f Xgl (tn,')dtn < tn( n ) tn( n )
n 2 Up nty, s+1

Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u,_4, v,,_; | Uizerinde integrali alinirsa

1 Vn-1 U, +v
e (5
Up—1 — Up—q Up_q 2

1 Vn-1 Un
f f Xt (t,,)dt,dt,_4

<
(vn—l - un—l)(vn - un) Upn_1 Yun

1 f”n—l Xt (up,) + X2 (vp,)

dt,_ 4.2.8
Vp_1 — Up_1 s+1 n-l ( )

Un-1
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olur. (4.2.5) ve (4.2.6) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde edilir:

Up—1 + Un-1 Up + Un
X <(t1’ w2 2 2 >>

1 Vn-1 u, + v
< —f xr ( = “,-) dt,_q, (4.2.9)
Un—1 — Up-—1 Up—1 2

1 V=1 (X (Up,) + sXE (vp,)

S

Un—1 = Unp—1 Jy,_, s+1

1 1 Un-1 Un-1
= Xt ,)dt, Xt (v, )dt,_
s+1 lvn—l —Up-1 fun—1 tn (un ) n-1 + Vp—1 — Up-—1 —[un_l tn (le ) " 1]

{ X((tl, n 2)Un— 1'u7’l) ) —I
1 +SX((t1, vy tne2,Vn—1, un) )
(s + 1)? l[ +sX((t1, s by, Un_1, Vn), ) i (42.10)

ZX((tl,... n—2>Un—1, V), )

(4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.10) esitsizliklerinden

Up-1 + Un-1 Un + Un
(oo )

1 Vn-1 [Vn
< - .
(Vo1 —Up—) (v, — un)J J £ (tn,)dtydt, 4

Un-1 Un

X((tlﬂ n Z'un 1'un) )
1 +SX((t1, n 2 Un— 1,un) )
—_— 4.2.11
T+ D[ +5X((ty, s tnoz Un—1,Vn),") ( :

+52X((ty, ) b2, Vo1, V0),)

esitsizligi elde edilir. (4.2.11) esitsizliginde [u,_5, V,,_, | lizerinde integral alinarak

1 Vn-2 Uy 1 +Vy_ 4 U, +V
—f X((tl,...,tl-_z, n-l - nelom “)) dt,_,
Un—2 — Unp-2 2 2

Un-2

1 Un-2

?=Tl—2 (vl Uu; )

Un-1 Un
< f f X¢ (tn,)dt, dty_qdt,_
u

Un-2 Un-1 n
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- 1 fvn—Z 1 +SX((t1,... n— Z'UTL 1,un) ) Idt
T Vnz—Un2Jy,, S+ D[ +sX((ty, )tz Un—1, V), )

2

[ X((tll n Zlun 1 un) )
| oo (4.2.12)
1+

ZX((tll"' n—2, Vn-— llvn) )J

bulunur. (4.2.11) ve (4.2.12) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde
edilir:

Up2 tVp_p Up_1 T Vp_q1 Upt+ Uy

1 Vn-2 u +v U, +v
< —j X <(t11 ey tn—z: il it ’ = n ) dtn 2 (4 2. 13)
Un-2 — Up-2 Up_s 2

[ X((t1: n 2 Up— 1'un) ]
1 jvn_z 1 I SX((tll 1’l ZIle l’un) ) id
) G 1>2|l 45X((t1 st 7)) |

ZX((tl'"' n-2Un— 1:1711) )J

Up—2 — Uy

[ X((tp--- n—3» Un—2, Un—1, Un), )
+5X((tq) )tz Vnoz, Un_1, Un),")
+sX((t1,... n—3>Un—2,Vn_1, Un), )

__ 1 +52X((ty, ) tne3) Vno2) Un_1, Un),") |

T (s+1)3 +sX((t1, ...,tn_3,un_2,un_1,vn),-)
+52X((t1 o)tz Vn2, Un—1, Vn),")
+52X((ty, ) tnez Un—2, Vne1, Vn),)

| +53X((ty, s tneg) Vn2, Vne1, Vn), ).

(4.2.14)

(4.2.12), (4.2.13) ve (4.2.14) esitsizliklerinden asagidaki esitsizlik elde edilir:

Up_n +Vy_p Uy q T Vg U, TV
X<<t1,...,tn_3,n2 R n))

2 ' 2 2

1 Un-2 Un-1 Un
< X" (t,,)dt, dt,_,dt,_
nnz(vl_ui)L L L tn(n) ndlpn_10ly_>

n-—2 n-—1 n

35



[ X((tlf---:tn—3'un—2'un—1'un)") |
+sX((t1, vir bz, Un—o, Up—1, un),-)
+5X((t1 )tz Un—2, Vn_1, Un),")

- 1 +52X((ty, ) tno3) V2, Un_1, Un),")

TS+ D3 +5X((ty, stz Un—2, Un_1,V0),") |
+52X((ty, o) tnez) Vo) Un—1, V0),)
+52X((ty, ) tnez Un_2, Vne1, Vp)y)

| +53X((ty, o tnes) Vn2, Vne1, Un),*).

Sonug olarak, yukaridaki yontemle tiimevarim uygulanarak (4.2.7) esitsizligi elde

edilir.

Sonuc¢ 4.2.1. n = 1, 2 i¢in Teorem 4.2.2 varsayimlarina gore, sirasiyla reel eksende
ve koordinatlarda tanimli birinci anlamda s-konveks stokastik slirecin Hermite-

Hadamard esitsizligi hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83].

Sonug 4.2.2. X: A% x 2 > R, A3 iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. O zaman hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlik elde edilir:

X((u1+v1 Uy + v, u3+v3) )

2 2 72

1 V1 (%] V3
< X((tq, ty, t3)," )dtzdt,dt
(v1 —uy) (V2 — up) (V3 — u3) Jul Ju fu3 (( 1 E2rta) ) e

2

[ X((ul,uz,u3),-) + SX((U1,U2'H3)") |
- 1 +5X((uy, v2,usz),) + 52X ((vy, v, u3),")
T (s + D3| +sX((ug, up, v3),) + 52X ((vy, ug,v3),7) |
+52X((u1, Vs, v3),-) + s3X((v1, vy, v3),-)

Ispat. Sonug 4.1.2 ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.3. X: A™ X Q = R, A" lizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve birinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. Hemen hemen her yerde

u,v € A" i¢in
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n

1 Vi, . .
l .. l .. .
e f (Kl )+ 25, (0 dy

i=1 °

n

n 1 . .

< 7 @) +sX ()] + 1Z[X&n (W) + sXi (uy)]  (4.2.15)
i=

esitsizligi gecerlidir [74].

Ispat. (4.2.2) esitsizligi kullanilarak, X{ln ve X‘i’n icin hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlikler elde edilir:

1 vi )(i Uu;,) 1 )(i e X(u, Xi g
f X} (ti,-)dti < ”"( L ) +s Un (Uz ) < (u,’) +s Uy, (vl )
vi—uiJy, " s+1 s+1
1 . xi Uu;,) X Vi, Xt )+ .
f Xp (t,)dt < Un (w;,) +s Vn (i, < tn (u;,) + sX( )
Vi — U u; g s+1 s+1

Yukaridaki iki esitsizligin toplanmast ile asagidaki esitsizlik elde edilir:

V; —U;

vi . .
j XL (6) + XL (6)]de
u;

_X (W) +sX(,") + X, (u,) + sXp, (v;,)
- s+1 |

Son olarak yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n'e kadar toplami alinarak
(4.2.15) esitsizligi elde edilir.

4.2.2. Cok boyutlu Ikinci Anlamda s-Konveks Stokastik Siirecler icin Hermite-
Hadamard Tipli Integral Esitsizlikleri

X: A" X Q - R, ikinci anlamda s-konveks stokastik siireg ve A™ iizerinde kuadratik
orta anlamda integrallenebilir olsun. Buna gore, Xtin Hup, vl X 2 - Ry ikinci
anlamda s-konveks stokastik siire¢ oldugundan her i=1,2,..,n, n =2 igin

asagidaki esitsizlik elde edilir [74]:

37



ul-+vl- ) 1

Vi )
25—1Xgn( > < J Xe, (ti)dt;
Ui

Vi —U;

< Xt (u) + Xt (v,7)
- s+1

, (a.e.). (4.2.16)

Benzer bir yontem olarak, (4.2.16) esitsizliginde ayn1 notasyonlar1 kullanilarak, ¢ok
boyutlu ikinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ i¢in Hermite-Hadamard

esitsizlikleri asagidaki teoremler ile elde edilir:

Teorem 4.2.4. X: A™ x 2 —» R, ikinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ ve A"
tizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlikler mevcuttur [74]:

n—-1
- Ui +V; Ujpq + Vi
Z 45-1x ((tl, vty = ~ ,ti+2,...,tn),-

i=1

n-1 1 Vi Vit -
S Xl L )" dt dt
; (vi - ui)(vi+1 - ui+1) Li f tn ( i+1 ) i+1 i

Ujs1

n—-1

1 J‘vi X (Uy,) + X0 (i40,) dt
Vi — U Jy s+1 l

[X((tlf"' i— 1'ul'ul+1' i+2r n) )

n—-1
< Z 1 +X((t1: yLic1, Vi Ui 1, L) oo n) ) (4 2 17)
B (S + 1)2 +X((t1: »Lic 1, Uiy Vi1, L) oo n) )

+X((t1' tl livl'vl+1' i+2r n) )

Ispat. Teorem 4.2.1 ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 425 X:A"x 0N - R,, A" lzerinde Kkuadratik orta anlamda
integrallenebilen ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. Hemen hemen

her yerde asagidaki esitsizlikler mevcuttur:
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on(s-1)y (u1 + v, Up_1 + V1 Uy + vn) .
2 ) ) 2 ) 2 )

1 V1 Vn
<—/—— X! (t,,)dt, ..dt
H?:l(vi _ ui)-]; L tn( n ) n 1

1 n

< —_ — ). 2.
<GT D" X(bu+(1-96)v,) (4.2.18)
SEli(n)

Ispat. Teorem 4.2.2 ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonu¢ 4.2.3. n = 1, 2 i¢in Teorem 4.2.4 varsayimlarina gore, sirastyla reel eksende
ve koordinatlarda tanimli ikinci anlamda s-konveks stokastik siirecin Hermite-

Hadamard esitsizligi hemen hemen her yerde kolayca elde edilir.

Sonuc 4.2.4. X: A3 x Q - R,, A3 iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. O zaman hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlikler mevcuttur:

g5 <<u1 + v, Uy +v, uz + v3> >

2 2 2

1 V1 V2 V3
< or = 1) (0 — 1) (0s — 1) ful fuz fug X((ty, tz, t3),")dtsdt,dty
[ X((u, uz,u3),) + X ((ug, vz, v3),7) ]
< 1 +X((v1,u2,v3),-) +X((v1,v2,u3),-) |
T (s+1)3 [+X((u1, Uy, v3),) + X ((uy, vz,u3),-)J'
+X((V1; Uy, us),') + X((Vp Uy, Vs)")

Teorem 4.26. X: A" x0Q —>R,, A" izerinde kuadratik orta anlamda
integrallenebilen ve ikinci anlamda s-konveks stokastik siire¢ olsun. Hemen hemen

her yerde u, v € A" i¢in asagidaki esitsizlik mevcuttur [74]:

n

1 vi oo .
XL (t;, XL (t;,)))dt;
Do), Ot o+, )

i=1
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1 oy ,
< S-i—il [X(u,) +X(v,)] + s 121[)(11‘71 (vy,) + XL (u“)]

Ispat. Teorem 4.2.3 ispatina benzer sekilde yapilir.

4.3. Cok Boyutlu Harmonik Stokastik Siirecler

Bu bolimde oncelikle n boyutlu eksende harmonik konveks stokastik siirecler
arastirtlmis ve bu stokastik siiregler i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri

elde edilmistir. Ayrica bu sonuglar iki ve ii¢ boyutlu stokastik siireclere eklenmistir.

0<u; <, i=12,..,n reel sayilar igin n boyutlu eksende 4™ = []iL,[u;, v;] S

R} araligi dikkate alinsin.
Asagida n boyutlu eksende stokastik siiregler i¢in harmonik konveksligin tanimi
verilmistir:

Tammm 4.3.1. X: A" X 2 - R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki stokastik
stiregler [u;,v;] araliginda hemen hemen her yerde i = 1,2,...,n i¢in harmonik
konveks stokastik siire¢ ise bu durumda X stokastik siireci n boyutlu eksende

harmonik konveks olarak adlandirilir [82]:
XE () = X((ty, o) tig, & tipr, s tn)y)-

Tamim 4.3.2. X: A" X 2 — R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki esitsizlik tiim
t = (t,ty,....t,), 8 = (51,5, ...,5,) € A" ve A € [0,1] i¢cin hemen hemen her yerde

gecerli ise X stokastik siirecine A™ {izerinde harmonik konveks denir [82]:

ts
X ((W) ) < AX(s)) + (1= DX(2,). (4.3.1)

Eger yukaridaki esitsizlik tersine ¢evrilirse X stokastik siirecine A™ fizerinde

harmonik konkav denir.

Onerme 4.3.1. X: A™ x 2 — R bir stokastik siire¢ olsun. i = 1,2, ...,n ve X,fn(t,-) =

X((tl, v bic, 6 tigts ons tn),-) stokastik stire¢leri i¢in
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(i) Eger Xtin konveks ve i = 1,2, ..., n i¢in azalmayan stokastik siire¢ ise X, n boyutlu

eksende harmonik konvekstir denir.

(if) Eger X,fn harmonik konveks ve i = 1,2, ..., n i¢in artmayan stokastik siireg ise X,

n boyutlu eksende konvekstir denir.

Lemma 4.3.1. Her harmonik konveks X: A" c R} X 2 — R stokastik siireci hemen
hemen her yerde n boyutlu eksende harmonik konvekstir, ancak tersi dogru degildir
[82].

Ispat. X:4" x Q2 > R stokastik siireci A™ iizerinde harmonik konveks olsun.

X tin s [uy, vi] X 2 - R, asagidaki gibi tanimlanan stokastik stiregler olsun.

Xt (6) = X((tg s timg, G biggs s 6),), E € [y, 15,

Simdi t,s € [u;,v;] ve A € [0,1] igin hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

elde edilir;

xi ( ts > o (t ’ ts . . )
tn At‘l‘(l—/’{)s ) - 1) =es l_l’At+(1—){,)S’ i+ n),

/ t ti, \ \

LA+ (A=t 7+ (A= Dt At + (1 A)s’ i

=X t2 t2 "
i+1

Atip1 + (1 =Dt At + (1= Dty /

< AX((tg s tig, S tigns s t)) + (L= DX((Eq o g, & tip, voes En),7)

= AXL (s,) + (1 — DXL (6.

Bu ise X,fn stokastik siireglerinin [u;, v;] lizerinde harmonik konveks oldugunu, yani

X stokastik siirecinin n boyutlu eksende harmonik konveks oldugunu gosterir.

Simdi  X:[3,6] X [4,6] X [5,6] X 2 - [0,0) stokastik slireci tanimlansin.
X((ty,t,t3),) = (t, — 3)(t, — 4)(t3 — 5) verilsin. X'in Lemma 4.3.1 ile iig
boyutlu eksende harmonik konveks oldugu ancak [3,6] X [4,6] X [5,6] i¢in harmonik
konveks olmadigi agiktir. Aslinda (3,6,6),(4,6,5) € [3,6] X [4,6] X [5,6] ve
A € (0,1) igin asagidaki esitsizlik gosterilebilir:
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Y 3.4 6.6 6.5
(3./’1+ (1-21).461+(1-2.6"6.1+(1 —/1).5>"

- X<(41—2/1’6’53fa)"> - (%_ 3) 6-4) (%_ 5)

= (43—11) 2 (2 T :11) = (46—/1515)(_5 /-13,1) > 0;

buradan asagidaki esitlik elde edilir:
1X((3,6,6),") + (1 — 1)X((4,6,5),")
=13-3)(6-4)(6-5+1-1)HA-3)(6—-4)(5—-5)=0.

Boylece tim A € (0,1) i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

Y 3.4 6.6 6.5
(3./’1+ (1-21).461+(1-2.6"6.1+(1 —/1).5>"

> 1X((3,6,6),') + (1 — DX((4,6,5),).

Bu ise X stokastik siirecinin [3,6] X [4,6] X [5,6] iizerinde harmonik konveks

olmadigini gosterir.

4.3.1. Cok Boyutlu Harmonik Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli

Integral Esitsizlikleri

Eger X: A" X 2 - R stokastik siireci n boyutlu eksende harmonik konveks stokastik

stire¢ Ise, X,fn: [u;, v;] X 2 - R stokastik siiregleri [u;, v;] araliklar tizerinde tiim

i=1,2,..,nler i¢cin harmonik konveks stokastik siirectir. Hermite-Hadamard

esitsizliginden, hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:

tn

; ( 2u;v; ) < U v; j‘v"Xtin (ti.')d - Xt (u) + XE (Ui").
v

t.
) 2 1 —
Uu; + Vi i — Ui u; ti 2
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Teorem 4.3.1. Eger X:A™ X 2 —» R stokastik siireci n boyutlu uzayda harmonik
konveks stokastik siire¢ ise X ,_fn : [u;, v;] X 2 > R stokastik siiregleri [u;, v;] aralig
tizerinde tim i = 1,2, ..., n’ler i¢in konvekstir. Bu takdirde hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlik elde edilir [82]:

n-1

20V 2Ui41 Vi
X tl""'ti—l’ ) ,ti+2,...,tn )"
4 Vi —U; Vipg —Uipa

1=

n-1  yi (zui+1vi+1 )
Ui v

tf

dt;

n—-1 .
. . 1
< 2 : UiViUi 41 Vit1 jv‘]v‘“th: (tis1,) T dt

e~ W —u)Wigr —wip) by, Sy, itid* T

n-—1 i :
o Z U;v; fv‘ Xe, (Wir1,) + X, (Wigq,7) dt
v

2 i
= i —U; Zti

Uu;

[ X(Ct1 oo timg, Uy Ugrs Ligzs s E0)) ]
+X((Eg) s tig, Vi Uiy 1 Ly s E1)))
+X((tq) s timp, U Vg1, bz s E)) |
+X((t1, o tim1, Vi Vi, Ligas s tr))

-1

S

1
<- 4.3.2
<3, (43.2)

l

1l
=

Ispat. X:A" x 2 > R stokastik siireci n boyutlu eksende harmonik konveks
stokastik siire¢ oldugundan X,fn [u;, v; ] X 2 > R stokastik  stiregleri  [u;, u; |
araliklar1 tizerinde tim i = 1,2, ..., n’ler i¢cin harmonik konveks stokastik siireclerdir.
Buradan [u;,;, V;4+1 | araligi lizerinde hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

elde edilir:

v; i+1 .
Xi+1(2ui+1vi+1 _>< Uir1Vit1 f”lxtn (tiv1)

t )= 2 i+1
" \Ujy1 T Vi Vitr = Uit Jy,,, tiv1

i+1 i+1
< X, (wis1,) + X, (Wis1?)

- 2

Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u;, v; | lizerinde integrali alinirsa
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b X1+1( 2Ui11Viyq )
1A + v_ )
+1 +1
l l dtl

U; v; f :
2

v; v; i+1
UiViUi41Vit1 flf 1 Xt (tig,0)
l+1) i

< Stn UV g dt
(Wi —up)(Wiy1 —u Uirs tiha o

Uu; Ul fvl th+1(u’l+1' ) + Xg:l-l(v”l'.) dt- (4‘ 3 3)
u) i 0.

<
~2(v — t?

esitsizligi elde edilir. Tekrar her i€ {1,2,..,n—1} i¢in Hermite-Hadamard

esitsizligi kullanilirsa

20V 2Ui41Vi4q
X tll“"ti—ll ) lti+2""lt1'l I
Vi t U Uipr T Vi

i+l 2Uj11Vigy
Y Uy F Vi
i+1 i+1

U;vj
< _ dt; (4.3.4)
Vi —U; Us ti

bulunur. Ayrica heri € {1,2,...,n — 1} igin

U;v; viXé,;H(uiﬂ,') +Xti:1'1(vi+1,-)
)

dt;

Z(Vi —Uu u; tlz l
1wy viXtir—:l(qu")d UiV viXtiII(le:')d
_E S — U t2 ti+ S — U t2 ti

Vi = Ui Jy; i Vi = Ui Jy, i
X (b1, ooes bim, Uy U1, Ly oo E)o) ]
2
X (1) oo tim 1, Vi U1, by ooes b))
1 2
<—
2 X((tp--- =10 Uiy Vix1, Lizs oo tn)y)
2
+X((t1,...,ti_1,vi,vi+1, ti+2,...,tn),')
+ 2

[ X((tl' e bim Ui U1, Ligos oes tn)") ]
_1 +X((ty s ti1, Vi Uig 1, Eigzs oo E1)))
4 +X((ty, o tict, Uiy Vig1, Eigzr o Ends)
+X((t1) s tim1, Vi Vign, Ligzs s En)sr).

(4.3.5)
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esitsizligi elde edilir. (4.3.4) ve (4.3.5) esitsizlikleri (4.3.3) esitsizliginde kullanilirsa
ve yukaridaki esitsizligin her tarafi 1'den n — 1'e kadar toplanirsa (4.3.2) esitsizligi

elde edilir.

Teorem 4.3.2. X: A" x Q = R, A" iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve harmonik konveks stokastik siireg olsun. [;(n) =={§ e N}: 6§ < 1,|6| =n+1—
i,i=1.,n+1} |8l=6++6,€N; us:=(6uy,..,0,u,) ENy ve

u, v € A" i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik mevcuttur [82]:
¥ ( 2uqy 2Up_1Vn_1 2Uny )
v tuy T v Uy vy Fuy/’
T ww v Xg ()
([T ) [ [ B
L lvi—w, (T2, t)

:5: X(6u+ (1= 8)v,). (4.3.6)

6€l;j(n)

_2"

Ispat. Hermite-Hadamard esitsizligi X¢:, harmonik konveks stokastik siiregleri igin
[uy,, vy, | araliginda uygulanarak hemen hemen her yerde asagidaki gibi kolayca elde

edilir:

2 vit1 XI' (t,,, X1 (uy,) + X2 (v,
X&( Uy Uy, .)Svunvn J‘ e (n) gt < &, (Un,) tn(n).

) _ 2 n —
uTL + vn n uTl Uit t 2

Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u,,_q, V,—4 ] lizerinde integrali alinarak

x ( 2u, v, )
_— .
Up-1Vn-1 f T \uy, + vy,

t2

Un-1 n—-1

dt
n-1
Up—1 —Up-—1

dt,_,dt,

Un— vy YN
< Up—1Vn—1UnVn J not n th (tn:')

N (vn—l - un—l)(vn - un) Up—1 “un (tn—ltn)z

Vpn—1 YN . n :
< M[ th (un, ) + th (Unﬂ ) dtn_l (437)

- 2
Un-1 = Un-1Jy,_, 2t 4

bulunur. (4.3.4) ve (4.3.5) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde

edilir:
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2Up_1Vn-1 2UpVy
X (tl,...,tn_z, ) )I.
Up_1 +Up_q1 Up + 7V,

o XD ( 2u, vy )

< Un-1Vn-1 f T \uy, + vy’

- 2
Un-1 — Up—1 th-1

dt, 1, (4.3.8)

Un-1

Un-1Vn-1 n-1 X& (un,") + X& (Vn,)

-1
2(vpoq — Up_y) Up—1y thoq "

[ X((tl, " 1’l Zyun lrun) ) ]

1 |+X((t1, s n 27 v’n 1, un) )
< | !
22 l+X((t1,... n-2)Un—1,Vn), )J

+X((t1,... n—2>Un—1, V), )

(4.3.9)

(4.3.7), (4.3.8) ve (4.3.9) esitsizliklerinden asagidaki esitsizlik elde edilir:
2Up_1Vp_1  2unv
X((tl, ..-,tn—Z; iy ] i >;'>
Un—1 T Up_q Up + Uy

< Up-1Vn—1UnUn f j‘vn th (tn,")
K (vn—l - un—l)(vn - un) Up_q (tn 1 n)z

n—ldtn

[X((tp--- n—2,Un—1,Upn), )]
i|+X((t1,... n—2>Vn—1, Un), )l
T2z l+X((t1,... -2, Un—1, Un), )J

+X((tq) s tnozy Vn_1,v0),")

(4.3.10)

Boylece [u,,—4, Vy—, | aralign izerinde integral alinarak

X (t thn Zun—lvn—l 2unvn) .
1 e —

Up—2Vn—2 j“h—z ' "Vp—1 T Up—g Uy F V)

Un—2 = Un-2

dtn—z

2
Un-2 tn—Z
n U: Vs Un-2 Un-1 Vn XN ( .)
< ad J J f t”—"'dt ,dt,_,dt
- . — 1. 2 n-— n-— n
“v ui) b (Mo
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[X((tp--- n—2 Un—1,Un),")
+X((t1, -2, Vn—1,Un), )|dt
Un—a t,%_2|+X((t1, s tn—2) Un—1,Vp), )
l+X((t1, s tne2) Un_1, Up),’ )J

VUn-—
<i Up—2Vn—2 f" 2

< 4.3.11
22 Un—2 = Un-2 ( )

bulunur. (4.3.10) ve (4.3.11) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde
edilir:

2Upn_pVp—3  2Up_1Un-1 2UpVp
X tl' ...tn_3, ) ) )"
Up—2 —Up_2 VUp—q + Up—1 Up + Un

2U,_ 1V 22U,V
X\ (ty, . typ—n=tn=l ' Z7non ).
Up—2Vn_2 Vn-2 <( 1 n-2 Vp—1 +Up_1 U, + Un)
<— dt,_,, (4.3.12)

Un Up-2 Un-2 t%_z
[ X((tl, o 1’l 27 un llun) ) ]
el (4 e
22 Up—2 — Up—2 Un-2 [+X((t1, n 2, Up—1, vTL) )
+X((t1, Tl 27 le 1, vn) )

X((tp--- n—3)Un—2, Up_1,Up), )
+X((t1» v tn—3,Un—2, Vn—pun),')
+X((t1, vy tpoz, Un_o, Up_1, vn),-)
i +X((t1: ---:tn—3run—21vn—lrvn)")

X((tb---:tn—3:vn—21un—1'un)r') .
+X((t1' v tn-3,,Vn-2, vn—lfun)")
+X((t1, v tn—3,Vn—2, Un-1, Vn)")
_+X((t1, v tn-3Vn-2,Vn-1, Vn)")_

AN
N
w

(4.3.13)

(4.3.11), (4.3.12) ve (4.3.13) esitsizliklerinden asagidaki esitsizlik elde edilir:

Zun—zvn—z Zun—lvn—l Zunvn
X tl, ...tn_3, ) ) l.
Up—2 —Up_2 VUp—q + Up—1 Up + Un

n
> i v — s l—[ L l)z n—-2%tn-1%44tn

=n-2
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[ X((t1 o tness Unz, Un—1,Up),") |
+X((t1, v tn_3, Up_2, vn_l,un),-)
+X((t1' oy tn—3, Un—2, Up—1, Un)")
+X((t1’ v tn—3,Un—2,Vn-1, Un)")
+X((t1, ...,tn_3,vn_z,un_l,un),-) '
+X((t1) stz Vn2, Vo1, Un),)
+X((t1’ v tn—3,Vn—2, Un-1, Un)")
_+X((t1’ v tn-3,Vn-2,Vn-1, Un)")_

IA
3 -

(4.3.14)

Bu islemler art arda yapilarak tiimevarimla istenen esitsizlik elde edilir. Bu da

teoremin esas ifadesidir.

Sonu¢ 4.3.1. n = 1,2 i¢in Teorem 4.3.2 varsayimlarina gore, sirasiyla reel eksende
ve koordinatlarda tanimli harmonik konveks stokastik siirecin Hermite-Hadamard

esitsizligi hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83].

Sonug 4.3.2. X: A% X 2 > R, 43 iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen
ve harmonik konveks stokastik siire¢ olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde

asagidaki esitsizlik elde edilir:
¥ ( 2u4v;  2uyv,  2u3v3 )
vy U vy Uy vyt ug/’

3 . 121 % 3
<([To ) [ e deeacs
vi—u ) by,

| ] M L, T

1
<o>x ) X(Gu+(1-8)v,).
SEli(n)

Teorem 4.3.3. X: A" X Q0 = R stokastik siireci n boyutlu eksende harmonik konveks
stokastik siire¢ olsun. u = (uy,uy,...,uy ) ve v = (Vvy,Vy,..,V, ) olmak iizere

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir [82]:

n

> | (@) + X, (09 de
Vi —U; u; n n

i=1
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n 1 Y i i
< X@)+X@)] + EZ[ L) + X5 (w)]. (43.15)

Ispat. X:4A™ x 2 - R stokastik siireci n boyutlu eksende harmonik konveks
stokastik siire¢ oldugundan, X,fn [u;, v; ] X 2 > R stokastik  stiregleri  [a;, b; |
araliklar tizerinde tim i = 1,2, ..., n’ler i¢cin harmonik konveks stokastik stireclerdir,

Buradan hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlikler elde edilir:

U;v; Vi i X{ln (uil') + Xllln (vi:') _ X(u,) + Xlltn (vi")
Xy, (t,)dt; < =
Vi —U; u; 2 2
wv (Vi XL (u) + X5 (v) XL (w,) + X(v,)
O [k, (e s =t S 0D T .
Vi —U; . 2 2

Uj
Yukaridaki iki esitsizlik taraf tarafa toplanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

Uiv;

Vi ) ’
v —u; ‘[li X4, (&) + X5, (8,)]dt;

X (W) +XW,) + X, (v,) + X5 (uy,)
— 2 -

Son olarak yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n'e kadar toplami alinarak
(4.3.15) esitsizligi elde edilir.

4.4. Cok Boyutlu Preinveks Stokastik Siirecler

Bu boliimde oncelikle n boyutlu eksende n’e goére preinveks stokastik siiregler
arastirilmis ve bu stokastik siirecler igin Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri

elde edilmistir. Ayrica bu sonuglar iki ve ii¢ boyutlu stokastik siireclere eklenmistir.

u,v;, i=12,..,m, n > 2 i¢in u; < v; kosulunu saglayan reel sayilar olsun. n

boyutlu eksende A™ = [TX[u;, v;] € [0, )™ araligi dikkate alinsin.

Asagida n boyutlu eksende n’e gore preinveks stokastik siiregler igin preinvekslik

tanimi verilmistir:
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Tamm 4.4.1. X:A™ X 2 - R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki stokastik
stiregler [u;, v;] araliginda hemen hemen her yerde i = 1,2,...,n i¢in n boyutlu
eksende n’e gore preinveks stokastik siire¢ ise bu durumda X stokastik siireci n

boyutlu eksende 1’e gore preinveks stokastik siire¢ olarak adlandirilir [33]:

Xt (6) = X((tg s tig, 6 bigg,s o, 6),) (ael). (4.4.1)

Tanmim 4.4.2. X: A" X  — R bir stokastik siire¢ olsun. Eger asagidaki esitsizlik tiim
t = (t,ty,....t,), S = (51,5, ...,5,) € A" ve A € [0,1] i¢in hemen hemen her yerde
gegerli ise X stokastik siirecine A" {izerinde n’e gore preinveks stokastik siiregtir

denir [33]:
X ((t+M(s,0),) < AX(s,) + (1 = DX (L.

Eger yukaridaki esitsizlik tersine gevrilirse X stokastik siirecine A™ tizerinde n’e gore

prekonkav stokastik stirectir denir [33].

Lemma 4.4.1. A" iizerinde her ¢ok boyutlu preinveks stokastik siire¢, hemen hemen
her yerde n boyutlu eksende n’e gore preinveks stokastik siiregtir, ancak tersi dogru
degildir.

Ispat. X: A" x 2 - R stokastik siireci A" iizerinde 1’e gére preinveks stokastik siirec

olsun. Xtin : [ug, v;] X 2 — R stokastik siiregleri asagidaki gibi tanimlansin:

Xt (6) = X((tg s timg, 6 biggs s 6),), € € [ug, 15l

Simdi t,s € [u;, v;] ve A € [0,1] i¢in hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik

elde edilir:
Xt ((t + An(s, t)),-) =X ((tl, v ticg, (E4+ (s, 0)), tig, o) tn),-)

< AX((tg s tig, S tiggs s t)) + (L= DX((Eg o g, & L, voes En))7)
= AX{, (s,) + (1= DX (6.

Bu ise X én stokastik siireglerinin [u;, v;] tizerinde n’e gore preinveks stokastik siireg

oldugunu, yani X stokastik siirecinin n’e gore n boyutlu eksende preinveks stokastik
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stire¢ oldugunu gosterir. Tersinin dogru olmadigini gostermek icin asagidaki karsi

ornek verilebilir:

Ornek 4.4.1. X:[0,1]" x 2 > R stokastik siireci t € [u;, v;] icin asagidaki gibi

tanimlansin:
Xt (6) = X((tg, s timg, 6 biggy ey 6),0) =t by ety
Ayrica tim t = (tq, ty, ..., t,), S = (51,53, ..., Sp) € A™ igin
n:[0,1]" = [0,0), n(s,t) = s — t,

olarak tammlansm. O zaman X, [0,1]" tizerinde n’e gore preinveks stokastik siireg
degildir.

Gergekten, X, [0,1]" ilizerinde tim t = (t;,t,, ...,t;), s = (81,83, ...,Sy) € A" ve
A €[0,1] i¢in n’e gore preinveks stokastik siire¢ oldugu varsayilirsa asagidaki

esitsizlik gosterilebilir:
X((t+ (D)) SAX(s)+ (1= DXL, (ae).
Fakat t = (1,1,,...,1,0), s =(0,1,...,1) € [0,1]™ i¢in asagidaki esitlik elde edilir:

X ((t+ (s, t)),-) =X (((1,1, 1,00 +2((0,1,...,1) — (1,1, ...1,0)) ) )

- X (((1,1, . 1,0) + A(-10,...,0,1)),")

=X((1-21,..,1,2),) =21 - ).

Buradan t = (1,1,,...,1,0), s =(0,1,...,1) € [0,1]™ ve X(t,;) =0 ve X(s,,) =0
elde edilir. Boylece asagidaki esitlik bulunur:

AX(s,) + (1= DX(E) =10+ (1—1).0 = 0.

Buise tim A € [0,1] i¢in asagidaki esitsizligi verir:

X ((t + n(s, t)),-) > AX(s,) + (1 — DX(L).
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Bu ise X stokastik siirecinin [0,1]" iizerinde n’e gore preinveks stokastik siireg

olmadigini gosterir. Bu durum X’in preinveksligi ile celiskilidir.

4.4.1. Cok Boyutlu Preinveks Stokastik Siirecler icin Hermite-Hadamard Tipli
Integral Esitsizlikleri

Buradan sonra n boyutlu aralik A™ = [T [w;, w; + n(v;, u;)] € [0, )™ olsun.

Eger X: A" x 2 - R, stokastik siireci n boyutlu eksende m’e goére preinveks
stokastik stire¢ ise X,fn ug,u; + (v, u;)] X 2 - Ry stokastik siiregleri [u;, u; +
n(v;, u;)] araliklart tizerinde tim i = 1,2, ...,n’ler i¢in n’e gore preinveks stokastik

stiregtir. Hermite-Hadamard esitsizliginden, hemen hemen her yerde

-~ (2u; + n(v;, u; 1 uin(wiu)
X;n < i T]( i l) > < f Xén (tir')dti
Ui

2 g N T](vilui)

< Xt (u) + X (vg,0)

< 2 (4.4.2)

esitsizligi elde edilir [74].
Teorem 4.4.1. Eger X: A" X 0 = R, stokastik siireci n boyutlu eksende n’e gore
preinveks stokastik siire¢ ise X,fn: [u;, u; + n(v;,u)] X 2 - R, stokastik

stiregleri [u;, u; + n(v;, u;)] araliklarinda tim i = 1,2, ..., n igin 1n’e gore preinveks

stokastik siiregtir. Buradan Hermite-Hadamard esitsizligi uygulanirsa hemen hemen

her yerde
n—-1
2u; + (v w) 2uig + N(Wigg, Uir)
X tl""'ti—l' 2 ) 2 ,ti+2,...,tn )
i=1
-1
3 Z 1 f"() i (@)
= £ r](vl’ul) ” tn 2 ) l
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n-1

1 ui W) Ui N WipUize) L
< Z f f X (b, )dtyq de
4 .

= N, udNWig1, Wiv1) Jy, Ujsq

ui+n(wiug)
Xi i )" Xl : ) dt
Z 277(771; Uu; ) f ( tn (ul+1 ) + tn (vl-l-l )) i

[X((tl,... i—1 Uiy Ujp1, Ligoy oer tn)) ) ]
Z +X((t1,... im0 Vi i1, tizay oor tn), )l
4 [+X((t1,... -1 Wi Vig 1) Livs o En)y)
+X((t1) s tim1, Vi Vit Ligzs s Endst)

(4.4.3)

esitsizlikleri mevcuttur [33].

Ispat. X:A™ x Q > R, stokastik siireci n boyutlu eksende n’e gore preinveks
stokastik stire¢ oldugundan X,fn u;, u; + (v, u;)] X 2 - R, stokastik  siiregleri
[u;, u; + n(v;,u;)] araliklarinda tim i = 1,2,...,n’ler i¢in n’e goére preinveks
stokastik stiregtir. Buradan [u;, 1, V;;+, | araliginda hemen hemen her yerde asagidaki

esitsizlik elde edilir:

i 2uipq + MWy, Wise) 1 Uip 1 FNWip 1 Uiv1)
th:1< s = J X (b, )dtig

2 T (Vi1 Uie) Uie

+1(ul+11 ) + Xl+1(vi+11')
< 2 :

Yukaridaki esitsizliklerin her tarafinin [u;, u; + n(v;, u;)] araligi tizerinde integrali

alinirsa

1 Ut (i) iv1 [(2Uirr + N(Wi1, Uisa) d
(o) Hon 2 o)

1 uitn i) Ui @i i) 1
J J Xt (tir,)dt 1 dt;

<
N, UDN W1, Uis1) Jy Uit

1 u+n(wiug) ] '
= 20(on ) f | (X uar) + X W) )t (444)

53



esitsizligi elde edilir. (4.4.4) esitsizliginin solunda her i € {1,2,...,n — 1} igin

Hermite-Hadamard esitsizligi kullanilirsa

2u; + (W w;) 2Uipq + (Vi1 Uig1)
X<<t1,...,ti_1, 'ti+21---'tn I

2 ' 2

1 wn@ekd - u g+ (v, U
< W.f Xé;l'l( i+1 77(2 i+1 z+1)"> dt, (4.4.5)
i) Jy;

bulunur. Ayrica (4.4.4) esitsizliginin sag tarafi géz Oniine alinirsa her i€

{1,2,...,n — 1} igin

1 wtn @) '
o) () R  de
|2 2had Uu;

1 1 ui+n(wpuy) 1 wn i)
=3 l‘n(v_ u-)f Xt (U, )dt; + e u-)j Xz?:{l(viﬂl')dtil
|2 2t A Uuj Ui u;

[ X((tl, ey ti—ll ul', ul'+1, ti+2' ey tn),') ]
2
X((tl' ey ti—l' Uiy Uiy, ti+2' Ty tn)")
1|7t >
< —
2 X((tl' ""ti—l'ui'vi+1' ti+2' ""tn)")
+
2
X((tl' ey ti—l' Vi, Vit1, ti+2' ey tn)")
+ > ]

[ X (s oo bimt Uy Ugn, i o ) )
_1 +X((t1 oer tig, Vi Uig 1, Eigzs s E1)))
4 +X((t1, e b1y Uiy Vigq, tiga, ...,tn),-)

+X((t1) oo s tim1, Vi Vign, Eigzs o Endse)

(4.4.6)

esitsizligi elde edilir. (4.4.5) ve (4.4.6) deki esitsizlikleri (4.4.4) esitsizliginde
kullanilirsa ve yukaridaki esitsizligin her tarafi 1'den n — 1'e kadar toplanirsa (4.4.3)
esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.4.4. X:A" x Q- R, stokastik siireci n boyutlu eksende n’e gore
preinveks stokastik siire¢ ve A™ iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilir
olsun. [;(n)={6eNy:6<1,|6|=n+1—-ii=1,..,n+1} ve |6]:=68;+
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4+ 6, €EN; Su:= (1uq, ..., 0quy) € N  olmak tlizere u,v € A" igin hemen

hemen her yerde asagidaki esitsizlik mevcuttur [33]:

X<<2u1+n(v1,u1) 2n 1 +1(Wn_1,ttn 1) 2un+n<vn,un>) )

2 2 ’ 2
1 U a) Ut naty)
S——— Xt (t,,)dt, ...dt
H?=1 U(vi'ui) Ll Ln tn A1 " !
1
<o z X(5u+ (1 - 6)v,). (4.4.7)

5eli(n)

Ispat. (4.4.2) esitsizligini kullanarak X i¢in hemen hemen her yerde asagidaki

esitsizlik elde edilir:

Xn Zun + n(v‘n} un) . < 1 fun-l-n(vn,un)xn (t ')dt
tn 2 ") T un) )y, fn o

< XZ:; (unr') + Xtr; (Un")
= 5 .

Yukaridaki esitsizligin her tarafinin [u,_q, Up—1 + 1(Vp—1, Up—1) | aralign tizerinde

integrali alinarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

1 Up—1+(Vp—1,Un-1) X‘tn <2uTL + T](vw uTL) ‘> dt .
N(Wn-1,Un-1) Jyy,_, " 2 "
1 Up—1+N(Vnp—1,Un—1) Up+1(Vn,up)
< X (t,,)dt,dt,_
U(Vn—p un—l)n(vn; un) ‘Ln—1 ‘Ln tn 1 " not
B 1 un—1+n(vn—1,un—1)X£l (Un,) + X2 (V) ” (4.4.8)
N T](Un—lﬁun—l) Un—1 2 nol o

(4.4.5) ve (4.4.6) esitsizliklerinden sirasiyla agsagidaki esitsizlikler elde edilir:

2un—l + n(vn—l' un—l) 2un + Tl(vn' un)
X[ty tys, > , > ,’
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;fun_l‘l'n(vn—bun—l) Xn <2un + T](vn; un) ,> dt (4‘ 4‘ 9)
- n(vn—l' un—l) Up-1 " ’ | o )

1 Un-1+t1(Wnp-1,Un-1) X& (un'-) + X{; (Un,')

- -1
n(vn—l» un—l) Up—1 2 "

1 .[-un—1+71(17n—1,un—1)

- Xt (up,)dty-
Zn(vn—l»un—l) Up—1 " " "

1 Up—1+7(Vp_1,Un—1)

+ Xt (v,,)dt,_
Zrl(vn—l;un—l) Up—1 n " n

[X((tl,... -2 Un—1,Un),")
<l|+X((t1, n 2) Un— 1’un) )

]

|

B
+X((t1, n 2, Un— llvn) )

(4.4.10)

(4.4.8), (4.4.9) ve (4.4.12) esitsizliklerinden

2u'n—l + n(vn—l' un—l) 2un + Tl(Un' un)
X[ty tys, > , 5 )’

1 Up—1+NM(Wn—1,Un-1) run+nwpuy)
f f X{:l (tnf')dtndtn—l

B n(vn—lr un—l)rl(vn; un) Up—1 Un

[X((tl,... n—2) Un—1, Un),")
l|+X((t1,--- n—2» Vn— 1'un) )l

(4.4.11)
+X((t1,--- n— ZFun 1 vn) )J
+X((t1, Tl 2 le 1 vn) )
esitsizligi elde edilir. (4.4.11) esitsizliginin her tarafinin

[Up—2, Up—y + N(Vp_2, Up_)] arali@l lizerinde integrali alinarak

2

/ t1) eer tneo,) \
1 j‘un—zﬂl(vn—z,un—z) i 2u'n 1 +TI(17n 1 Up- 1) |
S

S — X 2
1(WVn—2, Un—2) Un—2 k 2uy + (v, up)
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1

i=n—2 (i, u;)

Up—2+N(Wn—2,Un—2) Up—1+N(Wn—1,Un-1) Up+1(Vn,Un)
X f f f Xt (tp,)dtpdt,_q dt,_;

Un—2 Un-1 Un

[X((tlf"- n-2» Un— llun) )

1 On-2 1T V1+X((tq, 0, 0, Vy_1,U

_—f —| (Ctar o gy Vo un), )|dt (4.4.12)
U(Vn—Zwun—z) Up—2 2 |+X((t11 tn 2, Un— lrvn) )l

|+ X ((Er, o trz Vo1, ),) )

bulunur. (4.4.11) ve (4.4.12) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlikler elde
edilir:

i,
Zun—z + n(vn—Z'un—Z)
2
X 4 ’
zun—l + 77(”n—1.un—1) o
2 )
zun + n(vnrun)
2
/ 1y s tnes, \
1 J-un-z+n(vn_z,un_z) | 2up—1 + N(Vn-1, Un- 1) |
<——— X 2 ;| dtaz,
r’(vn—ZJU‘n—Z) un_z Zun+7’](17n,un)
2
(4.4.13)
[ X((ty o tnz) tn-1,un),) |
1 flln 2+77(Vn 2,Un— 2) 1 +X((t1, Tl Z'U‘l’l 1,un) ) dt
U(Vn—z,un—z) n-z

Un—2 22 +X((t1’ n 2 Up— llvn) )
+X((t1,... -2 Vn—1, Un), )
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[ X((tb e ln-3) un—Z'un—lﬂun)") ]
+X((t1, o tyoz, Vnogy Up—1, Un),)
+X((t1» e tpn-3,,Un—2,Vn-1, un)")
+X((t1 o tyez, Vn—zs Vn1, Up) ")
+X((t1 stz Uno2, Uno1, V)) |
+X((t1, vy b3, Uneo, Up_q, vn),-)
+X((t1) stz Un2, Vo1, Vp),7)

_+X((t1’ e tn=3,Vn-2,Vn-1, Un),') |

IA
% -

(4.4.14)

(4.4.12), (4.4.13) ve (4.4.14) esitsizliklerinden sirasiyla asagidaki esitsizlik elde
edilir:

/ tlﬂ ) tn—Z' \
1 jun—2+n(vn—2’un—2) i Zun—l + n(vn—p un—l) i
— = X 2 o fdts
n(vn—Zr un—Z) Up—> zun + n(vn' un) / /
2

1

i=n—2 (i, u;)

Un—2+N(Wn_2,Un—2) (Un—1+NWn_1Un—1) [Un+n(WnUy)
X j f J Xt (tp,)dtpdt,_q dt,_;

Un-2 Un-1 Un

[ X((tp v tp—3, Up—2,Up—1, un)") |
+X((t1: v tn=3,Vn-2,Un-1, un)")
+X((t1) otz Un—2, Vpoq, Un),)

i +X((t1, v tn-3,Vn-2,Vn-1, un)")

23 +X((t1,...,tn_3,un_2,un_1, vn),-) '

+X((t1, wirtno3, Vn_o,Up_1, vn),-)

+X((t1; v tn—3,Un—2,Vn-1, Vn),')

_+X((t1; v tn-3,Vn-2,Vn-1, Vn),')_

IA

Yukaridaki prosediir uygulandiginda n boyut i¢in kural ortaya ¢ikmaktadir.

Sonu¢ 4.4.1. n = 1,2 i¢in Teorem 4.4.2 varsayimlarina gore, sirasiyla reel eksende
ve koordinatlarda tanimli n’e gore preinveks stokastik siirecin Hermite-Hadamard

esitsizligi hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83].
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Sonug¢ 4.4.2. X: A3 X O —> R, ii¢ boyutlu eksende 1n’e gore preinveks stokastik siirec
ve A3 iizerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilirse hemen her yerde asagidaki

esitsizlik elde edilir:

X((Zul + 1w uy) 2up; + vy, u) 2us + 77(‘@”3)) )

2 ’ 2 ) >
1 urAnwug) ruz+n(wauy) rus+n(vsus)
- 3—‘f f _]- X((tl’ t2' t3)i') dtgdtzdtl
1 n (vu u ) Uy s

[ X((ul,uz,u3) ) + X((vl,uz,u3) ) ]
l +X((u1,v2,u3) ) + X((vl, Uy, Us), )
2 [+X((u1,u2, V3),: ) + X((vl,uz, V3),: ) ;

+X((u1, Uy, V3)") + X((vp Uy, 773):')

Teorem 4.42. X: A" x 1 - R, stokastik siireci n boyutlu eksende n’e gore
preinveks stokastik siireg olsun. Eger X stokastik stireci [u;, u; + n(v;, u;)] araliginda
tim i = 1,2,...,n’ler i¢in kuadratik orta anlamda integrallenebilirse u, v € A™ i¢in

hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir [33]:

Zn: 1 Jui‘l'n(vivui)( , . )
e — XY (t,) + XE (t,))dt
=1 Zn(vi’ui) u; tn vn

| -

<—[X(u )+ Xl +

ZZ )+ X )] (44.15)

Ispat. X:A™ x 2 —» R, stokastik siireci n boyutlu eksende n’e gore preinveks
stokastik stire¢ oldugundan X,fn ug, wp + (v, u;)] X 2 - R, stokastik  siiregleri
[u;, u; + n(v;,u;)] araliklarinda tim i = 1,2, ..., n igin 1n’e gore preinveks stokastik

sliregtir. Buradan hemen hemen her yerde asagidaki esitsizlik elde edilir:

X(w)+ X, (vi))
2

1 e
n(v—u)f Xy, (&,)dt; <
v Ui
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1 uinpuy) XL (u,) + X(v,
[ K (e < M @) HX@)
n(v;, u;) u; " 2

Yukaridaki iki esitsizlik taraf tarafa toplanarak asagidaki esitsizlik elde edilir

1 u;+n(wiu;) ' '
n(vy,u;) .f X2, (6) + X5, (t)]dt;
|2 e A u;

- X))+ X))+ Xy, () + X (ug,)
— 2 )

Son olarak yukaridaki esitsizligin her tarafinin 1'den n'e kadar toplami alinarak
(4.4.15) elde edilir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde literatiirde ilk defa ¢ok boyutlu stokastik siireglerin konveks, s-konveks,
harmonik konveks ve preinveks siniflari tanitilmis ve bu siiregler ile ilgili Hermite-

Hadamard tipli integral esitsizlikleri elde edilmistir.

Bu baglamda ¢ok boyutlu stokastik stireclerin diger siniflar1 i¢cin benzer ¢alismalar

yapilabilir.
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