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ÇOK DEĞİŞKENLİ BAZI KONVEKS STOKASTİK SÜREÇLER 

İÇİN HERMİTE-HADAMARD TİPLİ İNTEGRAL 

EŞİTSİZLİKLERİ  
 

ÖZET 

 
Bu tezin amacı, çok boyutlu bazı konveks stokastik süreçleri tanımlamak ve bu 

süreçler ile ilgili Hermite-Hadamard eşitsizlikleri elde etmektir. Bu tezin giriş 

kısmında, literatürdeki araştırmalardan kısaca bahsedilmiştir. Sonraki kısımda, tezin 

konusu ile ilgili temel kavramlar verilmiştir. Ayrıca bu tezin materyal ve yöntem 

kısmında, konveks, s-konveks, harmonik konveks, preinvex stokastik süreçler ile 

ilgili gerekli bilgiler kısaca sunulmuştur. Araştırma bulguları kısmında, yukarıda 

bahsi geçen konvekslik çeşitleri için çok boyutlu stokastik süreçler tanımlanmış ve 

bu süreçler için Hermite-Hadamard eşitsizliği elde edilmiştir.  

 

Anahtar kelimeler: Konveks, s-Konveks, Harmonik Konveks, Preinvex, Çok Boyutlu 

Stokastik Süreçler, Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Kuadratik Orta Anlamda İntegral. 
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 HERMITE-HADAMARD TYPE OF INTEGRAL INEQUALITIES 

FOR SOME MULTIVARIABLE CONVEX STOCHASTIC 

PROCESSES  

 

SUMMARY 

 

The aim of this study is to define some multidimentional convex stochastic processes 

and to obtain Hermite-Hadamard inequalities for these processes. In the introduction 

is mentioned related the researches in the literature. Thereinafter, basic concepts are 

given. In the material and methods, the necessary informations related to convex, s-

convex, harmonically convex, preinvex stochastic processes are briefly presented. In 

the research findings, the multidimentional stochastic processes are defined for the 

above mentioned convexities and Hermite-Hadamard type inequalities are obtained 

for these processes. 

 

Keywords: Convex, s-Convex, Harmonically Convex, Preinvex, Multidimentional 

Stochastic Processes, Hermite-Hadamard Inequality, Mean-square Integrable. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1 
 

 

 

BÖLÜM 1.  GİRİŞ 

 

Konvekslik geometrik temel bir kavram olmasının yanı sıra diğer alanlarda genişçe 

kullanılmaktadır. Fonksiyonel analiz, grafik teorisi, olasılık teorisi ve daha birçok 

alanda önemli rol oynamaktadır. Konveksliğin ilk temelleri Yunan filozoflar 

tarafından atılmıştır. Yunanlıların matematiğe en önemli katkılarından biri de 

Euclid’in [1] “Elements” adlı kitabıdır. Konveksliğin ilk tanım ve gösterimleri bu 

kitapta bulunmaktadır. Bu konudaki daha kesin bir tanımı ise Archimedes’in [2] “On 

The Sphere and Cylinder” adlı eserinde de bulmak mümkündür. 

 

Eşitsizlik teorisi Gauss, Cauchy ve Chebyshev ile gelişmeye başlamıştır. Eşitsizlik 

teorisiyle yakından ilişkili olan konvekslik kavramı göz önünde bulundurularak 

birçok çalışma yapılmıştır. Bunun en önemli örneklerinden biri Ekim 1881 yılında 

Hermite’in (1822-1901) Journal Mathesis adlı dergiye gönderdiği konveks fonksiyon 

için Hermite-Hadamard eşitsizliğidir. [𝑎, 𝑏] aralığında tanımlı her reel konveks 

fonksiyon için meşhur Hermite-Hadamard eşitsizliği aşağıdaki gibidir [3]: 

𝑓 (
𝑎 + 𝑏

2
) ≤

1

𝑏 − 𝑎
∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≤
𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)

2
. 

Hermite’in 1893 yılındaki çalışmasında konveksliğe rastlansa da konveks 

fonksiyonların sistematik olarak çalışılması, 1905-1906 yıllarında ünlü Danimarkalı 

mühendis ve matematikçi Jensen ile başlar ve kendisi şunları öngörmüştür: “Bana 

göre, konveks fonksiyon kavramı temel olarak pozitif ve artan fonksiyonlarla 

alakalıdır. Bu konuda yanılmıyorsam, konveks fonksiyonlar teorisinin önemi 

zamanla anlaşılacaktır.”  

 

Son yıllarda modern matematikte araştırma makaleleri ve kitaplarda geniş bir şekilde 

yer alan konveks fonksiyon kavramının önemi gerçekten anlaşılmıştır. Bu bağlamda 

temel matematikte ilgi çeken/çekmekte olan Hermite-Hadamard eşitsizliğinin birçok 

uygulamasıyla konveks fonksiyonun ilk temel sonucu olduğunu söyleyebiliriz. Çoğu 
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matematikçi farklı konveks fonksiyon sınıfları (quasi-konveks fonksiyonlar, 

fonksiyonların Godunova-Levin sınıfı, log-konveks ve r-konveks fonksiyonlar, p-

konveks fonksiyonlar, vb.) ve özel ortalamalar (p-logaritmik ortalamalar, identik 

ortalama, Stolarsky ortalamalar, vb.) için bu eşitsizlikleri uygulamaya, genişletmeye 

ve genelleştirmeye çalışmış ve çalışmaya devam etmektedir. 

 

19. ve 20. yüzyılda bulunan eşitsizliklerin bir kısmı konveks fonksiyonlarla 

ilişkilendirilerek temel eşitsizlikler haline gelmiştir. Bu tür eşitsizlikleri konu alan ilk 

temel çalışma 1934’te Hardy, Littlewood ve Pόlya [4] tarafından yazılan 

“Inequalities” adlı kitaptır. İkinci çalışma ise Beckenbach ve Bellman [5] tarafından 

1961’de yazılan, 1934-1960 yılları arasında elde edilen yeni eşitsizliklerin 

sonuçlarını içeren, “Inequalities” adlı eserdir. Bunu Mitrinović’in [6] 1970 yılında 

yayınladığı ve ilk iki kitapta bulunmayan farklı konulara da yer verdiği “Analytic 

Inequalities” isimli kitabı takip eder. Sadece konveks fonksiyonlar için eşitsizlikler 

içeren ilk kaynak ise “Convex Functions: Inequalities” başlığıyla 1987 yılında 

Pečarić [7] tarafından yazılmıştır. Bu temel kaynakların yanı sıra Mitrinović [8,9] 

“Inequalities Involving Functions and Their Integrals and Derivatives” ve “Classical 

and New Inequalities in Analysis”, Pachpatte [10] “Mathematical Inequalities” ve 

Niculescu and Perssons [11] “Convex Functions and Their Applications” literatürde 

mevcut olan diğer kaynaklardır.  

 

Hermite-Hadamard eşitsizlikleri konusu Dragomir ve Pearce [12] tarafından yazılan 

"Selected Topics on Hermite-Hadamard Inequalities and Applications" adlı eserde 

detaylı olarak yer almaktadır. Bu alanda çalışan diğer matematikçiler Josip [13],  

Toader [14], İşcan [15,17], Okur ve Yalçın [16], Varošsanec [18], Fang ve Shi [19], 

Hudzik ve Maligranda [20], Ngoc ve ark. [22], Antczak [23] Youness [24], Cristescu 

[25], Set ve ark. [26], Yalçın [27], Mohan ve Neogy [28], Weir ve Mond [29], Yang 

ve Li [30], Noor [31], Mishra ve Giorgi [32]’dir. Alomari [34] ise konveks 

fonksiyonlar için Hermite-Hadamard eşitsizliğini genelleştirmiştir. 

 

Konvekslik kavramı Fizik, Termodinamik, Ekonometri, Olasılık ve İstatistik Teorisi 

dahil olmak üzere birçok uygulama sahasında büyük öneme sahiptir.  
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Olasılık teorisinde stokastik kavramı, ilk kez bu teorinin kurucularından olan 

Bernoulli (1654-1705) tarafından kullanılmaya başlamıştır. Sonra bu kavram bir süre 

unutulmuş olmasına rağmen ünlü olasılıkçı Bortkiyeviç’in (1868-1913) büyük 

katkısıyla yirminci asrın başlarında yeniden önem kazanmıştır.  

 

Stokastik süreçler, esasen zaman içinde gelişen olasılıksal modelleri inceleyen 

olasılık teorisinin önemli bir dalıdır. 1900 yılında Fransız matematikci Bachalier ilk 

kez Brown hareketinin matematiksel modelini kurmuştur. 1905 yılında Einstein ve 

Smoluhovski bazı fizik problemlerinin incelenmesinde olasılık teorisini kullanmak 

zorunda kalmışlar ve Bachalier’in kurmuş olduğu sürece benzer bir süreçle 

karşılaşmışlardır. 1914 yılında Planck ve Fokker, olasılık teorisini kullanarak 

difüzyon olayını incelemeye çalışmışlardır. Tüm bunlar matematikte yeni bir kavram 

olan stokastik süreç kavramının meydana çıkmasına yol açmıştır.  

 

Stokastik süreçler teorisinin matematiksel temelleri 20. yüzyılda Markov, Slutski, 

Wiener, Hincin, Коlmogorov, Wald, Doob, Ito, Dynkin, gibi ünlü matematikçiler 

tarafından verilmiştir. Stokastik süreçler teorisinin sonraki gelişmesi Feller [35,36], 

Levy, [37, 38], Skorohod ve Gihman [39,40], Ross [41,42], Shiryayev [43], Smith 

[44-47], Spitzer [48], Çınlar [49-51], Takacs [52], Khaniyev [53,54], Aliyev [55], 

Okur [57-60] ve bazı bilim adamlarının çalışmaları ile devam etmektedir. 

 

Son yıllarda, konvekslik ve eşitsizlik kavramları, optimizasyon ve matematiksel 

programlama problemlerinin incelenmesinde daha geniş bir çalışma imkanı sağladığı 

için, literatürde önemli bir yere sahip olmuştur. Bilhassa, stokastik süreçler için 

stokastik monotonluk ve konveksliği tanımlamak optimizasyonda özellikle optimal 

tasarımlarda, olasılıksal nicelikler mevcut olduğunda sayısal yaklaşımlar elde 

edebilmek için büyük önem taşımaktadır.  

 

(Ω, ℑ, 𝑃) bir olasılık uzayı 𝛵 ⊆ ℝ = (−∞,∞) olsun. Reel değerli 𝑋(𝑡, 𝜔) fonksiyonu 

her 𝑡 ∈ Τ için Ω’da tanımlanmış rastgele değişken ise ona rastgele fonksiyon denir. 

Eğer 𝛵 = ℝ+ ise ve 𝑡 parametresi zamanı ifade ediyorsa bu durumda 𝑋(𝑡, 𝜔) rastgele 

fonksiyonuna “stokastik süreç” denir. Bu tanımdan görüldüğü gibi, rastgele 



 
 

4 
 

değişkenden farklı olarak, stokastik süreç 𝜔’nın yanı sıra zamana da bağlı bir 

fonksiyondur. Eğer 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin 𝜔 parametresi sabit tutulursa bu 

durumda yalnız 𝑡’ye bağlı olan bir fonksiyon elde edilir [55]. 

 

1980’de Nikodem [61], konveks stokastik süreçleri tanımlamış ve konveks stokastik 

süreçler için bilinen bazı özellikleri vermiştir. Jensen-konveks, 𝜆-konveks stokastik 

süreçler 1992’de Skowronski [62] tarafından tanımlanmıştır. Ayrıca, Kotrys’in [63], 

her reel konveks 𝑋 stokastik süreci için elde ettiği Hermite-Hadamard eşitsizliği 

aşağıdaki gibidir: 

𝑋 (
𝑢 + 𝑣

2
,⋅) ≤

1

𝑣 − 𝑢
∫ 𝑋(𝑡,⋅)𝑑𝑡 ≤

𝑋 (𝑢,⋅) + 𝑋 (𝑣,⋅)

2

𝑣

𝑢

. 

Bilinmelidir ki, 𝑋(𝑡, 𝜔) konveks stokastik sürecinde 𝜔 parametresi sabit tutularak 

yukarıdaki eşitsizlik elde edilir. 𝜔0 parametresi sabit tutulursa, bu durumda aşağıdaki 

Şekil 1.1.1 elde edilir:  

 

 

Şekil 1.1.1. Konveks stokastik süreç [61]. 

 

Alınan bu sonucu olasılıksal olarak aşağıdaki gibi yorumlamak mümkündür: 

𝑋(𝐸𝑇,⋅) ≤𝑠𝑡 𝐸𝑋(𝑇,⋅) ≤𝑠𝑡 𝐸𝑋(𝑇
∗,⋅),  𝑇 ∈ 𝒞𝑠𝑡 

Burada E beklenen değer, T (𝑇∗) [u,v] aralığında ({u,v} kümesi üzerinde) düzgün 

dağılıma sahip bir rastgele değişken, 𝒞𝑠𝑡 [u,v] üzerinde tanımlı bütün reel konveks 

stokastik süreçler kümesi ve  ≤𝑠𝑡  ise rastgele değişkenlerin konveks sıralaması 

olarak tanımlanır [64]. 
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Son yıllarda, Sarıkaya ve ark. [65,78], Set ve ark. [73], Okur ve ark. [66-70,74, 

79,80,82] farklı türden konveks stokastik süreçler için eşitsizlikler, bazı 

genelleştirmeler ve genişletmeler üzerinde çalışmaktadırlar.  

 

Bu tezde literatürde ilk defa çok boyutlu konveks, s-konveks, harmonik konveks ve 

preinvex stokastik süreçler tanımlanmış ve bu süreçler ile ilgili Hermite-Hadamard 

tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir.  
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BÖLÜM 2. KAYNAK ARAŞTIRMASI 

 

2.1.  Konveks Fonksiyonlar 

 

Öncelikle fonksiyonlardaki konvekslik ile ilgili kavramlar verilecektir.  

 

Tanım 2.1.1.  𝐿 bir lineer uzay  𝐴 ⊆ 𝐿 ve  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 keyfi olmak üzere 

𝐵 = { 𝑧 ∈  𝐿: 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦  , 0 ≤ 𝛼 ≤ 1 ⊆  𝐴 } 

ise 𝐴 kümesine “konveks küme” denir [13]. 

Eğer 𝑧 ∈ 𝐵 ise 𝑧 = 𝛼𝑥 + (1 − 𝛼)𝑦 eşitliğindeki 𝑥 ve 𝑦’nin katsayıları için 𝛼 +

(1 − 𝛼) = 1 bağıntısı her zaman doğrudur. Bu sebeple konveks küme tanımındaki 

𝛼, (1 − 𝛼) yerine 𝛼 + 𝛽 = 1 şartını sağlayan ve negatif olmayan 𝛼, 𝛽 reel sayıları 

alınabilir. Geometrik olarak 𝐵 kümesi uç noktaları  ve 𝑥 ve 𝑦 olan bir doğru parçasını 

içeren bir kümedir. Bu durumda sezgisel olarak konveks küme, boş olmayan ve 

herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçasını içeren kümedir [13]. 

 

 

Şekil 2.1.1. Konveks küme [13]. 

 

 

Şekil 2.1.2. Konveks olmayan küme [13]. 

Tanım 2.1.2. 𝐼, ℝ’de bir aralık ve 𝑓: 𝐼 → ℝ bir fonksiyon olmak üzere her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve   

𝑎 ∈ [0,1] için 
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𝑓(𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑦) ≤ 𝑎𝑓(𝑥) + (1 − 𝑎)𝑓(𝑦) 

şartını sağlayan  fonksiyonuna “konveks fonksiyon” denir. Konveks fonksiyonun 

geometrik anlamı aşağıdaki gibidir [13]: 

 

Şekil 2.1.3. Konveks fonksiyon [13]. 

 

Teorem 2.1.1.  𝑓 fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında diferensiyellenebilir bir fonksiyon 

olsun. Bu durumda 𝑓 fonksiyonunun konveks olması için gerek ve yeter şart 𝑓′’nün 

artan olmasıdır [13]. 

 

Teorem 2.1.2. 𝑓 fonksiyonunun 𝐼 açık aralığında ikinci türevi varsa, 𝑓 

fonksiyonunun bu aralık üzerinde konveks olması için gerek ve yeterli şart 𝑥 ∈ 𝐼 için 

𝑓′′(𝑥) ≥ 0 olmasıdır [13]. 

 

2.2.  Stokastik Süreçler 

 

Stokastik süreçleri tanımlayabilmek için öncelikle 𝜎-cebir, olasılık uzayı, olay, 

rastgele değişken gibi kavramların bilinmesi gerekmektedir.  

 

Tanım 2.2.1. Ω ≠ Ø kümesinin alt kümelerinden oluşan bir  ℑ sınıfı:  

1) Ω ∈  ℑ, 

2) ∀𝛢 ∈ ℑ için  𝐴𝑐 ∈ ℑ, 

3) İkişer ikişer ayrık kümelerin oluşturduğu  ∀ (𝛢𝑛) ∈ ℑ dizisi için  
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⋃𝛢𝑛 ∈ ℑ 

∞

𝑛=1

 

özelliklerine sahip olsun. Bu takdirde  ℑ sınıfına Ω’da bir “𝜎-cebir”dir denir.  Bir  𝜎-

cebir, sayılabilir birleşim, kesişim ve tümleme işlemine göre kapalıdır [55]. 

 

Tanım 2.2.2. ℝ reel sayılar kümesindeki açık aralıkların sınıfını kapsayan en küçük 

aralıkların Bir  𝜎-cebirine “Borel cebiri” denir. Borel cebirinin her bir elemanına 

“Borel kümesi” denir [55]. 

 

Tanım 2.2.3. Sonuçlarının kümesi belli olan ancak gerçekleştiğinde hangi sonucun 

ortaya çıkacağı önceden bilinmeyen deneylere “olasılık deneyi” veya “stokastik 

deney” denir [55]. 

 

Tanım 2.2.4. Bir stokastik deneyin tüm olabilir sonuçlarının kümesine “örnek uzay” 

denir.  Örnek uzayın her alt kümesine “olay” denir [55]. 

 

Tanım 2.2.5.  ℑ, Ω ≠ Ø örnek uzayı üzerinde tanımlanmış bir  𝜎-cebir olmak üzere, 

𝑃: ℑ → ℝ  fonksiyonu 

1) ∀𝛢 ∈ ℑ   için 𝑃(𝐴) ≥ 0, 

2)  𝑃(Ω) = 1, 

3) İkişer ikişer ayrık kümelerin oluşturduğu  ∀(𝐴𝑛) ∈ ℑ  dizisi için 

𝑃(⋃𝐴𝑛) = ∑𝑃(𝐴𝑛)

∞

𝑛=1

∞

𝑛=1

 

özelliklerine sahip ise, 𝑃 fonksiyonuna ℑ üzerinde bir “olasılık ölçüsü” denir. 𝑃(𝐴)  

değerine ise, 𝐴 olayının olasılık ölçüsü veya “𝐴 olayının olasılığı” denir [55].  

 

Tanım 2.2.6. Ω ≠ Ø bir örnek uzay, Ω’da tanımlanmış bir 𝜎-cebir ve , 𝑃, ℑ  üzerinde 

tanımlanmış bir olasılık ölçüsü olmak üzere, (Ω, ℑ, 𝑃)  üçlüsüne bir “olasılık uzayı” 

denir [55]. 

 

Bir  (Ω, ℑ, 𝑃) olasılık uzayı, bir stokastik deneyin modeli olarak kullanıldığında ℑ, 𝜎-  

cebirindeki kümeler, deney ile ilgili olaylara karşılık gelir. Bir 𝜎-cebir, sayılabilir 
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birleşim, kesişim ve tümleme işlemine göre kapalı olduğundan 𝜎-cebirdeki kümeler 

üzerinde bu işlemler sonucu elde edilen bir küme ise bir olaya karşılık gelir. 

 

Bir stokastik deneyin sonuçlarının kümesi olan örnek uzayın elemanları çok değişik 

türde olabilir. Rastgele değişkenler yardımıyla örnek uzayın elemanlarına reel sayılar 

eşlenmekte ve böylece olasılık ölçüleri Borel cebiri üzerindeki olasılık ölçülerine 

indirgenmiş olmaktadır. 

 

Bir stokastik deney sonucunda değerler alan fonksiyona rastgele değişken denir. 

Rastgele değişkenler tanım kümesine göre kesikli, mutlak sürekli ve singüler olmak 

üzere üç kısma ayrılırlar. Örneğin, bir madeni para 10 kez atıldığında yazı gelmesi 

sayısı kesikli, bir elektrik cihazının bozulmadan çalışma süresi ise sürekli rastgele 

değişkendir. Rastgele değişken matematiksel olarak aşağıdaki gibi tanımlanmaktadır: 

 

Tanım 2.2.7. (Ω, ℑ, 𝑃) bir olasılık uzayı ve  𝜉: Ω → ℝ fonksiyonu  ∀𝑥 ∈ ℝ  sayısı 

için {𝜔: 𝜉(𝜔) ≤ 𝑥} ∈ ℑ yani ℑ-ölçülebilir ise, 𝜉 fonksiyonuna bir “rastgele 

değişken” denir [55].  

 

Tanımından görüldüğü gibi rastgele değişken aslında, belli özellikleri olan bir 

değişkenli fonksiyondur. Birçok durumda ikinci bir değişkene de ihtiyaç 

duyulmaktadır. Örneğin, sıvı içerisinde oluşan bir hareket sonucunda bir parçacığın 

zaman geçtikçe konumu veya hızı veyahut borsadaki herhangi bir hisse senedinin 

fiyatının zamanla değişmesi, sadece bir rastgele değişken yardımıyla tanımlanamaz. 

Bu durumda stokastik süreç kavramına ihtiyaç duyulmaktadır. 

 

Tanım 2.2.8.  (Ω, ℑ, 𝑃) bir olasılık uzayı ve Ø ≠ 𝛵 ⊆ ℝ  bir küme olsun. Reel 

değerli 𝑋(𝑡, 𝜔) fonksiyonu, her 𝑡 ∈ 𝑇 için Ω kümesinde tanımlanmış bir rastgele 

değişken ise, bu fonksiyona bir “rastgele fonksiyon” denir. 𝑋(𝑡, 𝜔), 𝑌(𝑡, 𝜔) 

sembolleri ile gösterilebilir. Eğer burada 𝑇 = ℝ+  ise ve 𝑡 parametresi zamanı ifade 

ediyorsa, bu durumda 𝑋(𝑡, 𝜔) rastgele fonksiyonuna bir “stokastik süreç” denir [55]. 

 

Tanım 2.2.9. 𝑋(𝑡, 𝜔)  bir stokastik süreç, 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 ∈  𝑇 olsun. Bu durumda 
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 𝐹𝑡1,,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = 𝑃{𝜔: 𝑋(𝑡1, 𝜔) ≤ 𝑥1, … , 𝑋(𝑡𝑛, 𝜔) ≤ 𝑥𝑛}, 𝑥𝑖 ∈ ℝ 

fonksiyonuna “𝑋(𝑡, 𝜔)  stokastik sürecinin n boyutlu dağılım fonksiyonu” denir. Her 

𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛 için n boyutlu 𝐹𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)  fonksiyonlarının  {𝐹𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)}, 

𝑛 ≥ 1 ailesine “stokastik sürecin sonlu boyutlu dağılım fonksiyonları” denir [55]. 

 

Stokastik sürecin sonlu boyutlu dağılım fonksiyonu temel kavramlardandır. Sonlu 

boyutlu dağılım fonksiyonu aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

1.  𝐹𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛) = 𝐹𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛−1(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛−1,∞), 

2.  𝐹𝑡1,𝑡2,…,𝑡𝑛(𝑥1, 𝑥2… , 𝑥𝑛) = 𝐹𝑡𝑖1 ,𝑡𝑖2 ,…,𝑡𝑖𝑛(𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , … , 𝑥𝑖𝑛). 

 

Teorem 2.2.1.  {𝐹𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛)}, 𝑡𝑖 ∈ 𝑇, 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛 , 𝑛 ≥ 1 ailesi, yukarıdaki 

1. ve 2. özelliklerine sahip olsun. Bu durumda 

𝑃{𝜔: 𝑋(𝑡1, 𝜔) ≤ 𝑥1, … , 𝑋(𝑡𝑛, 𝜔) ≤ 𝑥𝑛} = 𝐹𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

dır. Bu teoreme göre, stokastik süreç ile onun sonlu boyutlu dağılımları birbirlerini 

birebir tanımlamaktadır. T ve D kümesinin her biri hem kesikli hem de sürekli 

olabilir [55]. 

 

Tanım 2.2.10. 𝑇 ⊆ ℕ ise 𝑋(𝑡, 𝜔)’e kesikli zamanlı stokastik süreç, T aralık ise 

𝑋(𝑡, 𝜔)’e sürekli zamanlı stokastik süreç denir. Eğer 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin D 

durum (değerler) kümesi kesikli ise bu takdirde sürecin sonlu boyutlu dağılımları  

𝑃𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑘1, … , 𝑘𝑛) = 𝑃{𝜔: 𝑋𝑡1(𝜔) = 𝑘1, … , 𝑋𝑡𝑛(𝜔) = 𝑘𝑛}, 𝑡𝑛 ∈ 𝑇, 𝑛 = 1,2, …, 

olasılıkları ile tanımlanmaktadır [55]. 

 

Eğer 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin D durum kümesi sayılamayan sonsuz elemana sahip 

ise bu takdirde stokastik sürecin sonlu boyutlu dağılım fonksiyonu [55]: 

𝐹𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = ∫ …

𝑥1

−∞

∫ 𝑃𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑢1, … , 𝑢𝑛)𝑑𝑢1…𝑑𝑢𝑛

𝑥𝑛

−∞

 

olarak tanımlanmaktadır. Burada 𝑃𝑡1,…,𝑡𝑛(𝑢1, … , 𝑢𝑛), sürecin 𝑛 boyutlu olasılık 

yoğunluk fonksiyonudur.  
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Tanım 2.2.11. 𝑋(𝑡, 𝜔) bir stokastik süreç, 𝐹𝑡(𝑥) bu stokastik sürecin bir boyutlu 

dağılım fonksiyonu olsun. Eğer her  𝑡  için 

∫ |𝑥|𝑑
+∞

−∞
𝐹𝑡(𝑥) < +∞ ise 𝐸(𝑋(𝑡, 𝜔)) = ∫ 𝑥𝑑

+∞

−∞
𝐹𝑡(𝑥) 

integraline “𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin beklenen değeri” denir. Stokastik sürecinin 

beklenen değeri 𝑚𝑋(𝑡) sembolü ile de gösterilmektedir [55]. 
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BÖLÜM 3.  MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1.  Materyal 

 

Bu kısımda literatürde mevcut olan bir boyutlu konveks, s-konveks, harmonik 

konveks ve preinveks stokastik süreçlerin tanımları ve bu stokastik süreçler için 

Hermite-Hadamard eşitsizlikleri kısaca sunulmuştur.  

 

3.1.1. Bir Boyutlu Konveks Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği  

 

Bu kısımda bir boyutlu konveks stokastik süreç tanımı ve bu tip stokastik süreçler 

için Hermite-Hadamard eşitsizliği ispatsız olarak verilecektir. 

 

Tanım 3.1.1.1. 𝑋: 𝐼 × 𝛺 → ℝ  bir stokastik süreç olsun. Bu takdirde 𝜆 ∈ [0, 1]  ve her 

𝑡, 𝑠 ∈ 𝐼 için aşağıdaki eşitsizliği sağlayan stokastik sürece konvekstir denir [63,72]: 

        𝑋( 𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠,⋅) ≤ 𝜆𝑋( 𝑡,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝑠,⋅).   

Yukarıdaki eşitsizlik yön değiştirdiğinde konkav stokastik süreç elde edilir.  

 

Teorem 3.1.1.1. 𝑋: 𝐼 × 𝛺 → ℝ konveks bir stokastik süreç olsun. Bu takdirde her 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼  ve  𝑢 < 𝑣  için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur  [63,72]: 

𝑋 (
𝑢 + 𝑣

2
,⋅) ≤

1

𝑣 − 𝑢
∫ 𝑋(𝑡,⋅)𝑑𝑡 ≤

𝑋 (𝑢,⋅) + 𝑋 (𝑣,⋅)

2

𝑣

𝑢

.   

 

3.1.2. Bir Boyutlu s-Konveks Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği  

 

Bu kısımda bir boyutlu birinci ve ikinci anlamda s-konveks stokastik süreçlerin 

tanımı ve bu tip stokastik süreçler için Hermite-Hadamard eşitsizlikleri ispatsız 

olarak verilecektir. 
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Tanım 3.1.2.1 (Birinci Anlamda s-Konveks Stokastik Süreç). 𝑋: 𝛪 × 𝛺 → ℝ  bir 

stokastik süreç ve s ∈ (0,1], 𝛼, 𝛽 ≥ 0 için 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 1 olsun. Her 𝑢, 𝑣 ≥ 0 için 

𝑋(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣,⋅) ≤ 𝛼𝑠𝑋(𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋 (𝑣,⋅) 

eşitsizliği mevcut ise bu sürece birinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks 

stokastik süreç sınıfı genellikle 𝐶𝑠
1 olarak bilinir [72-73]. Birinci anlamda s-konveks 

stokastik süreçlerde 𝑠 = 1 için konvekslik kolayca elde edilir [72-73]. 

Eşitsizlik yön değiştirirse 𝑋 stokastik süreci birinci anlamda s-konkav olarak 

adlandırılır. 

 

Teorem 3.1.2.1. 𝑋: 𝛪 × 𝛺 → ℝ+ birinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. Bu 

takdirde her  𝑢, 𝑣 ∈ Ι  ve 𝑢 < 𝑣 için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [72-73]: 

  𝑋 ( 
𝑢 + 𝑣

2
, . ) ≤

1

𝑣 − 𝑢
∫ 𝑋(𝑡,⋅)𝑑𝑡
𝑣

𝑢

≤
𝑋(𝑢,⋅) + 𝑠 𝑋(𝑣,⋅)

𝑠 + 1
. 

 

Tanım 3.1.2.2 (İkinci Anlamda s-Konveks Stokastik Süreç). 𝑋: 𝛪 × 𝛺 → ℝ  bir 

stokastik süreç, 𝛼, 𝛽 ≥ 0 için 𝛼 + 𝛽 = 1 ve 𝑠 ∈ (0,1] olsun. Bu taktirde her 𝑢, 𝑣 ≥ 0 

için 

𝑋(𝛼𝑢 + 𝛽𝑣,⋅) ≤ 𝛼𝑠𝑋(𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋 (𝑣,⋅) 

eşitsizliği mevcut ise bu sürece ikinci anlamda s-konvekstir denir. Bu s-konveks 

stokastik süreç sınıfı genellikle 𝐶𝑠
2  olarak bilinir. İkinci anlamda s-konveks stokastik 

süreçlerde 𝑠 = 1 için konvekslik kolayca elde edilir [72-73]. 

 

Teorem 3.1.2.2. Eğer 𝑋: 𝛪 × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreci ikinci anlamda s-konveks ise, 

her  𝑢, 𝑣 ∈ Ι  ve 𝑢 < 𝑣 için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [73]: 

  2𝑠−1𝑋 ( 
𝑢 + 𝑣

2
,⋅) ≤

1

𝑣 − 𝑢
∫ 𝑋(𝑡,⋅)𝑑𝑡 ≤  

𝑋 (𝑢,⋅) + 𝑋 (𝑣,⋅)

𝑠 + 1

𝑣

𝑢

. 

 

3.1.3. Bir boyutlu Harmonik Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği 

 

Bu kısımda bir boyutlu harmonik stokastik sürecin tanımı ve bu tip stokastik süreçler 

için Hermite-Hadamard eşitsizliği ispatsız olarak verilecektir. 
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Tanım 3.1.3.1. 𝐼 ⊂ ℝ ∖ {0} reel bir aralık, 𝑋: 𝐼 × Ω → ℝ bir stokastik süreç olsun. 

Bu takdirde her 𝑡, 𝑠 ∈ 𝛪 ve 𝜆 ∈ [0,1] için aşağıdaki eşitsizliği sağlayan X’e harmonik 

konveks stokastik süreç denir  [68]: 

𝑋 (
𝑡𝑠

𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠
,⋅) ≤ 𝜆𝑋(𝑠,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝑡,⋅). 

Yukarıdaki eşitsizlik yön değiştirdiğinde harmonik konkav stokastik süreç elde edilir. 

 

Teorem 3.1.3.1. [𝑢, 𝑣] ⊆ 𝐼, 𝑋: [𝑢, 𝑣] × 𝛺 → ℝ, [𝑢, 𝑣] aralığı üzerinde harmonik 

konveks bir stokastik süreç ve kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Bu 

takdirde her 𝑢 < 𝑣 için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [68]: 

𝑋 (
2𝑢𝑣

𝑢 + 𝑣
,⋅) ≤

𝑢𝑣

𝑣 − 𝑢
∫
𝑋(𝑡,⋅)

𝑡2

𝑣

𝑢

𝑑𝑡 ≤
𝑋(𝑢,⋅) + 𝑋(𝑣,⋅)

2
. 

 

3.1.4.  Bir Boyutlu Preinveks Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard 

Eşitsizliği  

 

Bu kısımda bir boyutlu preinvex stokastik süreç tanımı ve bu tip stokastik süreçler 

için Hermite-Hadamard eşitsizliği ispatsız olarak verilecektir. 

 

Tanım 3.1.4.1. 𝐼 ⊂ ℝ𝑛  ve 𝜂 : 𝐼 × 𝐼 → ℝ𝑛 sürekli fonksiyon olsun. Eğer  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼 ve 

𝑡 ∈ [0,1] için (𝑦 + 𝑡𝜂(𝑥, 𝑦)) ∈ 𝐼 ise I ya 𝜂’e göre inveks bir küme denir. Her 

konveks kümenin 𝜂(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝑦 fonksiyonuna göre inveks olduğu açıktır. Fakat 

bunun tersi genelde doğru değildir. Mohan ve Neogy [28] tarafından konulan 

aşağıdaki koşulu 𝜂 fonksiyonu sağlamaktadır: 

 

C Koşulu: 𝐼 ⊂ ℝ𝑛, 𝜂 : 𝐼 × 𝐼 → ℝ𝑛’e göre inveks bir küme olsun. Her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 ve 

𝜆 ∈ [0,1] için 

𝜂(𝑢, 𝑢 + 𝜆𝜂(𝑣, 𝑢)) = −𝜆𝜂(𝑣, 𝑢) 

   𝜂(𝑣, 𝑢 + 𝜆𝜂(𝑣, 𝑢)) = (1 − 𝜆)𝜂(𝑣, 𝑢) 

dır. C koşulundan her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 ve 𝜆1, 𝜆2 ∈ [0,1] için aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

𝜂(𝑢 + 𝜆2 𝜂(𝑣, 𝑢), 𝑢 + 𝜆1 𝜂(𝑣, 𝑢)) = (𝜆2 − 𝜆1 )𝜂(𝑣, 𝑢). 
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Tanım 3.1.4.2. Aşağıdaki eşitsizliği sağlayan 𝑋: 𝐼 × 𝛺 → ℝ stokastik sürecine her v, 

u ∈ I ve 𝜆 ∈[0,1] için  𝜂’e göre preinvekstir denir: 

𝑋(𝑢 + 𝜆𝜂(𝑣, 𝑢),⋅) ≤ (1 − 𝜆)𝑋(𝑢,⋅) + 𝜆𝑋(𝑣,⋅). 

Eğer 𝜆  sayısı (0,1) arasında sabit bir sayı ise süreç 𝜆-preinvex stokastik süreç olarak 

adlandırılır. Eğer 𝜂(𝑣, 𝑢) = 𝑣 − 𝑢 seçersek, 𝑋(𝑡,⋅) bir konveks stokastik süreç olur 

[72,79].  

Yukarıdaki eşitsizlik yön değiştirdiğinde ise 𝑋(𝑡,⋅) stokastik sürecine prekonkavdır 

denir [28]. 

 

Teorem 3.1.4.1. 𝑋: 𝐼 × 𝛺 → ℝ+ preinveks stokastik süreci kuadratik orta anlamda 

integrallenebilir olsun. Bu takdirde her 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐼 ve 𝑢 < 𝑣 için aşağıdaki eşitsizlik 

mevcuttur [72,79]: 

𝑋 (
2𝑢 + 𝜂(𝑣, 𝑢)

2
,∙) ≤

1

𝜂(𝑣, 𝑢)
∫ 𝑋(𝑡,∙)𝑑𝑡 ≤

𝑋(𝑢,∙) + 𝑋(𝑣,∙)

2

𝑢+𝜂(𝑣,𝑢)

𝑢

. 

 

3.2.  Yöntem 

 

Bu çalışmada yöntem olarak, fonksiyonlar için yukarıda verilen tanım ve teoremleri 

stokastik süreçlere uygulayabilmek için kuadratik kuadratik orta anlamda yakınsama, 

türevlenebilme ve integrallenebilme kavramları kullanılmaktadır. 

 

Tanım 3.2.1.  Aynı bir (Ω, ℑ, 𝑃) olasılık uzayında {𝑋𝑛},  𝑛 ≥ 1 rastgele değişkenler 

dizisi ve 𝑋 rastgele değişkeni verilsin. Bunun yanı sıra 𝐸|𝑋𝑛| < ∞ ve  𝐸|𝑋| < ∞ 

olsun. Eğer 0 < 𝑟 < ∞ ve 𝑛 ⟶ ∞ iken  

𝐸|𝑋𝑛 − 𝑋|
𝑟 = ∫|𝑋𝑛(𝜔) − 𝑋(𝜔)|

𝑟𝑑𝑃(𝜔) ⟶ 0 

ise, bu takdirde  {𝑋𝑛} dizisi 𝑋’e 𝑟. mertebeden kuadratik orta anlamda yakınsıyor 

denir ve bu yakınsama 𝑛 ⟶ ∞ iken 𝑋𝑛
𝐿𝑟  
→ 𝑋 şeklinde yazılır [55]. Bu yakınsama 

çeşidine analizde 𝐿𝑟 anlamında yakınsama denir [55]. Özel olarak 𝑟 = 2 olduğunda 

bu yakınsamaya kuadratik orta yakınsama denir [55]. Bu yakınsama  

𝑙. 𝑖. 𝑚.
𝑛⟶∞

𝑋𝑛 =𝑋 
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şeklinde yazılır. Burada l.i.m. “limit in mean” kelimelerinin kısaltmasıdır. 

 

Tanım 3.2.2. (Ω, ℑ, 𝑃) olasılık uzayında 𝑡 ∈ 𝛵 ⊆ ℝ olmak üzere {𝑋𝑛(𝑡, 𝜔)}, 𝑛 ≥ 1 

stokastik süreçler dizisi ve 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik süreci verilsin. Bunun yanı sıra 

𝐸|𝑋𝑛(𝑡, 𝜔)| < ∞ ve 𝐸|𝑋(𝑡, 𝜔)| < ∞ olsun. Eğer ∀ 𝑡 ∈ 𝛵 için  

𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶∞

𝐸 (𝑋𝑛(𝑡, 𝜔) − 𝑋(𝑡, 𝜔))
2 = 0 

ise {𝑋𝑛(𝑡, 𝜔)}, 𝑛 ≥ 1 stokastik süreçler dizisi, 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecine kuadratik 

orta anlamda yakınsaktır denir [55] ve aşağıdaki gibi gösterilir: 

𝑙. 𝑖. 𝑚.
𝑛⟶∞

𝑋𝑛(𝑡, 𝜔) = 𝑋(𝑡, 𝜔). 

 

Tanım 3.2.3. 𝑋(𝑡, 𝜔)  stokastik süreci verilsin. Eğer   

            𝑙im
h→0

𝐸(𝑋(𝑡 + h,𝜔) − 𝑋(𝑡, 𝜔))2 = 0                               (3.2.1) 

ise, bu durumda 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecine 𝑡 noktasında kuadratik orta anlamda 

süreklidir denir [55] ve bu durum aşağıdaki gibi gösterilir:  

 𝑙. 𝑖. 𝑚.
h→0

𝑋(𝑡 + h,𝜔) = 𝑋(𝑡, 𝜔). 

 

Tanım 3.2.4. (Ω, ℑ, 𝑃) olasılık uzayında 𝑡 ∈ 𝛵 ⊆ ℝ olmak üzere 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik 

süreci verilsin. Eğer mevcut ise, aşağıdaki limite 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin 

kuadratik orta anlamda türevi denir [55]. 

                                              𝑙. 𝑖. 𝑚.
h→0

𝑋(𝑡 + h,𝜔) − 𝑋(𝑡, 𝜔)

h
=  𝑋′(𝑡, 𝜔).                  (3.2.2) 

Bu tanımı aşağıdaki gibi yazmak mümkündür: 

𝑙im
h→0

𝐸 [
𝑋(𝑡 + h,𝜔) − 𝑋(𝑡, 𝜔)

h
− 𝑋′(𝑡, 𝜔)]

2

= 0.                (3.2.3) 

 (3.2.2) limitinin varlığı ve tekliği için bir koşulun sağlanması gereklidir.  Bu limitin 

varlığı için gerekli koşul ise 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik sürecinin kuadratik orta anlamda 

sürekli olmasıdır. 

 

Tanım 3.2.5. Olasılık uzayında 𝑡 ∈ 𝛵 ⊆ ℝ olmak üzere 𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik fonksiyonu 

verilsin. Ayrıca [𝑢, 𝑣] aralığının parçalanışı 𝑢 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 = 𝑣, 

ℎ𝑡𝑘 = 𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1, 𝑘 = 1,2, … . , 𝑛 olmak üzere  
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𝑙𝑖𝑚
𝑛⟶∞

𝑚𝑎𝑥
𝑘≤𝑛

|ℎ𝑡𝑘| = 0  

olsun. Bu durumda  

𝑙. 𝑖. 𝑚.
𝑛⟶∞

∑𝑋(𝑡𝑘, 𝜔)ℎ𝑡𝑘

𝑛

𝑘=1

= ∫ 𝑋(𝑡, 𝜔)𝑑𝑡
𝑣

𝑢

 

eşitliğine  𝑋(𝑡, 𝜔) stokastik fonksiyonunun  [𝑢, 𝑣] aralığındaki integrali denir [55]. 

 

Bu tezde çalışma boyunca bütün yakınsama, süreklilik, türev ve integral işlemleri 

kuadratik orta anlamda kullanılmıştır. 
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BÖLÜM 4.  ARAŞTIRMA BULGULARI 

 

Bu bölümde sırasıyla çok boyutlu konveks, s-konveks, harmonik konveks ve 

preinveks stokastik süreçler tanımlanmış ve bu süreçler ile ilgili Hermite-Hadamard 

tipli eşitsizlikler elde edilmiştir. 

 

4.1.  Çok Boyutlu Konveks Stokastik Süreçler  

 

Bu bölümde öncelikle n boyutlu eksende konveks stokastik süreçler araştırılmış ve 

bu stokastik süreçler için Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikleri elde 

edilmiştir. Ayrıca bu sonuçlar iki ve üç boyutlu stokastik süreçlere eklenmiştir.  

Burada 𝑢𝑖 < 𝑣𝑖  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑛 ≥ 2) reel sayılar olmak üzere, n boyutlu Δ𝑛 =

∏ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]
𝑛
𝑖=1  ⊆ [0,∞)𝑛 aralığı dikkate alınsın. 

Aşağıda n boyutlu eksende stokastik süreçler için konveksliğin tanımı verilmiştir: 

Tanım 4.1.1. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki stokastik 

süreçler [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]  aralığında hemen hemen her yerde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için konveks ise bu 

takdirde 𝑋 stokastik sürecine n boyutlu eksende konvekstir denir [67]: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅).                           (4.1.1)                

Tanım 4.1.2. 𝑋: 𝛥𝑛 ×  𝛺 → ℝ stokastik bir süreç olsun. Aşağıdaki eşitsizliğin her 

𝒕 = (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛), 𝒔 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝛥
𝑛 ve 𝜆 ∈ [0,1] için hemen hemen her yerde 

sağlanması halinde 𝑋 stokastik süreci  𝛥𝑛 üzerinde konvekstir denir [67]:   

𝑋((𝜆𝒕 + (1 − 𝜆)𝒔),⋅) ≤ 𝜆𝑋(𝒕,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒔,⋅). 

Yukarıdaki eşitsizlik tersine çevrilirse, X stokastik süreci Δn üzerinde konkavdır 

denir. 
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Lemma 4.1.1. Her konveks 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci hemen hemen her yerde 

n boyutlu eksende konvekstir ancak tersi doğru değildir. 

İspat.  𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci 𝛥𝑛 üzerinde konveks olsun. 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] ×

𝛺 → ℝ stokastik süreçleri aşağıdaki gibi tanımlanmış olsun: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅), 𝑡 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]. 

Şimdi 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] için ve 𝜆 ∈ [0,1] için hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik 

doğrudur: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 ((𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠),⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

≤ 𝜆𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) + (1 − 𝜆)𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑠, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

= 𝜆𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑠,⋅). 

Bu eşitsizlik 𝑋𝑡𝑛
𝑖  stokastik süreçlerinin [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] aralığında konveks, yani  𝑋’in n 

boyutlu eksende konveks olduğunu gösterir. Bu lemmanın tersinin doğru olmadığı 

aşağıdaki örnek ile gösterilebilir: 

Örnek 4.1.1.  𝑋: [0,1]𝑛 × 𝛺 → ℝ aşağıdaki gibi tanımlanan bir stokastik süreç olsun: 

𝑋((𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛),⋅) =  𝑡1 𝑡2  … 𝑡𝑛. 

Bu süreç, aşağıda gösterildiği gibi n boyutlu eksende konvekstir: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 ((𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠),⋅) = 𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1 (𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠)𝑡𝑖+1…𝑡𝑛 

= 𝜆(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1 𝑡𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) + (1 − 𝜆)(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1 𝑠𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) 

= 𝜆𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑠,⋅). 

Ayrıca tüm 𝒕 = (1,1, … , 0), 𝒔 = (0,1, … ,1) ∈ [0,1]𝑛 olmak üzere aşağıdaki eşitlik 

bulunur: 

𝑋((𝜆𝒕 + (1 − 𝜆)𝒔),⋅) = 𝑋 ((𝜆, 1,1, … , (1 − 𝜆)),⋅) = 𝜆(1 − 𝜆). 
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Buradan aşağıdaki eşitlik bulunur: 

𝜆𝑋(𝒕,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒔,⋅) = 𝜆. 0 + (1 − 𝜆). 0 = 0. 

Bu ise her 𝜆 ∈ [0,1] olmak üzere aşağıdaki eşitsizliği verir: 

𝑋((𝜆𝒕 + (1 − 𝜆)𝒔),⋅) > 𝜆𝑋(𝒕,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒔,⋅). 

Bu durumda, 𝑋 stokastik süreci  [0,1]𝑛 üzerinde konveks değildir. 

 

4.1.1. Çok Boyutlu Konveks Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard Tipli 

İntegral Eşitsizlikleri 

 

𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ konveks stokastik süreç ve Δn üzerinde kuadratik orta anlamda 

integrallenebilir olsun. Buna göre, 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri konveks 

stokastik süreç olduğundan 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
, (𝑎. 𝑒. ).                             (4.1.2) 

eşitsizliği elde edilir [74]. 

Teorem 4.1.1. X: Δn × Ω → ℝ konveks stokastik süreç ve Δn üzerinde kuadratik orta 

anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde  

∑𝑋

𝑛−1

𝑖=1

((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1
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≤∑
1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)
𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1  

𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

𝑑𝑡𝑖 

≤∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
. ) 𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

       ≤ ∑
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2… , 𝑡𝑛),⋅) ]
 
 
 
 𝑛−1

𝑘=1

                 (4.1.3) 

eşitsizlikleri mevcuttur [74]. 

İspat. (4.1.2) eşitsizliği kullanarak, Xtn 
i+1 için hemen hemen her yerde  

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
. 

eşitsizliği elde edilir. Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ] üzerinde integrali 

alınırsa  

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1  

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
)𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

         (4.1.4) 

eşitsizliği elde edilir. (4.1.4) eşitsizliğinin solunda her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} için 

Hermite-Hadamard eşitsizliği kullanılırsa  

𝑋 ((𝑡1, … 𝑡𝑖−1,
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 
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≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

                        (4.1.5) 

bulunur. Ayrıca (4.1.4) eşitsizliğinin sağ tarafı göz önüne alınırsa her 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑛 − 1} için  

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
)𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

=
1

2
 [

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

+
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

] 

≤
1

2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2… , 𝑡𝑛),⋅)

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

=
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                      (4.1.6) 

eşitsizliği elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) eşitsizlikleri (4.1.4) eşitsizliğinde kullanılıp 

yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛 − 1'e kadar toplamı alınarak (4.1.3) 

eşitsizliği elde edilir.  

Teorem 4.1.2. X: Δn × Ω → ℝ, Δn üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve konveks stokastik süreç olsun. 𝑙𝑖(𝑛) ≔ {𝛿 ∈ ℕ0
𝑛: 𝛿 ≤ 1, |𝛿| = 𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑖 =

1, … , 𝑛 + 1}; |𝛿| ≔ 𝛿1 +⋯+ 𝛿𝑛 ∈ ℕ;  𝑢𝛿:= (𝛿1𝑢1, … , 𝛿𝑛𝑢𝑛) ∈ ℕ0
𝑛 ve 𝒖, 𝒗 ∈ 𝛥𝑛 

için hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [74]: 
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𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,… ,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅)              

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1

∫ …
𝑣1

𝑢1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛…𝑑𝑡1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

      

≤
1

2𝑛
∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.                                            (4.1.7) 

İspat. (4.1.2) eşitsizliğini kullanarak,  𝑋𝑡𝑛 
𝑛  için hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir:  

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛−1 ] üzerinde integrali alınarak  

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

≤
1

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

               (4.1.8) 

elde edilir. (4.1.5) ve (4.1.6) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

,                   (4.1.9) 

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2
) 𝑑𝑡𝑛−1

 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

=
1

2
 [

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑢𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

+
1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

] 
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≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.                     (4.1.10) 

(4.1.8), (4.1.9) ve (4.1.10) eşitsizliklerinden  

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                                (4.1.11) 

eşitsizliği elde edilir. (4.1.11) eşitsizliğinde [𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−2 ] üzerinde integral alınarak  

1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2   (4.1.12) 

bulunur. (4.1.11) ve (4.1.12) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3,
𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2

2
,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,

𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1
2

,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 𝑑𝑡𝑛−2 ,
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

  (4.1.13) 
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1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  

1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2

𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

 

≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.                  (4.1.14) 

(4.1.12), (4.1.13) ve (4.1.14) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3,
𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2

2
,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Sonuç olarak, yukarıdaki yöntemle tümevarım uygulanarak (4.1.7) eşitsizliği elde 

edilir. Bu da teoremin esas ifadesidir. 

Sonuç 4.1.1. n = 1,2 için Teorem 4.1.2 varsayımlarına göre, sırasıyla reel eksende 

ve koordinatlarda tanımlı konveks stokastik süreç için Hermite-Hadamard eşitsizliği 

hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83]. 
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Sonuç 4.1.2.  𝑋: 𝛥3 × 𝛺 → ℝ, Δ3 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

konveks stokastik süreç olsun. O zaman hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir: 

𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,
𝑢2 + 𝑣2
2

,
𝑢3 + 𝑣3
2

) ,⋅) 

≤
1

(𝑣1 − 𝑢1)(𝑣2 − 𝑢2)(𝑣3 − 𝑢3)
∫ ∫ ∫ 𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅)𝑑𝑡3𝑑𝑡2𝑑𝑡1

𝑣3

𝑢3

𝑣2

𝑢2

𝑣1

𝑢1

 

≤
1

23

[
 
 
 
 
𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)]
 
 
 
 

. 

İspat. Teorem 4.1.2’e göre 𝑛 = 3 için 𝑋3
3(𝑡3,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅) ve 𝑙𝑖(3) ≔

{𝛿 ∈ ℕ0
3:  𝛿 ≤ 1, | 𝛿| = 4 − 𝑖}, 𝑖 = 1,2,3,4  için elde edilir. Ayrıca 

𝑙1(3) = {(1,1,1)}; 𝑙2(3) = {(0,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}, 

𝑙3(3) = {(0,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}; 𝑙4(3) = {(0,0,0)}, 

ve 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) ∈ 𝛥
3 için aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

∑ 𝑋(𝛿𝑢 + (1 − 𝛿)𝑣,⋅)

𝛿∈𝑙1(3)

 

=  𝑋((1,1,1)(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) + [(1,1,1) − (1,1,1)](𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) = 𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅); 

∑ 𝑋(𝛿𝑢 + (1 − 𝛿)𝑣,⋅)

𝛿∈𝑙2(3)

=  𝑋((0,1,1)(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) + [(1,1,1) − (0,1,1)](𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) 

+ 𝑋((1,0,1)(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) + [(1,1,1) − (1,0,1)](𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) 

+𝑋((1,1,0)(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) + [(1,1,1) − (1,1,0)](𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) 
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= 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅). 

 

Buradan 

∑ 𝑋(𝛿𝑢 + (1 − 𝛿)𝑣,⋅)

𝛿∈𝑙3(3)

= 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅); 

∑ 𝑋(𝛿𝑢 + (1 − 𝛿)𝑣,⋅)

𝛿∈𝑙4(3)

= 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) 

yazılır. Böylece  

∑ 𝑋(𝛿𝑢 + (1 − 𝛿)𝑣,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(3)

= 𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) 

+{𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅)} 

+{𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)} + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) 

eşitliği elde edilir. Yukarıdaki eşitliklerin tümü (4.1.7) eşitsizliğinde kullanılırsa bu 

örnekte istenilen sonuç elde edilir.  

Teorem 4.1.3. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende konveks stokastik 

süreç olsun. Hemen hemen her yerde 𝒖 = (𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 ) ve  𝒗 = (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 ) 

için  

∑
1

2(𝑣𝑘 − 𝑢𝑘)
∫ (𝑋𝑢𝑛 

𝑘 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑘 (𝑡𝑘,⋅)) 𝑑𝑡𝑘

 

𝑣𝑘

𝑢𝑘

𝑛

𝑘=1

 

≤
 𝑛

2
[𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)] +

 1

2
∑[𝑋𝑢𝑛 

𝑘 (𝑣𝑘,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑘 (𝑢𝑘,⋅)]      (4.1.15)

𝑛

𝑘=1

 

eşitsizliği geçerlidir [67]. 
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İspat. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende konveks stokastik 

olduğundan 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri [𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ] üzerinde konveks 

stokastik süreçtir ve her 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlikler doğrudur: 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖  ≤
𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖 ,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
≤

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡 ≤
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖 ,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
≤

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)

2
 

Yukarıdaki iki eşitsizliğin toplanması ile aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ [𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)]𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 ≤  
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)

2
. 

Son olarak yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛'e kadar toplamı alınarak 

(4.1.15) eşitsizliği elde edilir.  

 

4.2.  Çok Boyutlu 𝒔-Konveks Stokastik Süreçler  

 

Bu bölümde öncelikle birinci (ikinci) anlamda çok boyutlu stokastik süreçlerin s-

konveksliği araştırılmıştır. Ayrıca bu bölüm iki alt bölüm içermektedir. Bu alt 

bölümlerde, sırasıyla birinci ve ikinci anlamda çok boyutlu s-konveks stokastik 

süreçler için bazı Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir. 

Ayrıca bu sonuçlar iki ve üç boyutlu stokastik süreçlere eklenmiştir.  

0 ≤ ui < vi, (i = 1,2, … , n) reel sayılar için n boyutlu eksende 𝛥𝑛 ≔ ∏ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]
𝑛
𝑖=1 ⊆

ℝ+
𝑛  aralığı dikkate alınsın.  

Aşağıda n boyutlu eksende stokastik süreçler için birinci (ikinci) anlamda s-

konveksliğin tanımı verilmiştir: 
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Tanım 4.2.1. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ  bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki stokastik 

süreçler [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] aralığında hemen hemen her yerde 𝑡, 𝑡𝑖 ≥ 0;  𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için 

birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik süreç ise bu takdirde 𝑋, n boyutlu 

eksende birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik süreç olarak adlandırılır [74]. 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅).                       (4.2.1) 

Tanım 4.2.2.  𝑠 ∈ (0,1] sabit olsun. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci hemen hemen 

her yerde aşağıdaki eşitsizliği tüm 𝛕, 𝛉 ∈ Δn için sağlasın: 

𝑋(𝛼𝝉 + 𝛽𝜽,⋅) ≤ 𝛼𝑠𝑋(𝝉,⋅) + 𝛽𝑠𝑋(𝜽,⋅). 

Bu takdirde X stokastik sürecine 𝛥𝑛’de 𝛼, 𝛽 ≥ 0 için 𝛼𝑠 + 𝛽𝑠 = 1 (𝛼 + 𝛽 = 1) ise 

sırasıyla birinci (ikinci) anlamda s-konvekstir denir [74]. Eğer yukarıdaki eşitsizlik 

tersine çevrilirse X stokastik sürecine 𝛥𝑛’de sırasıyla birinci (ikinci) anlamda s-

konkavdır denir [74]. 

Lemma 4.2.1. 𝛥𝑛 üzerindeki her birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik süreci 

hemen hemen her yerde n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-konvekstir 

ancak tersi doğru değildir. 

İspat. 𝑋, 𝛥𝑛 üzerinde birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. 

(4.2.1) eşitliği kullanılarak hemen hemen her yerde 𝑢, 𝑣 ≥ 0 ve 𝛼, 𝛽 ≥ 0 ile s ∈

(0,1] için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝛼𝑢 + 𝛽𝑣,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

≤ 𝛼𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) + 𝛽
𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

= 𝛼𝑠𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑣,⋅). 

Bu eşitsizlik, 𝑋’in n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-konveks stokastik 

süreç olduğunu gösterir. Lemmanın tersinin doğru olmadığı için aşağıdaki örnek 

verilebilir: 
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Örnek 4.2.1. 𝑋: [0,1]𝑛 × 𝛺 → ℝ, stokastik süreci 𝑠 ∈ (0,1] için aşağıdaki gibi 

tanımlanan bir stokastik süreç olsun: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) =  𝑡1 𝑡2  … 𝑡𝑖−1𝑡𝑖

𝑠𝑡𝑖+1 𝑡𝑛 

Bu süreç, aşağıda gösterildiği gibi n boyutlu eksende birinci (ikinci) anlamda s-

konvekstir: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 ((𝛼𝑢 + 𝛽𝑣),⋅) = 𝑋((𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑖−1 , (𝛼𝑢 + 𝛽𝑣), 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

= 𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1 (𝛼𝑢 + 𝛽𝑣)
𝑠𝑡𝑖+1…𝑡𝑛 

≤ 𝛼𝑠(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1𝑢 𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) + 𝛽
𝑠(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1𝑣 𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) 

≤ 𝛼𝑠(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1𝑢 𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) + 𝛽
𝑠(𝑡1𝑡2…𝑡𝑖−1𝑣 𝑡𝑖+1…𝑡𝑛) 

= 𝛼𝑠𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑣,⋅). 

Ayrıca 𝑢 = (1,1, … , 0), 𝑣 = (0,1, … ,1) ∈ [0,1]𝑛 olmak üzere aşağıdaki eşitsizlik 

bulunur: 

𝑋((𝛼𝑢 + 𝛽𝑣),⋅) > 𝛼𝑠𝑋(𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋(𝑣,⋅), 

buradan da aşağıdaki eşitliğe ulaşılır: 

𝑋((𝛼𝑢 + 𝛽𝑣),⋅) = 𝑋((𝛼, 1,1, … , 𝛽),⋅) = 𝛼𝛽; 𝛼𝑠𝑋(𝑢,⋅) + 𝛽𝑠𝑋(𝑣,⋅) = 0. 

Bu da bize 𝑋’in, [0,1]𝑛 üzerinde birinci (ikinci) anlamda s-konveks olmadığını 

gösterir. 

 

4.2.1. Çok Boyutlu Birinci Anlamda s-Konveks Stokastik Süreçler için Hermite-

Hadamard Tipli İntegral Eşitsizlikleri 

 

𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ+ birinci anlamda s-konveks stokastik süreç ve 𝛥𝑛 üzerinde kuadratik 

orta anlamda integrallenebilir olsun. Buna göre, 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ birinci 

anlamda s-konveks stokastik süreçler olduğundan her 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, n ≥ 2 için  
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𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
, (𝑎. 𝑒. )                            (4.2.2) 

eşitsizliği elde edilir [74]. 

Teorem 4.2.1. X: Δn × Ω → ℝ+ birinci anlamda s-konveks stokastik süreç ve Δn’de 

kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlikler mevcuttur [74]: 

∑𝑋

𝑛−1

𝑖=1

((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤∑
1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)
𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1  

𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

𝑑𝑡𝑖 

≤ ∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑠 + 1
. )𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

       ≤ ∑
1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.

𝑛−1

𝑘=1

      (4.2.3) 

İspat. (4.2.2) eşitsizliği kullanılarak, Xtn 
i+1 için hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑠 + 1
. 
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Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ] üzerinde integrali alınırsa  

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)
𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1  

𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑑𝑡𝑖 

≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑠 + 1
)𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

         (4.2.4) 

bulunur. (4.2.4) eşitsizliğinin solunda her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} için Hermite-Hadamard 

eşitsizliği kullanılırsa  

𝑋 ((𝑡1, … 𝑡𝑖−1, ,
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

                         (4.2.5) 

elde edilir. Ayrıca (4.2.4) eşitsizliğinin sağ tarafı hesaba katılarak her 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑛 − 1} için  

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑠 + 1
)𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

=
1

𝑠 + 1
 [

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

+
𝑠

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖  

𝑣𝑖

𝑢𝑖

] 

≤
1

𝑠 + 1

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

𝑠 + 1

+
𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

𝑠 + 1

+
𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖+2, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)

𝑠 + 1

+
𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

𝑠 + 1 ]
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=
1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

              (4.2.6) 

eşitsizliği yazılır. (4.2.5) ve (4.2.6) eşitsizlikleri (4.2.4) eşitsizliğinde kullanılıp 

yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛 − 1'e kadar toplamı alınarak (4.2.3) 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.2.2. X: Δn × Ω → ℝ, Δn üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve birinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. 𝑙𝑖(𝑛) ≔ {𝛿 ∈ ℕ0
𝑛: 𝛿 ≤ 1, |𝛿| =

𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1}; |𝛿| ≔ 𝛿1 +⋯+ 𝛿𝑛 ∈ ℕ;  𝑢𝛿:= (𝛿1𝑢1, … , 𝛿𝑛𝑢𝑛) ∈ ℕ0
𝑛 

ve 𝒖, 𝒗 ∈ 𝛥𝑛 için hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [74]: 

𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,… ,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅)                  

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1

∫ …
𝑣1

𝑢1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛…𝑑𝑡1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

(𝑠 + 1)𝑛
∑𝑠𝑖−1
𝑛+1

𝑖=1

∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.                           (4.2.7) 

İspat. (4.2.2) eşitsizliğini kullanarak,  𝑋𝑡𝑛 
𝑛  için hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir:  

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑛 − 𝑢𝑛
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

𝑠 + 1 
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛−1 ] üzerinde integrali alınırsa  

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

≤
1

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

𝑠 + 1 
𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

             (4.2.8) 
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olur. (4.2.5) ve (4.2.6) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

,                   (4.2.9) 

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑠𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

𝑠 + 1
)𝑑𝑡𝑛−1

 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

=
1

𝑠 + 1
 [

1

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑢𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

+
𝑠

𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

] 

≤
1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.                  (4.2.10) 

(4.2.8), (4.2.9) ve (4.2.10) eşitsizliklerinden  

𝑋 ((𝑡1, … 𝑡𝑛−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                    (4.2.11) 

eşitsizliği elde edilir. (4.2.11) eşitsizliğinde [𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−2 ] üzerinde integral alınarak  

1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑖−2,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛−2 
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≤
1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2   (4.2.12) 

bulunur. (4.2.11) ve (4.2.12) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3,
𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2

2
,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,

𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1
2

,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 𝑑𝑡𝑛−2,
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

   (4.2.13) 

1

𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2
∫  

1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2

𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

 

≤
1

(𝑠 + 1)3

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠3𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.               (4.2.14) 

(4.2.12), (4.2.13) ve (4.2.14) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3,
𝑢𝑛−2 + 𝑣𝑛−2

2
,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛−2 



 
 

36 
 

≤
1

(𝑠 + 1)3

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑠𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑠3𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Sonuç olarak, yukarıdaki yöntemle tümevarım uygulanarak (4.2.7) eşitsizliği elde 

edilir. 

Sonuç 4.2.1. 𝑛 = 1, 2 için Teorem 4.2.2 varsayımlarına göre, sırasıyla reel eksende 

ve koordinatlarda tanımlı birinci anlamda s-konveks stokastik sürecin Hermite-

Hadamard eşitsizliği hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83]. 

Sonuç 4.2.2.  𝑋: 𝛥3 × 𝛺 → ℝ, Δ3 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve birinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. O zaman hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,
𝑢2 + 𝑣2
2

,
𝑢3 + 𝑣3
2

) ,⋅) 

≤
1

(𝑣1 − 𝑢1)(𝑣2 − 𝑢2)(𝑣3 − 𝑢3)
∫ ∫ ∫ 𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅)𝑑𝑡3𝑑𝑡2𝑑𝑡1

𝑣3

𝑢3

𝑣2

𝑢2

𝑣1

𝑢1

 

≤
1

(𝑠 + 1)3

[
 
 
 
 
𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) + 𝑠𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑢3),⋅)

+𝑠𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑠
2𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅)

+𝑠𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑠
2𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅)

+𝑠2𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) + 𝑠
3𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)]

 
 
 
 

. 

İspat. Sonuç 4.1.2 ispatına benzer şekilde yapılır. 

Teorem 4.2.3. X: Δn × Ω → ℝ+, Δ
n üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve birinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. Hemen hemen her yerde 

𝐮, 𝐯 ∈ Δn için  
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∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ (𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

 

≤
 𝑛

𝑠 + 1
[𝑋(𝒖,⋅) + 𝑠𝑋(𝒗,⋅)] +

 1

𝑠 + 1
∑[𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑠𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)]

𝑛

𝑖=1

    (4.2.15)  

eşitsizliği geçerlidir [74]. 

İspat. (4.2.2) eşitsizliği kullanılarak, Xun 
i  ve Xvn 

i  için hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir: 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖  
𝑣𝑖

𝑢𝑖

≤
𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑠𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
≤
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑠𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡 
𝑣𝑖

𝑢𝑖

≤
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑠𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
≤
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑠𝑋(𝒗,⋅)

𝑠 + 1
. 

Yukarıdaki iki eşitsizliğin toplanması ile aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ [𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)]𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤  
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑠𝑋(𝒗,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑠𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
. 

Son olarak yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛'e kadar toplamı alınarak 

(4.2.15) eşitsizliği elde edilir. 

 

4.2.2. Çok boyutlu İkinci Anlamda s-Konveks Stokastik Süreçler için Hermite-

Hadamard Tipli İntegral Eşitsizlikleri 

 

X: Δn × Ω → ℝ+ ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç ve Δn üzerinde kuadratik 

orta anlamda integrallenebilir olsun. Buna göre, 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ+ ikinci 

anlamda s-konveks stokastik süreç olduğundan her 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑛 ≥ 2 için 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir [74]: 
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2𝑠−1𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,⋅) ≤
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

𝑠 + 1
, (𝑎. 𝑒. ).                (4.2.16) 

Benzer bir yöntem olarak, (4.2.16) eşitsizliğinde aynı notasyonları kullanılarak, çok 

boyutlu ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç için Hermite-Hadamard 

eşitsizlikleri aşağıdaki teoremler ile elde edilir: 

Teorem 4.2.4. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ+ ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç ve Δn 

üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilir olsun. Hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlikler mevcuttur [74]:  

∑4𝑠−1𝑋

𝑛−1

𝑖=1

((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖
2

,
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤∑
4𝑠−1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤∑
1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)
𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1  

𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

𝑑𝑡𝑖 

≤∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
 ∫ (

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑠 + 1
)𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤ ∑
1

(𝑠 + 1)2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.         

𝑛−1

𝑘=1

(4.2.17) 

İspat. Teorem 4.2.1 ispatına benzer şekilde yapılır. 

Teorem 4.2.5. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ+, 𝛥𝑛 üzerinde kuadratik orta anlamda 

integrallenebilen ve ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. Hemen hemen 

her yerde aşağıdaki eşitsizlikler mevcuttur: 
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2𝑛(𝑠−1)𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,… ,
𝑢𝑛−1 + 𝑣𝑛−1

2
,
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛
2

) ,⋅) 

≤
1

∏ (𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1

∫ …
𝑣1

𝑢1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛…𝑑𝑡1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

(𝑠 + 1)𝑛
∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.                      (4.2.18) 

İspat. Teorem 4.2.2 ispatına benzer şekilde yapılır. 

Sonuç 4.2.3. n = 1, 2 için Teorem 4.2.4 varsayımlarına göre, sırasıyla reel eksende 

ve koordinatlarda tanımlı ikinci anlamda s-konveks stokastik sürecin Hermite-

Hadamard eşitsizliği hemen hemen her yerde kolayca elde edilir. 

Sonuç 4.2.4. X: Δ3 × Ω → ℝ+, Δ3 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. O zaman hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlikler mevcuttur: 

8𝑠−1𝑋 ((
𝑢1 + 𝑣1
2

,
𝑢2 + 𝑣2
2

,
𝑢3 + 𝑣3
2

) ,⋅) 

≤
1

(𝑣1 − 𝑢1)(𝑣2 − 𝑢2)(𝑣3 − 𝑢3)
∫ ∫ ∫ 𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅)𝑑𝑡3𝑑𝑡2𝑑𝑡1

𝑣3

𝑢3

𝑣2

𝑢2

𝑣1

𝑢1

 

≤
1

(𝑠 + 1)3

[
 
 
 
 
𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)

+𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)]
 
 
 
 

. 

Teorem 4.2.6. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ+, 𝛥𝑛 üzerinde kuadratik orta anlamda 

integrallenebilen ve ikinci anlamda s-konveks stokastik süreç olsun. Hemen hemen 

her yerde 𝒖, 𝒗 ∈ 𝛥𝑛 için aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [74]: 

∑
1

𝑣𝑖 − 𝑢𝑖
∫ (𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1
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≤
 𝑛

𝑠 + 1
[𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)] +

 1

𝑠 + 1
∑[𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)].

𝑛

𝑖=1

 

İspat. Teorem 4.2.3 ispatına benzer şekilde yapılır. 

 

4.3.  Çok Boyutlu Harmonik Stokastik Süreçler  

Bu bölümde öncelikle n boyutlu eksende harmonik konveks stokastik süreçler 

araştırılmış ve bu stokastik süreçler için Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikleri 

elde edilmiştir. Ayrıca bu sonuçlar iki ve üç boyutlu stokastik süreçlere eklenmiştir.  

0 ≤ 𝑢𝑖 < 𝑣𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 reel sayılar için n boyutlu eksende 𝛥𝑛 ≔ ∏ [𝑢𝑖, 𝑣𝑖]
𝑛
𝑖=1 ⊆

ℝ+
𝑛  aralığı dikkate alınsın.  

Aşağıda n boyutlu eksende stokastik süreçler için harmonik konveksliğin tanımı 

verilmiştir: 

Tanım 4.3.1. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki stokastik 

süreçler [ui, vi] aralığında hemen hemen her yerde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için harmonik 

konveks stokastik süreç ise bu durumda 𝑋 stokastik süreci n boyutlu eksende 

harmonik konveks olarak adlandırılır [82]: 

Xtn
i (t,⋅) ≔ X((t1, … , ti−1, t, ti+1, … , tn),⋅). 

Tanım 4.3.2. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki eşitsizlik tüm 

𝒕 = (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛), 𝒔 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝛥
𝑛 ve  𝜆 ∈ [0,1] için hemen hemen her yerde 

geçerli ise 𝑋 stokastik sürecine 𝛥𝑛 üzerinde harmonik konveks denir [82]: 

𝑋 ((
𝒕𝒔

𝜆𝒕 + (1 − 𝜆)𝒔
) ,⋅) ≤ 𝜆𝑋(𝒔,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒕,⋅).                   (4.3.1) 

Eğer yukarıdaki eşitsizlik tersine çevrilirse 𝑋 stokastik sürecine 𝛥𝑛 üzerinde 

harmonik konkav denir. 

Önerme 4.3.1. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ bir stokastik süreç olsun. 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ve 𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔

𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) stokastik süreçleri için 
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(i) Eğer 𝑋𝑡𝑛
𝑖  konveks ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için azalmayan stokastik süreç ise 𝑋, n boyutlu 

eksende harmonik konvekstir denir. 

(ii) Eğer 𝑋𝑡𝑛
𝑖  harmonik konveks ve 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için artmayan stokastik süreç ise 𝑋, 

n boyutlu eksende konvekstir denir. 

Lemma 4.3.1. Her harmonik konveks 𝑋: 𝛥𝑛 ⊂ ℝ+
𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci hemen 

hemen her yerde n boyutlu eksende harmonik konvekstir, ancak tersi doğru değildir 

[82].  

İspat. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci 𝛥𝑛 üzerinde harmonik konveks olsun. 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ, aşağıdaki gibi tanımlanan stokastik süreçler olsun.  

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅), 𝑡 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]. 

Şimdi 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] ve 𝜆 ∈ [0,1] için hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 ((

𝑡𝑠

𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠
) ,⋅) = 𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,

𝑡𝑠

𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠
, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

= 𝑋

(

  
 

(

 
 

𝑡1
2

𝜆𝑡1 + (1 − 𝜆)𝑡1
, … ,

𝑡𝑖−1
2

𝜆𝑡𝑖−1 + (1 − 𝜆)𝑡𝑖−1
,

𝑡𝑠

𝜆𝑡 + (1 − 𝜆)𝑠
,

𝑡𝑖+1
2

𝜆𝑡𝑖+1 + (1 − 𝜆)𝑡𝑖+1
, … ,

𝑡𝑛
2

𝜆𝑡𝑛 + (1 − 𝜆)𝑡𝑛 )

 
 
,⋅

)

  
 

 

≤ 𝜆𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑠, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) + (1 − 𝜆)𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

= 𝜆𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑠,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑡,⋅). 

Bu ise 𝑋𝑡𝑛
𝑖  stokastik süreçlerinin [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] üzerinde harmonik konveks olduğunu, yani 

𝑋 stokastik sürecinin n boyutlu eksende harmonik konveks olduğunu gösterir. 

Şimdi 𝑋: [3,6] × [4,6] × [5,6] × 𝛺 → [0,∞) stokastik süreci tanımlansın. 

𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅) = (𝑡1 − 3)(𝑡1 − 4)(𝑡3 − 5) verilsin. 𝑋'in Lemma 4.3.1 ile üç 

boyutlu eksende harmonik konveks olduğu ancak [3,6] × [4,6] × [5,6] için harmonik 

konveks olmadığı açıktır. Aslında (3,6,6), (4,6,5) ∈ [3,6] × [4,6] × [5,6] ve  

𝜆 ∈ (0,1) için aşağıdaki eşitsizlik gösterilebilir: 
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𝑋((
3.4

3. 𝜆 + (1 − 𝜆). 4
,

6.6

6. 𝜆 + (1 − 𝜆). 6
,

6.5

6. 𝜆 + (1 − 𝜆). 5
) ,⋅) 

= 𝑋((
12

4 − 𝜆
, 6,

30

5 + 𝜆
) ,⋅) = (

12

4 − 𝜆
− 3) (6 − 4) (

30

5 + 𝜆
− 5) 

= (
3𝜆

4 − 𝜆
) 2 (

5 − 𝜆

5 + 𝜆
) =

6𝜆(5 − 𝜆)

(4 − 𝜆)(5 + 𝜆)
> 0; 

buradan aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

𝜆𝑋((3,6,6),⋅) + (1 − 𝜆)𝑋((4,6,5),⋅) 

= 𝜆(3 − 3)(6 − 4)(6 − 5) + (1 − 𝜆)(4 − 3)(6 − 4)(5 − 5) = 0. 

Böylece tüm  𝜆 ∈ (0,1) için aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋((
3.4

3. 𝜆 + (1 − 𝜆). 4
,

6.6

6. 𝜆 + (1 − 𝜆). 6
,

6.5

6. 𝜆 + (1 − 𝜆). 5
) ,⋅) 

> 𝜆𝑋((3,6,6),⋅) + (1 − 𝜆)𝑋((4,6,5),⋅). 

Bu ise 𝑋 stokastik sürecinin [3,6] × [4,6] × [5,6] üzerinde harmonik konveks 

olmadığını gösterir. 

 

4.3.1. Çok Boyutlu Harmonik Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard Tipli 

İntegral Eşitsizlikleri 

 

Eğer 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende harmonik konveks stokastik 

süreç ise, 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] aralıkları üzerinde tüm 

 𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için harmonik konveks stokastik süreçtir. Hermite-Hadamard 

eşitsizliğinden, hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (

2𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑢𝑖 + 𝑣𝑖

,⋅) ≤
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
. 
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Teorem 4.3.1. Eğer 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu uzayda harmonik 

konveks stokastik süreç ise  𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] aralığı 

üzerinde tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için konvekstir. Bu takdirde hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir [82]: 

∑𝑋

𝑛−1

𝑖=1

((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
2𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

,
2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1

, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤∑∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (

2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤∑
𝑢𝑖𝑣𝑖𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫ ∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)

(𝑡𝑖𝑡𝑖+1)2
𝑑𝑡𝑖+1𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤∑
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖+1,⋅)

2𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

   ≤
1

4
∑

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.

𝑛−1

𝑖=1

                 (4.3.2) 

İspat. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende harmonik konveks 

stokastik süreç olduğundan 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖  ] 

aralıkları üzerinde tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için harmonik konveks stokastik süreçlerdir. 

Buradan [𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1 ] aralığı üzerinde hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

,⋅) ≤
𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖+1
2 𝑑𝑡𝑖+1

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑖, 𝑣𝑖 ] üzerinde integrali alınırsa  
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𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

≤
𝑢𝑖𝑣𝑖𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1

(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)(𝑣𝑖+1 − 𝑢𝑖+1)
∫  
𝑣𝑖

𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖+1
2 𝑑𝑡𝑖+1𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

 

≤
𝑢𝑖𝑣𝑖

2(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)
∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

            (4.3.3) 

eşitsizliği elde edilir. Tekrar her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} için Hermite-Hadamard 

eşitsizliği kullanılırsa  

𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
2𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 + 𝑢𝑖

,
2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫  
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

2𝑢𝑖+1𝑣𝑖+1
𝑢𝑖+1 + 𝑣𝑖+1

,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

                       (4.3.4) 

bulunur. Ayrıca her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} için  

𝑢𝑖𝑣𝑖
2(𝑣𝑖 − 𝑢𝑖)

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

 

=
1

2
[
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

+
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

𝑡𝑖
2 𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

] 

≤
1

2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2
+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

=
1

4

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                     (4.3.5) 
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eşitsizliği elde edilir. (4.3.4) ve (4.3.5) eşitsizlikleri (4.3.3) eşitsizliğinde kullanılırsa 

ve yukarıdaki eşitsizliğin her tarafı 1'den 𝑛 − 1'e kadar toplanırsa (4.3.2) eşitsizliği 

elde edilir. 

Teorem 4.3.2. X: Δn × Ω → ℝ, Δn üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve harmonik konveks stokastik süreç olsun. 𝑙𝑖(𝑛) ≔ {𝛿 ∈ ℕ0
𝑛: 𝛿 ≤ 1, |𝛿| = 𝑛 + 1 −

𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1}; |𝛿| ≔ 𝛿1 +⋯+ 𝛿𝑛 ∈ ℕ; 𝑢𝛿:= (𝛿1𝑢1, … , 𝛿𝑛𝑢𝑛) ∈ ℕ0
𝑛 ve 

𝒖, 𝒗 ∈ 𝛥𝑛 için hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [82]: 

𝑋((
2𝑢1𝑣1
𝑣1 + 𝑢1

, … ,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑣𝑛 + 𝑢𝑛

) ,⋅) 

≤ (∏
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

)∫ …
𝑣1

𝑢1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

(∏ 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=1 )2

𝑑𝑡𝑛…𝑑𝑡1

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

2𝑛
∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.                                  (4.3.6) 

İspat.  Hermite-Hadamard eşitsizliği 𝑋𝑡𝑛 
𝑛  harmonik konveks stokastik süreçleri için 

[𝑢𝑛, 𝑣𝑛 ] aralığında uygulanarak hemen hemen her yerde aşağıdaki gibi kolayca elde 

edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (

2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

,⋅) ≤
𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑣𝑛 − 𝑢𝑛

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

𝑡𝑛2
𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑖+1

𝑢𝑖+1

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
. 

Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının  [𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛−1 ] üzerinde integrali alınarak  

𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (

2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

,⋅)

𝑡𝑛−1
2 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

≤
𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1𝑢𝑛𝑣𝑛

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

(𝑡𝑛−1𝑡𝑛)2
𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2𝑡𝑛−1
2 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

         (4.3.7) 

bulunur. (4.3.4) ve (4.3.5) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 
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𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅) 

       ≤
𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (

2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

,⋅)

𝑡𝑛−1
2 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

,                  (4.3.8) 

𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
2(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

𝑡𝑛−1
2 𝑑𝑡𝑛−1

𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

 

≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.                            (4.3.9) 

(4.3.7), (4.3.8) ve (4.3.9) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅) 

≤
𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1𝑢𝑛𝑣𝑛

(𝑣𝑛−1 − 𝑢𝑛−1)(𝑣𝑛 − 𝑢𝑛)
∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

(𝑡𝑛−1𝑡𝑛)2
𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

 

≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.                                (4.3.10) 

Böylece [𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−2 ] aralığı üzerinde integral alınarak  

𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

𝑋 ((𝑡1, … 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅)

𝑡𝑛−2
2 𝑑𝑡𝑛−2 

≤ ( ∏
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

𝑛

𝑖=𝑛−2

)∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

(∏ 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=𝑛−2 )2

𝑑𝑡𝑛−2𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛
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≤
1

22
𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

∫  
1

𝑡𝑛−2
2

𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2      (4.3.11) 

 bulunur. (4.3.10) ve (4.3.11) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

𝑋((𝑡1, … 𝑡𝑛−3,
2𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅) 

≤
𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

∫

𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅)

𝑡𝑛−2
2 𝑑𝑡𝑛−2,

𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

   (4.3.12) 

1

22
𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

∫  
1

𝑡𝑛−2
2

𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … 𝑡𝑛−3, , 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.                          (4.3.13) 

(4.3.11), (4.3.12) ve (4.3.13) eşitsizliklerinden aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋((𝑡1, … 𝑡𝑛−3,
2𝑢𝑛−2𝑣𝑛−2
𝑣𝑛−2 − 𝑢𝑛−2

,
2𝑢𝑛−1𝑣𝑛−1
𝑣𝑛−1 + 𝑢𝑛−1

,
2𝑢𝑛𝑣𝑛
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛

) ,⋅) 

≤ ( ∏
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

𝑛

𝑖=𝑛−2

)∫  
𝑣𝑛−2

𝑢𝑛−2

∫  
𝑣𝑛−1

𝑢𝑛−1

∫
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)

(∏ 𝑡𝑖
𝑛
𝑖=𝑛−2 )2

𝑑𝑡𝑛−2𝑑𝑡𝑛−1𝑑𝑡𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛
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≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.                        (4.3.14) 

Bu işlemler art arda yapılarak tümevarımla istenen eşitsizlik elde edilir. Bu da 

teoremin esas ifadesidir. 

Sonuç 4.3.1. 𝑛 = 1, 2 için Teorem 4.3.2 varsayımlarına göre, sırasıyla reel eksende 

ve koordinatlarda tanımlı harmonik konveks stokastik sürecin Hermite-Hadamard 

eşitsizliği hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83]. 

Sonuç 4.3.2.  𝑋: 𝛥3 × 𝛺 → ℝ, 𝛥3 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilen 

ve harmonik konveks stokastik süreç olsun. Bu taktirde hemen hemen her yerde 

aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑋((
2𝑢1𝑣1
𝑣1 + 𝑢1

,
2𝑢2𝑣2
𝑣2 + 𝑢2

,
2𝑢3𝑣3
𝑣3 + 𝑢3

) ,⋅) 

≤ (∏
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

3

𝑖=1

)∫ ∫ ∫
𝑋𝑡3 
3 (𝑡3,⋅)

(∏ 𝑡𝑖
3
𝑖=1 )2

𝑑𝑡3𝑑𝑡2𝑑𝑡1

𝑣3

𝑢3

𝑣2

𝑢2

𝑣1

𝑢1

 

≤
1

23
∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.    

Teorem 4.3.3. X: Δn × Ω → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende harmonik konveks 

stokastik süreç olsun. 𝐮 = (u1, u2, … , un ) ve  𝐯 = (v1, v2, … , vn ) olmak üzere 

hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik elde edilir [82]: 

∑
𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫ (𝑋𝑢𝑛 
𝑘 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 

𝑘 (𝑡𝑖,⋅)) 𝑑𝑡𝑖
 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1
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≤
 𝑛

2
[𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)] +

 1

2
∑[𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑘,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)].      (4.3.15)

𝑛

𝑖=1

 

İspat. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci n boyutlu eksende harmonik konveks 

stokastik süreç olduğundan, 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  ] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri [𝑎𝑖, 𝑏𝑖 ] 

aralıkları üzerinde tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için harmonik konveks stokastik süreçlerdir.  

Buradan hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir: 

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫ 𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖  

𝑣𝑖

𝑢𝑖

≤
𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖 ,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
=
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
 

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫ 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡 

𝑣𝑖

𝑢𝑖

≤
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
=
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)

2
. 

Yukarıdaki iki eşitsizlik taraf tarafa toplanarak  aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

𝑢𝑖𝑣𝑖
𝑣𝑖 − 𝑢𝑖

∫ [𝑋𝑢𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)]𝑑𝑡𝑖

𝑣𝑖

𝑢𝑖

  

≤ 
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)

2
. 

Son olarak yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛'e kadar toplamı alınarak 

(4.3.15) eşitsizliği elde edilir. 

 

4.4.  Çok Boyutlu Preinveks Stokastik Süreçler  

 

Bu bölümde öncelikle n boyutlu eksende η’e göre preinveks stokastik süreçler 

araştırılmış ve bu stokastik süreçler için Hermite-Hadamard tipli integral eşitsizlikleri 

elde edilmiştir. Ayrıca bu sonuçlar iki ve üç boyutlu stokastik süreçlere eklenmiştir.  

𝑢𝑖 , 𝑣𝑖, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑛 ≥ 2 için 𝑢𝑖 < 𝑣𝑖 koşulunu sağlayan reel sayılar olsun. n 

boyutlu eksende Δ𝑛 = ∏ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]
𝑛
𝑖=1  ⊆ [0,∞)𝑛 aralığı dikkate alınsın. 

Aşağıda n boyutlu eksende η’e göre preinveks stokastik süreçler için preinvekslik 

tanımı verilmiştir: 



 
 

50 
 

Tanım 4.4.1. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki stokastik 

süreçler [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] aralığında hemen hemen her yerde 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için n boyutlu 

eksende η’e göre preinveks stokastik süreç ise bu durumda 𝑋 stokastik süreci n 

boyutlu eksende η’e göre preinveks stokastik süreç olarak adlandırılır [33]: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅)  (𝑎. 𝑒. ).               (4.4.1)   

Tanım 4.4.2. 𝑋: 𝛥𝑛 ×  𝛺 → ℝ  bir stokastik süreç olsun. Eğer aşağıdaki eşitsizlik tüm 

𝒕 = (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛), 𝒔 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝛥
𝑛 ve  𝜆 ∈ [0,1] için hemen hemen her yerde 

geçerli ise X stokastik sürecine Δn üzerinde η’e göre preinveks stokastik süreçtir 

denir [33]: 

𝑋 ((𝒕 + 𝜆𝜂(𝒔, 𝒕)),⋅) ≤ 𝜆𝑋(𝒔,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒕,⋅). 

Eğer yukarıdaki eşitsizlik tersine çevrilirse 𝑋 stokastik sürecine 𝛥𝑛 üzerinde η’e göre 

prekonkav stokastik süreçtir denir [33]. 

Lemma 4.4.1. 𝛥𝑛 üzerinde her çok boyutlu preinveks stokastik süreç, hemen hemen 

her yerde n boyutlu eksende η’e göre preinveks stokastik süreçtir, ancak tersi doğru 

değildir. 

İspat. 𝑋: 𝛥𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci Δn üzerinde η’e göre preinveks stokastik süreç 

olsun. 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑣𝑖] × 𝛺 → ℝ stokastik süreçleri aşağıdaki gibi tanımlansın: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅), 𝑡 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]. 

Şimdi 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] ve 𝜆 ∈ [0,1] için hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik 

elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 ((𝑡 + 𝜆𝜂(𝑠, 𝑡)),⋅) ≔ 𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, ( 𝑡 + 𝜆𝜂(𝑠, 𝑡)), 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

≤ 𝜆𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑠, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) + (1 − 𝜆)𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) 

= 𝜆𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑠,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋𝑡𝑛

𝑖 (𝑡,⋅). 

Bu ise 𝑋𝑡𝑛
𝑖  stokastik süreçlerinin [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] üzerinde η’e göre preinveks stokastik süreç 

olduğunu, yani 𝑋 stokastik sürecinin η’e göre n boyutlu eksende preinveks stokastik 
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süreç olduğunu gösterir. Tersinin doğru olmadığını göstermek için aşağıdaki karşı 

örnek verilebilir: 

Örnek 4.4.1. 𝑋: [0,1]𝑛 × 𝛺 → ℝ stokastik süreci 𝑡 ∈ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] için aşağıdaki gibi 

tanımlansın: 

𝑋𝑡𝑛
𝑖 (𝑡,⋅) ≔ 𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑡, 𝑡𝑖+1, … , 𝑡𝑛),⋅) =  𝑡1 𝑡2  … 𝑡𝑛. 

Ayrıca tüm 𝒕 = (𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛), 𝒔 = (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) ∈ 𝛥
𝑛  için 

𝜂: [0,1]𝑛 → [0,∞), 𝜂(𝒔, 𝒕) = 𝒔 − 𝒕, 

olarak tanımlansın. O zaman 𝑋, [0,1]𝑛 üzerinde η’e göre preinveks stokastik süreç 

değildir.  

Gerçekten, 𝑋, [0,1]𝑛 üzerinde tüm 𝐭 = (t1, t2, … , tn), 𝐬 = (s1, s2, … , sn) ∈ Δ
n ve  

λ ∈ [0,1] için η’e göre preinveks stokastik süreç olduğu varsayılırsa aşağıdaki 

eşitsizlik gösterilebilir: 

𝑋 ((𝒕 + 𝜆𝜂(𝒔, 𝒕)),⋅) ≤ 𝜆𝑋(𝒔,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒕,⋅), (𝑎. 𝑒. ). 

Fakat 𝒕 = (1,1, , … ,1, 0), 𝒔 = (0,1, … ,1) ∈ [0,1]𝑛 için aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

𝑋 ((𝒕 + 𝜆𝜂(𝒔, 𝒕)),⋅) = 𝑋 (((1,1, … ,1, 0) + 𝜆((0,1,… ,1) − (1,1, … 1, 0)) ) ,⋅) 

= 𝑋 (((1,1, … ,1, 0) + 𝜆(−1,0, … ,0,1)),⋅) 

= 𝑋((1 − 𝜆, 1, … , 𝟏, 𝜆),⋅) = 𝜆(1 − 𝜆). 

Buradan 𝒕 = (1,1, , … ,1, 0), 𝒔 = (0,1, … ,1) ∈ [0,1]𝑛 ve 𝑋(𝒕,⋅) = 0 ve 𝑋(𝒔,⋅) = 0 

elde edilir. Böylece aşağıdaki eşitlik bulunur: 

𝜆𝑋(𝒔,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒕,⋅) = 𝜆. 0 + (1 − 𝜆). 0 = 0. 

Bu ise tüm  𝜆 ∈ [0,1] için aşağıdaki eşitsizliği verir: 

𝑋 ((𝒕 + 𝜆𝜂(𝒔, 𝒕)),⋅) > 𝜆𝑋(𝒔,⋅) + (1 − 𝜆)𝑋(𝒕,⋅). 
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Bu ise 𝑋 stokastik sürecinin [0,1]𝑛 üzerinde η’e göre preinveks stokastik süreç 

olmadığını gösterir. Bu durum 𝑋’in preinveksliği ile çelişkilidir. 

 

4.4.1. Çok Boyutlu Preinveks Stokastik Süreçler için Hermite-Hadamard Tipli 

İntegral Eşitsizlikleri 

 

Buradan sonra n boyutlu aralık Λ𝑛 = ∏ [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)]
𝑛
𝑖=1  ⊆ [0,∞)𝑛 olsun. 

Eğer 𝑋: 𝛬𝑛 × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre preinveks 

stokastik süreç ise 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖, 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreçleri [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 +

𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] aralıkları üzerinde tüm  𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için η’e göre preinveks stokastik 

süreçtir. Hermite-Hadamard eşitsizliğinden, hemen hemen her yerde  

𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (

2𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)

2
,⋅) ≤

1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑢İ,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑣İ,⋅)

2 
                                      (4.4.2) 

eşitsizliği elde edilir [74]. 

Teorem 4.4.1. Eğer X: Λn × Ω → ℝ+ stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre 

preinveks stokastik süreç ise 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] × 𝛺 → ℝ+ stokastik 

süreçleri [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)] aralıklarında tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için η’e göre preinveks 

stokastik süreçtir. Buradan Hermite-Hadamard eşitsizliği uygulanırsa hemen hemen 

her yerde     

∑𝑋

𝑛−1

𝑖=1

((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
2𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)

2
,
2𝑢𝑖+1 + 𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤ ∑
1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (
2𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1
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≤∑
1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)
∫ ∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+1+𝜂(𝑣𝑖+1,𝑢𝑖+1)

𝑢𝑖+1

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤∑
1

2𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ (𝑋𝑡𝑛 

𝑖 (𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 (𝑣𝑖+1,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

𝑛−1

𝑖=1

 

≤
1

4
∑

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑘, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑘, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅) ]
 
 
 
 𝑛−1

𝑖=1

                    (4.4.3) 

eşitsizlikleri mevcuttur [33]. 

İspat. 𝑋: 𝛬𝑛 × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre preinveks 

stokastik süreç olduğundan 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreçleri 

[𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] aralıklarında tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için η’e göre preinveks 

stokastik süreçtir. Buradan [𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1 ] aralığında hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1 (

2𝑢𝑖+1 + 𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)

2
,⋅) ≤

1

𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1

𝑢𝑖+1+𝜂(𝑣𝑖+1,𝑢𝑖+1)

𝑢𝑖+1

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)

2
. 

Yukarıdaki eşitsizliklerin her tarafının [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] aralığı üzerinde integrali 

alınırsa 

1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
2𝑢𝑖+1 + 𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

 

≤
1

𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)
∫  
𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑡𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖+1𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+1+𝜂(𝑣𝑖+1,𝑢𝑖+1)

𝑢𝑖+1

 

≤
1

2𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ (𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

        (4.4.4) 
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eşitsizliği elde edilir. (4.4.4) eşitsizliğinin solunda her 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} için 

Hermite-Hadamard eşitsizliği kullanılırsa  

𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1,
2𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)

2
,
2𝑢𝑖+1 + 𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)

2
, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛) ,⋅) 

≤
1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1 (
2𝑢𝑖+1 + 𝜂(𝑣𝑖+1, 𝑢𝑖+1)

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

        (4.4.5) 

bulunur. Ayrıca (4.4.4) eşitsizliğinin sağ tarafı göz önüne alınırsa her 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑛 − 1} için  

1

2𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)
∫ (𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 
𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

 

=
1

2
[

1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑢𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

+
1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑖+1(𝑣𝑖+1,⋅)𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

] 

≤
1

2

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2

+
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 

  

=
1

4

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖 , 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑢𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑢𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑖−1, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖+1, 𝑡𝑖+2, … , 𝑡𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                      (4.4.6) 

eşitsizliği elde edilir. (4.4.5) ve (4.4.6) deki eşitsizlikleri (4.4.4) eşitsizliğinde 

kullanılırsa ve yukarıdaki eşitsizliğin her tarafı 1'den 𝑛 − 1'e kadar toplanırsa (4.4.3) 

eşitsizliği elde edilir. 

Teorem 4.4.4. X: Λn × Ω → ℝ+  stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre 

preinveks stokastik süreç ve Λ𝑛 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilir 

olsun. 𝑙𝑖(𝑛) ≔ {𝛿 ∈ ℕ0
𝑛: 𝛿 ≤ 1, |𝛿| = 𝑛 + 1 − 𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1} ve |𝛿| ≔ 𝛿1 +
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⋯+ 𝛿𝑛 ∈ ℕ;  𝛿𝑢:= (𝛿1𝑢1, … , 𝛿𝑛𝑢𝑛) ∈ ℕ0
𝑛  olmak üzere 𝒖, 𝒗 ∈ 𝛥𝑛 için hemen 

hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik mevcuttur [33]: 

𝑋 ((
2𝑢1 + 𝜂(𝑣1, 𝑢1)

2
, … ,

2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,
2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
) ,⋅) 

≤
1

∏ 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1

∫ …
𝑢1+𝜂(𝑣1,𝑢1)

𝑢1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛…𝑑𝑡1

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

 

≤
1

2𝑛
∑ 𝑋(𝛿𝒖 + (1 − 𝛿)𝒗,⋅)

𝛿∈𝑙𝑖(𝑛)

.                                   (4.4.7) 

İspat.  (4.4.2) eşitsizliğini kullanarak 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 için hemen hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (

2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
,⋅) ≤

1

𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

 

≤
𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
.                                            

Yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının [𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1) ] aralığı üzerinde 

integrali alınarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

 

≤
1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)
∫  
𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

 

≤
1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

.          (4.4.8) 

(4.4.5) ve (4.4.6) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde edilir: 

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,
2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
) ,⋅) 
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≤
1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (
2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
,⋅) 𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

,   (4.4.9) 

1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫

𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑢𝑛,⋅) + 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)

2 
𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

 

= 
1

2𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑢𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

 

+ 
1

2𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)
∫ 𝑋𝑡𝑛 

𝑛 (𝑣𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛−1 

𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

 

≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

.                                (4.4.10) 

(4.4.8), (4.4.9) ve (4.4.12) eşitsizliklerinden  

𝑋 ((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,
2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,
2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2
) ,⋅) 

≤
1

𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)
∫  
𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

 

≤
1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

                            (4.4.11) 

eşitsizliği elde edilir. (4.4.11) eşitsizliğinin her tarafının 

[𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−2 + 𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)] aralığı üzerinde integrali alınarak  

1

𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

𝑋

(

 
 
 

(

 
 

𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,

2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,

2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2 )

 
 
,⋅

)

 
 
 
𝑑𝑡𝑛−2 
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≤
1

∏ 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

 

×∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

∫  
𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
∫  
𝜔𝑛−2

𝑢𝑛−2

1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2         (4.4.12) 

bulunur. (4.4.11) ve (4.4.12) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlikler elde 

edilir: 

𝑋

(

 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 
 

𝑡1, … , 𝑡𝑛−3,

2𝑢𝑛−2 + 𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
2
2

,

2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,

2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2 )

 
 
 
 
 

,⋅

)

 
 
 
 
 
 

 

≤
1

𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

𝑋

(

 
 
 

(

 
 

𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,

2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,

2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2 )

 
 
,⋅

)

 
 
 
𝑑𝑡𝑛−2, 

(4.4.13) 

1

𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

1

22

[
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 

𝑑𝑡𝑛−2 
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≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … 𝑡𝑛−3, , 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … 𝑡𝑛−3, , 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅) ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.                       (4.4.14) 

(4.4.12), (4.4.13) ve (4.4.14) eşitsizliklerinden sırasıyla aşağıdaki eşitsizlik elde 

edilir: 

1

𝜂(𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−2)
∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

𝑋

(

 
 
 

(

 
 

𝑡1, … , 𝑡𝑛−2,

2𝑢𝑛−1 + 𝜂(𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛−1)

2
,

2𝑢𝑛 + 𝜂(𝑣𝑛, 𝑢𝑛)

2 )

 
 
,⋅

)

 
 
 
𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

∏ 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=𝑛−2

 

×∫  
𝑢𝑛−2+𝜂(𝑣𝑛−2,𝑢𝑛−2)

𝑢𝑛−2

∫  
𝑢𝑛−1+𝜂(𝑣𝑛−1,𝑢𝑛−1)

𝑢𝑛−1

∫ 𝑋𝑡𝑛 
𝑛 (𝑡𝑛,⋅)𝑑𝑡𝑛𝑑𝑡𝑛−1

𝑢𝑛+𝜂(𝑣𝑛,𝑢𝑛)

𝑢𝑛

𝑑𝑡𝑛−2 

≤
1

23

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑢𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑢𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑢𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)

+𝑋((𝑡1, … , 𝑡𝑛−3, 𝑣𝑛−2, 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛),⋅)]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Yukarıdaki prosedür uygulandığında n boyut için kural ortaya çıkmaktadır. 

Sonuç 4.4.1. n = 1, 2 için Teorem 4.4.2 varsayımlarına göre, sırasıyla reel eksende 

ve koordinatlarda tanımlı η’e göre preinveks stokastik sürecin Hermite-Hadamard 

eşitsizliği hemen hemen her yerde kolayca elde edilir [72, 83]. 



 
 

59 
 

Sonuç 4.4.2.  X: Λ3 × Ω → ℝ+ üç boyutlu eksende η’e göre preinveks stokastik süreç 

ve Λ3 üzerinde kuadratik orta anlamda integrallenebilirse hemen her yerde aşağıdaki 

eşitsizlik elde edilir: 

𝑋((
2𝑢1 + 𝜂(𝑣1, 𝑢1)

2
,
2𝑢2 + 𝜂(𝑣2, 𝑢2)

2
,
2𝑢3 + 𝜂(𝑣3, 𝑢3)

2
) ,⋅) 

≤
1

∏ 𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
3
𝑖=1

∫ ∫ ∫ 𝑋((𝑡1, 𝑡2, 𝑡3),⋅) 𝑑𝑡3𝑑𝑡2𝑑𝑡1

𝑢3+𝜂(𝑣3,𝑢3)

𝑢3

𝑢2+𝜂(𝑣2,𝑢2)

𝑢2

𝑢1+𝜂(𝑣1,𝑢1)

𝑢1

 

≤
1

23

[
 
 
 
 
𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑢3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑢3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑢2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑢2, 𝑣3),⋅)

+𝑋((𝑢1, 𝑣2, 𝑣3),⋅) + 𝑋((𝑣1, 𝑣2, 𝑣3),⋅)]
 
 
 
 

. 

Teorem 4.4.2. 𝑋: 𝛬𝑛 × 𝛺 → ℝ+  stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre 

preinveks stokastik süreç olsun. Eğer 𝑋 stokastik süreci [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] aralığında 

tüm  𝑖 = 1,2, … , 𝑛’ler için kuadratik orta anlamda integrallenebilirse 𝒖, 𝒗 ∈ Λ𝑛 için 

hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik elde edilir [33]: 

∑
1

2𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)
∫ (𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)) 𝑑𝑡𝑖

 

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

𝑛

𝑖=1

 

≤
 𝑛

2
[𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)] +

 1

2
∑[𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)].           (4.4.15)

𝑛

𝑖=1

 

İspat. 𝑋: 𝛬𝑛 × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreci n boyutlu eksende η’e göre preinveks 

stokastik süreç olduğundan 𝑋𝑡𝑛 
𝑖 : [𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] × 𝛺 → ℝ+ stokastik süreçleri 

[𝑢𝑖 , 𝑢𝑖 + 𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)] aralıklarında tüm 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 için η’e göre preinveks stokastik 

süreçtir. Buradan hemen hemen her yerde aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:  

1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖 ,⋅)𝑑𝑡𝑖  ≤
𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

 
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅)

2
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1

𝜂(𝑣𝑖 , 𝑢𝑖)
∫ 𝑋𝑣𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅)𝑑𝑡 ≤
𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

 
𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅)

2
 

Yukarıdaki iki eşitsizlik taraf tarafa toplanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir: 

1

𝜂(𝑣𝑖, 𝑢𝑖)
∫ [𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑡𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑡𝑖,⋅)]𝑑𝑡𝑖

𝑢𝑖+𝜂(𝑣𝑖,𝑢𝑖)

𝑢𝑖

             

≤  
𝑋(𝒖,⋅) + 𝑋(𝒗,⋅) + 𝑋𝑢𝑛 

𝑖 (𝑣𝑖,⋅) + 𝑋𝑣𝑛 
𝑖 (𝑢𝑖,⋅)

2
, 

Son olarak yukarıdaki eşitsizliğin her tarafının 1'den 𝑛'e kadar toplamı alınarak 

(4.4.15) elde edilir. 
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BÖLÜM 5. TARTIŞMA VE SONUÇ 

 

Bu tezde literatürde ilk defa çok boyutlu stokastik süreçlerin konveks, s-konveks, 

harmonik konveks ve preinveks sınıfları tanıtılmış ve bu süreçler ile ilgili Hermite-

Hadamard tipli integral eşitsizlikleri elde edilmiştir.  

 

Bu bağlamda çok boyutlu stokastik süreçlerin diğer sınıfları için benzer çalışmalar 

yapılabilir. 
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