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SONLU OLARAK URETILEN ABELYEN GRUPLAR

Saniye Canan KARAARSLAN
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Agustos 2014
Danisman: Prof. Dr. Himmet CAN

OZET

Bu tezin temel amaci sonlu olarak tiretilen Abelyen gruplarm yapisini incelemektir.
Bunun i¢in sadece toplamsal Abelyen gruplar1 goéz oOniine aliyoruz. Bu durumda

hatirlatalim ki biitiin alt gruplar normaldir.

Bu tezde, bir Abelyen grubun sonlu sayida bagintiy1 esas alan sonlu sayida iiretegler

tarafindan basaril1 bir sekilde belirlenebildigini gosteriyoruz.

Bu tez ti¢ boliimden meydana gelmektedir. Birinci boliimde, grup teorisinin bazi temel

bilgileri verilmektedir.

Ikinci bodliimde, sonlu iiretilen serbest Abelyen gruplar1 ve sonlu iiretilen Abelyen

gruplar1 inceliyoruz. Sonlu iiretilen Abelyen gruplar i¢in bir temel teorem veriyoruz.

Ucgiincii boliimde, verilen bir sonlu iiretilen Abelyen grubun degismezlerini, temel
bolenlerini ve parcalanma teknigini inceliyoruz. Temel teoremin ispatinda kullanilan
yontemler devir toplamlarin1 belirlemek icin bize dogrudan pratik bir metot
onermemektedir. Bu nedenle burada bizim amacimiz, somut durumlarda problemi

¢ozmek icin sistematik bir yontem belirlemektir.

Anahtar Kelimeler: Abelyen gruplar, degismezler, liretecler, ayrigtirmalar
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FINITELY GENERATED ABELIAN GROUPS

Saniye Canan KARAARSLAN
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, August 2014
Supervisor: Prof. Dr. Himmet CAN

ABSTRACT

The main objective of this thesis is to study the structure of finitely generated Abelian
groups. For this we consider only the additive abelian groups. We recall that, in this

case, all subgroups are normal.

In this thesis, we show that the structure of an Abelian group can be satisfactorily
determined provided that the group is generated by a finite number of elements which

are subject to a finite number of relations.

This thesis consists of three chapters. In the first chapter, some basic knowledge of

group theory is given.

In the second chapter, we study finitely generated free Abelian groups and finitely
generated Abelian groups. We give a basic theorem for finitely generated Abelian

groups.

In the third chapter, we examine the invariants, elementary divisors and the technique of
decomposition of a given finitely generated Abelian group. The arguments used in the
proof of the basic theorem do not immediately lead to a pratical method for determining
the cyclic summands. Therefore, here our aim is to describe a systematic procedure for

solving the problem in concrete cases.

Keywords: Abelian groups, invariants, generators, decompositions
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GIRIS

Bu caliymada amacimiz sonlu olarak iiretilen abelyen gruplarin nasil insa edildigini
incelemektir. Burada ele alacagimiz gruplar toplamsal gruplar olacaktir. Bu gruplar i¢in
sonlu iiretegler secilerek bu gruplarin nasil insa edildigi gosterilecek, iirete¢ ciimleleri
arasindaki iligkiler ortaya konulacaktir. Daha sonra bu kavramlar sonlu olarak iiretilen
abelyen gruplara genisletilecektir. Burada insa yOnteminin bir vektér uzayir insa
yontemiyle benzer 6zellikleri ilk goriinilis olarak vardir, fakat burada izlenen yontemler

tamamen farkliliklar arz etmektedir.

Yukarida gosterilen hedeflere ulasabilmek icin elbette ilk 6nce grup kavrami tanitilmali
ve gruplarm temel 6zelliklerinden bahsedilmelidir. Bu yondeki adimlar tezin birinci
bolimiinde atilmistir; yani grup kavram, alt grup kavrami, kosetler, Lagrange teoremi,
grup homomorfizmi ve birinci izomorfizm teoremi gibi temel konular {lizerinde bu

bolimde durulmustur.

Verilen bir sonlu iiretilen 4 Abelyen grubunun sonlu ve sonsuz devir gruplarindan
miirekkep bir devir gruplar1 setinin bir direkt toplami olarak yazilabildigini gostermek
tezin ikinci boliimiiniin ana konusudur. Yani daha sarih bir ifade ile her sonlu iiretilen
A Abelyen grubu r tane sonsuz ve k tane sonlu devir gruplarinmn bir direkt toplami

olarak yazilabildigi bu boliimde gosterilmistir.

Ikinci bdliimde verilen teorik insa, sonlu iiretilen bir Abelyen grubun devir toplamlarini
belirlemek i¢cin dogrudan dogruya pratik bir yontem igcermez. Dolayisiyla, tezimizin son
boliimii olan iigiincii béliimde somut durumlarda problemin ¢oziimii i¢in sistematik bir

yontem Onerilmekte ve bu yontem 6rneklerle anlasilir kilinmaktadir.

Bu ¢alismanin 6nemi, sonlu olarak iiretilen abelyen gruplar icin bir temel teorem

vermek ve torsiyon alt gruplarmi tanitmaktir. Bu c¢alismada kullanilan metotlar



diger gruplara da uygulanabilir. Elbette, unutulmamalidir ki bu sadece bir inceleme

calismasi olup konuya herhangi bir yenilik getirmemektedir.



BOLUM 1

GRUPLA ILGILi TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu bolimde grup kavrami tanitilacak ve bir grubun temel Ozellikleri {izerinde
durulacaktir. Bu boliimde kullandigimiz temel kaynaklar [1,2,3,5] dir.
Tanim 1.1.1. 4 bos olmayan bir ciimle olmak {izere, A x 4 dan 4 ya tanimli bir

* 1 AxA—> A, (a,b) > axb

fonksiyonuna A iizerinde bir ikili islem denir. Eger * , A ilizerinde bir ikili islem ise

(A ,*) ifadesine A da bir cebirsel yapr denir.

Tanimm 1.1.2. G bos olmayan bir climle ve G {lizerinde bir * islemi tanimli olsun.
Eger, * islemi birlesme 6zelligini saglarsa; yani,

Ya,b,c € G 1¢in
(axb)y*c=a*(b*c)

ise,
Va e G igin

axe=e*a=a
olacak bi¢imde bir e € G varsa ( e ye G nin birim elemani denir ),
Va e G igin

ax*a'=a*a=e

olacak bicimde bir a'e G varsa ( @' ne a nin bir ters elemani denir ), o zaman (G,*)

stralt ikilisine bir grup denir.



Eger (G,*) grubunda, Va,b € G igin
a*b=b*a
ise, bu gruba bir abelyen(degismeli) grup denir.

Genellikle grup ¢arpimsal ise islem olarak ab notasyonunu, grup toplamsal ise islem
olarak @+ b notasyonunu kullanacagiz. Gruplar ile ilgili 6zellikler incelenirken, aksi

durum belirtilmedikce, grup carpimsal olarak ele alinacaktir. Bir (G,*) grubu kisaca G

ile gosterilecektir.

Onerme 1.1.3. G bir grup ise asagidaki 6zellikler saglanir.
1) G nin bir tek birim elemani vardir.

2) Va € G elemaninin bir tek inversi(ters elemani) vardir.
3) VaeG i¢in (a') ' =a dur.
4) Va,beG igin (ab)” =b"'a™" dir.

5)a,b,xeG icin ax=bx yada xa=xb ise a=>b di.
Ispat.

1) e ve f, G nin iki birim elemani olsun. Bu taktirde,
ef = f (e birim eleman oldugundan)
ef =e (f birim eleman oldugundan)
f =e dir. Yani birim eleman tektir.
2) aeG i¢in a' ve 4", a nininversleri olsun. Bu durumda
a'=ea'=(a"a)a'=a"(aa')=a""e=a" drm.

1

3) aeG olsun. a'a=aa™' =e oldugundan a' intersi a dir, yani

(@) ' =a dr.
4) a,be G olsun. (ab)(b'a™)=abb)a' =aea” =aa”' =e dir.
Benzer sekilde, (b™'a™')(ab)=e olup

(ab) =b"'a™ dir.



5) a,b,x € G olsun. ax =bx denklemi sagdan x~' ile carpilirsa a =5 elde edilir.

1

Benzer sekilde, xa = xb denklemi soldan x— ile ¢arpilirsa a =5 elde edilir.

Tanim 1.1.4. G bir grup olsun. Eger Va € G i¢in, ea = a olacak sekilde bir e G
varsa, e ye G nin sol birim elemani, eger VYa € G i¢in, ae =a olacak sekilde bir

e e G varsa, e ye G nin sag birim eleman: denir.

Tamm 1.1.5. G bir grup olsun. Eger Va € G i¢in, a'a =e olacak sekilde bir a'e G
varsa, a'ye sol invers (ters eleman) denir. Eger Va € G i¢in, aa'= e olacak sekilde bir

a'e G varsa, a' ye sag invers (ters eleman) denir.

Tanim 1.1.6. (G,*) bir grup ve 4, G nin bos olmayan bir alt ciimlesi olsun. Eger

Va,be A i¢in, a*b e A ise, 0 zaman A, G nin * iglemine gore kapaldir denir.

Tamm 1.1.7. G bir grup ve H, G nin bos olmayan bir alt ciimlesi olsun. Eger H, G
nin islemine gore kapali ve bu isleme gore bir grup ise, o zaman H ye G nin bir alt

grubu denir ve H < G ile gosterilir.

Her G grubu, {e} ve G alt gruplarma sahiptir. Bu alt gruplara G nin asikar alt
gruplar: denir. Bir G grubunun, {e} ve G den farkli alt gruplarma da G nin gergek

alt gruplar: denir.

Onerme 1.1.8. G bir grup ve H,G nin bos olmayan bir alt ciimlesi olsun. O zaman
H <G dir & Vh,h, € Higin hh,” € H dir.
Ispat. =: Asikardur.

& Vh,hyeH igin  h(h,)" €H olsun. Islem G iistinde birlesmeli
oldugundan, A tstiinde de birlesmelidir. Eger hipotezde /4, yerine 6zel olarak 7,
alinirsa

h(h)' ' =eecH
olur. O halde, H nin birim eleman1 vardir. Eger hipotezde 5, yerine e alnirsa,
Vh, e H igin,
e(h,)" =(h,)"' eH
dir. Boylece H <G dir.



Tamm 1.1.9. G bir grup, x € G ve A, B < G olsun. Bu durumda,

1)AB ={ab|a e A,be B}

DA = {a"] lae A}

3)xA= {xa la e A}
seklinde tanimlanir.
Tanmm 1.1.10. G bir grup ve a € G olsun. G nin eleman sayisina (kardinalitesine), G
grubunun derecesi (mertebesi) denir ve |G| ile gosterilir. Derecesi sonlu olan bir gruba
sonlu grup, derecesi sonsuz olan bir gruba da sonsuz grup denir. Eger a' =e olacak
sekilde bir ¢ pozitif tamsayis1 varsa, bu ¢ pozitif tamsayilarinin en kiigiigiine a nin

derecesi denir ve |a| ile gosterilir.

Tamm 1.1.11. G bir grup olmak {izere, G nin merkezi Z(G)ile gosterilir ve
Z(G):{aeG|VgeG igin ag:ga}

olarak tanimlanir.

Teorem 1.1.12. p bir asal ve m >0 olmak iizere,

G| = p"” olacak sekilde G sonlu bir

grup ise, 0 < u <m olmak ilizere, G nin merkezinin mertebesi p* dir.

Onerme 1.1.13. G bir grup ve G nin merkezi Z(G) olmak iizere Z(G)< G dir.

Ispat. V a,,a, € Z(G) olsun. Vg € G igin

©wg =84, Ve a,g=ga,
dir.

a,g =8a, = az_](azg)az_] = az_] (ga, )az_]

1

- -
= ga, =a, g

dir. Vg € G i¢in

(@a, Ng=a,(a, g)
=a,(ga, )
=(@,g)a,
= (ga,)a,”
=g(aa, )



dir.

Oyleyse, alaz_] € Z(G) oldugundan, Z(G) <G dir.

Tamm 1.1.14. G bir grup, H <G ve a € G olsun. Bu durumda
C(a):{er|xa:ax}

climlesine a nin H de merkezleyeni denir.

Tanim 1.1.15. G bir grup ve H <G olsun. a € G olmak iizere
a'Ha= {a"]ha |he H}

climlesine H nin G de a ya gore eslenigi denir.

Onerme 1.1.16. G bir grup, a € G ve H <G olmak iizere, a 'Ha ciimlesi G nin bir

alt grubudur.

Ispat. Vx,y € a'Ha icin,
x=a'ha (h eH)
y=a'ha (h, e H)
dir.
xy ' =(aha)a " hya)”!
= (a"ha)(a'h, " a)
=a'h(aaYh, " a
=a'hh,'a
H <G oldugundan hh,” € H dir.

Oyleyse xy~' € a'Ha dir. Dolayisiyla a'Ha < G dir.

Tamm 1.1.17. G bir grup ve X, G nin bir alt ciimlesi olsun. O zaman, G nin X 1

iceren biitiin alt gruplarinin kesisimine X tarafindan iiretilen alt grup denir ve (X) ile
gosterilir. X e (X) in bir lirete¢ climlesi denir. Eger X = {xl,xz,...,xn} ise,
(X) =(x,,x,,...,x,) ile gosterilir ve buna x,,x,,...,x, tarafindan tiretilen bir alt grup

denir.

Eger n=1 ise (x,) grubuna x, tarafindan iiretilen bir devirli alt grup denir.

En

X = {xl,xz,...,xn} ise x,eX ve & e€Z (i=12,.n) olmak tizere, (X), x,"x,”..x

n

formundaki tiim sonlu ¢arpimlardan meydana gelir.



Tanmim 1.1.18. G bir grup olsun. Eger G ={a" : n € Z} =(a) olacak sekilde bir a € G

varsa G ye a tarafindan iiretilen devirli grup denir.

Tanim 1.1.19. G bir grup, H <G ve xe G olsun. xH = {xh |he H} climlesine H
nin G deki sol koseti denir ve H nin G deki tiim sol kosetlerinin ciimlesi G/ H ile
gosterilir. Hx = {hx|h e H} ciimlesine Hnin G deki sag koseti denir ve Hnin G deki

tiim sag kosetlerinin ciimlesi H /G ile gosterilir.

Kosetlerle ilgili tanim ve teoremleri sol kosetler lizerinden inceleyecegiz.

Tamm 1.1.20. G bir grup ve H <G olsun. Her bir x € G i¢in, xH sol kosetindeki

x € G elemanma H nin G deki sol koset temsilcisi denir.

Onerme 1.1.21. G bir grup, H <G ve x,y € G olsun. Asagidaki kosullar denktir.
1) xH = yH
2) yexH
3) y = xh olacak sekilde bir 4 € H eleman1 vardir.
4 x'yeH
Ispat. 1 = 2: xH = yH olsun. e H ve H <G oldugundan,
y=yeelyh|he Hj=yH
dir. Dolayisiyla, xH = yH oldugundan y € xH dir.
2=3: yexH ={xh|he H} oldugundan y = xh olacak sekilde bir # € H vardir,

3=4: y=xh olacak sekilde bir /% e H mevcut olsun. Denklemi soldan x~' ile
carparsak,

x'y=x"(xh)=heH
elde edilir.
4=1: x"'ye Holsun. H bir grup oldugundan,

() =yxeH

dir. Simdi g € yH olsun. Bu durumda, g = y& olacak sekilde bir 2 € H mevcuttur.
k=x"yheH dir. Boylece g =xk € xH olup, yH < xH drr. xH — yH da benzer

sekilde gosterilebilir. Boylece,



xH = yH
elde edilir.

Sonu¢ 1.1.22. H <G ve x € G olsun. Bu durumda,
xe H< xH = H = Hx
dir.
Onerme 1.1.23. H,K <G olsun. HK = KH ise, HK < G dir.

Ispat. ec Hve ec K olup e =ee e HK dir. Dolayisiyla HK # @ dir. x € HK olsun.
O halde, x =hk olacak sekilde he Hve ke K vardr. H,K <G ve G bir grup
oldugu icin x € G dir. Boylece HK < G dir. Simdi x,y € HK olsun. HK nin tanimi
geregince, x =hk, ve y=h,k, olacak sekilde A ,h, e Hve k ,k, € K elemanlar
vardir.
xy = hk (hky)™!

= hkk, " h,”

= hkh,"'k,” (HK = KH oldugundan)

=hh'kk,” (HK = KH oldugundan)
H,K <G oldugu igin ih,” € H ve kk,” e K dir. Bu nedenle,

xy ' =nh, kk, =k, Yk, ) € HK

dir. Boylece HK < G dir.

Onerme 1.1.24. H <G ve x,y € G olsun. xH N yH # Q@ ise xH = yH dur.

Ispat. xH N yH # @ olsun. Bu durumda g € xH n yH olacak sekilde en az bir g € G

eleman1 vardir. Buradan g e xH ve ge yH dir. Onerme 1.1.21 den, gH =xH ve
gH = yH du. Dolayisiyla, xH = yH dur.

Sonu¢ 1.1.25 H <G ve x,y € G olsun. xH # yH ise xH N yH = O dir.

Onerme 1.1.26. H <G ve x € G olsun. f(h) = xh ile tanimh
f:H—>xH

fonksiyonu birebir ve ortendir. Béylece, H ile xH ayn kardinaliteye sahiptir.
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Ispat. 4,,h, € H igin f(h )= f(h,) olsun. Bu durumda xh, = xh, olup sadelestirme
kuralindan 4, =h, dir. Boylece f birebirdir. gexH olsun. Bu durumda
Onerme 1.1.21 den, g = xh olacak sekilde bir # € H vardir. f fonksiyonunun tanimi
geregince,

g =xh=f(h)
olup, f* ortendir.

Tamim 1.1.27. R , bostan farkli bir S climlesi lizerinde bir bagint1 olsun. Bu durumda,
1) Her a€S i¢in aRa ise R ye yansimali,
2) aRb iken bRa ise R ye simetrik,
3) aRb ve bRc iken aRc ise R ye gegismeli denir.
Eger, R bagintis1 yansimali, simetrik ve gecismeli ise, bu durumda R ye S climlesi

iizerinde bir denklik bagintisi denir.

Tanmm 1.1.28. “~” | § {izerinde bir denklik bagintis1 ve x€S§ olsun. x 1 igeren

{y eS|y~ x} cimlesine x in denklik sinifi denir ve bu ciimle C(x) seklinde gosterilir.

Onerme 1.1.29. “~”, bir S ciimlesi iizerinde denklik bagmtist olsun. Bu durumda, bu

denklik bagmntis1 sonucu elde edilen denklik smiflarinin ailesi, S nin bir
parcalanmasidir. Yani, denklik siniflari, birlesimleri S yi veren ve ikiser ikiser ayrik

olan ciimlelerdir.

Onerme 1.1.30. H < G olsun. G iizerinde bir “~” bagintisi, x, yeG i¢in,

x~yox'yeH
seklinde tanimlansin. Bu durumda “~” G {izerinde bir denklik bagmtisidir.

Tanmm 1.1.31. G bir grup ve H <G olsun. Hnin G deki farkli sol(sag) kosetlerinin
sayisina H nin G deki indeksi denir ve [G : H] ile gosterilir.

Teorem 1.1.32. (Lagrange Teoremi) G sonlu bir grup ve H < G olsun. Bu durumda,
G| =[G : H]|H]|

dir.
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Ispat. G sonlu bir grup oldugundan , [G:H ]<oo dir. H nin G deki tiim farkh sol

kosetlerinin smifi {x,H,...,x,H} olsun. O halde G :le.H dir. Onerme 1.1.26 dan,

i=1
her bir 1 <i < r igin |x,H|=|H| oldugu biliniyor.

Bu nedenle

6 le.H‘ S| = S = i =[G 1)
i-l i-1

i1

elde edilir.

Tamm 1.1.33. G bir grup, H,K < G ve xeG olsun.
HxK = { hxk |heH, k €K }

climlesine, G de (H,K) — double koseti denir.

Tanim 1.1.34. G bir grup ve N < G olsun. Eger her g € G i¢in
gNg™ =N
ise N ye G nin bir normal alt grubu denir ve N < G 1ile gosterilir.

Her G grubunda G ve {e} normal alt gruplardir.

Onerme 1.1.35. G bir grup ve N <G olsun. Buna gore asagidakiler birbirine denktir.
1) Vge G ve Vne N igin gng™' e N dir.
2) Vg e G igin gNg™' < N dir.
3) Vg € G igin gNg ™' = N dir.
4) Vg € G i¢in gN = Ng dir.

Tamm 1.1.36. G bir grup olsun ve N, G nin bir normal alt grubu olsun.
G/N ={aN |a e G}
climlesi lizerinde bir ¢arpma islemi soyle tanimlansin: VaN,bN € G/ N igin,
(aN)(bN) = (abN)

olsun. Bu igleme gore, G/ N bir gruptur ve bu gruba G nin N ile béliim grubu denir.
Tamm 1.1.37. G bir grup ve x,y € G olsun.

[x,y] = xyx"'y"'
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elemanina x ve y nin komiitatorii denir.

G':gp{[x,y]|x,yeG}

ise, G' grubuna da G nin tiiremis grubu ya da komiitator grubu denir.

Teorem 1.1.38. (i) G' tiremig grubu, G nin bir normal alt grubudur ve G/G'
Abelyendir.

(ii) G/H Abelyen olacak sekilde, H, G nin herhangi bir normal alt grubu ise, G'< H
dir.

Tamm 1.1.39. (G,0) ve (H,*) iki grup olmak tlizere eger 9:G — H doniisiimii
Vx,y € G igin
I(xoy)=38(x)*(y)

sartin1 saglarsa, 3 ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir homomorfizm denir.
Tanim 1.1.40. 9:G — H grup homomorfizmi bire bir ise 9 ye bir monomorfizm

denir.

Tamm 1.1.41. 9:G — H grup homomorfizmi 6rten ise 3 ye bir epimorfizm denir.

Tamim 1.1.42. 9:G — H grup homomorfizmi hem bire bir hem de orten ise 3 ye bir

izomorfizm denir ve G = H seklinde gosterilir.

Onerme 1.1.43. 9:G — H grup homomorfizmi olsun. Buna gore

a)e;, G nin birim eleman1 ve e, , A nin birim eleman1 olmak tizere
9(e;)=¢, dir.
b) Va € G i¢in,
Ha"y=[%a)]" dir.
Tamm 1.1.44. G bir grup, N < G olmak iizere 9:G —-> G/N ve Va € G igin
3(a) =aN

seklinde tanimlanan doniisiim Orten bir homomorfizmdir. Bu homomorfizme dogal

homomorfizm denir.

Tamm 1.1.45. 9:G — H bir grup homomorfizmi olsun.

Ker(9)={xe G| 9(x)=¢, }
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climlesine 4 nin ¢ekirdegi denir.

Tanim 1.1.46. 9 : G — H bir grup homomorfizmi olsun.
Im(9)={%(g) | g € G}

climlesine 9 nin goriintiisii denir.

Onerme 1.1.47. 9:G — H grup homomorfizmi i¢in asagidaki ifadeler dogrudur.
1) Ker(9) < G dir.
2) Im(9) < H dir.
3) 9 birebirdir < Ker(9) = {e, |} dir.
4) 9 ortendir < Im(9) = H dir.

Tanim 1.1.48. 9: G — G grup homomorfizmine bir endomorfizm denir.

Tanmm 1.1.49. 9:G — G birebir ve orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye grup

otomorfizmi denir.

Tamim 1.1.50. G bir grup olmak iizere, Vx € G i¢in [I(x)=x ile tanimh /:G —> G

dontistimiine birim doniisiim ya da ozdes doniigiim denir.

Tanim 1.1.51. G bir grup ve a € G olmak iizere, Vx € G igin
I,(x)=axa™
ile tanimlanan
1,:G>G
otomorfizmine G grubunun bir i¢ otomorfizmi denir. G grubunun biitiin i¢
otomorfizmlerinin ciimlesi 1(G) ile gosterilir. G degismeli ise 1(G) = {I} birimdir. G
nin biitlin otomorfizmlerinin climlesi de Au#(G) ile gosterilir. 4ut(G) fonksiyonlardaki

bileske islemi ile bir grup meydana getirir. Bu gruba G nin ofomorfizmlerinin grubu

denir.

Onerme 1.1.52. G bir grup olsun. O zaman
1(G) < Aut(G)
dir.
Tamm 1.1.53. H, G grubunun bir alt grubu olsun. Her 3 : G — G otomorfizmasi i¢in

G(H)< H ise H alt grubuna G nin bir karakteristik alt grubu denir.
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Teorem 1.1.54. (Birinci izomorfizm Teoremi) 0 :G — G' bir grup homomorfizmi ve
Ker0=K olsun. ¢:G/K —>0(G) , ¢(Kx)=0(x) ile tanimlanan doniisim bir
izomorfizmdir. Boylece

G/K =0(G)
dir.
Teorem 1.1.55. (ikinci izomorfizm Teoremi) G bir grup ve N <G olsun.

N <4< G olacak sekilde, 4 nin G nin bir normal alt grubu oldugunu varsayalim. Bu

taktirde,
(G/N)/(4/N)=G/4
dir.



BOLUM 2

SONLU OLARAK URETILEN ABELYEN GRUPLAR

Bu bolimde yalnizca abelyen gruplarla ilgilenecegiz. Bu bolim i¢in temel

referanslarimiz [4,7,8,10] olacaktir.

(G,+) bir abelyen grup olsun. G grubu abelyen oldugundan G nin biitiin alt gruplar1

normaldir. G/ H boliim grubu, H + x (x € G) kosetlerinden olusur.

Tanim 2.1.1. wu,,u,,..,u G nin sonlu sayida elemanlar1 olmak {izere,

"
G= gp{u],uz,...,un} ise G ye u,,u,,..,u, elemanlar: tarafindan sonlu olarak iiretilir
denir. Burada u,,u,,...,u, lere ise G nin iiretegleri denir.
Vx € G i¢in, a, € Z olmak lizere,

X=au +au,+..+au,

olarak yazilir.

Simdi verilen bir G grubunu sonlu olarak iireten iki farkl iirete¢ climlesini gz Oniine

alalim. O halde kabul edelim ki
ngp{u,,uz,...,un}zgp{v,,vz,...,vm} (2.1)
olsun.

(2.1) denkleminin saglanmasi igin gerek ve yeter sart her bir ;, nin v, cinsinden ve
tersine her bir v, nin u, cinsinden yazilmasidir (i =1,2,...,n ve j=12,..,m).

Boylece p=(p,) ve q=(q,) katsayilar matrisi olmak iizere,



u, = Zpl.jvj (i=12,...,n)
=

v, = qukuk (j=12,...m)
k=1

denklemleri elde edilir.
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(2.2)

(2.2) denklem sistemi {“1} iirete¢ climlesinden, {vj}ﬁreteg climlesine bir doniisiim

olarak ifade edilir.

Asagidaki doniisiim tipleri en yaygin olanlardir:

(a) Uretegler herhangi bir sekilde permiitasyona ugratilabilir.

( ﬁ) Eger i+ j ise, bu taktirde s eZ olmak Uzere, u, Ureteci, u, +hu, ireteci ile yer

degistirebilir ve diger biitiin tiretecler ayni kalir.

(7/) Herhangi bir u, iireteci, —u, lireteci ile yer degistirebilir.

(6) Eger bir iireteg sifir ise, o iirete¢ ihmal edilebilir.

Tamm 2.1.2.(a),(B) ve (7) islemlerine elemanter déniisiim denir.

Simdi ( S ) doniigiimiiniin (2.2) denklemini sagladigini kontrol edelim:

Basitlik i¢in, i =1 ve j =2 olsun. Bu durumda,
{u,,uz,...,un} - {v, =u, +hu,,v, =u,,..,v, = un}
v, =u, +hu,,v, =u, =>u,=v,—hv,

U, =v,

dir.

Amacimiza uygun olan iireteglerin bir ciimlesini elde edinceye kadar, («),(8).(7).(5)

islemlerini uygun sayida tekrar edebiliriz.

Simdi, X cG, X #J olsun. X <G < Vx,ye X i¢in x—ye X dir.
x=y icin x—x=0e X ,
x=01¢n 0—y=-yelX,
y=—y i¢in x+ye X



17

dir. Boylece G nin X alt climlesi i¢in tiim alt grup kosullar1 saglanir.

Simdi sadece sonlu olarak iiretilen Abelyen gruplar1 goz Oniine alacagiz. Burada
amacimiz, bu siniftaki miimkiin olan biitiin tipteki gruplarin tam bir tasvirini
izomorfizmlerine kadar vermektir. Bu da G grubunu, belli alt gruplarmin direkt

toplamina parcalayarak saglanacaktir.

H,K <G olsun.
G=H®K ise, ue H ve ve K olmak lizere, Vx € G elemani

X=u+v (2.3)
seklindedir ve bu yazilis tektir. Boylece,
u,u, € H ve v,v, € K olmak lizere, eger

u +v,=u, +v, (2.4)
ise bu taktirde u, =u, ve v, =v, dir.
Ozellikle u, € H ve v, € K olmak iizere, u, +v, =0 ise u, =v, =0 dir. Tersine olarak
bu ifade (2.3) ln tekligini garanti eder, ¢iinki, (2.4) den (u, —u,)+(v,—v,)=0 dir.
Boylece u, =u, ve v, =v, dir. Simdi,
G = H ® K yazilisini ispatlamak i¢in,
i)G=H+K ve ii)HNK={0}
oldugunu gostermek yeterlidir. Eger H ve K aralarinda asal mertebeye sahip iki sonlu
alt grup ise, H " K =1{0} dr.

G bir ¢ok alt grubun direkt toplami olarak gosterildiginde

G=)@®H,=H ®H,®..0H, (2.5)

i1
notasyonunu kullaniriz.
1) G=H,+H,+..+H,
i) i #j olmak lizere, H, ve H, nin mertebeleri aralarinda asal
ise (2.5) saglanir. Bu durumda agiktir ki,

HnNnH+.+H +H,  +.+H ={0}

dir.
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2.2 Sonlu Olarak Uretilen Serbest Abelyen Gruplar

Tamm 2.2.1. F =gp{u,,u,,..,u,}olsun. Bu taktirde, ¢u, +c,u,+...+c,u, =0 iken
¢ =c¢ =..=c,=0 oluyorsa, F' ye serbest abelyen grup denir. Daha dogrusu, F,
u,u,,...,u, tarafindan serbest iiretilir denir.

Boyle iireteclerin sistemi, serbest iireteclerin bir climlesi olarak adlandirilir ve

F=<u,,u2,...,un> (2.6)
ile gosterilir. Yani,
F= <u,,u2,...,un> = {x |x=au +au,+..+au,a e Z}
dir.
Serbest bir abelyen grupta, sifir haricindeki biitiin elemanlarin mertebesi sonsuzdur.
Cinkii x#0, xeF, h>0, heZ ise, hx=0 olmasi icin 7=0 veya x=0 olmasi

gerekir. 4 >0 oldugundan, mecburen x =0 dir. Yant x#0, x € F' olmak lizere hx =0

olacak sekilde hicbir /4 tamsayist bulunamadigi i¢in, x in mertebesi sonsuzdur.

Dolayisiyla F' nin her iireteci sonsuz mertebedendir. Boylece (2.6),

F= gp{u,}@gp{uz} @...@gp{un}
seklinde n tane sonsuz devirli grubun bir direkt toplami olarak yazilir.
Ornek 2.2.2. 7" = {x | x = [al,az,...,an],ai € Z} olsun. +:Z"xZ" — 7" tanmu altinda
(Z”,+) bir abelyen gruptur.
u, =[1,0,...,0],u, =[0,1,...,0],...,u, =[0,0,...,1] € Z" olup, bu iiretegler Z" i iiretirler.
Ciinkii Vx e Z" i¢in,

X=au +au,+..+au,
dir. Ustelik bu iiretegler serbesttir. Ciinki,

Uy +CU, +...tcu, = [c,,cz,...,cn] =0= [0,0,...,0]

1se

dir.
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Simdi serbest tlireteclerin farkli climleleri arasindaki iliskiyi inceleyecegiz.

F = <u,,u2,...,un> = <v, ,vz,...,vm>
olacak sekilde F grubu {u,}"  ve {vj}"f  serbest iireteg climlelerine sahip olsun. Bu iki
i= j=

ciimle arasindaki iliskiyi inceleyelim. (2.2) denklem sisteminde v, yerine yazilirsa,

u, = ZZpl.jqjkuk, (z' =1, 2,...,n)

j=1 k=1

elde edilir. Boylece i # k ve 6, =1 iken 6, =0 olacak sekilde,

zpijqjk =0, (i,k 21,2,...,;1)
=1

dir. Ya da matris notasyonunda i , n. dereceden birim matris olmak tizere,

Pq=i, (2.7)
dir. Benzer sekilde (2.2) denklem sisteminde u, yerine yazilirsa,
qp = im (2'8)

elde edilir. Boylece,
pq =i, ve gp=i oldugundan n=m dir.

Boylece serbest iireteclerin sayis1 F' i¢in invaryanttir(degismezdir).

Tamm 2.2.3. n, F nin serbest iireteclerinin sayisi olsun.n ye F nin rank: adi verilir.

Yani, rankFF =n dir.

Teorem 2.2.4. ' ve G sonlu iiretilen iki serbest abelyen grup olsun.
F =G < rankF = rankG
dir.
Ispat. = F =G olsun. f:F — G bir izomorfizmdir. Dolayisiyla F :<u,,u2,...,un>
ve G = <v,,v2,...,vm> oldugunda f nin, f(u,)=v, seklinde bir izomorfizm olmasi i¢in

n=m olmasi gerekir. Yani
n=m= rankF = rankG
dir.

< rankF =rankG =n olsun. Fz(u,,uz,...,un> ve G:<v,,v2,...,vn> dir.
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Dolayisiyla f:F — G olacak sekilde f(u,)=v, seklinde tanimlanan f agik olarak

izomorfizmdir. Dolayisiyla F = G dir.

(2.7) ve (2.8) de determinant alinirsa,

(det p )(detq )=1 (2.9
bulunur. p ve ¢ nun katsayilar1 tam sayidir. Dolayisiyla onlarin determinantlar1 da tam
sayidir. Boylece (2.9) dan, detp = detg =+ 1 sonucu cikarilir. Yani p ve ¢

unimoduler matrislerdir ve bu ylizden integral tersleri vardir. Boylece serbest iiretegli

bir ciimleden digerine gecis
u, :zpijvj (@=12,..,n) (2.10)
j=l

unimoduler doniisiimii tarafindan yapilir. Ve agiktir ki herhangi bir p unimoduler
matrisi bu amag i¢in kullanilabilir.

g=p "' almirsa, (2.10),

v, =2 qu (=12, 2.11)
k=1

esitligine doniisiir. Boylece (2.2) dogrulanir.

Sayfa 16 da bahsedilen (&), (B), (y) islemleri , unimoduler doniisiimiin basit
ornekleridir.

Tamm 2.2.5. Sifirdan farkh a,,a,,...,a, tam sayilarinin ortak bolenlerinin en biiytigiine,
bu tam sayilarin en biiyiik ortak béleni (EBOB) denir. Ve
(a,,a,,...,a,)

seklinde gosterilir.

Tanimdan dolayi, bu bir pozitif tam sayidir. Ozellikle (a,,a,,...,a,) =1 oldugunda, bu

tam sayilar aralarinda asaldir denir. Agiktir ki unimoduler bir matriste bir satir ve bir
siitunu olusturan katsayilar aralarinda asal olmalidir. Ciinkii matrisin determinant1 bir
satira(siituna) gore acilirsa, agiktir ki determinant bu satirin(siitunun) EBOB 1 ile
boliinebilir. Bununla birlikte, hipotezden, determinant =*1 e esittir ve boylece EBOB

yalnizca 1 e esit olabilir. Boylece serbest lreteclerin yeni bir ciimlesi (2.11) ile
gosterilirse, her yeni iireteg, aralarinda asal katsayilarla eski iireteglerin bir lineer

kombinasyonudur.
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Onerme 2.2.6. F = <u,,u2,...,un> ve (b,,b,,...,b,) =1 olacak sekilde,
v=bu, +bu, +...+bu, € F olsun. Bu taktirde,
F = <v,v2,v3,...,vn>
olacak sekilde v,,v,,....,v, € F' vardir. Diger bir deyisle;
(b, ,bz,...,bn) =1<> bir eleman serbest iireteclerin bir ciimlesine dahil edilebilir.
Ispat. b,b,,....b, € Z igin s=|b|+|b,|+...+|b,| olsun.
s=1 ise, baz1 j ler i¢in v==u, dir. Ve agiktir ki v serbest lireteglerin bir ciimlesine

dahil edilebilir.
Simdi s {izerinde tiimevarim kullanacagiz :
s>1 ise, en az iki b sifirdan farklidir. Genelligi kaybetmeksizin;
b 2 b, >0 oldugunu varsayalim. u,'=u, ,u,"=u, +u, ,u,'=u, (j 23) olsun.
Aciktir ki;

F= (u, Ly, '> (islem f)
dir. Buradan,

v=(b—b)u,"+bu,'"+...+bu,’
dir. Agikca, (b, —b,,b,,b;,...,b,) =1 dir. Fakat,

|B, = b, | +|b, |+ |bs| + ...+ |b, | < s

dir. Boylece tiimevarim hipotezine gore v, serbest iireteclerin bir climlesine dahil

edilebilir.

Simdi sonlu olarak {iretilen serbest bir Abelyen grubun alt gruplarmi inceleyelim. Bu alt
gruplarin sonlu iiretilen ve serbest olup olmadiklarini sorgulayacagiz. Bunun cevabi ise,

Abelyen gruplarin teorisi i¢in dnemli olan, asagidaki teoremde verilecektir.

Teorem 2.2.7. F, ranki n olan sonlu olarak iiretilen serbest bir abelyen grup ve H, F
nin sifirdan farkl bir alt grubu olsun. Bu taktirde H, ranki m olan (m<n), sonlu
uretilen serbest bir abelyen gruptur. h,h,,...,h, ler , h|h, (i=12,.,m-1)
bagmtilarini saglayan pozitif tam sayilar olmak iizere,

H=<h,v,,hzv2,...,h v >

m-m
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olacak sekilde F i¢in, v,v,,..,v, serbest lireteclerinin bir cliimlesini se¢mek
miimkiindiir.
Ispat. i) F = <u,,u2,...,un> olsun. 0#x € F i¢in x = au, +a,u, +...+a,u, olmak lizere
x 1in katsayilarmin EBOB ini
o(x)=(a,,a,,...,a,)
olarak tanimlayalim. Bu say1 iirete¢lerin se¢iminden bagimsizdir. Ciinkii eger,

F= (u, Ly, '> ise u, = z p,u, ' olacak sekilde bir (p,) unimodiiler matrisi vardir.
J
x=a'u'+ta,'u,'+..+a,'u," olup, burada a,"'=> a,p, dir.
i

Béylece a; nin herhangi bir ortak bdleni, biitiin «,' leri bolmelidir. Bu sebepten
(a,'a,....a,")2(a,,a,,...,a,) (2.12)
dir. Eger (p,) matrisinin tersini alarak, treteglerin iki climlesi arasinda rolleri
degistirirsek,
(a,a,,....a,)>(a, ' a,",....a,") (2.13)
olacaktir. (2.12) ve (2.13) den dolay,
(a,'a,....a,")=(a,,a,,...,a,)
dir. Bu ise 6(x) in degismez oldugunu gosterir.
11)0# y, € H i¢in, 6(y,) =h, 21 olacak sekilde
v, =bu, +bu,+...+bu,
seklinde yazilsm. (c,c,,...,c, ) =1ve v, =cu, +c,u, +...+cu, € F' olacak sekilde
vy =h(cu +cu, +..+cu,)=hy,
yazabiliriz. Onerme 2.2.6 dan dolay1,
F = (v,,v2 VL, '> (2.14)
olacak sekilde v,',v,",...,v ' elemanlar1 vardir.
Ureteglerin bu ciimlesini kullanarak, y=dv, +dv,'+..+d,v,' , H nin keyfi bir
elemani olsun.
y=hv,eH (2.15)

oldugunu biliyoruz ve iddaa ediyoruz ki A, |d, dir.
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Eger h | d, 1se, 0 <r, <h olmak iizere d, = gh, +r olacak sekilde g,r € Z bulabiliriz.
Boylece 6(y—qy,) =(r.,d,,...,d,) < r < h, olacak sekilde,
y—qy,=rv,+d,v,'+..+d v 'e H dir. Bu ise h mn minimum olmas: ile c¢elisir.
Boylece, =0 olup d, =gh,, yani h |d, dir. Dolayisiyla

y=qy,=dyv,'+...+d v’ (2.16)
dir.
111) Simdi 7 iizerinden tlimevarimla ispata devam edelim:
n=1 ise, (2.16) nin sag tarafi sifirdir. Yani

y=q» =0
y=qy, =qhy,

dir. Buradan n=1 durumunda, F = (v,}, H = <h,v,> olacaktir. Simdi kabul edelimki
n>1olsun. F, =(v,'v,'..,v,") , H = H N F, diyelim.
(2.16) nin sol tarafi H ye ait iken, sag tarafi da F e aittir. Boylece (2.16), H, in bir
elemanini temsil eder.
H,={0} 1se y=gqy, =qhyv, elde edilir, ve dnceki gibi H = <h,v,> dir. n keyfive m=1
oldugunda bu, (2.14) ile birlikte teoremi kanatlar.
H,, F, in sifirdan farkl bir alt grubu oldugunda , F|, ve H, e tlimevarim hipotezi
uygulariz. Boylece m, 2<m<n esitsizligini saglayan bir tamsayr ve
h|h,, (i=2,3,..,m-1) olmak iizere,

F=<v2,v3,...,vn> , H=<h2v2,h3v3,...,hmvm> (2.17)

olacak sekilde F| in v,,v,,...,v, elemanlarmni bulabiliriz.
F, i¢in serbest lreteglerin iki climlesi

Vi:ngvj' vl.':qu.jvj (@, j=2,3,..,n)

J J

denklemleri ile iligkilidir.
Simdi, iddia ediyoruz ki

F=(v,v,...7,) (2.18)
dir. (2.14) de v leri, v' lere gore ifade edersek , v,,v,,...,v, nin F' yi Urettigini gorliriz.

Ustelik bu elemanlar serbest iireteclerdir; ¢iinkii, kabul edelim ki
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ey, +ev, +o.+c,v, =0 (2.19)
asikar olmayan bagintis1 var olsun.

Bu durumda ¢, # 0 dir. Tersine ¢, =0 olursa, (2.17) nin aksine v,,v;,...,v, arasinda bir

'

bagint1 elde ederiz. Eger (2.19) da wv,,v,,..,v, yerine, v,.v,',..,v ' yazarsak,
v,V, ..., v," arasinda bir bagint1 elde ederiz (v, in katsayis1 ¢, dir). Bu ise (2.14) ile

celisir. Boylece (2.18) kanitlanir. O halde, (2.15), (2.16) ve (2.17) yi birlikte
diistiniirsek,

hv, (=), hyv,,...h v,
elemanlarinin A yi Urettigini buluruz. Bunlar aslinda serbest tireteglerdir. Cilinkii bunlar

arasinda herhangi bir asikar olmayan baginti, v,,v,,..,v, arasinda da bir bagmti

olacaktir.
Bu ise (2.18) ile gelisir. Boylece

H =<h,v,,h2v2,...,hmvm>
dir.
Ispat1 bitirmek igin hald A4 |, oldugunu gostermeliyiz. Simdi, y,=hv, +hyv, e H
olsun. Boylece 4, in minimal olmasindan dolayzi,

6(yo) = (s hy) 2 hy
dir. EBOB nin tanimindan,
(s hy) <y

dir. Boylece (h,,h,) =h, dir. Yani A | A, dir.

2.3 Sonlu Olarak Uretilen Abelyan Gruplar
5,58,,...,8, asikar olmayan bagntilar1 saglayabilen iiretecler olmak tizere,

A= gp{s,,sz,...sn}
olsun. Simdi, 4 ile wu,,u,,..u, Uretecleri tarafindan serbest tretilen F :<u,,u2,...,un>

serbest Abelyen grubunu iligkilendirecegiz.
A ile F arasmdaki iligkiyi kurmak i¢in, 6 : F — 4 doniisiimiinii
O(au, +au, +...+au,)=as +a;s,+..+a,s, (2.20)

seklinde tanimlayalim.
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Acik olarak 6 bir homomorfizmdir. Ve aciktir ki 6 6rtendir.
R =ker0 olsun. R =ker@ < F dir. Boylece
R=ker0 ={au, +a,u, +...+au, |0(au +au, +..+au,)=0}
={au, +au, +..+au, |as +a,s, +..+a,s, =0}

dir. Buise 4 nm tiretecleri arasinda bir bagmntidir.
R nin elemanlar1 4 nin iiretegleri ile saglanan tiim bagintilar ile birebir bir tekabiiliyete
sahiptir. Boylece, birinci izomorfizm teoremi gosterir ki,

A=F/R (2.21)
dir. Dolayistyla F/R nin yapisini inceleyerek 4 nin yapisini kesfedebiliriz. Boylece,

F= <v,,v2,...,vn> , R= (h,v,,hzvz,...,hmvm> (2.22)
(m<n) ve hl|h, (i=12,.,m-1),R#{0} olacak sekilde F' nin v,,v,,...,v, serbest
iireteclerini segebiliriz. Simdi,
n=1 6zel durumunu goz oniine alalim. Bu durumda, ti¢ durum vardir:
1)F =(v),R={0} ise F/R=F (v tarafindan iretilen sonsuz devirli grup) dir.
2)F =(v),R=(hv) (h=2) ise F/R=C, (mertebesi h olan devirli grup) dir.
3)F =(v),R=(v) (h=1) ise F/R={0} dir. Ciinkii F =R dir. Genel durumda da bu
ii¢ hal ortaya ¢ikacaktir. Gergekten, eger r=n—m >0 ise F de, R de olmayan r tane
urete¢ vardir. Ve bu tiretegler x,,x,,...,x, ile gosterilecektir.
Eger hy=h,=..=h, =1 ise, karsilik gelen z,z,,...,z, Uretegleri hem F de hem deR
de dir.
Eger n=r+1+k ise, geri kalan k iirete¢ 4 nin 1 den biiyiik degerlerine karsilik gelir

ve onlar1 e,e,,...,e, azalan dizi seklinde yeniden diizenlemek uygundur. Boylece
e le (k=12,...k=1),n=r+k+[,m=k+I olmak iizere,
F = <x,,xz,...,xr,y,,yz,...,yk,z,,zz,...,zl> (2.23)
Rz(e,y,,e2 yz,...,ekyk,z,,zz,...,zl> (2.24)
yazacagiz.

xeF ise, F—F/R dogal epimorfizmi altinda X =x+R, x in goriintisii olsun.

Ozellikle F nin iireteclerini sirayla gdz oniine alirsak,
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1) X, (p=12,...,r) sonsuz mertebeli bir elemandir. Ciinkit x, nin R de sifirdan farkli

bir kat1 yoktur.
2) y_,e (k=1,2,..,k) mertebelidir.

3) z, (A=12,...,1) ,F/R nin sifir (0 ) elemanidir. Ciinkii z, € R dir. Simdi,
F nin genel bir x elemani

r k /
xX= Zapxp +ZbeK +Z:cflz/1
p=1 k=l A=1

seklinde gosterilir. Boylece F/R nin tipik bir elemant

v=Ya ¥+ 35T, (2.25)
p=l1 x=1

seklindedir.

O halde, F / R, X,.,X,),..,», tarafindan Uretilir. Fakat, iddia ediyoruz ki, aslinda,

F/R=gp{x}®..®gp{X |®gp{}®..®gp{y} (2.26)
dir. Yani (2.25) denkleminin sag tarafi yalnizca her bir terimi sifir ise yok olabilecegini
iddia ediyoruz.

r k _ r k
Kabul edelimki ) a,X,+> b3, =0 olsun. Buise Y a,x,+ > by, €R demektir.
p=l1 x=1 p=l1 k=1

Diger taraftan, (2.24) e bakilirsa, a, =0 (p =1,2,...,r) olmak zorundadir. Ciinkii x, , R
de bulunmaz.

Ayrica e_|b. (k=1,2,..k) dir. b_=d e_ yazilirsa, b.y.=d e_y. =0 olur. Ciinkii
ey = 0 dir. Bu ise (2.26) y1 ispatlar. Bdylece, (2.21) vasitastyla verilen bir 4 grubunu

F/R ile ifade edebildigimizden dolay1 asagidaki temel teoremi elde etmis olduk.

Teorem 2.3.1. (Sonlu Olarak Uretilen Abelyen Gruplarin Temel Teoremi)

Her sonlu iiretilen 4 Abelyen grubu » >0 sonsuz ve k>0 sonlu devir grubu iceren

devir gruplarinmn bir direkt toplamidir, bdylece 7, (p=1,2,...,r) sonsuz mertebel,
w. (k=1,2,..,k), e (=2) sonlu mertebeli olmak iizere,
A= gp{t,} ®D...® gp{tr} S gp{w,} ®D...® gp{wk} (2.27)

dir. Ustelik,
e.le (k=12,.,k-1)



27

dir.

(2.27) direkt toplam ayristirmasindaki iireteclere 4 nin bir baz: denir.
r=0 iken, A grubu sonludur. Ve |A| =ee,...e, drr.
k =0 oldugunda, A serbest bir abelyan gruptur. 4 serbest olsun ya da olmasimn, serbest

iireteglerinin sayist » , A nin rank: olarak adlandirilir.

Teorem 2.3.1 de ifade edilen pargalanma A i¢in bir kanonik form olarak adlandirilir.



BOLUM 3

INVARYANTLAR, TEMEL BOLENLER VE PARCALANMANIN TEKNIiGI

A sonlu tretilen Abelyen grubunun (2.27) denkleminde ifade edilen ayrigtrmasinin

tekligi bu boliimde tartisilacaktir. Bu boliimde temel kaynaklar [5,6,9,10,11] dur.

3.1 invaryantlar ve Temel Bolenler

Teorem 3.1.1. 4 sonlu olarak iiretilen bir abelyen grup olsun. Kabul edelim ki,

x, (p=12,..,r) ve y, (0 =1,2,..,5) sonsuz mertebeli elemanlar,

u|=d, (x=12,...k) , d |d

v,|=e, (A=12,..,1) , e, |e, olmak iizere

K

A=gp{x,}@...@gp{xr}@gp{u,}@...@gp{uk} (3.1)

:gp{y,}@...@gp{ys}(ﬁgp{v,}@...@gp{vl} (3.2)

olsun. Bu taktirde,
1) r=us dir.

i) k=1,d =e (k=12,..,k) dir.
Bu teoremin ispati birka¢ kisima ayrilarak yapilacaktir.

1) 7, A nm sonlu mertebeli elemanlarinin bir koleksiyonu olsun.

u,veT ise mu=nv=_0 olacak sekilde m ve n pozitif tam sayilar1 vardir. Boylece
mn(u—v)=0 dir. Budurumda u—veT dir. O halde T bir alt gruptur.

Bu grup 4 nin torsiyon alt grubu olarak adlandirilir. Elbette 7', A ile ilgilidir, yani baz

elemanlarinin se¢cimine bagl degildir. Simdi,

X = Zr: ap {x p} ve Y= 2 gp{y,} ,ranklari sirastyla r ve s olan serbest abelyen
p=l1 o=l

gruplardir. (3.1) ve (3.2) hipotezleri 4 grubunun
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A=X®T=YST (3.3)
olmasin1 gerektirir.
Aciktir ki torsiyon grup sonlu mertebeli tiim iiretegleri iceriyorken, sonsuz mertebeli
herhangi bir lireteg icermez. (3.3) den A4/T = X ve A/T =Y sonucunu ¢ikaririz.
Buradan X =Y dir. Fakat serbest bir abelyan grubun ranki degismezdir. Boylece,

r=s dir. Buise Teorem 3.1.1 in ilk kismimi ispatlar.

1) Bundan sonra sadece sonlu abelyen gruplarla ilgilenecegiz. Yani (3.1) ve (3.2) deki
sonsuz iiretegleri gormezden geliyoruz. Simdi,
A nin 6zel bir durumu ile baglayalim:

A sonlu abelyen bir p -grup olsun. Yani p asal ve m pozitif bir tam say1 olmak {izere,
|A|: p" oldugunu varsayalim. Bu durumda her bir elemanin mertebesi p nin bir

kuvvetidir.

Ozel olarak,

u|=d,.=p* (k=12,..k)
vi|=e,=p" (A=12,..,0)

diyelim.

d_ |d. kosulu 6 _, <06, yadenktir. Aym sekilde e, |e, ise ¢,,, <&, ya denktir.

K+l

Bu durumda, Teorem 3.1.1 in p - gruplara adaptasyonu asagidaki gibidir.

Teorem 3.1.2. A4 sonlu abelyan bir p -grup olsun. Kabul edelim ki,
| =p> (c=12,..0), v,|=p" (A=12,.,]) ve 6,26,>..26, ,

g =&, >...2 ¢, olmak lizere,

A= ®gp{u}=2 Oepiv.} (3.4)

k=1

olsun. Bu taktirde k=/ ve 6_=¢_ (k=1,2,...,k) dur.

Ispat. Eger |A| = p" ise bu taktirde (3.4) denklemindeki mertebelerin mukayesesinden

m= ZéK = ;81 oldugu goriiliir.
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m =1 oldugunda teorem asikardir. Boylece m {izerinden tiimevarimla ispata devam
edebiliriz.

A,, px=0 kosulunu saglayan elemanlarm ciimlesi olsun. p(x-y)=px—py
oldugundan 4, , 4 nn bir alt grubudur (muhtemelen 4 ya esittir). 4, nin mertebesini

belirlemek kolaydir. Simdi,

xed, olsun. 4 i¢in u,,u,,...,u, bazlarmni kullanarak,

elde ederiz. (Burada, 0<g, < p* oldugu varsayilabilir, ¢iinkii |u,|= p* dir.) Simdi,

px =0 ise, her i i¢cin pau =0 dir. Ve boylece P pa, dir. Boylece 0<b, < p olacak
sekilde a,=bp”" dir. Boylece sabit bir i ile ilgili 5, igin tam olarak p tane miimkiin
deger vardir. Boylece px=0 olacak sekilde a, i¢in de p tane deger vardir. Bu da
|4,|=p" oldugunu gosterir. Benzer sekilde (3.4) deki ikinci bazi kullanarak |4,|= p'

yi elde ederiz. Fakat A4, , baz se¢iminden bagimsizdir. Boylece iddia edildigi gibi &k =/
dir.

A" ={px|x e A} olsun. Kolayca ispatlanabilir ki, 4” bir gruptur. Ciinkii, eger x = px',
y=py'ise x—y=p(x'-y")e A’ dir. A nin her bir baz elemanin1 p ile ¢arparsak,

A” nin devirlere direkt bir par¢alanigini elde ederiz. Fakat dikkat edilmeli ki, bu islem
p mertebeli tim elemanlar1 yok eder. Boylece K , 0< K <k y1 saglayan belli bir

tamsay1 olmak tizere,

0,20,2..20,>1,0,,,=04,,=...=0, =1
olsun. Bu taktirde, |pu,|=p®~" ve
K
A" =) ®gp{pu,}
i=1
dir. Benzer sekilde, eger
g 26 2..2¢ >l,¢,,=¢,=.=¢ =1

-1

ise, pvj‘:p" ve
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A7 :ZL:(@gp{ij}

=
yazabiliriz.

K =0 oldugunda, 4 nin tiim elemanlarmin mertebesi p dir. Buradan 4” = {0} dir. Bu
durumda L de sifirdir. Ciinkii 4A” bazdan bagimsizdir. Bundan boyle K >0 oldugunu

varsayacagiz. Acikga,

A” ‘<|A| dir. Ve A’ ye tiimevarim hipotezini uygulayabiliriz.
Boylece K =L ve 6,—-1=¢,-1 , yani 6,=¢, (i=12,..,K) sonucuna variriz. § nmn

ve & nun geriye kalanlar1 1 e esit oldugundan, teoremin ispati tamamlanuir.

Tamm 3.1.3. Bir 4 abelyen p -grubunun
P>, p%,., p* (3.5)
invaryantlart 4 nmin temel bélenleri olarak adlandirilir. Ve 4, (6,,9,,...,0,) tipindedir

denir.

Ozellikle 4, (1,1,...,1) tipinde ise A grubu temel abelyen p-grup olarak adlandirilir.
111) Sonraki adim keyfi bir sonlu abelyen grubu, p -gruplara pargalamaktir.

Lemma 3.1.4. (m,n) =1 olmak iizere w, mn mertebeli bir eleman olsun. Bu taktirde,
gpiw; = gpinw; @ gp{mw; (3.6)
dir.
Ispat. u =nw ve v=mw elemanlarinin mertebeleri sirasiyla m ve n dir.
W =gp{w} , U =gp{u} , V =gp{v} olsun. Simdi iddia ediyoruz ki
w=U®V (3.7)
dir. (m,n)=1 oldugundan an+bm=1 olacak sekilde a,beZ elemanlar1 vardir.

Boylece
w=(an+bm)w = a(nw)+b(mw)

=au+bv

dir. Bu gosterir ki; weU +V dir. Fakat w, W yu iiretir. Buradan W c U +V dir.
UcW veVcW oldugundan U +V < W dir. Sonug olarak W =U +V dir. U ve V

aralarinda asal mertebeli oldugundan, U NV = {0} dir. Boylece

w=U®V
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dir.
(3.6) sonucu iki terimden daha fazla terime de genellestirilebilir. Ozellikle p,, p,,..., p,
farkli asallar olmak tizere,

m=p“p,“.p%

olsun. Bu taktirde, w,_ = (m/ p,“)w nin mertebesi p “ olmak iizere,

gpiwy =Y @gpiw,) (3.8)

7=l

dir.
Tanim 3.1.5. p asal ve P , mertebeleri p nin bir kuvveti olan 4 nm elemanlarinin

bir cimlesi olsun. Yani

P={xed|p"x=0 (uz0)}

olsun. Diger taraftan, p“x=p"y =0 alindiginda p*"(x—y)=0 oldugundan P bir alt

gruptur. Eger p ,

Al y1bélmez ise P={0} dir. Dolayisiyla, P ye A nin p -temel

bileseni ad1 verilir.

Simdi |4] nin birden daha fazla asal tarafindan bolindiigiinde, 4 nin  temel

bilesenlerinin 4 nin bir par¢alanmasini sagladigini gosterecegiz.

Teorem 3.1.6. |4|=p" p,”..p,”” ve B, A nm p,-temel bileseni olsun. Bu taktirde
A=FE®P®..®P (3.9

dir.

Ispat. BEger wed ise (3.8) gosterir ki, weP+P+..+P, dir. Boylece

Ac B +P +..+P dir. Tersine, her bir P , A4 da ihtiva edildiginden

B+P+..+P cA dir. Buradan A=F+P, +..+P  dir. Ayrica bu toplam direkt

toplamdir. Ciinkii terimler karsilikli olarak asal mertebeye sahiptirler. Diger taraftan,

(3.9) pargalanmasi tektir. Gergekten,
P’ abelyan bir p,-grup olmak iizere (i =1,2,...,n),

A=P'®P ' ®..0P



33

olsun. Bu durumda, PB’=P dir. Ciinkii

B*

= P" olsun. (3.9) un her iki tarafindaki

grubun mertebesi hesaplanirsa |A| = HBM bulunur. |A| nin asal ¢arpanlara tek tiirli

1

ayrilisindan dolayr u, =v, dir. Boylece

B*

:|B| dir. P nin tanimindan, P 1n her bir
eleman1 P dedir, yani P°c P, dir. Ayrica bu gruplar ayni mertebeye sahip

oldugundan P" =P, olacaktir.

1v) Nihayet, Teorem 3.1.1 in ispatina donelim. Bize
k
A=) ®gplu} , |u|=d. ., d.ld, (3.10)
k=1

ifadesi verilmisti.
Ispatin amaci her bir terimi temel bilesenlerine parcalamaktir. Boylece Teorem 3.1.2 de

tekligi insa edilen B, P,,..., P, lerin temel bdlenlerini elde etmektir. Simdi,

0,20 ve o, <0, olmakiizere,

K+1,i

dl( :Hpiéki (K:Lza’k) (311)
i=l1

5

olsun. Sirasiyla her bir u_ terimine (3.8) 1 uygulayarak , * olmak iizere,

urci| = p
gpiu =Y ®gpiu,}
i=1
yazabiliriz.
Boylece 4, p -gruplarin bir ¢ift toplami1 olarak gosterilebilir. Yani,

A=Y ©gpiu, ) (3.12)

k=1 i=l
dir.
Sabit i i¢in,

k
P=> ®gplu,;}

k=1
dir.

d.

Bu gosterir ki, P nin temel bolenleri , p‘s”, J 2 p‘s“ monoton azalan dizi arasindan

birim olmayanlardir.
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Bu durum basitce asal kuvvetlerin iisleri ile gosterilen asagidaki tablo ile 6zetlenir:

(Tablo 1)

Burada, Tablo 1 de, siitunlardaki sifirdan farkli elemanlar F,P,..,P, nin temel

bolenlerini gosterirken, satirlar (3.12) ye karsilik gelir. Her bir siitundaki elemanlar

artmayan biiytikliikte dizilir ve son satir tamamen sifir degildir. Ciinkii d, > 2 dir.

Simdi d yi,

e, =[[p™ (A=12,.0)
i=l1

olmak iizere, e nin ciimlesi ile yer degistirelim. Teorem 3.1.2 gosterir ki, (5,,) ve (¢,,)
tablolarinda karsilikl: siitunlar sifirdan farkli ayn1 elemanlara sahiptir. (6,;) nin en az bir

situnu & tane sifirdan farkli elemana sahip oldugundan />k% dir. Benzer sekilde,
simetriden k >/ dir. Boylece k=/ dir. O halde, (5,,) ve (g,,) tablolar1 6zdestir.

Boylece Teorem 3.1.1 in ispat1 biter.

d,d,,....d, tamsayillar1 A nin invaryantlari olarak adlandirilir ve her zaman d_,, |d,
boliinebilirlik sartin1 sagladiklar1 varsayilir. A nin temel bélenleri , P (i=1,2,...,n)

temel bilesenlerinin temel bdlenlerinin koleksiyonudur. Bu gosterir ki , invaryantlar ve
temel bolenler, biri digerini belirtecek sekildedir. Bu iki climleden birisi tamamen A4
nin yapisini tarif eder. O halde, invaryantlarla ya da temel bolenlerle tiim sonlu olarak

iiretilen abelyen gruplar, izomorfizmlerine kadar elde edilir.

Simdi, yukarida verilen bu teorik insay1 iki somut 6rnekle daha anlasilir hale getirelim:

Ornek 3.1.7. Simdi, temel bolenleri 2°,2,2,3,3 olan bir grubun invaryantlarmni bulalim.
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Verilenler altinda Tablo 1

&_&‘

[\S]

—_— = W N
—

X
=]

olarak elde edilir. Buradan
d=2x3=24, d,=2x3=6 , d, =2
dir. Dolayisiyla bu grubun mertebesi,
|| =24x6x2=2°x3" =288
dir.
Asagidaki ornek devirli gruplarin bir direkt toplammin sirasiyla temel bolenlere ya da

invaryantlara karsilik gelen 1ki kanonik formun, herhangi birine nasil

doniistiirtilebilecegini ornekler.

Ornek 3.1.8. 4=C,,®C,, grubunun temel bdlenlerini ve invaryantlarini bulalim.

A grubu kanonik formda degildir, ¢iinkii 12 J30 dur. ilk 6nce, 4 grubunu her bir

terimi mertebeleri aralarinda asal olacak sekilde gruplara parcalayalim. Yani 4 grubu
A=(C,0C,0C)D(C,DC,)

seklinde ifade edilsin. Ayni1 asala ait terimleri bir araya getirerek,
A=(C,0C,)D(C,®C,))DC,

elde ederiz. Bu gosterir ki, 2,3 ve 5 asallarmna karsilik gelen temel bolenler sirasiyla

(4,2),(3,3) ve 5 dir. Ve boylece Tablo 1

[\
(98]
(9]

QU
_ N
—_ =
o

]

seklinde elde edilir. Buradan,
d, =2"x3x5=60 , d,=2x3=6

dir. Boylece
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A=C,®C, ,

invaryantlar1 gosteren bir kanonik formdur.

3.2 Parcalanmanin Teknigi

Kesim 2.3 de her A sonlu olarak liretilen abelyen grubun, devirli gruplarin direkt
toplamina izomorfik oldugu sonucunu ispat ettik. Fakat ispatta kullanilan diisiince, devir
toplamlarini belirlemek i¢in dogrudan dogruya pratik bir yonteme gotiirmez. Simdiki
boliimiin amaci, somut durumlarda problemin ¢dziimii i¢in sistematik bir yontem tarif
etmektir. Varsayalim ki 4 grubu, ireteglere ve bagintilara gore verilsin. Boylece

X, X,,...,x, Uretecleri N tane

g

dbx;=0 (i=12,..N)
i=1

bagntilarina bagli olmak iizere,
A=gpi{x;,x,,...x,}

olsun.

Nxn tipindeki B =(b;) katsayilar matrisi baginti matrisi olarak adlandirilacaktir.

F=(u,uy,..,u,) (3.13)

serbest abelyen grubunu ve 7 = Zbl.juj (i=1,2,...,N) olmak iizere,
Jj=1

R=gpi{n,n,....1y} (3.14)
bagint1 alt grubunu kullanarak problemi yeniden formiile edecegiz.
Dikkat edilmeli ki, 7 sadece R yi Uretirken, u, ise tammdan F nin serbest
tretegleridir. (2.21) de goriildigi gibi, 4 grubu, F/R formunda gorinir ve (2.22) yi
saglayacak sekilde yeni iiretecler segilerek, 4 nin yapist belli edilir. Bu iireteclere bagli

bagint1 matrisinin 6zelligi, diyagonal olmayan tiim elemanlarinin sifir olmasidir.

Tersine

oS O

B= (3.15)

o o

0
d2
0

QL

5

ise, Z devirli gruplara parcalanmayabilir.
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Ancak, d,,, |d, sart1 saglanmazsa, bu par¢alanma Teorem 3.3.1 de tarif edilen kanonik

forma uymaz. Teorik nedenlerden, ilk durumda bu kosullar1 gz ard1 etmek ve sadece
diyagonal olan bir bagint1 matrisine karsilik gelen gegici bir indirgeme amaglamak daha

uygundur.

Problem asagidaki gibi tablo formunda diizenlenebilir:

u] l/l2 un
I 1 12 In
5 | by by

(Tablo 2)

Bu tablodaki satirlar R nin iireteglerini gosterirken, siitunlar F' nin tireteglerine karsilik
gelir. Hem F icin hem de R icin iireteglerin se¢imi kontroliimiizde oldugundan,
(@),(B),(y) ve (6) operasyonlarini, F/R nin yapisini degistirmeksizin, ireteglerin her

bir climlesine uygulayabiliriz. R ye gore bu, Tablo 2 nin satirlari tizerinde islem yapma

anlamina gelir, fakat /' nin degisime ugramis iireteclerinin etkisini anlamak i¢in biraz
daha dikkat gereklidir.
q € Z olmak lizere, F' nin yeni iiretecleri

u'=utqu, , uy) =, u =y, U = U (3.16)
doniisiimleri vasitasiyla verilsin ve

r=bu, +bu, +..+bu, ,
baginti alt grubunun tipik bir elemani olsun.
Yeni lireteclere gore, bu bagnti
r=bu, '+ (b, —qb)u, '+ bu,'+...+bu,’

olur.

Boylece B matrisinde ilk satirin g kati, ikinci satirdan ¢ikarilirken , Tablo 2 nin en st

satir1, (3.16) ile yer degistirir. Bu, siitunlar {izerinde (f)-tipinde bir operasyondur.
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Simdi B yi, (3.15) diyagonal formuna indirgeyecek adimlari gosterecegiz :

(1) B=0 oldugunda , 4= F serbest bir abelyen gruptur ve sOylenecek fazla bir sey
yoktur.

Simdi B #0 oldugunu varsayacagiz. Satirlarin ve siitunlarin permiitasyonu ile, ve
gerekirse, onlarmn birinde isaret degisikligi yaparak,

b, >0, b, S|bi1

Cbe<py|  G>1j>D)

sartlarmni saglayacak sekilde b, eksenini diizenleyebiliriz.

(i) B nin b, ile hizalanmis yatay ya da dikey tiim elemanlar1 , b,, ile boliiniiyor

olabilir. Bu durumda, ilk satirin (siitunun) uygun katlarin1 diger satirlardan
(stitunlardan) c¢ikararak, tiim bu elemanlar1 sifira indirgeyebiliriz. Bu yapildiginda

bagint1 matrisi,

by 0 3.17
0 B (3.17)

olur. (3.15) elde edilene kadar, ayni sekilde B, e de ayni islemleri uygulamaya devam
etmemiz gerekmektedir.

(iif) Diger taraftan, b, ya da b, den biri b, ile bolinmiiyorsa, () operasyonu b,
modiiliine gdre onun en kiiciik pozitif kalani ile degistirilmesine neden olur. Ornegin,

0<b,'<b, olmak tizere,

b,—gb,=b,'
elde ederiz. Sonra b,' nii yerine yazarak yeni eksenle indirgemeye devam ederiz.
Aciktir ki eksensel durum, pozitif tam sayilarin azalan dizisi ile olusturuldugundan, bu

yontem bir sona ulagmalidir. Bdylece en sonunda (ii)) de anlatilan durum ortaya

¢ctkmalidir.

Ornek 3.2.1. 3a-2b+5¢=0 , 5a+27¢=0 bagintilarina bagh a,b,c terimleri

tarafindan tiretilen 4 abelyen grubunun invaryantlarini bulalim.



Bagmt1 matrisi lizerinde operasyonlarin asagidaki dizisi kanonik forma gotiirtir:

3 -2 5 1 -25 . 1-2°75

— —
5 0 27 5 0 27 0 10 2

1 0 O 1 00
E)N (NN 6,
0 10 2 0 0 2 020

Buradaki bes operasyon asagidaki gibidir:

(1) uretegler u, =u,'

s Uy =u U, Uy =
(2) bagmtilar x'=r, , r,'=r,-5n,
(3) uretecler  w,'=u,"+2u,"-5u," , u,' =u," , u;'=u"

(4) urete@ler u] " — u] m , uz " — uz m , u3 " — u3 m__ 5u2 m

. m__ _ m__
(5) uretegler w"=v, , u,"=v, , u;"=v,
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Bu, indirgemeyi tamamlar. O halde, v, sonsuz mertebeli, v, =0 , 2v,=0 olmak

tizere, F/R, V,,v,,v, tarafindan iiretilir. Buradan,

A=C,®C,
dir.

Ureteglerin degisimini kaydetmek gereksiz olarak diisiiniildiigiinde, devirli yaps,

diyagonal form elde edilene kadar bagint1 matrisine eksensel operasyonlar uygulanarak

elde edilebilir. Siitun operasyonlarinin yeterli oldugu agagidaki drnekte ;. siitun, ¢, ile

gosterilir.

Ornek 3.2.2. a,b,c,d iiretecleri ve
3a+9b-3c=0 , 4a+2b-2d =0



40

bagintilar1 ile verilen 4 abelyen grubunun kanonik parcalanmasmi bulalim. Simdi,

bagint1 matrisi agagidaki gibi indirgenebilir :

39 -3 0 39 -3 0

4 2 0 _2 (e =>¢+2¢4, ¢, ¢y +¢y) 4 0 0 0 _2

3000 3000

N

(cy=>¢y c4—cy) 0 2 0 0

N
(cy ¢y =3¢, c3>e3+¢ ¢4 >—¢4) 0 0 2

Boylece, iki iiretec, sirasiyla 3 ve 2 mertebeli devir gruplarna karsilik gelirken, diger iki
iiretec serbest kalmaktadir. O halde,

A=C,®C,®C,®C,
dir.



)
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