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  : Kompleks sayılar kümesi 

w   : Kompleks terimli diziler uzayı 
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(2)w   : Kompleks terimli çift diziler uzayı 

pl   : Kompleks terimli p  toplanabilir diziler uzayı 

l   : Kompleks terimli sınırlı diziler uzayı 

(2)

pl   : Kompleks terimli p  toplanabilir çift diziler uzayı 

(2)l   : Kompleks terimli sınırlı çift diziler uzayı  

(2)

0l                   : Reel terimli çift diziler uzayı  

 

 

 

 

  

 

 



x 

 

 

 



xi 

 

ORLICZ FONKSİYONUNA BAĞLI BAZI ÇİFT DİZİ UZAYLARI VE 

ÖZELLİKLERİ 

ÖZET 

Bu tezde Orlicz fonksiyonu kullanılarak oluşturulan bazı çift dizi uzayları tanıtıldı ve 

literatürde dizi uzayları için değerlendirilen başlıca özellikler incelendi. 

Bulgular kısmının birinci bölümünde M  Orlicz fonksiyonu kullanılarak 
2( , )m M   çift dizi uzayı tanımlandı ve bu uzayın  üzerindeki norm ile Banach uzayı 

olduğu gösterildi. Yine solidlik, monotonluk ve bazı kapsama özellikleri incelendi.  

İkinci bölümde M  Orlicz fonksiyonu, ( )ijklA a  sonsuz çift matrisi 

kullanılarak 2( , , )m M p  ve 2( , , , )m M A p  çift dizi uzayları tanımlandı ve bu 

uzayların solidlik, monotonluk  gibi bazı topolojik özellikleri gösterildi. Yine bazı 

kapsama özellikleri incelendi. 

Son bölümde M  Orlicz fonksiyonu kullanılarak (2)

MCes  çift dizi uzayı 

tanımlandı. Ayrıca bu uzayın bazı topolojik özellikleri gösterildi. 

Anahtar Kelimeler: Çift dizi; Solidlik; Monotonluk; Orlicz fonksiyonu; Cesaro-

Orlicz çift dizi uzayı. 

  



xii 

 



xiii 

 

SOME DOUBLE SEQUENCE SPACES AND THEIR PROPERTİES 

DEPENDING ON ORLICZ FUNCTION 

ABSTRACT 

In this thesis, some double sequence spaces created by using Orlicz function were 

introduced and the main features evaluated in the literature for sequence spaces were 

studied. 

 In the first part of the finding section, double sequence space  2 ,m M   was 

defined by using Orlicz function M  and it was shown that this space is a Banach 

space with its norm. Again, solidity, monotonity and some inclusion properties were 

examined. 

 In the second part, double sequence spaces  2 , ,m M p ,  2 , , ,m M A p  

were defined by using Orlicz function M  and infinity double matrice  ijklA a  and 

some topological properties of these spaces like solidity, monotonity were shown. 

Also, some inclusion properties of these spaces were examined. 

 In the last part, double sequence space (2)

MCes  was defined by using Orlicz 

function M . Also, some topological properties of this space were shown.  

Key Words: Double sequence; Solidity; Monotonity; Orlicz function; Double 

Cesaro-Orlicz sequence spaces. 
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1. GİRİŞ 

Her :x    fonksiyonuna bir kompleks çift dizi denir ve kısaca 
,( )k lx x  ile 

gösterilir. Bir 
,( )k lx x  çift dizisi verilsin. Eğer herhangi bir 0   verildiğinde her 

0,k l n  için 

,k lx a    

olacak şekilde bir 0n  doğal sayı bulunabiliyorsa 
,( )k lx x  çift dizisine a  

sayısına Pringsheim anlamında yakınsıyor, denir. Pringsheim anlamında yakınsaklık 

kavramı ilk olarak A. Pringsheim tarafından 1898 yılında “ Elementare theorie der 

unendliche doppelreihen “ çalışmasında tanımlandı. Daha sonra birçok yazar bazı çift 

dizi uzaylarını tanımladı ve bazı özelliklerini inceledi.  

 Sargent 1960 yılındaki “Some sequence spaces selated to the 
pl  spaces” adlı 

çalışmasında ( )m   dizi uzayını tanımladı ve bazı özelliklerini inceledi. Yine birçok 

yazar bu uzay ile ilgili bazı özellikleri inceledi ve bu uzayı kullanarak daha genel dizi 

uzaylarını çalıştı. 1 p   olmak üzere 
pCes  Cesaro dizi uzayları ilk defa 1968 

yılında “Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual problem section)” adlı 

çalışmada tanımlandı. Shiue 1970 yılındaki “On the cesaro sequence space” adlı 

çalışmada bu uzayların temel bazı özelliklerini inceledi. Yine birçok yazar Cesaro 

dizi uzayları ile ilgili bazı özellikleri inceledi. Lindenstrauss ve Tzafriri 1971 

yılındaki “On Orlicz sequence spaces” adlı çalışmada M  Orlicz fonksiyonunu 

kullanarak Ml  dizi uzayını tanımladı ve bu uzayın bazı özelliklerini inceledi. Daha 

sonra birçok yazar ( ) ve pm Ces  gibi bilinen bazı dizi uzaylarını ve Orlicz 

fonksiyonunu kullanarak daha genel dizi uzayları tanımladı ve bazı özelliklerini 

inceledi. Bu çalışmada, M  Orlicz fonksiyonu kullanılarak bazı çift dizi uzayları 

tanımlandı ve bu uzayların solidlik, monotonluk ve kapsama özellikleri gibi bazı 

özellikleri incelendi.  
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1.1. Literatür Özeti 

W. L. C. Sargent 1960 yılında yapmış olduğu “Some sequence spaces related to the 

pl  spaces” adlı çalışmasında 

( )
1

1
( ) ( ) ; supsup

s

k k nm
s ns

m x w x x


  


  

   
      
   

  

lineer uzayını tanımlamış, bu uzayın 
pl  dizi uzayları ve matris dönüşümleri ile 

ilişkisini incelemiştir. J. Lindenstrauss ve L. Tzafriri 1971 yılında yapmış oldukları 

“On orlicz sequence spaces” adlı çalışmada M  Orlicz fonksiyonu olmak üzere  

1

:  0,
k

M

k

x
l x w M







   
       
   


 

uzayını tanımlamış ve bazı özelliklerini incelemişlerdir. S. D. Parashar ve B. 

Choudhary 1994 yılında yapmış oldukları “ Sequence spaces sefined by Orlicz 

functions” adlı çalışmada Ml  uzayını  

 
1

( ) :  0,  

kp

k

M

k

x
l p x w M







   
       

   


 

uzayına genelleştirmiş ve bazı özelliklerini incelemiştir. Burada ( )kp p  pozitif reel 

sayıların sınırlı bir dizisidir. B. C. Tripathy ve M. Sen 2002 yılında yapmış oldukları 

“On a new class of sequences related to the 
p

 spaces” adlı çalışmada 

1

( , )
1

1
( , ) ( ) ; supsup

s

pp

k k nm p
s ns

m p x w x x


  


  

 
  

      
  

 

  

lineer uzayı tanımlanmış ve  bu uzayın bazı özelliklerini incelenmiştir. B. C. Tripathy 

ve S. Mahanta 2003 yılında yapmış oldukları “On a new class of sequences related to 

the 
p

 space defined by Orlicz functions” adlı çalışmada, M bir Orlicz fonksiyonu 

ve q  bir yarı norm olmak üzere  
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1

1
( , , ) ( ) :supsup , 0

s

n

k
s ns

x
m M q x x w M q

  

 
   

     
           

     
  

 lineer uzayını tanımlamıştır. 

 B. C. Tripathy ve S. Mahanta 2007 yılında yapmış oldukları “On a class of 

difference sequences related to the 
p

 space defined by Orlicz functions” adlı 

çalışmalarında Orlicz fonksiyonu ve fark dizileri yardımıyla ( , , )m M   fark dizi 

uzayını tanımlamıştır.  

             Y. Altun ve T. Bilgin 2009 yılında yapmış oldukları “A new class of 

sequences related to the 
p

 space defined by orlicz function” adlı  çalışmada Orlicz 

fonksiyonu ve matris dönüşümlerini kullanarak  

1

( )1
( , , , ) ( ) ; supsup , 0

i

s

p

i

i
s is

A x
m M A p x x w M

  

 
   

   
       

   
  

lineer uzayını tanımlamıştır.  

           K. Raj, S. K. Sharma, A. Gupta  ve A. Kumar 2011 yılında yapmış oldukları 

“A sequence space defined by a sequence of modulus functions” adlı çalışmada 

( )kF f  modülüs fonksiyon dizisi yardımı ile   

1

1

1
( , , ) ( ) ; supsup , 0

s

p p

k

i k
s ks

x
m F p x x w f

  

 
   

 
     

          
       

 

  

lineer uzayını tanımlamış ve bazı özelliklerini incelemiştir.  

             N. L. Braha 2011 yılında yapmış olduğu “New class of sequences related to 

the p  spaces defined by a sequences of Orlicz functions” adlı çalışmasında  Orlicz 

fonksiyonu, yarı-norm ve   dizileri yardımıyla   

     
,

( )1
( , , , ) ( ) ; lim 0, 0

n

s

p

n

i n
n

n Ps

x
m M q x x w M q

 

  
  

     
       

     

  
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lineer uzayını tanımlamış ve ayrıca bu uzayın bazı özellikleri incelemiştir. B. C. 

Tripathy ve S. Borgohain 2013 yılında yapmış oldukları “On a class of n-normed 

sequences related to the 
pl  space” adlı çalışmada p  toplanabilir dizi uzaylarıyla 

ilişkili n normlu  

  1 2 1
1

1
( ), ... ( ) ; supsup ( , ,..., , )

s

i n kn n
s ks

m x x w z z z x
  





  

 
     
 

  

lineer uzayını tanımlamıştır.    

 1 p   olmak üzere  

 0

1 1

1
: ( )

p
n

p

n k

Ces x l x k
n



 

   
     

   
   

uzayı ilk defa 1968 yılında “Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual problem 

section)” adlı çalışmada tanımlanmıştır. J. S. Shiue 1970 yılında yapmış olduğu “On 

the Cesaro sequence space” adlı çalışmada 
pCes  uzayının bazı temel özelliklerini 

incelemiştir. G. M. Leibowitz 1971 yılında yapmış olduğu “A note on the Cesaro 

sequence spaces” adlı çalışmada yine 
pCes  uzayının bazı özelliklerini incelemiştir. 

A. A. Jagers 1974 yılında yapmış olduğu “A note on Cesaro sequence spaces” adlı 

çalışmada 
pCes  uzayının dualini bulmuştur. S. K. Lim ve P. Y. Lee 1988 yılında 

yapmış oldukları “An Orlicz extension of Cesaro sequence spaces” adlı çalışmada 

M  Orlicz fonksiyonunu kullanarak 

 
0

1 1

1
: ( ) , 0

n

M

n k

Ces x l M x k
n

 


 

  
      

  
   

uzayı tanımlanmış ve duali bulunmuştur. 

Y. Cui ve R. Pluciennik 1997 yılında yapmış oldukları “Local uniform 

nonsquareness in Cesaro sequence spaces” adlı çalışmada pCes  uzayının lokal 

uniform nonsquareness özelliği incelenmiştir. Y. Cui ve arkadaşları 2005 yılında 

yapmış oldukları “Basic topological and geometric properties of Cesaro-Orlicz 

spaces” adlı çalışmada MCes  uzayının aşikar uzay olmaması için gerek ve şart 

verilmiştir. Ayrıca bu uzayın sıra süreklilik, kesin monotonluk, düzgün monotonluk 
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ve rotundity gibi bazı geometrik özellikleri incelenmiştir. D. Kubiak 2009 yılında 

yapmış olduğu “A note on Cesaro-Orlicz sequence spaces” adlı çalışmada Cesaro-

Orlicz uzayları arasındaki kapsama özellikleri vermiştir. Yine Orlicz fonksiyonunun 

2  koşulunu sağlaması durumunda bu uzayın bazı özellikleri gösterilmiştir. 
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2. GENEL BİLGİLER 

2.1. Temel Kavramlar  

Tanım 2.1.1. X  bir kompleks vektör uzay olsun ve . : X   fonksiyonu verilsin. 

Aşağıdaki koşulları sağlaması durumunda .  fonksiyonuna X  vektör uzayı üzerinde 

norm,  , .X  ikilisine de normlu uzay denir; 

a) 0 0,x x    

b) her  ve her x X    için ,x x   

c) her ,  ve x y X    için x y x y    (Maddox, 1970). 

Tanım 2.1.2.  , .X  normlu uzayı verilsin. Eğer bu uzaydaki her Cauchy dizisi yine 

bu uzaydaki bir elemana yakınsıyorsa  , .X  uzayına Banach uzayı denir (Maddox, 

1970). 

Teorem 2.1.3. 1 p   ve w  tüm kompleks dizilerin uzayını göstermek üzere  

1

( ) :
p

p k k

k

x x w x




 
     
 

  

lineer uzayı üzerindeki 

1

1

pp

k

k

x x




 
  
 
  

normu ile Banach uzayıdır. p   olması durumunda  

 ( ) :supk kx x w x      

lineer uzayı üzerindeki  
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sup k
k

x x  

normu ile Banach uzayıdır (Maddox, 1970). 

Tanım 2.1.4. ( )kp p  pozitif sayıların sınırlı bir dizisi olsun. sup kp H  ve 

 maks 1,M H  olmak üzere 

1

( ) ( ) : kp

k k

k

p x x w x




 
     
 

  

uzayı üzerindeki  

1

1

( , ) k
Mp

k k

k

d x y x y




 
  
 
  

fonksiyonu ile bir metrik uzaydır ( Maddox, 1970). 

Tanım 2.1.5. 0, ve c c  sırasıyla  sınırlı, yakınsak ve sıfıra yakınsayan dizi 

uzayları olsun. 1( ) ( )n n nx x x x       olmak üzere  

i)  ( ) ( );kx x x       

ii)  ( ) ( );kc x x x c      

iii)  0 0( ) ( );kc x x x c       

fark dizi uzayları 1x x x
 
    normu ile birer Banach uzaylarıdır 

(Kızmaz,1981).  

Tanım 2.1.6.   , sonlu elemanlı pozitif tam sayı kümelerinin ailesi olsun. Herhangi 

bir    verildiğinde  ( )nc   dizisi her n  için  

1 ,
( )

0 ,
n

n
c

n







 


 

şeklinde tanımlanır. s  herhangi bir pozitif tam sayı olmak üzere  
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1

( )n

n

c s




  

koşulunu sağlayan    elemanlarının uzayı s  ile gösterilir (Sargent, 1960). 

Tanım 2.1.7. Her pozitif n  tam sayısı için 1 1 10 ve  ( 1)n n n nn n            

koşullarını sağlayan ( )n  dizilerinin uzayı   ile gösterilir (Sargent, 1960).  

Tanım 2.1.8.   olmak üzere ( )m   lineer uzayı  

1

1
( ) ( ) :supsup

s

k n
s ns

m x x w x
  


  

   
       
   

  

ile tanımlanır. 

Bu lineer uzayın üzerindeki          

1

1
supsup

s

n
s ns

x x
    

 
  

 
  

normu ile  bir Banach uzayı olduğu biliniyor (Sargent, 1960). 

Tanım 2.1.9. ( )kx x  dizisinin yeniden düzenlenmiş dizilerinin kümesi ( )S x  olmak 

üzere ( )n   lineer uzayı 

( ) 1

( ) ( ) : supk n n
u S x n

n x x w u 


 

  
        

  
  

ile tanımlanır. Bu lineer uzayın üzerindeki  

( ) 1

sup n n
u S x n

x u 


 

 
  

 
  
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normu ile bir Banach uzayı olduğu biliniyor (Sargent, 1960). 

Tanım 2.1.10. ( )mnA a  bir sonsuz matris olsun. ( )ns s  dizisinin  ( )A s  matris 

dönüşümü   

1

m mn n

n

t a s




  

şeklinde tanımlanır (Petersen, 1966). 

Teorem 2.1.11. ( )mnA a  bir sonsuz matris olsun. Sınırlı dizilerin ( )A s  matris 

dönüşümünün var olması için gerek ve yeter koşul sıfıra yakınsayan dizilerin ( )A s

matris dönüşümünün var olmasıdır (Petersen, 1966). 

Teorem 2.1.12. Bir A  matrisinin sınırlı dizileri sınırlı dizilere dönüştürmesi için 

gerek ve yeter koşul sıfıra yakınsayan dizileri sınırlı dizilere dönüştürmesidir. Yine 

A  matrisinin her iki sınıftaki dizileri sınırlı dizilere dönüştürmesi için gerek ve yeter 

koşul  her m  için 

1

mn

n

a K




  

olacak şekilde 0K   sayısının var olmasıdır (Petersen, 1966). 

Teorem 2.1.13. ,    olmak üzere  ( ) ( ) ( ) ( )m m n n      olması için gerek 

ve yeter koşul  

1

sup s

s s





 
  

 
 

olmasıdır ( Sargent, 1960). 

Teorem 2.1.14. 

a) Her   için  1 ( )m     sağlanır. 

b)  1( ) ( )m n     olması için gerek ve yeter koşul  

lim s
s




   
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olmasıdır. 

c)  1( ) ( )m n    olması için gerek ve yeter koşul  

lim 0s

s s





 
 

 
 

olmasıdır (Sargent, 1960). 

Tanım 2.1.15. E  bir dizi uzayı ve herhangi ( )k kx E   olsun. Her k  için 

1ka   koşulunu sağlayan bütün ( )ka  skaler dizileri için ( )k kx a E  oluyorsa E  dizi 

uzayına Solid  (veya Normal) uzay denir (Esi, Acikgöz ve Esi, 2013). 

Tanım 2.1.16. E  bir dizi uzayı olsun. ( ) ,k  doğal sayılar kümesinin 

elemanlarının bir permutasyonu olmak üzere ( )kx E  olması 
( )( )kx E   olmasını 

gerektiriyorsa E  dizi uzayına simetriktir  denir (Esi, Acikgöz ve Esi, 2013). 

Tanım 2.1.17. : ( , )f a b    fonksiyonu için her , ( , ) ve 0 1x y a b     

olmak üzere  

 (1 ) (1 ) ( ) ( )f x y f x f y         

koşulu sağlanıyorsa f  fonksiyonuna ( , )a b  üzerinde konveks fonksiyon denir 

(Rudin, 1970). 

Tanım 2.1.18.    : 0, 0,M     fonksiyonu sürekli, azalmayan ve konveks bir 

fonksiyon olsun. Eğer (0) 0M  , 0 içinx   

 ( ) 0M x    

ve  

lim ( )
x

M x


   

koşulları sağlanıyorsa M  fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir. 
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( )t fonksiyonu azalmayan, 0t   için sağ sürekli, (0) 0  , 0t   için 

( ) 0t   ve lim ( )
t

t


   koşullarını sağlayan bir fonksiyon olmak üzere M  Orlicz 

fonksiyonu  her zaman 

0

( ) ( )

x

M x t dt   

biçiminde temsil edilebilir. Burada  ( )t  fonksiyonu  M   Orlicz fonksiyonunun 

çekirdeği olarak bilinir (Krasnosel’skii ve Rutickii,1961). 

Tanım 2.1.19. M  bir Orlicz fonksiyonu olsun. Eğer her 0t   için 

(2 ) ( )M t CM t  

olacak şekilde bir 0C   sayısı varsa M  Orlicz fonksiyonu 2 -koşulunu sağlıyor 

denir. 

Eğer M  Orlicz fonksiyonu  2  koşulunu sağlarsa 1l   sayısı ve her u  

pozitif sayısı için 

( ) . . ( )M lu K l M u  

olacak şekilde 0K   sayısı vardır (Krasnosel’skii ve Rutickii,1961). 

Tanım 2.1.20. M  bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bir M  lineer uzayı 

1

( ): , >0 
k

M k

k

x
x x M 







   
     
   

  

ile tanımlanır. Bu uzayın 

1

inf 0 : 1
k

k

x
x M







   
    

   
  

normu ile bir normlu uzay olduğu biliniyor.  Bu uzaya Orlicz dizi uzayı denir 

(Lindenstrauss ve Tzafriri, 1971). 
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Tanım 2.1.21. X  bir lineer uzay olsun ve :g X   fonksiyonu verilsin. 

Aşağıdaki koşulları sağlaması durumunda g  fonksiyonuna X  lineer uzayı üzerinde 

paranorm, ( , )X g  ikilisine de paranormlu uzay denir; 

a) (0) 0g  , 

b) Her x X  için ( ) ( )g x g x  , 

c) Her ,x y X  için ( ) ( ) ( )g x y g x g y   , 

d) ( )n  skaler dizi, ( )nx X  olmak üzere lim  ve limn n
n n

x x 
 

   olduğunda 

 lim 0n n
n

g x x 


   sağlanır (Maddox, 1970). 

Teorem 2.1.22. ( )kp  pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. Eğer  

0 inf supk k kh p p H p      ve  11,2HD maks   ise her k  ve ,k ka b   

için 

  k k kp p p

k k k ka b D a b    

eşitsizliği gerçekleşir (Raj, Jamwal ve Sharma, 2013). 

Tanım 2.1.23. X  vektör uzayı verilsin. Aşağıdaki koşulları sağlaması durumunda 

 : 0,X    fonksiyonuna X  vektör uzayı üzerinde modüler denir; 

a) ( ) 0x   olması için gerek ve yeter şart 0x   olmasıdır, 

b) Her x X  ve 1   koşulunu sağlayan her   için ( ) ( )x x   , 

c) Her ,x y X  ve 1    koşulunu sağlayan bütün ,    pozitif sayıları için  

 ( ) ( ) ( )x y x y        

sağlanır. 

 Eğer her ,x y X  ve 1    koşulunu sağlayan bütün ,    pozitif 

sayıları için 
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 ( ) ( ) ( )x y x y        

sağlanırsa   modüler fonksiyonuna konveks modüler denir (Musielak, 1983). 

Tanım 2.1.24. X  bir vektör uzayı ve  , X  uzayı üzerinde bir modüler olsun. Bu 

takdirde  

   
0

: lim 0X x X x


 


    

uzayına modüler uzay denir (Musielak, 1983). 

Teorem 2.1.25. X  bir reel vektör uzay ve  , X  reel uzayı üzerinde bir konveks 

modüler olsun. Bu takdirde  

 inf 0 : 1
x

x


 


  
    

  
 

şeklinde tanımlanan fonksiyon X   modüler uzayı üzerinde bir normdur. Bu norma 

Luxemburg normu denir (Musielak, 1983).  

Teorem 2.1.26. X   modüler uzayı verilsin. Bu takdirde aşağıdaki özellikler 

sağlanır; 

i) Herhangi 1 2,x x X   ve her 0   için    1 2x x     eşitsizliği sağlanırsa 

1 2x x
 
  eşitsizliği gerçeklenir. 

ii) Eğer 1x

  ise  x x


   olur (Musielak, 1983). 

Teorem 2.1.27. X  vektör uzayı üzerinde bir   modüleri ve  kx X   dizisi 

verilsin. x X   olmak üzere lim 0k
k

x x


    olması için gerek ve yeter koşul her 

0   sayısı için   lim 0k
k

x x 


   olmasıdır (Musielak, 1983).  

Teorem 2.1.28. ( , )X X    ile   üzerinde tanımlı, 
X

f     koşulunu sağlayan 

bütün  ölçülebilir kompleks değerli ( )f x  fonksiyonlarının uzayı gösterilsin. Eğer 

her n  için ,nf X ( ) 0nf x   ve hemen hemen her yerde ( ) ( )nf x f x  
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yakınsaması f X  ve n X X
f f  olmasını gerektiriyorsa X  uzayı, üzerindeki 

norm ile bir Banach uzayıdır (Luxemburg, 1955). 
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2.2. Çift Dizi Uzayları 

Tanım 2.2.1.  kümesinden   kompleks uzayına tanımlı her x  fonksiyonuna 

çift dizi denir  ve kısaca 
,( )k lx  ile gösterilir. Bütün kompleks terimli çift dizilerin 

uzayı (2)w  ile gösterilir. Buna göre  

 (2)

, ,( ) ; , ,  k l k lw x x k l x     

yazılır ve bu küme her (2),x y w  ve   için 
, , ,( ) ve ( )k l k l k lx x x y x y      

işlemleri altında bir lineer uzaydır (Apostol, 1974). 

Tanım 2.2.2. 
,( )k lx  bir çift dizi olsun. Eğer verilen keyfi bir 0   sayısı için her 

,k l n  olduğunda  

,k lx a    

olacak şekilde n  doğal sayısı varsa 
,( )k lx  çift dizisi a  sayısına Pringsheim 

anlamında yakınsaktır denir. Pringsheim yakınsak çift dizilerin uzayı (2)c  ile 

gösterilir (Apostol, 1974). 

Tanım 2.2.3. ( , ) ( , )k l p q    ve k p l q   olduğunda  

, ,k l p qx x  

 oluyorsa 
,( )k lx  çift dizisine azalmayan çift dizi denir (Apostol, 1974).  

Tanım 2.2.4. 
,( )k lx x  kompleks terimli bir çift dizi olmak üzere  

,
, 1

sup k l
k l

x


   

oluyorsa 
,( )k lx x  çift dizisine sınırlı çift dizi denir. 

Sınırlı çift dizilerin uzayı (2)


 ile gösterilir. Buna göre  

(2) (2)

, ,
, 1

( ) : supk l k l
k l

x x w x


 
     
 

 

şeklindedir (Moricz ve Rhoades, 1988). 
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Tanım 2.2.5. 
,( )k lx x  kompleks terimli bir çift dizi olsun. Eğer verilen her 0    

için , , ,k l p q N  olduğunda  

, ,k l p qx x    

olacak şekilde bir N  doğal sayısı varsa 
,( )k lx x  çift dizisine Cauchy dizisi denir   

(Burkill ve Burkill, 1980). 

Tanım 2.2.6. , ,

1 1

k l

k l i j

i j

S x
 

  kısmi toplamlar dizisinin Pringsheim anlamında 

yakınsak olması halinde ,

, 1

k l

k l

x




  kompleks terimli serisi yakınsaktır denir (Apostol, 

1974). 

Teorem 2.2.7. Her bir terimi sıfırdan farklı  ,k la  çift dizisi verilsin. Ayrıca 

,k l   iken  ,a a    olmak üzere 

 
, 1 1,

, ,

  ya da  
k l k l

k l k l

a a
a a

a a

 
   

olsun. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır; 

i) ,

, 1

k l

k l

a




  serisinin her bir satır ve sütun serisi mutlak yakınsak olmak üzere 1a   

veya 1a   ise ,

, 1

k l

k l

a




  serisi mutlak yakınsaktır, 

ii) Eğer 1 veya 1a a   ise ,

, 1

k l

k l

a




  serisi ıraksaktır (Limaye ve Zeltser, 2009). 

Teorem 2.2.8. Her bir terimi sıfırdan farklı  ,k la  çift dizisi verilsin. Aşağıdaki 

özellikler vardır; 

i) ,k l   iken  ,a a    olmak üzere 

 
, 1 1,

, ,

1   ve  1
k l k l

k l k l

a a
l a k a

a a

 
   
      

   
   

 

olsun. Bu takdirde  
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,

, 1

k l

k l

a




  serisinin her bir satır ve sütun serisi mutlak yakınsak ve 1 ve 1a a   ise 

,

, 1

k l

k l

a




  serisi mutlak yakınsaktır, 

ii) Eğer bazı k  sayıları için 
, 1

,

lim 1
k l

l
k l

a
l

a





 
 

 
 

 limiti var ve 1’ den küçük veya bazı 

 l sayıları için 
1,

,

lim 1
k l

k
k l

a
k

a





 
 

 
 

 limiti var ve 1’ den küçük ise ,

, 1

k l

k l

a




  serisi 

ıraksaktır (Limaye ve Zeltser, 2009). 

Örnek 2.2.9. 0   olmak üzere 
1

, 1

1

( )k l kl 






  serisi verilsin. ,k l   iken  

 
1 1

1 1

1 1

( ( 1)) (( 1) )
1  ve  1

1 1

( ) ( )

k l k l

kl kl

 

 

 

 

 
   

bulunur. Bu durumda Teorem 2.2.7 sonuç vermez. Yine  
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1,

1

1

2

2

1

( ( 1))
lim 1 lim 1

1 ( 1)

( )

1
1 1

1
lim

1

1 1
(1 ) 1

1 1
lim

1

1

k l l

l

l

lk l
l l

l

kl

l

l

l l

l

















 









 
   
    

   
 
 

  
      

   
     

    



 

 

bulunur. Benzer şekilde  
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1

,

1

1

(( 1) )
lim 1 1

1

( )

k l

k l
k

kl












 
 


   
 
 
 

 

olur. Ayrıca 
1

, 1

1

( )k l kl 






  serisinin her bir satır ve sütun serisi yakınsaktır. Böylece 

Teorem 2.2.8 i) gereğince 
1

, 1

1

( )k l kl 






  serisi mutlak yakınsaktır. 

Tanım 2.2.10. 1 p   olmak üzere (2)

p  çift dizi uzayı 

(2) (2)

, ,

1 1

( ) :
p

p k l k l

k l

x x w x
 

 

 
     
 

  

ile tanımlanır. Bu uzay 

1

,

1 1

pp

k l

k l

x x
 

 

 
  
 
  

normu ile bir Banach uzayıdır ( Apostol,1974). 

Tanım 2.2.11. Bir E  çift dizi uzayı verilsin ve bir (2)K    kümesi  

   (2)

1 2 1 2, : , , ... , ...i jK n k i j n n k k       

şeklinde tanımlansın.  E  çift dizi uzayının  (2)K  adım uzayı  

   (2)

(2) (2)

, ,:( ) , ( , )
i j

E

n k i j i jK
x w x E n k K      

biçiminde tanımlanır. Ayrıca  (2),( )
i j

E

n k K
x   olmak üzere  

(2)

,

, (2)

, ( , )

0 , ( , )

i j

i j

x i j K
b

i j K

 
 


 

 

çift dizisine ,( )
i jn kx   çift dizisinin kanonikal ön görüntüsü denir.  

 Eğer E  çift dizi uzayı tüm (2)K  adım uzaylarının kanonikal ön 

görüntülerini içeriyorsa E  çift dizi uzayına monoton uzay denir (Khan ve Tabassum, 

2011). 



20 

Teorem 2.2.12. Bir E  dizi uzayı solid uzay ise monoton uzaydır (Khan ve 

Tabassum, 2011). 

Tanım 2.2.13. Bir 
, , ,( )m n k lA a  kompleks sayıların dört boyutlu sonsuz matrisi ve 

(2)

,( )k lx x w   verilsin. Bu takdirde  Ax  matris dönüşümü  

 
, , , , ,

1 1

( )m n m n k l k l

k l

Ax a x
 

 

  

şeklinde tanımlanır ( Patterson, 2007).  

Tanım 2.2.14. Bir M  Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayıların sınırlı bir 
,( )k lp  çift 

dizisi verilsin. Bu takdirde 
,

(2) ( )
k lpl M  uzayı  

 

,

,

,(2) (2)

, 1

( ) : 0,

k l

k l

p

k l

p

k l

x
l M x w M







    
              

  

şeklinde tanımlanır ( Savaş ve Patterson, 2007 ). 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bulgular bölümünün birinci ve ikinci kısmında bahsedilen 2( , )m M  , 2( , , )m M p  

ve 2( , , , )m M A p  uzayları ve temel özellikleri Sargent (1960), Tripathy ve Mahanta 

(2003), Tripathy ve Sen (2002), Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Altun ve Bilgin 

(2009) çalışmalarındaki yöntemler kullanılarak incelendi. 

 Bulgular bölümünün son kısmında bahsedilen (2)

MCes  uzayı ve temel 

özellikleri Shiue (1970), Jagers (1974), Cui ve arkadaşları (2005), Kubiak (2009) 

çalışmalarındaki yöntemler kullanılarak incelendi. 
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4. BULGULAR VE TARTIŞMA 

4.1. 2( , )m M   Uzayı ve Bazı Topolojik Özellikleri 

Tanım 4.1.1. Eleman sayıları sırasıyla en fazla ve s t  olan 1 2 ve     alt 

kümeleri ile elde edilen 1 2       alt kümelerinin ailesi 
,s t  ile gösterilir. 

Yine  

 
1, , , 1 ,( 1)  ve  ( 1)k l k l k l k lk k l l         

koşullarını sağlayan azalmayan, pozitif  ,k l  çift reel dizilerinin ailesi (2)  ile  

gösterilir. 

Tanım 4.1.2. Bir M  Orlicz fonksiyonu ve   (2)

,k l    dizisi verilsin. O zaman 

2( , )m M   kümesi 

 
1 2

1 2 ,

,2 (2)

( , ) (1,1)
,

1
( , ) : 0,  sup

s t

i j

s t i js t

x
m M x w M

 
  

 
   

 

 
  
       
 

  
 

  

şeklinde tanımlıdır. 

Teorem 4.1.3. 
2( , )m M   kümesi  üzerinde çift dizilerin bilinen toplama ve 

skalerle çarpma işlemlerine göre bir vektör uzayıdır. 

İspat.  2, ( , ) ve , 0x y m M       verilsin. Bu takdirde  

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 1

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

                                                               (4.1) 

ve  

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 2

1
sup

s t

i j

s t i js t

y
M

 
  

   
 

 
   
 
 

                                                                  (4.2) 

olacak şekilde 1 2 ve    pozitif sayıları vardır.  3 1 2maks 2 ,2      şeklinde 

tanımlansın. M  Orlicz fonksiyonunun azalmayan ve konveks olması  kullanılırsa 
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1 2 1 2

, , , ,

3 3 3

i j i j i j i j

i j i j

x y x y
M M

   

   

     

   
    
   
   

    

                                          
1 2

1 2

, ,

1 2

, ,

1 2

2 2

2 2

i j i j

i j

i j i j

i j

x y
M

x y
M

 

 

 

   

 

 

 

 
  
 
 

 
  
 
 





 

                                          
1 2 1 2

1 2 1 2

, ,

1 2

, ,

1 2

1 1

2 2

i j i j

i j i j

i j i j

i j i j

x y
M M

x y
M M

   

   

 

 

   

   

   
    
   
   

   
    
   
   

 

 

 

bulunur. Bu son eşitsizlik ve (4.1), (4.2) ifadeleri kullanılırsa 2( , )x y m M     

elde edilir. Böylece 2( , )m M   uzayı (2)w  çift dizi uzayının alt uzayıdır. 

Teorem 4.1.4. 2( , )m M   uzayı herhangi bir 2( , )x m M   için 

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
inf 0 : sup 1

s t

i j

s t i js t

x
x M

 
  


   

 

 
  
    
 

  
 

  

şeklinde tanımlı .  fonksiyonu ile bir normlu uzaydır. 

İspat.  

a)  Herhangi 2( , )x m M   için tanım gereğince 0x   olduğu görülür. 

b)  Eğer 0x   ise her 0   için (0) 0M   olduğundan  0x   elde edilir.  

 Tersine 0x   olsun. Bu takdirde M  Orlicz fonksiyonu azalmayan bir 

fonksiyon olduğundan 

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup 1

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
  
 
 

  

eşitsizliği bütün 0   sayıları için sağlanır. Buradan her bir ( , )i j    ve her 

0   sayısı için 

 
,

1,1

i jx
M 



 
  
 
 
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olur. En az bir 0 0( , )i j    için 
0 0, 0i jx   olsun. M  Orlicz fonksiyonu azalmayan 

bir fonksiyon ve lim ( )
u

M u


   olduğundan her  ,u a   için 
1,1( )M u   olacak 

şekilde 0a   sayısı vardır. Eğer 0 0,

1

i jx

a
   ise   0 0,

1

,
i jx

a


   olur. Böylece 

0 0,

1,1

1

i jx
M 



 
  
 
 

 bulunur. Bu ise her bir ( , )i j    ve her   pozitif sayısı için 

 
,

1,1

i jx
M 



 
  
 
 

 

olması ile çelişir. Dolayısıyla her ( , )i j    için 
, 0i jx  olur. Buradan 0x   elde 

edilir.  

c)  Herhangi bir 2( , )x m M   ve   verilsin. Eğer 0   ise x x   olduğu 

kolayca görülür. 0   olsun. Bu takdirde 1





  olmak üzere 

 

1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

,

( , ) (1,1)
,

1
( , ) (1,1)

,

1
inf 0 : sup 1

1
inf 0 : sup 1

1
inf 0 : sup

s t

s t

s t

i j

s t i js t

i j

s t i js t

i

s t
s t

x
x M

x
M

x
M

 
  

 
  

  


 

 






 


  
 

  
 



 

 
  
    
 

  
 

  
  
     

  
    

 





1 2

,

1

1
j

i j

x

  



 

 
  
   
 

  
 





 

elde edilir. 

d)  Herhangi 2, ( , )x y m M   verilsin. Bu takdirde  

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M K

 
  

   
 

 
  

 
 

  ve 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

y
M K

 
  

   
 

 
  

 
 

  

olacak şekilde 0, 0    , 1 ve 1K K    reel sayıları vardır. 1 K    olsun. 

M  Orlicz fonksiyonu konveks ve 
1

0 1
K

 


 olduğundan   
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1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

1 2

1 2 ,

, ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, 1 ,

,

( , ) (1,1)
,

1 1
sup sup

1 1
sup

1
1

s t s t

s t

i j i j

s t s ti j i js t s t

i j

s t i js t

x x
M M

K

x
M

K

K
K

   
     

 
  

   

 

    
   

  
 

   
   
    
   

 
 
  
 

 


 

  

elde edilir. Benzer şekilde 2 K    seçilirse 

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 2

1
sup 1

s t

i j

s t i js t

y
M

 
  

   
 

 
  
 
 

  

bulunur. Şimdi 3 1 2     olsun. Bu takdirde 

         

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

1 2

1 2 ,

, , , ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, 3 , 1 2

, ,

( , ) (1,1)
, 1 2 1 2

1

1 2

1 1
sup sup

1
sup

su

s t s t

s t

i j i j i j i j

s t s ti j i js t s t

i j i j

s t i js t

x y x y
M M

x y
M

   
     

 
  

    

    



 

    
   

  
 

    
   
   
   

 
  
  
 




 



1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 1

,2

( , ) (1,1)
1 2 , 2

1 2

1 2 1 2

1
p

1
sup

1

s t

s t

i j

s t i js t

i j

s t i js t

x
M

y
M

 
  

 
  

 



   

 

   

  
 

  
 

 
 
 
 

 
 
 
 

  
 





 

bulunur. Böylece 1 2 3,  ve     sayıları pozitif olduğundan  

1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

, ,

3
( , ) (1,1)

, 3

,

1
( , ) (1,1)

, 1

1
inf 0 : sup 1

1
inf 0 : sup 1

s t

s t

i j i j

s t i js t

i j

s t i js t

x y
x y M

x
M

 
  

 
  


 


 

  
 

  
 

 
  
     
 

  
 

 
  
    
 

  
 





 

            
1 2

1 2 ,

,

2
( , ) (1,1)

, 2

1
inf 0 : sup 1

s t

i j

s t i js t

y
M x y

 
  


   

 

 
  
      
 

  
 

  
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elde edilir. 

Teorem 4.1.5. 2( , )m M   uzayı üzerindeki norm ile bir Banach uzayıdır. 

İspat. 2( , )m M   uzayında keyfi bir Cauchy dizisi  ( )kx  olsun.  Bu takdirde  her bir 

,k l  için  

 
1 2

1 2 ,

( ) ( )

, ,

( ) ( )
( , ) (1,1)

,

1
sup 1

s t

k l

i j i j

k l
s t i js t

x x
M

x x 
  

  
 

 
  
 
 

                                                        

yazılır. Böylece her ,k l ve bir ( , )i j    için  

 

( ) ( )

, ,

1,1( ) ( )

k l

i j i j

k l

x x
M

x x


 
  
 
 

                                                                                 (4.3) 

bulunur. M  Orlicz fonksiyonunun tanımından dolayı 

  1,1 0M x                                                                                                  (4.4) 

olacak şekilde 0 1x   sayısı vardır.  ( )kx  bir Cauchy dizisi olduğundan her 0,k l n  

olduğunda  

 ( ) ( )

0

k lx x
x


                                                                                             (4.5) 

olacak şekilde 0n  doğal sayısı vardır. Böylece (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadeleri 

kullanılırsa her 0,k l n  ve  ( , )i j    için 

 

( ) ( )

, ,

1,1 0( ) ( )
( )

k l

i j i j

k l

x x
M M x

x x


 
   
 
 

 

olur ve buradan  

( ) ( ) ( ) ( )

, , 0

k l k l

i j i jx x x x x



  


                                                                                              

bulunur. Bu takdirde  ( )

,

k

i jx  dizisi her bir ( , )i j    için  kompleks sayılar 

uzayında bir Cauchy dizisidir. Böylece her bir ( , )i j    için k   iken 

( )

, , 0k

i j i jx x   olacak şekilde ,i jx   vardır. Bu şekilde bir  ,i jx x  kompleks 

sayı dizisi tanımlanır. M  Orlicz fonksiyonunun sürekli olduğu kullanılırsa, her 

0k n  olduğunda ve l   iken  
0

( ) ( )

0
,

sup k l

k l n

x x


   için 
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1 2

1 2 ,

( )

, ,

( , ) (1,1)
, 0

1
sup 1

s t

k

i j i j

s t i js t

x x
M

 
  

   
 

 
  
 
 

  

olur. Böylece  her 0k n  için 

 

1 2

1 2 ,

0

( )

, ,( )

( , ) (1,1)
,

( ) ( )

0
,

0

1
inf 0 : sup 1

sup

s t

k

i j i jk

s t i js t

k l

k l n

x x
x x M

x x

x

 
  


 






  
 



 
  
     
   

 

  

 



 

elde edilir. Ayrıca  0( ) 2

, ( , )
n

i jx m M   olduğundan  

 

0

1 2

1 2 ,

( )

,

( , ) (1,1)
, 1

1
sup

s t

n

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 1 0   sayısı vardır. 2 0 1     olsun. Bu takdirde  

 
   

0 0

1 2 1 2

0 0

1 2

0 0

1 2

( ) ( )

, , ,,

, 2 , 2

( ) ( )

, , ,

, 0 1 0 1

( ) ( )

0 , , 1 ,

, 0 1 0 0 1 1

1 1

1

1

n n

i j i j i ji j

i j i js t s t

n n

i j i j i j

i js t

n n

i j i j i j

i js t

x x xx
M M

x x x
M

x x x
M

   

 

 

   

    

 

      

   

 

 

    
   

   
   

 
  
  
 

 
  
  
 

 





 

 

0

1 2

0

1 2

( )

, ,0

0 1 , 0

( )

,1

0 1 , 1

1

1

n

i j i j

i js t

n

i j

i js t

x x
M

x
M

 

 



   



   

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 







 

bulunur. Böylece 2( , )x m M   olur. 

Teorem 4.1.6. 2( , )m M   solid uzaydır. 

İspat. Her ,i j  için 
, 1i j   koşulunu sağlayan  ,i j   dizisi ve 

  2

, ( , )i jy y m M    dizisi verilsin. Bu takdirde  
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1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

y
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 0   sayısı vardır. Buna göre  

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

, , , ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, ,

1 1
sup sup

s t s t

i j i j i j i j

s t s ti j i js t s t

y y
M M

   
     

 

       
   

   
   
   
   

   

                                                  
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

y
M

 
  

   
 

 
 
 
 

 


 

bulunur. Böylece   2

, , ( , )i j i jy y m M     olur, dolayısıyla 2( , )m M   uzayının 

solid uzay olduğu elde edilir. 

Sonuç 4.1.7. 2( , )m M   monoton uzaydır. 

Teorem 4.1.8. 
2( , )m M   simetrik uzaydır. 

İspat.   2

, ( , )i jx m M   dizisi verilsin ve  ,i jy ,  ,i jx  dizisinin bir yeniden 

düzenlenmiş dizisi olsun. Bu takdirde her bir ( , )i j    için  
, ,i ii j m ny x  olacak 

şekilde ( , )i jm n    vardır. Böylece  

 

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

1 2

1 2 ,

,,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, ,

,

( , ) (1,1)
,

1 1
sup sup

1
sup

i j

s t s t

s t

m ni j

s t s ti j i js t s t

i j

s t i js t

xy
M M

x
M

   
     

 
  

   

 

    
   

  
 

  
   

   
   

 
 
 
 

 

 

  

bulunur. Bu ise   2

, ( , )i jy m M   olduğunu gösterir. 

Teorem 4.1.9. (2),    verilsin. Bu takdirde 2 2( , ) ( , )m M m M   olması için 

gerek ve yeter koşul 
,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t





 
   

 

 olmasıdır.  

İspat. 2 2( , ) ( , )m M m M   olsun ve her ( , ) (1,1)s t   için 
,

,

,

s t

s t

s t





  şeklinde 

tanımlansın. Eğer ,
( , ) (1,1)

sup s t
s t




   ise bu taktirde ,lim
i is t

i



   olacak şekilde en az 



30 

bir  ,i is t  alt dizisi vardır. Bu ise her 0K   için 0m m  olduğunda  
,m ms t K 

olacak şekilde 0m   var demektir. Bu takdirde  

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

, ,

,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1)

, ,

1 1
sup sup

s t s t

i j i j

s t
s t s ti j i js t s t

x x
M M

   
     


       

   

   
   
   
   

   

                                             
0

1 2

1 2 ,

,

,

,

1
sup

m m

m m

s tm m

i j

s t
m m i js t

x
M

 
  


   

 

 
 
 
 

  

                                                  
0

1 2

1 2 ,

,

,

1
sup

m m

s tm m

i j

m m i js t

x
K M

 
  

   
 

 
 
 
 

  

Olur. Ayrıca 0m m  ve 
1 2 ,m ms t     olmak üzere  

1 2

,

,m m

i j

s t

i j

x
M

 


 

 
  
 
 

  

koşulunu sağlayan   2

, ( , )i jx x m M    seçildiğinde 

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M K

 
  

   
 

 
  
 
 

  

bulunur. Bu ise   2

, ( , )i jx x m M    çelişkisini verir. Böylece 
,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t





 
   

 

 

elde edilir. 

 Tersine 
,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t

K




 
    

 

 olsun. Buradan her ( , ) (1,1)s t   için 

, ,s t s tK   yazılır. Herhangi bir    2

, ( , )i jx x m M    verilsin. Bu takdirde  

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 0   reel sayısı vardır. Böylece  

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

, ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, ,

1 1
sup sup

s t s t

i j i j

s t s ti j i js t s t

x x
M M

K    
     

       
   

   
   
   
   

 

 
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bulunur. Bu ise   2

, ( , )i jx x m M    olduğunu gösterir. 

Sonuç 4.1.10. 2 2( , ) ( , )m M m M   olması için gerek ve yeter koşul 

1

, ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1), ,

sup  ve sup
s t s t

s t s ts t s t

 

 



 

   
         

   

 olmasıdır. 

Teorem 4.1.11. 1 2,  ve M M M  fonksiyonları 2  koşulunu sağlayan Orlicz 

fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

a) 2 2

1 1( , ) ( , )m M m M M  , 

b) 2 2 2

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )m M m M m M M     . 

İspat.  

a) Herhangi bir   2

, 1( , )k lx x m M    verilsin. Buradan  

 
1 2

1 2 ,

,

1
( , ) (1,1)

,

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 0   reel sayısı vardır.  

 M  Orlicz fonksiyonu 0x   noktasında sağ sürekli olduğundan keyfi her 

0   için 0 t    olduğunda ( )M t   olacak şekilde (0,1)   sayısı seçilebilir. 

,

, 1

i j

i j

x
y M



 
 
 
 

 şeklinde tanımlansın. Böylece  

1 2

1 2 1 2

, , ,

( , ) ( , )

( ) ( ) ( )
ij ij

i j i j i j
y yi j

i j i j

M y M y M y
  

   

  

   

     

yazılabilir. 

 M  Orlicz fonksiyonu ve , 1i jy    olduğunda 

, , ,( ) (1) (2)
ij ij ij

i j i j i j

y y y

M y y M M y
    

                                                       (4.6) 

bulunur. Yine ,i jy   için 
,

1
i jy


  ve M  Orlicz fonksiyonu 2  koşulunu 

sağladığından 

, ,

,

21 1
( ) 1 (2)

2 2

i j i j

i j

y y
M y M M M

 

   
      

   
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, ,

,

2 21 1

2 2

(2)

i j i j

i j

y y
M M

y
T M

 



   
    

   



 

olacak şekilde 0T   sayısı vardır. Böylece  

,

, ,

(2)
( ) (2)

ij ij ij

i j

i j i j

y y y

y M
M y T M T y

     

                                              (4.7) 

olur.  

 (4.6) ve (4.7) bağıntıları kullanılırsa 

 
1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

1 2

1 2 ,

,

1 ,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1)

, ,

,
( , ) (1,1)

,

1 1
sup sup

1
(2) sup

s t s t

s t

i j

i j
s t s ti j i js t s t

i j
s t i js t

x
M M M y

M y

   
     

 
  

  



    
   

  
 

  
   

  
  



 



 

                                           

1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

,
( , ) (1,1)

,

,

1
( , ) (1,1)

,

,

1
( , ) (1,1)

,

(2) 1
sup

1
(2) sup

(2) 1
sup

s t

s t

s t

i j
s t i js t

i j

s t i js t

i j

s t i js t

M
T y

x
M M

xM
T M

 
  

 
  

 
  

 

 

  

  
 

  
 

  
 



 
 
 
 

 
 
 
 

 







 

elde edilir. Bu ise  2

1( , )x m M M   olduğunu gösterir. 

b) Herhangi bir   2 2

, 1 2( , ) ( , )i jx x m M m M     verilsin. Bu takdirde  

 
1 2

1 2 ,

,

1
( , ) (1,1)

, 1

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

ve 

 
1 2

1 2 ,

,

2
( , ) (1,1)

, 2

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 1 2 ve    pozitif reel sayıları vardır.  3 1 2,maks    şeklinde 

tanımlansın. Bu takdirde 
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1 2

1 2 ,

,

1 2
( , ) (1,1)

, 3

1
sup ( )

s t

i j

s t i js t

x
M M

 
  

   
 

 
  
 
 


1 2

1 2 ,

, ,

1 2
( , ) (1,1)

, 3 3

1
sup

s t

i j i j

s t i js t

x x
M M

 
  

    
 

     
    
   

     

                                   

                                                         
1 2

1 2 ,

, ,

1 2
( , ) (1,1)

, 1 2

1
sup

s t

i j i j

s t i js t

x x
M M

 
  

    
 

     
     
   

     

                                          

                                              

1 2

1 2 ,

1 2

1 2 ,

,

1
( , ) (1,1)

, 1

,

2
( , ) (1,1)

, 2

1
sup

1
sup

s t

s t

i j

s t i js t

i j

s t i js t

x
M

x
M

 
  

 
  

 

 

  
 

  
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 



  

bulunur. Böylece  2

1 2( , )x m M M    elde edilir. 

Teorem 4.1.12. Her (2)  için aşağıdaki özellikler sağlanır; 

a) (2) 2 (2)

1 ( ) ( , ) ( )l M m M l M   , 

b) 
(2) 2

1 ,
( , ) (1,1)

( ) ( , ) sup s t
s t

l M m M  


   , 

c) 
,2 (2)

( , ) (1,1)

( , ) ( ) sup 0.
.

s t

s t

m M l M
s t


 



    

İspat: a) Herhangi bir   (2)

, 1 ( )i jx x l M   verilsin. Bu takdirde 

 
,

, 1

i j

i j

x
M







 
 
 
 

  

olacak şekilde 0   sayısı vardır. Bir B  kümesi aşağıdaki gibi tanımlansın; 

 
1 2

,

1 2 ,

,

1
: ( , ) (1,1),

i j

s t

i js t

x
B M s t

 

  
  

   
     
 

   

 . 

 ,s t  çift dizisi azalmayan olduğundan 
,

1

s t

  
 
  

 çift dizisi artmayandır. Böylece her 

b B  için 

 
,

, 11,1

1 i j

i j

x
b M

 





 
 
 
 

  

yazılır. Buradan da  
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,

1,1

, 1

.sup
i j

i j

x
B M







 
   
 
 

   

bulunur. Böylece 2( , )x m M   elde edilir.  

 Yine   2

, ( , )i jx x m M    verilsin. Bu takdirde  

 
1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

s t

i j

s t i js t

x
M

 
  

   
 

 
   
 
 

  

olacak şekilde 0   reel sayısı vardır. Böylece her ( , )i j    için 

 1 2

1 2 ,

, ,

1,1
( , ) (1,1)

,

1
sup

s t

i j i j

s t i js t

x x
M M

 
  


    

 

   
   
   
   

 


 

olur. Buradan da (2) ( )x l M  elde edilir. 

b) (2) 2

1 ( ) ( , )l M m M  olsun. Eğer her ( , )s t    için 
, 1s t   alınırsa  

(2) 2

1 ( ) ( , )l M m M  olur. Bu takdirde 2 2( , ) ( , )m M m M   olacağından Teorem 

4.1.9’ den  

 
,

,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1) ,

sup sup
s t

s t
s t s t s t




 

    

elde edilir. 

Tersine, ,
( , ) (1,1)

sup s t
s t




   olsun. Eğer her ( , )s t    için 
, 1s t   alınırsa

(2) 2

1 ( ) ( , )l M m M  olacağından Teorem 4.1.9 gereğince          

2 (2)

1( , ) ( )m M l M   

bulunur. a) şıkkından dolayı (2) 2

1 ( ) ( , )l M m M  olduğundan istenen elde edilir. 

c) Her ( , )s t    için , .s t s t   alınırsa (2) 2( ) ( , )l M m M    olur. Gerçekten 

(2) ( )x l M  ise her 1 2 ,( , ) (1,1) ve s ts t       için 

 
1 2

, ,

( , )

1 1
. . sup

. .

i j i j

i ji j

x x
M s t M

s t s t     

   
     
   
   

  

olacak şekilde  0   reel sayısı vardır. Buradan 2( , )x m M   olduğu yani 

(2) 2( ) ( , )l M m M   kapsaması bulunur. a) şıkkından dolayı da ters kapsama vardır.  
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Şimdi 2 (2)( , ) ( )m M l M   olsun. Bu takdirde 2 2( , ) ( , )m M m M    

olur. Teorem 4.1.9 gereğince 
( , ) (1,1) ,

.
sup

s t s t

s t



   ve 
,

( , ) (1,1)

sup
.

s t

s t s t





   olur. Böylece 

,

( , ) (1,1)

sup 0
.

s t

s t s t





  elde edilir.  

 Tersine, 
,

( , ) (1,1)

sup 0
.

s t

s t s t





  olsun. Bu takdirde 
( , ) (1,1) ,

.
sup

s t s t

s t



   olur ve Teorem 

4.1.9 kullanılırsa  

 2 (2) 2( , ) ( ) ( , )m M l M m M    

bulunur. Ayrıca  a) şıkkından 2 (2)( , ) ( )m M l M   kapsaması vardır. Böylece 

2 (2)( , ) ( )m M l M   elde edilir. 
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4.2. 2( , , )m M p  ve 
2( , , , )m M A p  Uzayları ve Bazı Topolojik Özellikleri 

Tanım 4.2.1. Eleman sayıları sırasıyla en fazla ve s t  olan 1 2 ve     alt 

kümeleri ile elde edilen 1 2       alt kümelerinin ailesi 
,s t  ile gösterilir. 

Yine  

 
1, , , 1 ,( 1)  ve ( 1)k l k l k l k lk k l l         

koşullarını sağlayan azalmayan, pozitif  ,k l  çift dizilerinin ailesi (2)  ile  

gösterilir.  

Tanım 4.2.2. Bir M  Orlicz fonksiyonu ve   (2)

,k l    dizisi verilsin. O zaman 

 ijp  sınırlı bir pozitif reel sayı dizisi olmak üzere 2( , , )m M p  kümesi 

       

,

1 2

1 2 ,

,2 2

( , ) (1,1)
,

1
( , , ) : 0,  sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

x
m M p x w M

 
  

 
   

 

      
         
 

      

  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.2.3.  Bir M  Orlicz fonksiyonu ve   (2)

,k l    dizisi verilsin.  ijklA a  

bir sonsuz çift matris ve  ,i jp  sınırlı bir pozitif reel sayı dizi olmak üzere 

2( , , , )m M A p  kümesi 

       

,

1 2

1 2 ,

,2 2

( , ) (1,1)
,

( )1
( , , , ) : 0,  sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
m M A p x w M

 
  

 
   

 

      
         
 

      

  

şeklinde tanımlanır. 

Tanım 4.2.4. Bir M  Orlicz fonksiyonu verilsin.  ijklA a  bir sonsuz çift matris ve 

 ,i jp  sınırlı bir pozitif reel sayı dizi olmak üzere (2) ( , , )l M A p  ve (2) ( , , )l M A   

kümeleri 

 

,

,(2) 2

, 1

( )
( , , ) : 0,  

i jp

i j

i j

A x
l M A p x w M







      
         
 

      

  

ve 
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,

,(2) 2

( , )

( )
( , , ) : 0,  sup

i jp

i j

i j

A x
l M A x w M

 

      
          
 

      

 

şeklinde tanımlanırlar. 

Teorem 4.2.5. 
2( , , , )m M A p kümesi  üzerinde çift dizilerin bilinen toplama ve 

skalerle çarpma işlemine göre bir vektör uzayıdır. 

İspat.  2, ( , , , ) ve , 0x y m M A p      verilsin. Bu takdirde  

 

,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 1

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

                                                 (4.8) 

ve  

 

,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
, 2

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A y
M

 
  

   
 

   
    
 

   

                                                    (4.9) 

olacak şekilde 1 2 ve    pozitif sayıları vardır.  3 1 2maks 2 ,2      ve 

,
,

sup i j
i j

H p


  olsun. M  Orlicz fonksiyonunun azalmayan, konveks fonksiyon olması 

ve Teorem 2.1.20  kullanılırsa 

 

, ,

1 2 1 2

, , ,

3 3 3

( ) ( ) ( )
i j i jp p

i j i j i j

i j i j

A x y A x A y
M M

   

   

     

         
       
   

         

    

                                                 

,

1 2

,

1 2

, ,

1 2

, ,

1 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

2 2

i j

i j

p

i j i j

i j

p

i j i j

i j

A x A y
M

A x A y
M

 

 

 

   

 

 

 

   
   
 

   

   
   
 

   





 

                                                 

,

1 2

, ,

1 2

( ) ( )1 1

2 2

i jp

i j i j

i j

A x A y
M M

    

     
     
   

     

  

                                                           
,

,

1 2

,1

1

( )1
1,2

2

i j

i j

p
p

i jH

i j

A x
maks M

  



 

                

  
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,

,

2

( )
i jp

i jA y
M



   
   

      

 

 

 

, ,

1 2

, ,

1 2 1 2

, ,1

1 2

, ,1

1 2

( ) ( )
1,2

( ) ( )
1,2

i j i j

i j i j

p p

i j i jH

i j

p p

i j i jH

i j i j

A x A y
maks M M

A x A y
maks M M

 

   

 

 



 



   

        
        

              

        
        

              



 

 

bulunur. Bu son eşitsizlik ve (4.8), (4.9) ifadeleri kullanılırsa 

2( , , , )x y m M A p     elde edilir. Böylece 2( , , , )m M A p uzayı (2)w  çift dizi 

uzayının alt uzayıdır. 

Teoerm 4.2.6. 
2( , , )m M p  kümesi  üzerinde çift dizilerin bilinen toplama ve 

skalerle çarpma işlemine göre bir vektör uzayıdır. 

İspat.  Her , , ,m n k l  için 

, , ,

1 , ( , ) ( , )

0 , ( , ) ( , )
m n k l

m n k l
a

m n k l


 


 

olmak üzere  mnklA a  sonsuz çift matrisi alınırsa 2 2( , , , ) ( , , )m M A p m M p   

olur. Böylece  Teorem 4.2.5’ ten 2( , , )m M p  uzayı (2)w  çift dizi uzayının alt 

uzayıdır.  

Teorem 4.2.7. 
(2) ( , , )l M A p  ve (2) ( , , )l M A   kümeleri  kompleks sayılar cismi 

üzerinde vektör uzaylarıdır. 

İspat. Herhangi  (2), ( , , ) ve , 0x y l M A p      verilsin. Bu takdirde 

 
1 1 1

( )
ijp

ij

i j

A x
M



 

 

   
    
 

   

   

ve  

 
1 1 2

( )
ijp

ij

i j

A y
M



 

 

   
    
 

   

  
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olacak şekilde 1 2 ve    pozitif sayıları vardır.  3 1 2maks 2 ,2      ve 

,
,

sup i j
i j

H p


  şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  Teorem 4.2.5’ te yapılan işlemler 

benzer şekilde yapılırsa 

    

,

,

1 1 3

( )
i jp

i j

i j

A x y
M

 



 

 

   
  
 

   

  

   

,

, ,

1 1 3 3

( ) ( )
i jp

i j i j

i j

A x A y
M

 

 

 

 

   
   
 

   

  

   

 

,

,

, ,

,

, ,

1 1 1 2

, ,

1 1 1 2

, ,1

1 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )

2 2

( ) ( )1
1,2

2

i j

i j

i j i j

i j

p

i j i j

i j

p

i j i j

i j

p p
p

i j i jH

A x A y
M

A x A y
M

A x A y
maks M M

 

   

 

 

 

 

 

 



   
   
 

   

   
   
 

   

                               





 

 

, ,

, ,

1 1

, ,1

1 1 1 2

, ,1

1 1 1 11 2

( ) ( )
1,2

( ) ( )
1,2

i j i j

i j i j

i j

p p

i j i jH

i j

p p

i j i jH

i j i j

A x A y
maks M M

A x A y
maks M M

 

 

 

 

 


 

  


   


 


 
 

        
        

              

      
       

      
      





 


 
 
 
 
 

 



 

bulunur. Buradan  (2) ( , , )x y l M A p    elde edilir. Böylece (2) ( , , )l M A p  uzayı 

(2)w  çift dizi uzayının alt uzayıdır. 

 Benzer şekilde  (2) ( , , )l M A   kümesinin  kompleks sayılar cismi üzerinde 

vektör uzayı olduğu görülür. 

Teorem 4.2.8.  maks 1,R H  olmak üzere 
2( , , , )m M A p  uzayı  

,

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

( )1
( ) inf : sup 1, ,

i j

q r

s t

p R
p

i j
R

s t i js t

A x
g x M q r

 
  


   

 

 
        

        
         

  

fonksiyonu ile bir paranormlu uzaydır. 
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İspat.  

a) Herhangi bir 2( , , , )x m M A p  için ( ) ( )g x g x   olduğu kolayca görülür. 

b) 0 ise x 
, (0) 0 ve (0) 0i jA M   olduğundan ( ) 0g x   elde edilir. 

c) 2, ( , , , )x y m M A p   elemanları için  

 

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
, 1

( )1
sup 1

i j

s t

p R

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

     
     

     

  

ve 

 

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
, 2

( )1
sup 1

i j

s t

p R

i j

s t i js t

A y
M

 
  

   
 

     
     

     

  

olacak şekilde 1 2 ve    pozitif reel sayıları vardır. ,
,
inf i j
i j

h p


  olmak üzere

 3 1 22
R

h     şeklinde tanımlansın. M  Orlicz fonksiyonunun azalmayan ve 

konveks olması kullanılırsa 

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
, 3

( )1
sup

i j

s t

p R

i j

s t i js t

A x y
M

 
  

   
 

     
    

     

  

             

,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

1

, ,

( , ) (1,1)
, 3

1

, ,

( , ) (1,1)
, 3 3

( , ) (1,1

( ) ( )1
sup

( ) ( )1
sup

sup

i j

s t

i j

s t

p R

i j i j

s t i js t

p R

i j i j

s t i js t

s t

A x A y
M

A x A y
M

 
  

 
  

 

  

  
 

  
 



     
     

     

     
     

     







,

1 2

1 2 ,

,

2

1 2 ,

1

, ,

)
,

1 2 1 2

, ,1 2

( , ) (1,1)
, 1 2

1 2 1 2

( ) ( )1

2 ( ) 2 ( )

( ) ( )1
sup

2 ( ) 2 ( )

i j

s t

i j

s t

p R

i j i j

R R
i js t h h

p

i j i j

R R
s t js t h h

A x A y
M

A x A y
M

 
  


  


   

 

  
   

 
 

 
 

   
      

       

  
     

     



1

1

R

i 

 
 
 
 
 



 



41 

,

1 2

1 2 ,

1

, ,1 2

( , ) (1,1)
, 1 2

1 2 1 2

( ) ( )1
sup

2 ( ) 2 ( )

i j

s t

p R

i j i j

R R
s t i js t h h

A x A y
M M

 
  

 

  
   

  
 

       
         

        



,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

1

,1

( , ) (1,1)
, 1

1 2

1

,2

( , ) (1,1)
, 2

1 2

( )1
sup

2 ( )

( )1
sup

2 ( )

1

2

i j

s t

i j

s t

p R

i j

R
s t i js t h

p R

i j

R
s t i js t h

R

h

A x
M

A y
M

 
  

 
  



 
 



 
 

  
 

  
 

     
     

     

     
     

     










,

1 2

1 2 ,

1

,1

( , ) (1,1)
, 1 2 1

( )1
sup

( )

i j

s t

h p R

i j

s t i js t

A x
M

 
  



     
 

                  



 

      

,

1 2

1 2 ,

1

,2

( , ) (1,1)
, 1 2 2

( )1 1
sup

( )
2

i j

s t

h p R

i j

R
s t i js th

A y
M

 
  



     
 

                      



,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

1

,1

( , ) (1,1)
, 1 2 1

1

,2

( , ) (1,1)
, 1 2 2

( ,

( )1 1
sup

2 ( )

( )1 1
sup

2 ( )

1
sup

2

i j

s t

i j

s t

p R

i j

s t i js t

p R

i j

s t i js t

s t

A x
M

A y
M

 
  

 
  



   



   

  
 

  
 

     
          

     
          







,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

1

,

) (1,1)
, 1

1

,

( , ) (1,1)
, 2

( )1

( )1 1
sup

2

1 1
1

2 2

i j

s t

i j

s t

p R

i j

i js t

p R

i j

s t i js t

A x
M

A y
M

 
  

 
  

 

 

  
 

  
 

     
    

     

     
     

     

  





 

bulunur. Böylece herhangi 2, ( , , , )x y m M A p  için  
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,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
, 3

( )1
sup 1

i j

s t

p R

i j

s t i js t

A x y
M

 
  

   
 

     
     

     

  

olur. Yine 1 2 3,  ve     sayıları pozitif reel sayılar olduğundan 

 

     

,

,

1 2

1 2 ,

1

,

3
( , ) (1,1)

, 3

( )1
( ) inf : sup 1, ,

i j

q r

s t

p R
p

i j
R

s t i js t

A x y
g x y M q r

 
  


   

 

 
        

         
         

  

 

        

,

,

1 2

1 2 ,

,

,

1 2

1 2 ,

1

,

1
( , ) (1,1)

, 1

,

2
( , ) (1,1)

, 2

( )1
inf : sup 1, ,

( )1
inf : sup

i j

q r

s t

i j

q r

s t

p R
p

i j
R

s t i js t

p
p

i j
R

s t i js t

A x
M q r

A y
M

 
  

 
  


 


 

  
 

  
 

 
        

        
         

   
   
 

   





1

1, ,

( ) ( )

R

q r

g x g y

 
  

  
   

     

 

 

elde edilir. 

d) lim =  ve limn n

n n
x x 

 
  olacak şekilde     2 ve ( , , , )n nx m M A p    

dizileri verilsin. c) şıkkından dolayı  

 0 ( ) ( ) ( )n n n n n ng x x g x x g x x                                                 (4.10) 

yazılır. 

Her n  için 0n   olsun. n
n n

t



  ve ,

h
n nRS maks  

 
  

 
 olmak 

üzere 

,

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

( )1
( ) inf : sup 1, ,

i j

q r

s t

p R
n n np

i jn n n R
n

s t i js t n

A x x
g x x M q r

 
  

 
  

   
 

 
        

                  


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,

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

( )1
inf : sup 1, ,

i j

q r

s t

p R

np
i j

R
n

s t i js t
n

n

A x x
M q r

 
  


 



  
 

 
    
    
              
      
               

  

   

 

 

,
,

1 2

1 2 ,

,

,

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

,

( , ) (1,1)
,

( )1
inf : sup 1, ,

( )1
.inf : sup

i j
q r

s t

i j

q r

s t

p R
np

i jn R
n

s t i js t n

p
np

i j
R

n
s t

s t n

A x x
t M q r

t

A x x
S t M

t

 
  

  






  
 



 

 
        

                 

   
   
    



1 2

1

1, ,

R

i j

q r
  

 
  

  
   

     



 

olur. Böylece  

 ( ) , . ( )
h

n n n n n nRg x x maks g x x   
 

   
 

                                           (4.11) 

sağlanır.  

 Benzer şekilde her n  için n   olsun. n
n n

d


 

 
 
 
 

 olmak üzere  

( )ng x x   

          

,

,

1 2

1 2 ,

,
,

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

,

( , ) (1,1)
,

( )1
inf : sup 1, ,

( )1
inf : sup

i j

q r

s t

i j
q r

s t

p R
np

i j
R

n
s t i js t n

p
p

i jn R
n

s t js t n

A x x
M q r

A x
d M

d

 
  

  

 


 

 


  
 



 

 
        

                 

   
    
 

   



1 2

1

1, ,

, ( )

R

i

h
n nR

q r

maks g x

 

   

 

 
  

  
   

     

 
   

 

  

olur. Buradan  
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 ( ) , . ( )
h

n n nRg x x maks g x     
 

    
 

                                          (4.12) 

bulunur.  

lim  ve limn n

n n
x x 

 
   olduğundan (4.11) ve (4.12) ifadelerinin sağ tarafı 

n  iken sıfıra yaklaşır.  Böylece n  iken (4.10) ifadesinin sağ tarafı 

dolayısıyla da sol tarafı sıfıra yaklaşır. Buradan lim n n

n
x x 


  elde edilir. 

Sonuç 4.2.9. 2( , , )m M p  uzayı  

 

,

,

1 2

1 2 ,

1

,

( , ) (1,1)
,

1
( ) inf : sup 1, ,

i j

q r

s t

p R
p

i j
R

s t i js t

x
g x M q r

 
  


   

 

 
        

        
         

  

fonksiyonu ile paranormlu uzaydır. 

Teorem 4.2.10. 2( , , )m M p  uzayı solid uzaydır. 

İspat. Her ,k l  için 
, 1k l   koşulunu sağlayan  ,k l   dizisi ve 

  2

, ( , , )k ly y m M p   dizisi verilsin. Bu takdirde  

 

,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

1
sup

k l

s t

p

k l

s t k ls t

y
M

 
  

   
 

   
    

   
  

olacak şekilde 0   sayısı vardır. Böylece  

           

, ,

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

,

1 2 ,

, , , ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, ,

,

( , ) (1,1)
,

1 1
sup sup

1
sup

k l k l

s t s t

k

s t

p p

k l k l k l k l

s t s tk l k ls t s t

p

k l

s t
s t

y y
M M

y
M

   
     

  

 

   

 

    
   



 

         
         

         

   
    

   

 

1 2

l

k l  

 

  

bulunur. Buna göre   2

, , ( , , )k l k ly y m M p     olur, dolayısıyla 2( , , )m M p  

uzayının solid uzay olduğu elde edilir.  

Sonuç 4.2.11. 2( , , , )m M A p  uzayı solid uzaydır. 

Sonuç 4.2.12. 2( , , , )m M A p  ve 2( , , )m M p  uzayları monoton uzaylardır. 



45 

Teorem 4.2.13. (2),    verilsin. Bu takdirde 2 2( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p   

olması için gerek ve yeter koşul 
,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t





 
   

 

 olmasıdır. 

İspat. 2 2( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p   olsun ve her ( , ) (1,1)s t   için 
,

,

,

s t

s t

s t





  

şeklinde tanımlansın. Eğer 
,

( , ) (1,1)

sup s t
s t




   ise bu taktirde 
,lim

i is t
i




   olacak şekilde 

 ,i is t  alt dizisi vardır. Buradan her 0K   sayısı için 0m m  olduğunda  
,m ms t K 

olacak şekilde 0m   vardır. Bu takdirde  

, ,

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

, ,

,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1)

, ,

( ) ( )1 1
sup sup

i j i j

s t s t

p p

i j i j

s t
s t s ti j i js t s t

A x A x
M M

   
     


       

   

         
      
   

         

   

                                                         

,

0
1 2

1 2 ,

,

,

,

( )1
sup

i j

m m

m m

s tm m

p

i j

s t
m m i js t

A x
M

 
  


   

 

   
   
 

   

  

                                                  

,

0
1 2

1 2 ,

,

,

( )1
sup

i j

m m

s tm m

p

i j

m m i js t

A x
K M

 
  

   
 

   
   
 

   

  

olur. Ayrıca 0m m  ve 
1 2 ,m ms t     olmak üzere  

,

1 2

,

,

( )
i j

m m

p

i j

s t

i j

A x
M

 


 

   
   
 

   

  

koşulunu sağlayan   2

, ( , , , )i jx x m M A p   seçildiğinde 

 

,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M K

 
  

   
 

   
   
 

   

  

bulunur. Bu ise   2

, ( , , , )i jx x m M A p   çelişkisini verir. Böylece 

,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t





 
   

 

 elde edilir. 

 Tersine 
,

( , ) (1,1) ,

sup
s t

s t s t

K




 
    

 

 olsun. Buradan her ( , ) (1,1)s t   için 

, ,s t s tK   yazılır. Herhangi bir    2

, ( , , , )k lx x m M A p   verilsin. Bu takdirde  
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,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

  

olacak şekilde 0   reel sayıları vardır. Böylece  

, ,

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

, ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1)
, ,

( ) ( )1 1
sup sup

i j i j

s t s t

p p

i j i j

s t s ti j i js t s t

A x A x
M M

K    
     

       
   

         
      
   

         

 

 
 

bulunur. Bu ise   2

, ( , , , )k lx x m M A p   olduğunu gösterir. 

Sonuç 4.2.14. 2 2( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p   olması için gerek ve yeter koşul 

1

, ,

( , ) (1,1) ( , ) (1,1), ,

sup  ve sup
s t s t

s t s ts t s t

 

 



 

   
         

   

 olmasıdır. 

Teorem 4.2.15. 1 2,  ve M M M  fonksiyonları 2  koşulunu sağlayan Orlicz 

fonksiyonları olsunlar. Bu takdirde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

a) 2 2

1 1( , , , ) ( , , , )m M A p m M M A p   

b) 2 2 2

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p m M M A p     . 

İspat.  

a) Herhangi bir   2

, 1( , , , )k lx x m M A p   verilsin. Buradan  

 

,

1 2

1 2 ,

,

1
( , ) (1,1)

,

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

  

olacak şekilde 0   reel sayısı vardır.  

 M  Orlicz fonksiyonu 0x   noktasında sağ üzerinde sürekli olduğundan 

keyfi 0   için 0 t    olduğunda ( )M t   olacak şekilde (0,1)   sayısı 

seçilebilir. 
,

, 1

( )i j

i j

A x
y M



 
 
 
 

 şeklinde tanımlansın. Böylece  

     , , ,

1 2 , ,

, , ,( ) ( ) ( )
i j i j i j

i j i j

p p p

i j i j i j

i j y y

M y M y M y
      

     

yazılabilir. 

 M  Orlicz fonksiyonu ve , 1i jy    olduğunda 
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       , , ,

, , ,

, , ,( ) (1) maks 1, (1)
i j i j i j

i j i j i j

p p p
H

i j i j i j

y y y

M y y M M y
    

                       (4.13) 

bulunur. Yine 
,i jy   için 

,
1

i jy


  ve M  Orlicz fonksiyonu 2  koşulunu 

sağladığından 

, ,

,

, ,

21 1
( ) 1 (2)

2 2

2 21 1

2 2

i j i j

i j

i j i j

y y
M y M M M

y y
M M

 

 

   
      

   

   
    

   

 

                                                
,

(2)
i jy

T M


  

olacak şekilde 0T   sayısı vardır. Böylece  

 

 

,

,

, ,

,

,

,

,

,

( ) (2)

(2)
maks 1,

i j

i j

i j i j

i j

i j

p
p i j

i j

y y

H
p

i j

y

y
M y T M

M
T y

 







 



 
  

 

   
   

   

 



                             (4.14) 

olur.  

  ma ks 1, (1)HB M  ve 
(2)

1,

H
M

C maks T


   
   

   

 olmak üzere (4.13) ve 

(4.14) bağıntıları kullanılırsa 

 
,

,

1 2 1 2

1 2 , 1 2 ,

,

1 ,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1)

, ,

( )1 1
sup . sup

i j

i j

s t s t

p

pi j

i j
s t s ti j i js t s t

A x
M M B y

   
     

      
   

    
    

      

   

                                                     
  ,

1 2

1 2 ,

,
( , ) (1,1)

,

1
. sup

i j

s t

p

i j
s t i js t

C y
 

  

  
 



 


 

elde edilir. Bu ise  2

1( , , , )x m M M A p  olduğunu gösterir. 

b) Herhangi bir   2 2

, 1 2( , , , ) ( , , , )k lx x m M A p m M A p     verilsin. Bu takdirde  

 

,

1 2

1 2 ,

,

1
( , ) (1,1)

, 1

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

  

ve 
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,

1 2

1 2 ,

,

2
( , ) (1,1)

, 2

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

  

olacak şekilde 1 2 ve    pozitif reel sayıları vardır.  3 1 2,maks    seçersek 

,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

1 2 ,

,

1 2
( , ) (1,1)

, 3

, ,

1 2
( , ) (1,1)

, 3 3

( , ) (1,1)
,

( )1
sup ( )

( ) ( )1
sup

1
sup

i j

s t

i j

s t

s t

p

i j

s t i js t

p

i j i j

s t i js t

s t
s t

A x
M M

A x A x
M M

 
  

 
  

  

 

  



  
 

  
 



 

   
  
 

   

     
     
   

     







,

1 2

, ,

1 2

1 2

( ) ( )
i jp

i j i j

i j

A x A x
M M

    

     
    
   

     



 

                              

 

 

,

1 2

1 2 ,

,

1 2

1 2 ,

,1

1
( , ) (1,1)

, 1

,1

2
( , ) (1,1)

, 2

( )1
1,2 sup

( )1
1,2 sup

i j

s t

i j

s t

p

i jH

s t i js t

p

i jH

s t i js t

A x
maks M

A x
maks M

 
  

 
  

 

 



  
 



  
 

   
   
 

   

   
   
 

   

 



  

bulunur. Böylece  2

1 2( , , , )x m M M A p   olduğu elde edilir. 

Teorem 4.2.16. Her (2)  için aşağıdaki özellikler sağlanır; 

a) (2) 2 (2)( , , ) ( , , , ) ( , , )l M A p m M A p l M A   , 

b) 
(2) 2

,
( , ) (1,1)

( , , ) ( , , , ) sup s t
s t

l M A p m M A p 


   , 

c) 
,2 (2)

( , ) (1,1)

( , , , ) ( , , ) sup 0.
.

s t

s t

m M A p l M A
s t






     

İspat.  

a) Herhangi bir   (2)

, ( , , )k lx x l M A p   verilsin. O zaman   

 

,

,

, 1

( )
i jp

i j

i j

A x
M







   
    
 

   

  

olacak şekilde 0   vardır. B  kümeside aşağıdaki gibi tanımlansın; 
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,

1 2

,

1 2 ,

,

( )1
: ( , ) (1,1),

i jp

i j

s t

i js t

A x
B M s t

 

  
  

      
       
 

      

 . 

 ,s t  çift dizisi azalmayan olduğundan 
,

1

s t

  
 
  

 çift dizisi artmayandır. Böylece her 

b B  için 

 

,

,

, 11,1

( )1
i jp

i j

i j

A x
b M

 





   
   
 

   

  

yazılır. Buradan da  

 

,

,

1,1

, 1

( )
.sup

i jp

i j

i j

A x
B M







   
    
 

   

   

bulunur. Böylece 2( , , , )x m M A p  elde edilir.  

 Yine 2( , , , )x m M A p  verilsin. Bu takdirde  

 

,

1 2

1 2 ,

,

( , ) (1,1)
,

( )1
sup

i j

s t

p

i j

s t i js t

A x
M

 
  

   
 

   
    
 

   

  

olacak şekilde 0   reel sayısı vardır. Böylece her ( , )i j    için 

 

, ,

1 2

1 2 ,

, ,

1,1
( , ) (1,1)

,

( ) ( )1
sup

i j i j

s t

p p

i j i j

s t i js t

A x A x
M M

 
  


    

 

         
      
   

         

 


 

olur. Buradan da (2) ( , , )x l M A   elde edilir. 

b) (2) 2( , , ) ( , , , )l M A p m M A p olsun. Eğer her ( , )s t    için , 1s t   alınırsa  

(2) 2( , , ) ( , , , )l M A p m M A p olur. Bu takdirde 2 2( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p   

olacağından Teorem 4.2.13’ den  

 
,

,
( , ) (1,1) ( , ) (1,1) ,

sup sup
s t

s t
s t s t s t




 

    

elde edilir. 

Tersine, ,
( , ) (1,1)

sup s t
s t




   olsun. Eğer her ( , )s t    için , 1s t   alınırsa

(2) 2( , , ) ( , , , )l M A p m M A p olacağından Teorem 4.2.13 gereğince          
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2 (2)( , , , ) ( , , )m M A p l M A p   

bulunur. a) şıkkından dolayı (2) 2( , , ) ( , , , )l M A p m M A p olduğundan istenen elde 

edilir. 

c) Her ( , )s t    için 
, .s t s t   alınırsa (2) 2( , , ) ( , , , )l M A m M A p   olur. 

Gerçekten (2) ( , , )x l M A   ise her 
1 2 ,( , ) (1,1) ve s ts t       için 

 

, ,

1 2

, ,

( , )

( ) ( )1 1
. . sup

. .

i j i jp p

i j i j

i ji j

A x A x
M s t M

s t s t     

         
        
   

         

  

olacak şekilde  0   reel sayısı vardır. Buradan 2( , , , )x m M A p  olduğu yani 

(2) 2( , , ) ( , , , )l M A m M A p  kapsaması bulunur. a) şıkkından dolayı da ters 

kapsama vardır.  

Şimdi 2 (2)( , , , ) ( , , )m M A p l M A    olsun. Bu takdirde 

2 2( , , , ) ( , , , )m M A p m M A p    

olur. Teorem 4.2.13’ den 
( , ) (1,1) ,

.
sup

s t s t

s t



   bulunur. Böylece 
,

( , ) (1,1)

sup 0
.

s t

s t s t





  elde 

edilir.  

 Tersine, 
,

( , ) (1,1)

sup 0
.

s t

s t s t





  olsun. Bu takdirde 
( , ) (1,1) ,

.
sup

s t s t

s t



   olur ve Teorem 

4.2.13’ den  

 2 (2) 2( , , , ) ( , , ) ( , , , )m M A p l M A m M A p     

bulunur. Ayrıca  a) şıkkından dolayı 2 (2)( , , , ) ( , , )m M A p l M A    kapsaması 

vardır. Böylece 2 (2)( , , , ) ( , , )m M A p l M A    elde edilir. 
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4.3. Cesaro-Orlicz Çift Dizi Uzayı ve Bazı Topolojik Özellikleri 

Bu bölümde dizilerin   ,k lx  gösterimi yerine  ( , )x k l  gösterimi kullanılacaktır. 

Ayrıca (2)

0l  ile tüm reel çift dizilerin uzayı gösterilecektir. 

Teorem 4.3.1. Bir M  Orlicz fonksiyonu verilsin. Bu takdirde (2)

0l  uzayı üzerinde 

tanımlı  

    
,

(2)

, 1 , 1

1
,

n m

M

n m i j

x M x i j
nm




 

 
  

 
   

fonksiyonu bir konveks modülerdir. 

İspat.  

i) Eğer 0x   ise (0) 0M   olduğundan  (2) 0M x   olur.  

Tersine  (2) 0M x   olsun. M  Orlicz fonksiyonu negatif olmayan bir 

fonksiyon olduğundan her ,n m  için 

 
,

, 1

1
, 0

n m

i j

M x i j
nm 

 
 

 
  

yazılır. Yine ( ) 0M y   olduğunda 0y   olduğundan  
,

, 1

1
, 0

n m

i j

x i j
nm 

  olur ve 

buradan her ,i j  için ( , ) 0x i j   elde edilir. Dolayısıyla 0x   bulunur. 

ii) 1   olacak şekilde   verilsin. Bu takdirde 

 

   

 

 

,
(2)

, 1 , 1

,

, 1 , 1

(2)

1
,

,

n m

M

n m i j

n m

n m i j

M

x M x i j
nm

M x i j
nm

x

  







 



 

 
  

 

 
  

 



 

   

olur. 

iii) , 0    olmak üzere 1    olsun. Bu takdirde herhangi (2)

0,x y l  için 

 

   

   

,
(2)

, 1 , 1

, ,

, 1 , 1 , 1

1
, ( , )

, ,

n m

M

n m i j

n m n m

n m i j i j

x y M x i j y i j
nm

M x i j y i j
nm nm

    

 



 



  

 
   

 

 
  

 

 

  
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   

   

, ,

, 1 , 1 , 1 , 1

(2) (2)

1 1
, ,

n m n m

n m i j n m i j

M M

M x i j M y i j
nm nm

x y

 

 

 

   

   
    

   

 

   
 

elde edilir. Böylece (2)

M  fonksiyonu bir konveks modülerdir. 

Tanım 4.3.2.  Bir M  Orlicz fonksiyonu verilsin. Bu takdirde (2)

MCes  kümesi  

 
 

  

,
(2) (2)

0

, 1 , 1

(2) (2)

0

: 0, ,

: 0,

n m

M

n m i j

M

Ces x l M x i j
nm

x l x




  



 

   
       
   

     

 
 

şeklinde tanımlanır. 

Teorem 4.3.3. (2)

MCes  kümesi  üzerinde çift dizilerin bilinen toplama ve skalerle 

çarpma işlemlerine göre vektör uzayıdır. 

İspat. Herhangi (2), Mx y Ces  ve  , 0     verilsin. Bu takdirde  

  
,

1

, 1 , 1

,
n m

n m i j

M x i j
nm



 

 
  

 
                                                                       (4.15) 

ve 

  
,

2

, 1 , 1

,
n m

n m i j

M y i j
nm



 

 
  

 
                                                            (4.16) 

olacak şekilde 1 2,   pozitif reel sayıları vardır. 1 2
3 min ,

2 2

 


 

  
  

  
 olsun. M  

Orlicz fonksiyonunun azalmayan, konveks bir fonksiyon olması kullanılırsa 

 
,

3

, 1 , 1

, ( , )
n m

n m i j

M x i j y i j
nm


 



 

 
 

 
     

, ,

3 3

, 1 , 1 , 1

, ,
n m n m

n m i j i j

M x i j y i j
nm nm

 
 



  

 
  

 
    

                                                          

   

 

 

, ,

1 2

, 1 , 1 , 1

,

1

, 1 , 1

,

2

, 1 , 1

, ,
2 2

1
,

2

1
,

2

n m n m

n m i j i j

n m

n m i j

n m

n m i j

M x i j y i j
nm nm

M x i j
nm

M y i j
nm

 







  



 



 

 
  

 

 
  

 

 
  

 

  

 

 

 

elde edilir. Bu son eşitsizlik ve (4.15), (4.16) ifadeleri kullanılırsa (2)

Mx y Ces    

bulunur. Böylece (2)

MCes , (2)

0l  uzayının bir alt vektör uzayı olur. 
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Teorem 4.3.4. (2)

MCes  uzayı  

 (2)inf 0 : 1M

x
x  



  
    

  
 

fonksiyonu ile bir normlu uzaydır. 

İspat.  

i) Her (2)

Mx Ces  için 0x  olur. 

ii) Eğer 0x   ise (0) 0M   olduğundan 0x   olur. Tersine 0x   olsun. Bu 

takdirde M  Orlicz fonksiyonu azalmayan olduğundan  

 
 ,

, 1 , 1

,1
1

n m

n m i j

x i j
M

nm 



 

 
 

 
 

   

eşitsizliği bütün 0   sayıları için sağlanır. En az bir  0 0,i j    için 

0 0( , ) 0x i j   olsun. Bu takdirde 
0 0,

, 10 0

1
( , ) 0

i j

i j

A x i j
i j 

   olur. M  Orlicz fonksiyonu 

azalmayan bir fonksiyon ve lim ( )
u

M u


   olduğundan her  ,u a   için ( ) 1M u   

olacak şekilde 0a   sayısı vardır. Eğer 
1

A

a
   ise  

1

,
A

a

   olur. Böylece  

 
0 0,

, 11 0 0 1

( , )1
1

i j

i j

x i jA
M M

i j 

  
   

   
  

bulunur. Bu ise her 0   sayısı için  

 
 ,

, 1 , 1

,1
1

n m

n m i j

x i j
M

nm 



 

 
 

 
 

   

olması ile çelişir. Dolayısıyla her  ,i j    için ( , ) 0x i j   olur. Buradan 0x   

olduğu elde edilir. 

iii) Herhangi bir (2)

Mx Ces  ve   verilsin. Eğer 0t   ise x x   olur. 

0   olsun. Bu takdirde  

 
 ,

, 1 , 1

,1
inf 0 : 1

n m

n m i j

x i j
x M

nm


 





 

   
     

   
   
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 

 

 

,

, 1 , 1

,

, 1 , 1

,

, 1 , 1

,1
inf 0 : 1

,1
inf 0 : 1

,1
inf 0 : 1

n m

n m i j

n m

n m i j

n m

n m i j

x i j
M

nm

x i j
M

nm

x i j
M

nm

x






 


 






 



 



 

  
  
     

  
    

   
        

   
        



 

 

 

 

olur. 

iv) Herhangi (2), Mx y Ces  verilsin. Bu takdirde  

    (2) (2)  ve  M Mx K y K         

olacak şekilde  , , 1  ve 1K K       pozitif reel sayıları vardır. 
1

K








 olarak 

seçilsin. M  Orlicz fonksiyonu konveks bir fonksiyon ve 
1

0 1
K

 


 olduğundan  

 

   

 

, ,

, 1 , 1 , 1 , 11

,

, 1 , 1

, ,1

1
,

1
1

n m n m

n m i j n m i j

n m

n m i j

x i j x i j
M M

nm nm K

M x i j
K nm

K
K







 

   



 

   
   

   
   

 
  

  

 


   

   

elde edilir. Benzer şekilde 
2

K








 seçilirse  

 ,

, 1 , 1 2

,1
1

n m

n m i j

y i j
M

nm 



 

 
 

 
 

   

bulunur. 3 1 2     şeklinde tanımlansın. Bu takdirde  

       

 

 

, ,

, 1 , 1 , 1 , 13 1 2 1 2

,
1

, 1 , 11 2 1

,

2

, 1 , 11 2 2

, , , ,1 1

,1

,1

n m n m

n m i j n m i j

n m

n m i j

n m

n m i j

x i j y i j x i j y i j
M M

nm nm

x i j
M

nm

y i j
M

nm

    



  



  

 

   



 



 

   
    

       

 
  

   

 
  

   

   

 

 

 



55 

1 2

1 2 1 2

1
 

   
  

 
 

bulunur. Böylece 1 2 3,  ve     sayıları pozitif olduğundan 

 

   

 

 

,

3

, 1 , 1 3

,

1

, 1 , 1 1

,

2

, 1 , 1 2

, ,1
inf 0 : 1

,1
inf 0 : 1

,1
inf 0 : 1

n m

n m i j

n m

n m i j

n m

n m i j

x i j y i j
x y M

nm

x i j
M

nm

y i j
M

nm

x y












 



 



 

   
      

   

   
     

   

   
     

   

 

 

 

 

 

elde edilir. 

Teorem 4.3.5. Aşağıda verilen özellikler birbirine denktir. 

i)  (2) 0MCes  , 

ii) 
1 1

1

n n m m

M
nm

 

 

 
  

 
   olacak şekilde 1 1,n m   sayıları vardır, 

iii) Her 0k   reel sayısı için 
k kn n m m

k
M

nm

 

 

 
  

 
   olacak şekilde ,k kn m   sayıları 

vardır. 

İspat.  

(i ii)  (2) 0MCes   olsun. Bu takdirde 0z   olacak şekilde (2)

Mz Ces  elemanı ve 

dolayısıyla  1 2, 0z l l   olacak şekilde 1 2,l l   sayıları vardır. Yine (2)

Mz Ces  

olduğundan  (2)

M z     olacak şekilde 0   reel sayısı vardır. Eğer  

   1 2( , ) ,
,

0 ,

z i j i l ve j l
y i j

diğer

 
 


 

olarak tanımlanan  ( , )y y i j  dizisi için  

    (2) (2)

M My z      

olur. Böylece (2)

My Ces  bulunur. O zaman   

   1 21 ,
,

0 ,

i l ve j l
x i j

diğer

 
 


 

olmak üzere  ( , )x x i j (2)

MCes  olur. Gerçekten  1 2. ,k z l l  seçilirse 
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   

 

 

,
(2)

, 1 , 1

,

, 1 , 1

(2)

,

,

n m

M

n m i j

n m

n m i j

M

k
kx M x i j

nm

M y i j
nm

y





 



 



 

 
  

 

 
  

 

  

 

   

olur. Bu takdirde 0k   sayısı için  

 

   

1 2

,
(2)

, 1 , 1

,
n m

M

n m i j

n l m l

k
kx M x i j

nm

k
M

nm




 

 

 

 
  

 

 
  

 

 

 

  

yazılır.  

 1k   olsun. Bu durumda her ,n m  için 
1 k

nm nm
  olur. M  Orlicz 

fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olduğundan  

 
1 2 1 2

1

n l m l n l m l

k
M M

nm nm

   

   

   
     

   
   

elde edilir.  

 0 1k   olsun. Bu takdirde 
1

k
s
  olacak şekilde s  vardır. O zaman 

2

1
k

s
  ve her ,n m  için 

2

1 k

s nm nm
  yazılır. Böylece 

 

1 2 1 2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 1 1
...

( ) ( 1) ( ( 1))

1 1 1

( ( 1)) ( ( 1) 1) ( ( 1) 2)

1 1
...

( ( 1) 1) ( ( 2))

n sl m sl n sl

M M M M
nm n sl n sl n sl s

M M M
n s l n s l n s l

M M
n s l s n s l

  

  

       
          

          

     
       

         

   
     

      

  

...


 


 

           
1 2 2 2

2 2 2

1 1 1
...

( ) ( ) ( )

1 1 1
...

( ( 1)) ( ( 1)) ( ( 1))

n sl

M M M
n sl n sl n sl

M M M
n s l n s l n s l





      
         

      

     
        

       


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2 2 2

1 1 1
... ...

( ( 2)) ( ( 2)) ( ( 2))
M M M

n s l n s l n s l

      
          

         
 

1

1 2

2 1

2 1

2 2 2

2

2

2

1 1 1
...

( ) ( ( 1)) ( ( 2)

1

( )

1

( )

1

1

n sl

n sl m l

m l n sl

m l n l

sM sM sM
n sl n s l n s l

s M
n sm

s M
n sm

s s M
s nm

s M
s nm





 

 

 

 

 

 

       
         

        

   
   

   

   
   

   

   
   

   








 

 

 

2 1

2 1

2

m l n l

m l n l

k
s M

nm

 

 

 

 


 



 
  

 

 





  

bulunur. Böylece 1 1 1 2 ve n sl m sl   alınırsa 

 
1 1

1

n n m m

M
nm

 

 

 
  

 
   

olur. 

(ii iii) 
1 1

1

n n m m

M
nm

 

 

 
  

 
   olacak şekilde 1 1,n m   sayıları var olsun. Eğer 

0 1k   ise 
1k

nm nm
  olur. Bu takdirde M  Orlicz fonksiyonu azalmayan 

olduğundan 

 
1 1 1 1

1

n n m m n n m m

k
M M

nm nm

   

   

   
     

   
     

bulunur. 1 1 ve k kn n m m   şeklinde tanımlanırsa istenen elde edilir. 

 1k   olsun ve k s  olacak şekilde s  sayısı verilsin. 

1 1 ve k kn n s m m s   şeklinde tanımlansın. Böylece 

 
k k k kn n m m n n m m

k s
M M

nm nm

   

   

   
   

   
     
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1 1 1 1

1 1 1

1 1

1

...
( ) ( 1) ( ( 1))

( ( 1)) ( ( 1) 1) ( ( 1) 2)

... ...
( ( 1) 1) ( ( 2))

( )

n n s

s s s
M M M

n sm n sm n sm s

s s s
M M M

n s m n s m n s m

s s
M M

n s m s n s m

s
M

n sm





      
         

        

     
       

         

    
       

        

 
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



1

1

1 1 1

1 1

1 1 1

1

( )

1 1 1

(( 1)) (( 1)) (( 1))

1 1
... ...

(( 1)) (( 2))

1 1 1
...

( ) ( 1) ( 2)

1

n n s

m m

n m

M M M
n m n m n m

M M
n m n m

sM sM sM
n m n m n m

s M
nm







 
 
 

     
       

       

    
       

      

       
         

        

 
  

 



1 1

1 1

1 1

2

1

1

n n s

m m n n s

n n m m

s M
nm

s M
nm

 



 

 

 

 

  
 
  

   
   

   

 
  

 

 

 

 

 

 

elde edilir.  

(iii i) Her 0k   reel sayısı için 
k kn n m m

k
M

nm

 

 

 
  

 
   olacak şekilde ,k kn m   

sayıları var olsun. O zaman 1k   için  

 
1 1

1

n n m m

M
nm

 

 

 
  

 
   

olacak şekilde 1 1,n m   sayıları vardır.  
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  1 11 ,
,

0 ,

i n ve j m
x i j

diğer

 
 


 olmak üzere  ( , )x x i j  şeklinde tanımlansın. Bu 

takdirde  

 

   

1 1

, ,

, 1 , 1 , 1 , 1

1
, ,

1

n m n m

n m i j n m i j

n n m m

k
M x i j M x i j

nm nm

M
nm

 

   

 

 

   
   

   

 
  

 

 

   

   

bulunur. Böylece (2)

mx Ces  olur. Bu ise  (2) 0mCes   olduğunu gösterir. 

Teorem 4.3.6. Her  00,u u  için 

 1( )M u Au   

olacak şekilde 00, 0 ve 0A u     sayıları var olsun. Bu takdirde 

 
1 1

1

n n m m

M
nm

 

 

 
  

 
   

olacak şekilde 1 1,n m   sayıları vardır. 

İspat. 
1

nm

 
 
 

 çift dizisi sıfıra yakınsadığından her ,n m L  olduğunda 
0

1
u

nm
  

olacak şekilde L  vardır. Bu takdirde her ,n m L  için  0

1
0,u

nm
  olduğundan  

 

1

1

1 1

1 1

1

n L m L n L m L

n m

M A
nm nm

A
nm





   

   

 

 

   
   

   

 
  

 

 

 

  

bulunur. Eğer 1 1n m L   alınırsa istenen elde edilir. 

Teorem 4.3.7. (2)

MCes  uzayı üzerindeki  

 
(2)inf 0 : 1M

x
x  



  
    

  
 

normu ile bir Banach uzayıdır. 
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İspat. Bu teoremin ispatında Teorem 2.1.27 kullanılacaktır. (2)

0x l ,   (2)

s Mx Ces ,

sup s
s

x    ve her bir ,i j  için 0 ( , ) ( , )sx i j x i j  olsun. Yine sup n
n

A x  

denirse her s  için  

 0 s s

s

x x

A x
   

olur. O zaman (2)

M  modüler fonksiyonu artan bir fonksiyon ve (2) 1s
M

s

x

x


 
  

 
 

olduğundan  

 (2) (2) 1s s
M M

s

x x

A x
 

  
        

  

bulunur. Her bir ,i j  için 0 ( , ) ( , )sx i j x i j  olduğundan 

 
1 1

( , ) ( , )sx i j x i j
A A

 

yazılır. Böylece monoton yakınsaklık teoremi kullanılırsa 

 

 

 

,
(2)

, 1 , 1

,

, 1 , 1

(2)

(2)

,1

,1
lim

lim

sup 1

n m

M

n m i j

n m
s

s
n m i j

s
M

s

s
M

s

x i jx
M

A nm A

x i j
M

nm A

x

A

x

A









 




 



  
        

 
   

 

 
  

 

 
  

 

 

 
 

bulunur. Bu takdirde (2)

Mx Ces  ve sup s
s

x A x   olur. Yine her bir ,i j  için 

0 ( , ) ( , )sx i j x i j  olduğundan sup s
s

x x  eşitsizliği vardır. Buradan  

 sup lims s
ss

x x x


   

elde edilir. Teorem 2.1.28  gereğince (2)

MCes  uzayı bir Banach uzayıdır. 

Teorem 4.3.8. 1 2 ve M M  iki Orlicz fonksiyonu olsun. Eğer her  00,t t  için 

2 0( ) 0M t   ve 2 1( ) ( )M t M bt  olacak şekilde 0 ve b t  pozitif sayıları varsa 

 
1 2

(2) (2)

M MCes Ces  

kapsaması sağlanır. 
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İspat. 1M  Orlicz fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olduğundan 1b    olarak 

seçilebilir. u bt  şeklinde tanımlansın. Bu takdirde her  00,u bt  için 

 
2 1( )

u
M M u

b

 
 

 
                                                                                       (4.17) 

eşitsizliği sağlanır.  

 
1

(2)

Mx Ces  verilsin. Bu takdirde  
1

(2)

M x     olacak şekilde 0   sayısı 

vardır. Bir xA  kümesi 

  
,

2

0

, 1

, : ( , )
n m

x

i j

A n m x i j bt
nm





 
   
 

  

şeklinde tanımlansın. xA  kümesi sonlu elemanlıdır. Aksi halde 1M  Orlicz 

fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon olduğundan 

 

   

 

 

 

1

,
(2)

1

, 1 , 1

,

1

( , ) , 1

1 0
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,

,
x

x

x

n m

M

n m i j

n m

n m A i j

n m A
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x M x i j
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M x i j
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M bt

M t


 





 

 





 
  

 

 
  

 





 

 

 





 

çelişkisi oluşur.  

 0 c    olmak üzere 
c

b
   şeklinde tanımlansın. Böylece (4.17) ifadesi 

kullanılırsa 

  

   

   

   

 

2

,
(2)

2

, 1 , 1

, ,

2 2
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, ,

2 1

( , ) , 1 ( , ) , 1

,

2
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,

, ,

, ,

,

x x

x x

n m

M

n m i j

n m n m

n m A i j n m A i j

n m n m

n m A i j n m A i j

n m

i j

x M x i j
nm

c c
M x i j M x i j

bnm bnm

c c
M x i j M x i j

bnm nm

c
M x i j

bnm


 



 

   

   



 
  

 

   
    

   

   
    

   



 

   

   

 
,

1

( , ) , 1 , 1

,
x

n m

n m A n m i j

M x i j
nm



  

   
   

   

 

   

 

bulunur. Buradan 
2

(2)

Mx Ces  olduğu elde edilir. 
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Teorem 4.3.9. M  bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere 

,
(2) (2)

, 1

: 0, , , ( , )
k k

n m

M M k k

n n m m i j

k
A x Ces k n m M x i j

nm

 

  

   
         
   

    

kümesi (2)

MCes  uzayının kapalı bir alt uzayıdır. 

İspat.  

i) Herhangi (2),  ve ,Mx y A     verilsin. Bu takdirde her 0k   sayısı için  

 
,

, 1

2
( , )

k k

n m

i jn n m m

k
M x i j

nm

 

  

 
  

 
                                                              (4.18) 

ve 

 
,

, 1

2
( , )

k k

n m

i jn n m m

k
M y i j

nm

 

  

 
  

 
                                                             (4.19) 

olacak şekilde , , ,k k k kn m n m     doğal sayıları vardır.  ,k k kn maks n n   ve 

 ,k k km maks m m   olsun. Böylece (4.18) ve (4.19) ifadeleri ve M  Orlicz 

fonksiyonunun konveks olduğu kullanılırsa 

, , ,

, 1 , 1 , 1

,
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,
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( , ) ( , ) ( , ) ( , )

21
( , )
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21
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2

21
(

2

k k k k
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n m n m n m

n n m m i j n n m m i j i j

n m

n n m m i j

n m

n n m m i j

k kk
M x i j y i j M x i j y i j

nm nm nm

k
M x i j

nm

k
M y i j

nm

k
M x

nm

 
 







   

      

 

  

 

  

   
     

   

 
  

 

 
  

 



      

  

  

,

, 1

,

, 1

, )

21
( , )

2

k k

k k

n m

n n m m i j

n m

n n m m i j

i j

k
M y i j

nm



 

   

 

   

 
 
 

 
  

 

 

  

  

bulunur. Buna göre (2)

MA  kümesi (2)

MCes  uzayının bir alt uzayıdır. 

   (2)

s Mx A  dizisi (2)

Mx Ces  elemanına yakınsayan keyfi bir dizi olsun. Keyfi 

bir 0k   sayısı verilsin.  sx  dizisi (2)

Mx Ces  elemanına yakınsadığından Toerem 

2.1.25 gereğince her 0k    için s  iken  (2) ( ) 0M sk x x    yazılır. Bu takdirde  

  (2) 2 ( ) 1M rk x x                                                                                      (4.20) 

olacak şekilde r  sayısı vardır. Yine her s  için (2)

s Mx A  olduğundan 
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,

, 1

2
( , )

r r

n m

r

n n m m i j

k
M x i j

nm

 

  

 
  

 
                                                                  (4.21) 

olacak şekilde ,r rn m   sayıları vardır.  ve k r k rn n m m   olsun. Böylece (4.20) ve 

(4.21) ifadeleri kullanılırsa 

 
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1
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2
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n m n m
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r
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r

n n m m i j

M

x i j x i j x i jk k
M x i j M

nm nm

k
M x i j x i j

nm

k
M x i j
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k x

   
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 
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 
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 

 
  

 



     

  
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 
,

, 1

1 2
) ( , )

2
r r

n m

r r

n n m m i j

k
x M x i j

nm

 

  

 
   

 

 

  

 

bulunur. 0k   sayısı keyfi olduğundan (2)

Mx A  olur. Buradan (2)

MA  uzayı (2)

MCes  

uzayının kapalı bir alt uzayıdır.  

Teorem 4.3.10. M  Orlicz fonksiyonu 2 -koşulunu sağlasın. Bu takdirde 

(2) (2)

M MA Ces  eşitliği sağlanır. 

İspat. (2)

Mx Ces  verilsin. Bu takdirde  (2)

M x    olacak şekilde 0   sayısı 

vardır. Keyfi 0   sayısı verilsin. Eğer    ise M  Orlicz fonksiyonunun 

azalmayan bir fonksiyon olmasından dolayı 

 
, ,

1 1 , 1 1 1 , 1

( , ) ( , )
n m n m

n m i j n m i j

M x i j M x i j
nm nm

    

     

   
     

   
     

bulunur. Buradan (2)

Mx A  olur. Böylece (2) (2)

M MA Ces  sağlanır. 

    olsun. Yine l



  tanımlansın. Buradan 1l   olur. M  Orlicz 

fonksiyonu 2 -koşulunu sağladığından her  00,u u  için  

   ( )M lu klM u  

olacak şekilde 0 ve k u  pozitif sayıları vardır. Ayrıca  (2)

M x    olduğundan her 

,n m n  için  

 
,

0

, 1

( , )
n m

i j

x i j u
nm





  



64 

olacak şekilde n   sayısı vardır. Böylece 
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n n m n i j
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n n m n i j

M x i j M x i j
nm nm

l
M x i j

nm

kl M x i j
nm

   

 

 

 







   

     

 

  

 

  

   
   

   

 
  

 

 
  

 

 

     

  

  

 

olur. Buradan (2)

Mx A  olur. Dolayısıyla (2) (2)

M MA Ces  elde edilir. 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tezde M  Orlicz fonksiyonu kullanılıp bazı çift dizi uzayları tanımlandı. Ayrıca 

bu uzayların temel özellikleri incelendi.  

 Fark dizileri yardımıyla bu uzaylar tekrar tanımlanabilir. Ayrıca bu çift dizi 

uzaylarının tanımlanmasında kullanılan Orlicz fonksiyonu yerine modülüs 

fonksiyonu alınarak yeni çift dizi uzayları elde edilebilir. Yine bu uzayların sıra 

süreklilik, kesin konvekslik gibi bazı geometrik özellikleri incelenebilir.  
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