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ORLICZ FONKSiYONUNA BAGLI BAZI CiFT DiZi UZAYLARI VE
OZELLIKLERI

OZET

Bu tezde Orlicz fonksiyonu kullanilarak olusturulan baz ¢ift dizi uzaylari tanitildi ve
literatiirde dizi uzaylari i¢in degerlendirilen baslica 6zellikler incelendi.
Bulgular kisminin birinci boliiminde M Orlicz fonksiyonu kullanilarak

m?(M, @) ift dizi uzay1 tammland1 ve bu uzaym iizerindeki norm ile Banach uzayi

oldugu gosterildi. Yine solidlik, monotonluk ve bazi kapsama 6zellikleri incelendi.
Ikinci bolimde M Orlicz fonksiyonu, A=(a,,) sonsuz Gift matrisi

kullamlarak m*(M,¢, p) ve m*(M, A ¢,p) cift dizi uzaylari tanimlandi ve bu

uzaylarin solidlik, monotonluk gibi bazi topolojik 6zellikleri gosterildi. Yine bazi
kapsama Ozellikleri incelendi.

Son bélimde M Orlicz fonksiyonu kullanilarak Ces!? ¢ift dizi uzayi
tanimlandi. Ayrica bu uzayin bazi topolojik 6zellikleri gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Cift dizi; Solidlik; Monotonluk; Orlicz fonksiyonu; Cesaro-
Orlicz ¢ift dizi uzay1.
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SOME DOUBLE SEQUENCE SPACES AND THEIR PROPERTIES
DEPENDING ON ORLICZ FUNCTION

ABSTRACT

In this thesis, some double sequence spaces created by using Orlicz function were
introduced and the main features evaluated in the literature for sequence spaces were
studied.

In the first part of the finding section, double sequence space m? (M ,¢) was
defined by using Orlicz function M and it was shown that this space is a Banach
space with its norm. Again, solidity, monotonity and some inclusion properties were
examined.

In the second part, double sequence spaces mz(M,¢, J mZ(M,A,¢, p)

were defined by using Orlicz function M and infinity double matrice A=(ay, ) and

some topological properties of these spaces like solidity, monotonity were shown.
Also, some inclusion properties of these spaces were examined.

In the last part, double sequence space Ces? was defined by using Orlicz
function M . Also, some topological properties of this space were shown.
Key Words: Double sequence; Solidity; Monotonity; Orlicz function; Double
Cesaro-Orlicz sequence spaces.
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1. GIRIS

Her X:NxN— C fonksiyonuna bir kompleks ¢ift dizi denir ve kisaca x=(x, ) ile
gosterilir. Bir x=(x,,) ¢ift dizisi verilsin. Eger herhangi bir & >0 verildiginde her

K,1>n, igin
%, —al<e

olacak sekilde bir n, dogal sayr bulunabiliyorsa x=(x,,) ¢ift dizisine aeC

sayisina Pringsheim anlaminda yakinsiyor, denir. Pringsheim anlaminda yakinsaklik
kavramu ilk olarak A. Pringsheim tarafindan 1898 yilinda “ Elementare theorie der
unendliche doppelreihen “ ¢aligmasinda tanimlandi. Daha sonra birgok yazar bazi gift

dizi uzaylarimi tanimladi ve baz1 6zelliklerini inceledi.

Sargent 1960 yilindaki “Some sequence spaces selated to the | spaces” adli

calismasinda m(¢) dizi uzayini tanimladi ve baz1 6zelliklerini inceledi. Yine bircok

yazar bu uzay ile ilgili baz1 6zellikleri inceledi ve bu uzay1 kullanarak daha genel dizi

uzaylarini ¢ahgti. 1< p<oo olmak Uzere Ces, Cesaro dizi uzaylar ilk defa 1968

yilinda “Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual problem section)” adl
calismada tanimlandi. Shiue 1970 yilindaki “On the cesaro sequence space” adli
calismada bu uzaylarin temel bazi 6zelliklerini inceledi. Yine bir¢ok yazar Cesaro
dizi uzaylan ile ilgili baz1 o6zellikleri inceledi. Lindenstrauss ve Tzafriri 1971
yilindaki “On Orlicz sequence spaces” adli ¢alismada M Orlicz fonksiyonunu

kullanarak I,, dizi uzayin1 tanimladi ve bu uzayimn bazi 6zelliklerini inceledi. Daha
sonra birgok yazar m(g) ve Ces, gibi bilinen bazi dizi uzaylarnmi ve Orlicz

fonksiyonunu kullanarak daha genel dizi uzaylar1 tanimladi ve bazi ozelliklerini
inceledi. Bu calismada, M Orlicz fonksiyonu kullanilarak bazi ¢ift dizi uzaylar
tanimland1 ve bu uzaylarin solidlik, monotonluk ve kapsama 06zellikleri gibi bazi

Ozellikleri incelendi.



1.1. Literatur Ozeti

W. L. C. Sargent 1960 yilinda yapmis oldugu “Some sequence spaces related to the

|, spaces” adli galigmasinda

m(¢):{(xk)ew;||xk||m(¢) supsup( D%, |]<oo}

s neo

lineer uzaymi tanimlamis, bu uzaymn | dizi uzaylari ve matris donisiimleri ile

iliskisini incelemistir. J. Lindenstrauss ve L. Tzafriri 1971 yilinda yapmis olduklari

“On orlicz sequence spaces” adl1 calismada M Orlicz fonksiyonu olmak tizere

Iy ={X€W23p>0,i|\/|[mj<oo}
k=1 P

uzayini tanimlamis ve bazi Ozelliklerini incelemislerdir. S. D. Parashar ve B.
Choudhary 1994 yilinda yapmis olduklar1 “ Sequence spaces sefined by Orlicz

functions” adli calismada |,, uzaymi

| (p){XeW3p>0 ZM(|X“|J <oo}

k=1 P

uzayina genellestirmis ve bazi dzelliklerini incelemistir. Burada p =(p,) pozitif reel

sayilarin sinirh bir dizisidir. B. C. Tripathy ve M. Sen 2002 yilinda yapmis olduklari

“On a new class of sequences related to the ¢ spaces” adli ¢alismada

1

m(p. p) =1 (%) € Wi[% [, o, = supsup =~ (Z|X| jp %

€ps Ys neoc

lineer uzay1 tanimlanmis ve bu uzayin bazi 6zelliklerini incelenmistir. B. C. Tripathy
ve S. Mahanta 2003 yilinda yapmis olduklar1 “On a new class of sequences related to

the ¢ space defined by Orlicz functions” adli ¢aligmada, M bir Orlicz fonksiyonu

ve ( bir yar1 norm olmak tizere



szl OEPs s Neoc

m(M, ¢,q) {x(xk) ew:supsup(iZM (q(%nj<oo p>0}

lineer uzayini tanimlamastir.
B. C. Tripathy ve S. Mahanta 2007 yilinda yapmis olduklart “On a class of
difference sequences related to the ¢~ space defined by Orlicz functions” adli

calismalarinda Orlicz fonksiyonu ve fark dizileri yardimiyla m(M,A,¢) fark dizi

uzayini tanimlamaistir.

Y. Altun ve T. Bilgin 2009 yilinda yapmis olduklart “A new class of

sequences related to the ¢ space defined by orlicz function” adli ¢alismada Orlicz

fonksiyonu ve matris doniisiimlerini kullanarak

m(M, A ¢, p)={x:(x,)ew; supsupEZM (Mj | <o, p>0}
Yo,

szl oep; s ieo

lineer uzayini tanimlamistir.

K. Raj, S. K. Sharma, A. Gupta ve A. Kumar 2011 yilinda yapmis olduklar
“A sequence space defined by a sequence of modulus functions” adli ¢aligmada

F =(f,) modiiliis fonksiyon dizisi yardimu ile

m(F,d, p) ={x=(X)eW; supsupi{Z[fk[Mﬂ } <o, p>0
Yo,

s21 oeps @5 | keo

lineer uzaymi tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemistir.

N. L. Braha 2011 yilinda yapmis oldugu “New class of sequences related to
the (" spaces defined by a sequences of Orlicz functions” adli ¢aligmasinda Orlicz

fonksiyonu, yari-norm ve A —dizileri yardimiyla

MM, ¢,q,2) =1 X = (X) e W; |i£n¢% 3 M{q@/\n(xﬂﬂn:o, 550

s heo,oeP; p



lineer uzaymi tanimlamis ve ayrica bu uzayin bazi 6zellikleri incelemistir. B. C.
Tripathy ve S. Borgohain 2013 yilinda yapmis olduklari “On a class of n-normed

sequences related to the | space” adli calismada p—toplanabilir dizi uzaylariyla

iliskili n—normlu

(m(@).--,) = {x =(x) ew; ssupsup¢12||(zl, Zyyes Loy X )| <00 }

2l oep, s keo

lineer uzayimi tanimlamastir.

1< p <o olmak uzere

Ces, = {x el® :i(%i]x(k)gp < oo}

n=1

uzay1 ilk defa 1968 yilinda “Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual problem
section)” adli caligmada tanimlanmustir. J. S. Shiue 1970 yilinda yapmis oldugu “On

the Cesaro sequence space” adli calismada Ces, uzaymin bazi temel ozelliklerini

incelemistir. G. M. Leibowitz 1971 yilinda yapmis oldugu “A note on the Cesaro

sequence spaces” adli calismada yine Ces, uzaymin bazi dzelliklerini incelemistir.

A. A. Jagers 1974 yilinda yapmis oldugu “A note on Cesaro sequence spaces” adli

caligmada Ces, uzaymnin dualini bulmustur. S. K. Lim ve P. Y. Lee 1988 yilinda

yapmis olduklar1 “An Orlicz extension of Cesaro sequence spaces” adli ¢alismada

M Orlicz fonksiyonunu kullanarak

Ces, :{x 13 M (%Zn:|lx(k)|j<oo,ﬂ, >0}
n=1 k=1

uzay1 tanimlanmis ve duali bulunmustur.

Y. Cui ve R. Pluciennik 1997 yilinda yapmis olduklari “Local uniform

nonsquareness in Cesaro sequence spaces” adli calismada Ces, uzaymin lokal

uniform nonsquareness Ozelligi incelenmistir. Y. Cui ve arkadaslart 2005 yilinda
yapmis olduklar1 “Basic topological and geometric properties of Cesaro-Orlicz

spaces” adli ¢alismada Ces,, uzaymin asikar uzay olmamas1 i¢in gerek ve sart

verilmistir. Ayrica bu uzayin sira stireklilik, kesin monotonluk, diizgiin monotonluk

4



ve rotundity gibi bazi1 geometrik 6zellikleri incelenmistir. D. Kubiak 2009 yilinda
yapmis oldugu “A note on Cesaro-Orlicz sequence spaces” adli ¢alismada Cesaro-

Orlicz uzaylar1 arasindaki kapsama 6zellikleri vermistir. Yine Orlicz fonksiyonunun

A, kosulunu saglamasi durumunda bu uzayin bazi 6zellikleri gosterilmistir.






2. GENEL BILGILER

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. X bir kompleks vektor uzay olsun ve ||||: X — R fonksiyonu verilsin.
Asagidaki kosullari saglamasi durumunda || fonksiyonuna X vektdr uzayn iizerinde

norm, (X,|||) ikilisine de normlu uzay denir;

a) [x|=0<x=0,

b) her x e X ve her o e C icin [ax]| =|a]||x],

c) her x,y e X ve a e C igin ||x+y| <||x|+]y| (Maddox, 1970).

Tamm 2.1.2. (X , ||||) normlu uzay1 verilsin. Eger bu uzaydaki her Cauchy dizisi yine

bu uzaydaki bir elemana yakinsiyorsa (X , ||||) uzayina Banach uzay1 denir (Maddox,

1970).

Teorem 2.1.3. 1< p<oo ve W tiim kompleks dizilerin uzayini géstermek tizere
(,= {x =(x)ew: > |x|" < oo}
k=1

lineer uzayi tizerindeki

o |-

= 30

k=1

normu ile Banach uzayidir. p =0 olmasi durumunda
0, ={x=(x)ew:sup|x,| < oo}

lineer uzayi tlizerindeki



x| =suolx,
normu ile Banach uzayidir (Maddox, 1970).

Tamm 2.1.4.p=(p,) pozitif sayilarin smurlh bir dizisi olsun. supp,=H ve

M =maks{L, H} olmak iizere

((p) ={x=(xk)ew:i|xk|pk <oo}

k=1

uzay1 Uzerindeki

1
= 0
d(x,y)= (ZM -y j
k=1
fonksiyonu ile bir metrik uzaydir ( Maddox, 1970).

Tanmm 2.15. (_, cvec, swasiyla siirl, yakinsak ve sifira yakinsayan dizi

uzaylari olsun. AX = (AX,) = (X, —X,,,) olmak izere
i) (,(A)={x=(x); Axel,}
i) c(A)={x=(x); Axec}
i) cy(A)={x=(x); Axec,}

fark dizi uzaylar ||X|| A= |X1| +||AX”00 normu ile birer Banach uzaylaridir

(Kizmaz,1981).

Tamim 2.1.6. ¢, sonlu elemanli pozitif tam say1 kiimelerinin ailesi olsun. Herhangi

bir o € ¢ verildiginde (c, (o)) dizisi her ne N igin

Cn(a):{l , Neo

0 ,ngo

seklinde tanimlanir. S herhangi bir pozitif tam say1 olmak iizere



Se,(0)<s

kosulunu saglayan o € ¢ elemanlarinin uzay1 ¢, ile gosterilir (Sargent, 1960).

Tamm 2.1.7. Her pozitif n tam sayisiicin 0<@ <@, <¢@, , <o ve (n+1)¢g, =ng, ,

kosullarin1 saglayan (¢,) dizilerinin uzay1 @ ile gosterilir (Sargent, 1960).

Tanmim 2.1.8. ¢ € ® olmak lzere m(¢) lineer uzay1

m(¢) = {x =(x)e W:supsup{%zm% < oo}

ile tanimlanir.

Bu lineer uzayin tizerindeki

1
||x||=supsup{—2|xn|}

s>l oep; ¢S neo
normu ile bir Banach uzayi oldugu biliniyor (Sargent, 1960).

Tamm 2.1.9. x=(X,) dizisinin yeniden diizenlenmis dizilerinin kiimesi S(x) olmak

Uzere n(¢) lineer uzayi

n(¢) :{x =(X.) € W: sup {i|un|A¢n} < oo}

ueS(x) { n=1

ile tanimlanir. Bu lineer uzayin iizerindeki

[¥]= sup {iwm}

uesS(x) { n=1



normu ile bir Banach uzay1 oldugu biliniyor (Sargent, 1960).

Tanmm 2.1.10. A=(a,) bir sonsuz matris olsun. s=(s,) dizisinin A(s) matris

doniistimii

tm = Z amnSn

n=1
seklinde tanimlanir (Petersen, 1966).

Teorem 2.1.11. A=(a,,) bir sonsuz matris olsun. Sinirli dizilerin A(S) matris

doniigtimiiniin var olmast i¢in gerek ve yeter kosul sifira yakinsayan dizilerin A(s)

matris doniisiimiiniin var olmasidir (Petersen, 1966).

Teorem 2.1.12. Bir A matrisinin smirli dizileri smirli dizilere doniistiirmesi igin
gerek ve yeter kosul sifira yakinsayan dizileri sinirhi dizilere doniistiirmesidir. Yine
A matrisinin her iki siniftaki dizileri sinirlt dizilere doniistiirmesi icin gerek ve yeter

kosul her m igin
3 Jan| <K
n=1

olacak sekilde K >0 sayisinin var olmasidir (Petersen, 1966).

Teorem 2.1.13. ¢,y e ® olmak tizere m(¢) = m(w) (n(¢) 2n(y)) olmasi igin gerek

ve yeter kosul

sup(gj < 00
s21 \ Y

olmasidir ( Sargent, 1960).
Teorem 2.1.14.

a) Her ge® igin (, cm(p) < ( saglanir.
b) m(g)=1(, (n(¢) =/ w) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

limg, <oo

S—0

10



olmasidir.

c) m(g)="(, (n(¢)=1(,) olmasi igin gerek ve yeter kosul

Iim(gj >0
S—0 S

olmasidir (Sargent, 1960).

Tamim 2.1.15. E bir dizi uzay1 ve herhangi (X.)..y € E olsun. Her keN igin
|a,| <1 kosulunu saglayan biitiin (a,) skaler dizileri i¢cin (x.a) € E oluyorsa E dizi

uzayina Solid (veya Normal) uzay denir (Esi, Acikgoz ve Esi, 2013).

Tammm 2.1.16. E bir dizi uzayt olsun. x(k),N dogal sayilar kiimesinin
elemanlarinin bir permutasyonu olmak tizere (X )€ E olmast (X )€ E olmasmi

gerektiriyorsa E dizi uzayina simetriktir denir (Esi, Acikgoz ve Esi, 2013).

Tammm 2.1.17. f:(a,b)cR—>R fonksiyonu icin her x,ye(a,b)ve0<A<1

olmak Uzere

f(A=2)x+2y)<@A=2)f () +AF(Y)

kosulu saglamiyorsa f fonksiyonuna (a,b) Uzerinde konveks fonksiyon denir

(Rudin, 1970).

Tamm 2.1.18. M :[0,oo)—>[0,oo) fonksiyonu surekli, azalmayan ve konveks bir

fonksiyon olsun. Eger M(0) =0, x>0 icin
M(x)>0
ve

limM (x) =0

X—>0

kosullari saglaniyorsa M fonksiyonuna Orlicz fonksiyonu denir.

11



n(t) fonksiyonu azalmayan, t>0 i¢in sag siirekli, 7(0)=0, t>0 icin

n(t)>0 ve !im n(t) =00 kosullarini saglayan bir fonksiyon olmak iizere M Orlicz

fonksiyonu her zaman
M (x) = [n(t)dt
0
biciminde temsil edilebilir. Burada 7(t) fonksiyonu M Orlicz fonksiyonunun

cekirdegi olarak bilinir (Krasnosel’skii ve Rutickii, 1961).

Tamm 2.1.19. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Eger hert >0 igin

M (2t) < CM (t)

olacak sekilde bir C >0 sayis1 varsa M Orlicz fonksiyonu A,-kosulunu sagliyor

denir.

Eger M Orlicz fonksiyonu A, —kosulunu saglarsa | >1 sayisi ve her u

pozitif sayist i¢in
M (lu) < K.I.M (u)
olacak sekilde K >0 sayisi vardir (Krasnosel’skii ve Rutickii,1961).

Tanim 2.1.20. M bir Orlicz fonksiyonu olsun. Bir ,, lineer uzayi

Ly, ={x:(xk): iM (MJ<OO, p>0}
Yo,

k=1

ile tanimlanir. Bu uzayin

||x||=inf{p>0: iM(Mng}
k=1 P

normu ile bir normlu uzay oldugu biliniyor. Bu uzaya Orlicz dizi uzay1 denir

(Lindenstrauss ve Tzafriri, 1971).

12



Tammm 2.1.21. X bir lineer uzay olsun ve g: X — R fonksiyonu verilsin.
Asagidaki kosullar saglamasi durumunda g fonksiyonuna X lineer uzayi tizerinde

paranorm, (X, g) ikilisine de paranormlu uzay denir;
a) 9(0)=0,

b) Her xe X i¢in g(—x)=g(x),

c) Her x,y e X igin g(x+y)<g(x)+g(y),

d) (4,) skaler dizi, (x,) = X olmak lzere limA, =4 ve limx, = x oldugunda
limg (A4,x, —Ax) =0 saglamir (Maddox, 1970).

Teorem 2.1.22.  (p,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger
O<h=inf p, <p, <H=supp, ve D=maks{1,2""} iseher keN ve a b eC
icin
la, +b,|" < D{|‘5‘k|pk +|bk|pk}
esitsizligi gergeklesir (Raj, Jamwal ve Sharma, 2013).

Tanmm 2.1.23. X vektor uzay: verilsin. Asagidaki kosullart saglamasi durumunda

p:X —>[O,oo) fonksiyonuna X vektor uzay1 tizerinde moduler denir;

a) p(x) =0 olmasi igin gerek ve yeter sart X =0 olmasidir,

b) Her xe X ve |a| =1 kosulunu saglayan her & € R i¢in p(ax) = p(X),

c) Her x,y € X ve a+ £ =1 kosulunu saglayan biitiin «, R pozitif sayilari igin

plax+py) < p(x)+ p(y)
saglanir.

Eger her x,ye X ve a+ =1 kosulunu saglayan biitin «, R pozitif

sayilar1 i¢in

13



plax+ By) <ap(x)+ Bo(y)

saglanirsa o moduler fonksiyonuna konveks moduler denir (Musielak, 1983).

Tamm 2.1.24. X bir vektor uzay: ve p, X uzayi lizerinde bir modiiler olsun. Bu

takdirde
X, :{XE X :Limp(ﬂx)zo}

uzayina modiiler uzay denir (Musielak, 1983).

Teorem 2.1.25. X bir reel vektor uzay ve p, X reel uzay iizerinde bir konveks

modiuiler olsun. Bu takdirde

. (X
x|, =inf {/1 ~0: p(z] 31}

seklinde tanimlanan fonksiyon X & modiiler uzay: tizerinde bir normdur. Bu norma

Luxemburg normu denir (Musielak, 1983).

Teorem 2.1.26. X modiler uzayr verilsin. Bu takdirde asagidaki ozellikler

saglanir;

i) Herhangi x,x,eX, ve her 1>0 icin p(Ax)<p(Ax,) esitsizligi saglanirsa

%], <[x.], esitsizligi gergeklenir.
ii) Eger ||X||p <1ise p(x)s||x||p olur (Musielak, 1983).

Teorem 2.1.27. X vektdr uzayi lizerinde bir p moduleri ve {Xk}cxp dizisi

verilsin. x e X , olmak tizere l!im”xk —X”p =0 olmas1 icin gerek ve yeter kosul her
—0

A >0 sayisli igin i!im p(ﬂ(xk — X)) =0 olmasidir (Musielak, 1983).

Teorem 2.1.28. X = X(A, w) ile A iizerinde tanimli,

f||X <oo kosulunu saglayan
bltiin gz —olgiilebilir kompleks degerli f (x) fonksiyonlarinin uzay1 gosterilsin. Eger

her neN igin f eX, f (x)=0 ve hemen hemen her yerde f (x).” f(x)

14



yakmsamasi f e X ve |f |, /7| f], olmasim gerektiriyorsa X uzayi, Gzerindeki

norm ile bir Banach uzayidir (Luxemburg, 1955).
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2.2. Cift Dizi Uzaylan

Tanmmm 2.2.1. Nx N kiimesinden C kompleks uzayina tanimli her X fonksiyonuna

cift dizi denir ve kisaca (x,,) ile gosterilir. Butin kompleks terimli ¢ift dizilerin

uzay1 w? ile gosterilir. Buna gore
w? ={x=(x,); kleN, x, eC}
yazilir ve bu kiime her x,y e w® ve a € C igin ax= (o )vex+y=(X,+Y,)

islemleri altinda bir lineer uzaydir (Apostol, 1974).

Tamm 2.2.2. (x,,) bir ¢ift dizi olsun. Eger verilen keyfi bir £ >0 sayisi igin her

K,I >n_ oldugunda

%, —a|<e
olacak sekilde n, dogal sayis1 varsa (x,,) Gift dizisi a€C sayisina Pringsheim

anlaminda yakimsaktir denir. Pringsheim yakinsak c¢ift dizilerin uzay1 ¢® ile

gosterilir (Apostol, 1974).
Tamm 2.2.3. (k,1)<(p,q) (k<pvel<q) oldugunda
Xt < X q
oluyorsa (x, ) cift dizisine azalmayan ¢ift dizi denir (Apostol, 1974).
Tamm 2.2.4. x =(x,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak tzere

sup
k,1>1

kal‘<oo

oluyorsa x = (X,,) ¢ift dizisine sinirl ¢ift dizi denir.

Sinirh cift dizilerin uzayr (? ile gosterilir. Buna gére

@ _ {X = (%) eW?:sup|x, | < OO}
k,1=1

seklindedir (Moricz ve Rhoades, 1988).
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Tamm 2.2.5. x=(x,,) kompleks terimli bir ¢ift dizi olsun. Eger verilen her & >0

icin k,I, p,g> N oldugunda

% =X, <&

p:Q‘

olacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa x=(x,,) ¢ift dizisine Cauchy dizisi denir

(Burkill ve Burkill, 1980).

k |
Tamm 2.26. S, :ZZXU kismi toplamlar dizisinin Pringsheim anlaminda
i=1 j=1

yakinsak olmasi halinde Z X, kompleks terimli serisi yakisaktir denir (Apostol,
k,1=1

1974).

Teorem 2.2.7. Her bir terimi sifirdan farkl (ak,l ) cift dizisi verilsin. Ayrica

k,I oo iken a,d8 e RuU{co} olmak tizere

a
k+1,1 N1

a'k,I+1

a‘k,l

—a yada

a'k,I

olsun. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir;

i) Z a,, serisinin her bir satir ve siitun serisi mutlak yakinsak olmak iizere a <1
k,1=1

veya a<1 ise z a,, serisi mutlak yakinsaktir,
k,1=1

i) Eger a>1veyad>1 ise z a,, serisi wraksaktir (Limaye ve Zeltser, 2009).
k,I=1
Teorem 2.2.8. Her bir terimi sifirdan farkl (ak,l) cift dizisi verilsin. Asagidaki

Ozellikler vardir;

i) k,1 oo iken a,deRuU{oo} olmak tizere

Jﬁa

K+L,1

J—>a ve k[l—a—

ak,I

K, 1+1

.(1_ :

ak,I

olsun. Bu takdirde
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0

z a,, serisinin her bir satir ve siitun serisi mutlak yakinsak ve a>1ved>1 ise
k,1=1

z a,, serisi mutlak yakinsaktir,
k,1=1

a‘k,l+1
ak,I

} limiti var ve 1’ den kiiclik veya baz1

ii) Eger baz1 k e N sayilari i¢in !im I (1—

ak-¢—l,|
ak |

J limiti var ve 1" den kiigk ise > a,, serisi
k,1=1

| e N sayilar igin II(im k(l—
raksaktir (Limaye ve Zeltser, 2009).

serisi verilsin. k,1 = o iken

Ornek 2.2.9. ¢ >0 olmak Uzere )
k,I=1

(kl)lJrs
I B S
(kQA+D)" | 1 e [GDD™ ]
1 1

e 0y

bulunur. Bu durumda Teorem 2.2.7 sonug vermez. Yine

1
L Aa\\Ite l+e
tim 1| 1 (KD [ D
K,l—>o0 1 |0 (|+1) +e
(kl)lJrg
1+e
@_@_rlj J
] I+1
=lim 1
|
1Y( 1Y
o (1)
=lim 1
2
=1+¢

bulunur. Benzer sekilde
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B S
(k+)h™

limk|1- =l+¢
K.l o0 1
(kl)lJrg
- 1 . . ..
olur. Ayrica ZW serisinin her bir satir ve siitun serisi yakinsaktir. Boylece
k,1=1

Teorem 2.2.8 i) geregince Y ———
i (kD)

serisi mutlak yakinsaktir.

Tamm 2.2.10. 1< p <o olmak lzere ﬂ(pz) cift dizi uzay

(9 = {x = (%) e w?: ii‘xw " < oo}

k=1 1=
ile tanimlanir. Bu uzay
1
=3
k=1 1=1
normu ile bir Banach uzayidir ( Apostol,1974).

Tamim 2.2.11. Bir  E gift dizi uzay1 verilsin ve bir K = NxN kiimesi

KO ={(n k)i, je N <n, <., kg <k, <.}

it
seklinde tammlansin. E ¢ift dizi uzaymin K® —adim uzay

ﬂ,fm :{(Xni,kj ) cw® (%) €E.(n.k)) e K(z)}

bigiminde tanimlanir. Ayrica (X, ,kj) € AE(Z) olmak tzere

(]

Xi (1, ])) e K®
0 ,(,j)eK?

cift dizisine (Xni,kj) cift dizisinin kanonikal 6n gorintisu denir.

Eger E ¢ift dizi uzayr tim K® —adim uzaylarinin kanonikal 6n
gorintdlerini iceriyorsa E ¢ift dizi uzayina monoton uzay denir (Khan ve Tabassum,
2011).
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Teorem 2.2.12. Bir E dizi uzay1 solid uzay ise monoton uzaydir (Khan ve
Tabassum, 2011).
Tamm 2.2.13. Bir A=(a,,,,) kompleks sayilarin dort boyutlu sonsuz matrisi ve

X = (X,,) € W verilsin. Bu takdirde Ax matris doniisiimii

o0 0

(Ax)m,n = Zzam,n,k,l X

k=1 I=1
seklinde tanimlanir ( Patterson, 2007).

Tanmm 2.2.14. Bir M Orlicz fonksiyonu ve pozitif reel sayilarin sinirli bir (p, ) ¢ift

dizisi verilsin. Bu takdirde 1 (M) uzay:

Pt
122 (M) =1xew®:3p>0, i[M LMD <o

K,1=1 P

seklinde tanimlanir ( Savag ve Patterson, 2007 ).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bulgular boliimiiniin birinci ve ikinci kisminda bahsedilen m?(M,¢), m*(M, ¢, p)

ve m’(M, A ¢, p) uzaylar1 ve temel 6zellikleri Sargent (1960), Tripathy ve Mahanta
(2003), Tripathy ve Sen (2002), Lindenstrauss ve Tzafriri (1971), Altun ve Bilgin

(2009) calismalarindaki yontemler kullanilarak incelendi.

Bulgular boliimiiniin son kisminda bahsedilen Ces!? uzayr ve temel

ozellikleri Shiue (1970), Jagers (1974), Cui ve arkadaglar1 (2005), Kubiak (2009)

caligmalarindaki yontemler kullanilarak incelendi.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. m*(M,¢) Uzayr ve Bazn Topolojik Ozellikleri

Tamm 4.1.1. Eleman sayilari sirasiyla en fazla s vet olan o, cN ve o, <N alt
kiimeleri ile elde edilen o =0, xo, cNxN alt kiimelerinin ailesi ¢, ile gosterilir.
Yine

Kd.py <(K+Dg, ve 14, <1+,

kosullarin1 saglayan azalmayan, pozitif {¢k|} Gift reel dizilerinin ailesi ®® ile

gosterilir.

Tamm 4.1.2. Bir M Orlicz fonksiyonu ve ¢={g,,} e ®® dizisi verilsin. O zaman

m?(M, ¢) kimesi

o 1 Il
m’(M,¢) ={xew? :3p >0, (nggn¢st§§M£PJ

O1X02€Ps ¢
seklinde tanimlidir.

Teorem 4.1.3. m*’(M,¢) kimesi C (zerinde cift dizilerin bilinen toplama ve

skalerle ¢arpma islemlerine gore bir vektor uzayidir.

Ispat. X,y em*(M,¢) ve a, € C—{0} verilsin. Bu takdirde

N M‘ ‘ 4.1
o) ( J N
O1X0 €P5 ¢

ve

Vi |
y 4.2
(st)>(11)¢t§J€Z<f:z [ ] -
O1X0 €Pg ¢

olacak sekilde p; Ve p, pozitif sayilari vardir. p, =maks{2|a| p,,2|8|p,} seklinde

tanimlansin. M Orlicz fonksiyonunun azalmayan ve konveks olmasi kullanilirsa
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Sy M [‘axi,j +ﬂyi,-\J L [\ax, il \ﬂY. ,\j

ieoy jeo, p3 ieoy jeo, p3

ieoy jeo, 2|a|p1 2|ﬁ|p2

ey sl ol VW}

:ZZM MJFMJ

ieoy jeo, 2,01 2,02

ieo; Jeo’z ieo; jeaz p2

<z g iu(tll. 2l
<ZZM[M] ZZM[MJ

ieoy jeo, ieoy jeo,
bulunur. Bu son esitsizlik ve (4.1), (4.2) ifadeleri kullanilirsa  ax+ By e m?(M, ¢)
elde edilir. Boylece m?(M, @) uzayr w® ¢ift dizi uzaymin alt uzayidir.
Teorem 4.1.4. m*(M, ¢) uzay1 herhangi bir xe m*(M, ¢) icin
|x[|=inf<p>0: sup —Z > M [‘ ‘]

(0209 @i i,
O1X0»€Q; ¢

seklinde tanimli |||| fonksiyonu ile bir normlu uzaydir.

Ispat.

a) Herhangi xem?(M,¢) icin tamim geregince ||X|| >0 oldugu goriiliir.

b) Eger x=0 ise her p>0 i¢in M(0) =0 oldugundan |x|=0 elde edilir.
Tersine |x|=0 olsun. Bu takdirde M Orlicz fonksiyonu azalmayan bir

fonksiyon oldugundan

20 ¢st icor jeoy

O1X02 E€Ps ¢
esitsizligi biitin p >0 sayilar i¢in saglanir. Buradan her bir (i, j)) e NxN ve her

p >0 sayisi igin

(Bl
).,
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olur. En az bir (i, j,) e NxN i¢in x_. =0 olsun. M Orlicz fonksiyonu azalmayan

bir fonksiyon ve limM (u) =o oldugundan her Ue[a,oo) icin M(u) >¢,, olacak

o+ Jo

P

o, Jo

ise

sekilde a>0 sayist vardir. Eger p, = e[a,oo) olur. Bdylece

X _ o . .
M[ o Jo ]>¢11 bulunur. Bu ise her bir (i, j) e NxN ve her p pozitif sayisi i¢in
% Y

(Bl
).,

olmast ile gelisir. Dolayisiyla her (i, j) e NxN igin x , =0olur. Buradan x=0 elde
edilir.

c) Herhangi bir xem?(M,¢) ve A eC verilsin. Eger 2 =0 ise ||Ax]|=|2||X| oldugu

o,

2

kolayca gorulir. 2 =0 olsun. Bu takdirde p, =-— olmak lzere

‘ﬂx.-‘
JTS S R T 1P
ol =inf {p>0: sup =3 3Im) J

O01%02€Ps ¢

X ‘

=inf{p>0: s M| =<1
(s, t)>(11) b é ,Z;‘z P
T1XC2E€Ps ¢ |ﬂ|

1 ‘Xi,j‘
=||inf { p, > 0: (sfggl)aéj;M p J<l

O01X02 €05 ¢
=[A[[Ix]
elde edilir.

d) Herhangi x,y e m*(M,¢) verilsin. Bu takdirde

\ \ \v \
EZM <K' ve —Z M| =<K
(s, t>><1 D @ lcor joy (s, t>><1 D @ ieor jeoy

O1X0 €5 ¢ 01 X0 €Ps ¢

olacak sekilde p'>0, 0" >0,K’>1ve K" >1 reel sayilari vardir. p,=K'p" olsun.

M Orlicz fonksiyonu konveks ve 0 < % <1 oldugundan
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%) 1 %,
P _Z M( _<s,?>lig,1)zt§jj;M Kf/]?'

(s.t)=(12) ¢ t ieoy jeo,

O1X0 €Ps ¢
1 ‘X' ,‘
< sup — M
(s.)=(L1) ¢st gf‘:lezo“z K’ P
OYXO2 €05 ¢
1
Skt

01X0y Eqﬂs’l

no_rn

elde edilir. Benzer sekilde p, = K" p" segilirse

|¥ii|
il M <1

O1X02 €Ps ¢

bulunur. Simdi p, = p, + p, olsun. Bu takdirde

) ‘Xi’j n y ‘ ‘ yl J‘
il M| —————|=
sup Z z ( ol ] (Sf)li(ll) ¢st élezo'z [ p1+p2 ]

(s,t)2(11) ¢S,t ieoy jeo,
O1X02EPs ¢

O1%X02E€Ps ¢
1 ‘Xi,j‘ ‘yi,i‘
< = M
® o zz (p1+p2+/01+/02}

(s:)=(L1) ¢ 't ieoy jeo,

O1%X02€Ps ¢

<P _z M ‘X'J‘
y2 +p2 (s, t)>(1l) ¢st ico; jeo,

O1%X02E€Ps ¢

+ P2 —Z M(‘y"q

Pt PO, G t)>(1l) ¢st ico; jeo,

O1X0€Ps ¢

%! n P2 -1
PTP, PTP;

<

bulunur. Boylece p,, p, Ve p, sayilari pozitif oldugundan

B S 1 s+
||x+ y|| =inf4{ p, >0: (sf)ligl) 4. Z} ,ZU:Z M [ P ng
O1X0 €Ps ¢

<inf{p >0: sup —z M ‘ ‘
(s:1)=(L0) ¢ t ieoy jeo,
O1%X02€Ps

Linf{p, >0: sup —ZZM[ }<1 =[x +[Iyl

(0200 i i,
OYXTEQs ¢
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elde edilir.

Teorem 4.1.5. m*(M, @) uzayi iizerindeki norm ile bir Banach uzayidir.
Ispat. m?(M, ¢) uzayimnda keyfi bir Cauchy dizisi {X(k)} olsun. Bu takdirde her bir

k,l eN icin

(k) X(l)
— M <1
(s, t)>(11) é.. ;} = Hx(k) X(I)H

O1X0€Q ¢

yazilir. Boylece her k,l € N ve bir (i, j) e NxN igin

(O _ O
1) 1,)
M M <@, (4.3)
bulunur. M Orlicz fonksiyonunun tanimindan dolay1
<M () (4.4)

olacak sekilde X, >1 sayis1 vardir. {X(k)} bir Cauchy dizisi oldugundan her k,|>n,

oldugunda

=< 45)
XO

olacak sekilde n, dogal sayisi vardir. Boylece (4.3), (4.4) ve (4.5) ifadeleri
kullanilirsa her k,1>n, ve (i, j) e NxN igin

‘Xl(kj) X|(Ij)
M ‘— S¢1,1S M(Xo)

‘x(k’ _ X(I)H
olur ve buradan
-l =
<&
bulunur. Bu takdirde {x,“‘)} dizisi her bir (i, j) e NxN igin C kompleks sayilar
uzayinda bir Cauchy dizisidir. Boylece her bir (i, j)e NxN i¢in k —o iken
‘X(k)—x ‘—)O olacak sekilde X ; € C vardir. Bu sekilde bir X:{Xi’j} kompleks
say1r dizisi tanimlanir. M Orlicz fonksiyonunun siirekli oldugu kullanilirsa, her

k>n, oldugunda ve | — o iken p, =sup
k,1=ny

[x® —x®|| igin
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‘x(k)
sup Z > M <1
(0200 @, i, e, Po

O01%X02€Ps ¢

olur. Boylece her k >n, i¢in

®)
Hx(k) XH inf<p>0: sup iZZM[‘X—X"]<1

(s.0)>(L1) ¢St e Yo,
01X02 €05 ¢
< p, = sup ||x® —x(')H
k,1>nq
&
<—<¢&
Xo

elde edilir. Ayrica {Xi(’r}"’} em?(M,¢) oldugundan

— Z M
(2 s icor 1oy

O1X02E€Ps ¢
olacak sekilde p, >0 sayis1 vardir. p, = p, + p, olsun. Bu takdirde

(no) (no)
‘xi’j = x4 x["
P

(no)
Xi’j0

(no)

Sxzu ) Loz

¢St icoy jeo, st icoy jeo,

<Ly sl

¢s,t ico; jeo, Lot P Pot le

ZLZZM P

¢S,t ieo; jeo, (p0+pl)p0 (p0+p1)p1]

(o)
Po‘xi,j _Xi,jo

(no)
Xi'jo

‘X _X(nO)

(p0+p1)¢stlech;JeZ<f:z [ Po J

—

(po + pl) Dy icor icon
Ispat. Her i, jeN icin ‘ai'j‘ <1 kosulunu saglayan « = {ai‘j} dizisi ve

(no)

bulunur. Béylece x e m?(M, ) olur.

Teorem 4.1.6. m?*(M,¢) solid uzaydir.

y={y,;} em*(M, ) dizisi verilsin. Bu takdirde
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(020D @\ icor jeoy
01 X0 €5 ¢

sup _Z Z M (‘y, ,‘]

olacak sekilde p >0 sayisi vardir. Buna gore

_Z M ‘alj |1‘ _ _Z M ‘ai,iji,j‘
(s, t>><1 D G icor jcon G t>><ll> Bt ico jeor P
O01X02 €05 ¢t O01X02€Ps ¢
‘yi,j‘
< Ly
<sr>><11> By icor jcoy p
O1%X02€P5 ¢
< 00

bulunur. Boylece ay={ai]jyi’j}em2(M,¢) olur, dolayistyla m*(M,¢) uzaymin
solid uzay oldugu elde edilir.

Sonug 4.1.7. m*(M, ¢) monoton uzaydir.

Teorem 4.1.8. m*(M,¢) simetrik uzaydir.

ispat. {x }em*(M,g) dizisi verilsin ve {y, }, {x | dizisinin bir yeniden
diizenlenmis dizisi olsun. Bu takdirde her bir (i, j)e NxN igin 'y, =x_  olacak

sekilde (m,n.) e NxN vardir. Boylece

i

X

m;,n;

Z LY (\y. J‘J (st)>(11) ry Z > M

s, t>><1 D @ icor jcoy ¢ icor jcon
O1X0 €P;s ¢ O1X0 €Ps ¢

‘x..‘
g 1 M| il

O1%X02€Ps ¢
<0

bulunur. Bu ise {y, ;} em*(M, ) oldugunu gésterir.

Teorem 4.1.9. ¢,y e ®@ verilsin. Bu takdirde m*(M,¢) = m’(M,) olmasi igin

gerek ve yeter kosul  sup P < oo olmasidir.
0200 Wsy

ispat. m*(M,¢) cm*(M,yw) olsun ve her (s,t)>(L1) icin Ofs,t:ﬁ seklinde

st

tanimlansin. Eger sup «,, =0 ise bu taktirde lime, , =00 olacak sekilde en az
(s,t)>(L) . i—®
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bir {asivti} alt dizisi vardir. Bu ise her K >0 i¢in m>m, oldugunda ¢, , >K
olacak sekilde m, e N var demektir. Bu takdirde

Lesulid]- o o tssulld]

P

(s t)>(ll) Vst icoy jco, (st)>(ll) st ico, jeo,
O1X02€Ps ¢ O1X02€Ps ¢
1 ‘Xi j‘
> sup @ - > M|
m=my ¢Sm Ly i€oy jeo, P

OIXT Py 1

>K  sup L YOI M —‘X”‘
mzmy St ieoy jeo, p
01%X02€Ps tm

Olur. Ayrica m>m, ve o, x0, €, , olmak Uzere

ZZM[‘ ‘J

ieoy jeo,

kosulunu saglayan X = {xi’ j} em?*(M, ¢) secildiginde

L[
(s, t)>(11) Vs gf;g’:z ( J

O1%X03€Ps ¢

bulunur. Bu ise x= {Xi,j} gm*(M,y) celiskisini verir. Boylece ( ?)ugl)[zs't j< 0
s0=(1, st

elde edilir.

(s,t)>(1.1)

Tersine K= sup (%‘J«m olsun. Buradan her (s,t)>(11) icin

Vst

¢, < Ky, yazilir. Herhangi bir X = {Xi’j} em?*(M, ¢) verilsin. Bu takdirde
\X .

Ly ym b

s, t>><11> By icor jcon
O01X07 €Ps

olacak sekilde p >0 reel sayis1 vardir. Boylece

1 ‘Xi,j‘ ‘Xivi‘
—_— M| < — M| —
(s,f)bzlgl) Ky, iezaljeaz [ P ] G t)>(“) P éjeaz [ P

01702 €Ps ¢ O1%X02€Ps ¢

< o0
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bulunur. Buise x={x .} em*(M,w) oldugunu gosterir.
1]

Sonu¢ 4.1.10. m*(M,¢)=m’(M,y) olmasi icin gerek ve yeter kosul

-1
sup [qﬁ“ j< Ve sup ( . J < oo olmasidr.

020D\ Wy, (020D \ W,

Teorem 4.1.11. M,M, ve M, fonksiyonlar1 A, —kosulunu saglayan Orlicz
fonksiyonlar1 olsunlar. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

a) m*(M,,¢) cm*(M o M,,¢),

b) m*(M,,¢) " (M,, 6) = M*(M, + M, ¢) .

ispat.

a) Herhangi bir x ={x,,} em*(M,,¢) verilsin. Buradan

\x. |
—Z M, <o
s, t>><1 D @ icor jcon

01702 €Ps t
olacak sekilde p >0 reel sayis1 vardir.

M Orlicz fonksiyonu x =0 noktasinda sag siirekli oldugundan keyfi her
>0 icin 0<t< ¢ oldugunda M (t) <& olacak sekilde & (0,1) sayisi segilebilir.

X
y,; =M {‘ ‘J seklinde tanimlansin. Boylece
Yo,

22MU)= 2 M)+ > M(yy)
icoy jeo, yjjso Yij>o
(i,))eoyxo, (i,))eoyxo,

yazilabilir.

M Orlicz fonksiyonu ve y; ; <6 <1 oldugunda

DM )<Y Y MO<M©2)D (4.6)

yij<o yij<o yij<o
bulunur. Yine y,;>¢ igin %>1 ve M Orlicz fonksiyonu A, —kosulunu

sagladigindan
Yij] 1 1o (2

M <M1+ [<=M@Q)+=M | —

(%) ( 5]2()2(5J
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2y . 2y .
DIV RN RV i ]
2 o 2 o

y..
<T =M (2

5 (2)

olacak sekilde T >0 sayis1 vardir. Boylece
Yi, M (2

M) YTRME TR Yy @)

Yij >0 Yij >0 5 Yij >

olur.
(4.6) ve (4.7) bagintilar1 kullanilirsa

ZZM[UPWQWMQZZMWJ

s, t>><11> B icor jcon ¢ cor 1eon
O1X07 €Ps ¢ O1X0 €Ps ¢

<M(2) sup Z DV
(St)>(1l) ¢st ieoy jeo,
01X02 €Ps ¢

M(2)
+T——— su z >V,
5 (s, t)>(11) ¢51 icoy jeo, &
O1X02€Ps ¢

%
=M(2) sup M, "‘
(s.)=(L1) @, t;}é

O01X02€P5 ¢

(s, t>><1 D By icor oy
O1X0€Ps ¢

MO g Lysy, [M}

< 00

elde edilir. Buise xem?(M oM, ¢) oldugunu gdsterir.

b) Herhangi bir x={x, ;} e m*(M,,$) "m*(M,, ¢) verilsin. Bu takdirde

wontty Dot ico oo,
O1%X03€Ps ¢

\x. ,\
p =YY m,
s, t>><1 D @y icor jcon

O1X0€Ps ¢

zszJ}

ve

olacak sekilde p, ve p, pozitif reel sayilari vardir. p, =maks{p,, p,} seklinde

tanimlansin. Bu takdirde
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‘ ‘ _ 1 ‘Xi,j‘ ‘le‘

O1X02€Ps ¢ O1X02€Ps ¢
) (Bl (15
LY Sim 2
(s, t)>(11) ¢St ico jeoy o) oR
O01%X02€Ps ¢

oty D. icor jeoy Py

O1%X03 €Ps ¢

+ sup —ZZM [‘X"‘]

< ZZM [‘XIJ‘J

(0200 @, i jeon
O1X02€Q; ¢

<o
bulunur. Béylece xem?(M, +M.,,¢) elde edilir.
Teorem 4.1.12. Her ¢ € ® i¢in asagidaki 6zellikler saglanur;
a) (M) cm*(M,¢) <1 (M),

b) (M) =m*(M,¢) < sup

(s,t)>(11)

O M(M,g)=12(M) < sup
(s> St

>0.

ispat: a) Herhangi bir x={x, ;} 1" (M) verilsin. Bu takdirde

iM(\X.J\J

olacak sekilde p >0 sayisi vardir. Bir B kiimesi asagidaki gibi tanimlansin;

{ ZZM[‘ ‘]:(S,I)Z(l,l), O'lxo'zegpsyt}_

st ieoy jeo,
o gee 9 1 o qee ;
{¢S’t} cift dizisi azalmayan oldugundan {—} cift dizisi artmayandir. Boylece her

s,t

beB igin

o L5 1l
¢1,1i,j=1 P

yazilir. Buradan da
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@ ,-SupB < i M [M] <00
i,j=1 'y

bulunur. Béylece x e m*(M, ¢) elde edilir.

Yine x={x ;} em’(M,g) verilsin. Bu takdirde

\X .
sup —Z M | 2]
(50200 @, ¢ i feoy

O1%X02€Ps ¢

olacak sekilde p >0 reel sayisi vardir. Boylece her (i, j) e NxN i¢in

%] ‘XI J‘
M [7 <é 'l (st)>(1l) ¢st ;;JEZ":Z !

O1X09 €EQy it

<o
olur. Buradan da x €12 (M) elde edilir.
b) 1P(M)=m?(M,¢) olsun. Eger her (s,t)eNxN igin w,, =1 alinirsa

12 (M) =m*(M,y) olur. Bu takdirde m*(M,#) =m?(M,y) olacagindan Teorem

4.1.9’ den
sup ¢, = sup b <o
(s,0)>(12) (50201 Wi
elde edilir.

Tersine, sup ¢, <o olsun. Eger her (s,t)e NxN igin y, =1 alimrsa
(s,t)>(11)

1P (M)=m?(M, ) olacagindan Teorem 4.1.9 geregince
m*(M, 4) = /(M)
bulunur. a) sikkindan dolay1 1 (M) = m*(M, ¢) oldugundan istenen elde edilir.
c) Her (s,t)eNxN igin y,, =st almrsa [P(M)=m?*(M,y) olur. Gercekten

xel®(M) ise her (s,t)>(L1) ve o,x0, € @, igin

‘ ‘ 1 ‘Xi,i‘
Z:JZU:ZM{ Sas't'(i,?)grngM 3 <0

olacak sekilde >0 reel sayis1 vardir. Buradan xem?(M,y) oldugu yani

I2(M)c m*(M, ) kapsamasi bulunur. a) sikkindan dolay1 da ters kapsama vardir.
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Simdi m?(M, ¢) =12(M) olsun. Bu takdirde m?(M,¢) =m*(M,y)

.. st i
olur. Teorem 4.1.9 geregince  SUp — <oo Ve  sup &<oo olur. Boylece
(s,)2(11) ¢S’t (st)=(11) S.t
¢s,t HR
sup >0 elde edilir.

(s> S.t

. . st
Tersine,  sup P >0 olsun. Bu takdirde  sup — < oo olur ve Teorem
(st)=(Ly) St (02D @y ;

4.1.9 kullanilirsa
m*(M,p) =12 (M)c m*(M, ¢)
bulunur. Ayrica a) sikkindan m*(M,¢) < 1(M) kapsamasi vardir. Boylece

m*(M,¢) =12(M) elde edilir.
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4.2. m*(M, ¢, p) ve m*(M, A ¢, p) Uzaylar ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Tamm 4.2.1. Eleman sayilar sirasiyla en fazla s vet olan o,cNve o, cN alt
kiimeleri ile elde edilen o =0, x0, cNxN alt kiimelerinin ailesi ¢, ile gosterilir.
Yine

Kdo) < (K+Dg, velg ,, <(+Dg,,
kosullarin1 saglayan azalmayan, pozitif {¢k1,} cift dizilerinin ailesi ®® ile
gosterilir.

Tamm 4.2.2. Bir M Orlicz fonksiyonu ve ¢ ={g,,} e ®® dizisi verilsin. O zaman

{pij} smirl1 bir pozitif reel say1 dizisi olmak tizere m*(M, ¢, p) kiimesi

(s,:t)=(L1) ¢s,t ieoy jeo, P

O1X02E€Ps ¢

m*(M, ¢, p)=<xew :3p>0, sup LZZ{M[MJ} <o

seklinde tanimlanir.

Tamm 4.2.3. Bir M Orlicz fonksiyonu ve ¢ ={d,,} e @@ dizisi verilsin. A={a, }
bir sonsuz ¢ift matris ve {pi’ j} siirlt bir pozitif reel sayr dizi olmak iizere

m?(M, A, ¢, p) kiimesi

Pij
1 A ()]
m3(M,A ¢, p)=<xewW’ :3p>0, sup — M| <
( ¢ p) I (s,t)zg,l) ¢s,t ieijezaz{ [ P

%0360,
seklinde tanimlanir.

Tamm 4.2.4. Bir M Orlicz fonksiyonu verilsin. A= {aum} bir sonsuz ¢ift matris ve
{pi] j} siirli bir pozitif reel sayr dizi olmak iizere 1”(M, A, p) ve 1(M, A )
kuimeleri

ID(M, A p)={xew :3p>0, i{M {‘A’j(x)‘]} | <o

i,j=1

ve
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(i, ])eNxN Yo

DM, A o) =<xew?:3p>0, sup {M (M]} | <o

seklinde tanimlanirlar.
Teorem 4.2.5. m*(M, A, ¢, p) kimesi C (izerinde cift dizilerin bilinen toplama ve
skalerle ¢arpma islemine gore bir vektdr uzayidir.

Ispat. x,y em?(M, A ¢, p) ve , B C—{0} verilsin. Bu takdirde

1 A, 0]
(sfggl)aégé{M [—pl J} < (4.8)

O1X0EQ; ¢

1 A,m)]™
(S‘?)ligl)géj;%{M [—pz J} <o (4.9)

01X0p G(ps‘t

ve

olacak sekilde p, Ve p, pozitif sayilan vardir. p, =maks{2|a|p,2|8|p,} Ve
H =sup p, ; olsun. M Orlicz fonksiyonunun azalmayan, konveks fonksiyon olmasi
i,jeN

ve Teorem 2.1.20 kullanilirsa

Z Z {M [MJFJ L Z Z {M [‘OCA”-(X)‘ N ‘ﬂA‘J(y)‘J}pJ

ieoy jeo, p3 ieoy jeo, p3 p3

@A, 0] [AA, W’
< M

ZZ{ 2ol 2,
) A, 00 AN

_ A ;)| A,m)] ™
sz ()

<ZZ( j " maks {1,2°} [M[‘A"(X)‘HJ

ieoy jeo,
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s
P

A1) +[M£\A,-<y)\n |
ico, jeo, y2i P>

<maks{1,2H‘1}Zz M
=maks{1,2" 4> I M A, ZZL {‘A (y)‘n

ieoy jeo, pl ieoy jeo, ,02

bulunur. Bu son esitsizlik ve (4.8), (4.9) ifadeleri kullanilirsa
ax+Byem’(M, A ¢, p) elde edilir. Boylece m?(M, A ¢, p)uzay1r w? cift dizi
uzayinin alt uzayidir.

Teoerm 4.2.6. m*(M,¢, p) kimesi C Uzerinde cift dizilerin bilinen toplama ve
skalerle ¢arpma islemine gore bir vektor uzayidir.

Ispat. Her m,n,k,l eN igin

(1, (mn)=(k1)
a"‘"k'_{o (o) = (K, 1)

olmak Uzere A={a,, |} sonsuz ¢ift matrisi alinirsa m?(M, A, ¢, p) =m*(M, ¢, p)

olur. Boylece Teorem 4.2.5° ten m*(M,¢,p) uzay1 wW? cift dizi uzaymmn alt
uzayidir.

Teorem 4.2.7. (M, A p) ve 1(M, A ) kiimeleri C kompleks sayilar cismi
tizerinde vektor uzaylaridir.

Ispat. Herhangi x,y 1®(M, A, p) ve , 8 € C—{0} verilsin. Bu takdirde

ve
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olacak sekilde p, Ve p, pozitif sayilar vardir. p, =maks{2|a|p,.2|8|p,} Ve

H =sup p, ; seklinde tanimlansin. Bu takdirde Teorem 4.2.5 te yapilan iglemler
i,jeN

benzer sekilde yapilirsa

ii{M[wawwq}“

Ps

O NZNON
Ps Ps

20l 2|B|p,

55w \A,(x)uA,,(y)\}”’

2p, 2,

< ZZ{M @A, (9] |BA, ) F'

< oo
bulunur. Buradan ax+ By el®(M, A, p) elde edilir. Boylece 19(M, A, p) uzay
w® ¢ift dizi uzaymin alt uzayidr.

Benzer sekilde I(Z)(M , A,0) kiimesinin C kompleks sayilar cismi iizerinde

vektor uzay oldugu goriiliir.

Teorem 4.2.8. R=maks{1,H} olmak tizere m*(M, A, ¢, p) uzay:

g(x) =inf pp;,r: sup iZZ{M[M}} <1,q,reN

(s,t)=(11) ¢S,t ieo; jeo, p

01%X02€Ps ¢

fonksiyonu ile bir paranormlu uzaydir.
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ispat.
a) Herhangi bir xem?*(M, A, ¢, p) icin g(x) = g(—x) oldugu kolayca goriiliir.
b) x=01ise A ;(0)=0veM(0)=0 oldugundan g(x)=0 elde edilir.

c) x,yem?(M, A ¢, p) elemanlar igin

Pij
1 ‘A j(x)‘ |
- M| —" <1
(s,?)lig,l) A, ¢ Z,; JZUZZ{ [ P -

O1X02€Ps ¢

A0
sy mgg{ L P =

O1X02€Ps ¢

ve

|~

olacak sekilde p, ve p, pozitif reel sayilari vardir. h=inf p,; olmak Uzere

i,jeN
R
p;=2"(p,+p,) seklinde tanimlansm. M Orlicz fonksiyonunun azalmayan ve

konveks olmasi kullanilirsa

A, oy )| |
(s, t>>(11) b, éé{ ( Ps

o‘lxczewsl
{ \A(@+A(Wq}
=| sup —
(s.t)2(L1) ¢5t ico, jeo,

A0 M(mﬁ

|

|

IA

sup — M
(s.02(11) ¢5t o ,Eaz Ps

| O1%02&Ps

| wp vy {\A(W 3,0 "l

(0200 @\ icor jeoy
O1X0 €Ps ¢

2" (p+py) 2h(p1+p2)

1
Pij |R

o, M(m o |AO)

R
20 (p+p,) 2

1
=| sup —> > M
(0200 @y icor jeoy
01 X0 €Ps ¢

P

2h (P +p2)
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] , A p A, )
S| L2 E M[ PR N
| orxo2cy, S e 2" (py +p,) ' 2" (p+p,) 2
-~ 1
Pij |R
1 A;(X)
< (S?)ggl)(é_zz - £ M(‘ /10 ‘J
_0'1><O'2€(/75,t NG 2h(lol+p2) '
‘ ‘ plj R
1 A (y)
|, Z T
O1X0 €Q5 ¢ sl o 2h(pl+p2
“ ull < >\
1 1 A X
h s,t)z st ieoy jeo, p1+p2
2 O1X02 €05 ¢
1
“ A, o™ [
+ iR sup izz Pa__\ Al
ZF (s.t)=(11) ¢5’t ico, jeo, (/01+p2) P>
O1X02€P5 ¢
1
Pi.j R
_1 sup 1 P\ 4,09
2 (s,t)=(11) ¢S,t ieoy jeo, (p1+p2) P
O1X02€Ps ¢
+=| sup —> > 2 :
2| 020D @, i jeoy (,01+Pz) P
o‘lxczegost
1
pij |R
A X
1 sup izz M —‘A’J( )‘
2 (s,1)>(12) ¢S,t ieo; jeo, pl
O1X0 €P; ¢
Pij R
1 A ()
+
2 (st)>(11)¢st§,e§{ [ P>
0‘1><0'26(p51
<1+l:l
2 2

bulunur. Béylece herhangi x,y e m?(M, A, ¢, p) igin
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(020D @, | ico: jeon P3

O01%X02€Ps ¢

olur. Yine p,, p, ve p; sayilari pozitif reel sayilar oldugundan

1

g(x+y) =inf po;r: sup iZZ{M(MJ} <l,q,reN

(s:)=(11) ¢s,t ieoy jeo, Ps

O1%X03€Ps ¢

1
Pij R
Pa.r .
<inf<p ® :| sup iZZ{M (‘A“(X)‘}} <l,q,reN
P

(0200 @, ¢ o jeoy
O1X02€Ps ¢

+inf pngr: sup LZZ{M[‘A’W)‘J} <1,q,reN

(50200 @, icor jeon
01X02€Ps ¢t

=g9(x)+9(y)

elde edilir.

d) limA"=Ave limx"=x olacak sekilde {A"}cCve {x"}cm’(M,A 4, p)

nN—o0 n—oo

dizileri verilsin. c¢) sikkindan dolay:

0<g(A"X" —AX) < g(A"X" = A"X) + g(A"x — AX) (4.10)
yazilir.
h
Her neN igin A" =0 olsun. t = ‘i;:‘ ve S :maks{;t“ R, i”} olmak
Uzere

1

pij |R
Par (A" — A" '
g(A"X" = A"x) =inf{p, R :| sup iZZ{M {‘A"( X)‘J} <lq,reN

(s,t)=(11) ¢s,t icoy jeo, Pn

O1X07€Ps ¢
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|-

Pij

Pq.r (X" —
:lnf pnT: Sup izz M M

(s.)2(11) ¢s’t icor jeo
O1X02€Ps ¢ ' ’ j:

<lq,reN

1

=inf (/1" tn)qur: sup LZZ{M[MJ} <lq,reN

(s,)=(1.1) ¢5,t ieo; jeo, n
O1X02€Ps ¢

1

<S.inf (tn)%: sup 1ZZ{M[MJ} <lq,reN

(0200 @y ¢ icor jeoy n
O1X02E€Ps ¢

olur. Boylece

h
g(A"X" = A"x) < maks{/l" R A"

}.g(xn —X) (4.11)
saglanir.

Pa
A" —z\

Benzer sekilde her ne N icin A" = A olsun. d, =[ ] olmak Uzere

g(A"x—1Ax)
1

pij |R
Par (A"x=1 Y
=inf<p, ® 1| sup iZZ{M [M}} <l,q,reN

(s,)=(L1) ¢S,t ieoy jeo, pn

01%02€Ps ¢

1
Pij R
_ Bar 1 A0
— n_ R - . ,
= inf (1 ,1dn) ; (sf’)lﬂﬁ,l)@t;,é{'w[ ) <lq,reN
O01X02€Ps ¢
h
gmaks{;t“—;t‘R,;t”—ﬂ‘}g(x)

olur. Buradan
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h
g(A"x—Ax) < maks{ A" —/I‘E A" —A‘}.g(x) (4.12)
bulunur.
limA" =4 ve limx" =x oldugundan (4.11) ve (4.12) ifadelerinin sag tarafi

Nn—o iken sifira yaklasir. Bodylece n—oo iken (4.10) ifadesinin sag tarafi

dolayisiyla da sol tarafi sifira yaklasir. Buradan lim A"x" = Ax elde edilir.

n—o

Sonug 4.2.9. m*(M, g, p) uzay

pij |R
. Par 1 ‘Xij‘
X) =inf Rl osup — M| — <l,q,reN
g(x) R Ny ZJZ " q

O1%X02 €5 ¢

fonksiyonu ile paranormlu uzaydir.
Teorem 4.2.10. m*(M, ¢, p) uzayi solid uzaydir.

Ispat. Her k,(leN icin ‘akyl‘ﬁl kosulunu saglayan a:{ak’,} dizisi ve

y={Yi,} €m*(M,g, p) dizisi verilsin. Bu takdirde

Pyt
1 ‘ykl‘
i M| —
&m%éé{[p}<w

O1X02€Ps ¢

olacak sekilde p >0 sayisi vardir. Boylece

P Py
1 ‘ak,lyk,l‘ | _ 1 ‘am Hyk,l‘ |
&m%ééWP7ﬂ} &m%ééw-ir-

O1X02€Ps ¢ 121
Pt
1 Yi
< sup —3> 3 M |
(s.t)=(11) ¢s,t keo leo, P
01X02€Ps ¢
< 00

bulunur. Buna gére ay={a,,Y,,}€m’(M,4,p) olur, dolayisiyla m’(M,g, p)

uzayinin solid uzay oldugu elde edilir.

Sonug 4.2.11. m*(M, A, ¢, p) uzayi solid uzaydir.

Sonug 4.2.12. m*(M, A, ¢, p) ve m*(M, ¢, p) uzaylart monoton uzaylardar.
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Teorem 4.2.13. ¢,y e ®@ verilsin. Bu takdirde m*(M, A, ¢, p) c m’(M, A v, p)

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sup e < oo olmasidir.
(0200 Ws,

B

st

Ispat. m*(M,A ¢, p)=m?’(M,Aw,p) olsun ve her (s,t)>(L1) icin «,, =

seklinde tanimlansin. Eger sup «, =oo ise bu taktirde lime, . =oo olacak sekilde
(s,t)=(1,1) i—0

{asi ,ti} alt dizisi vardir. Buradan her K >0 sayis1 igin m>m, oldugunda ¢, , >K

St

olacak sekilde m, € N vardir. Bu takdirde

Pij Pi.j
1 A0 A, <x)\
i M| — — i
O1X02€Ps ¢ O1X02E€Ps ¢
J}pu
J Pi

t, i€oy jeo,

> sup ast¢ ZZ{ [ ()‘

O1X02€Ps tm

>K  sup —ZZ { ()‘

mzmy 5 t ieo; jeo,
O1X02€Ps 1 tm

olur. Ayrica m>m, ve o, xo, €@, , olmak lzere

A ()
zzp (&) e

kosulunu saglayan X = {Xi’ j} em’*(M, A ¢, p) secildiginde

A
(st)>(11) V/st;é{ { P B

O1%X03€Ps ¢

bulunur.  Bu isex= {Xi’j } em*(M, Ay, p) celiskisini ~ verir.  Boylece

sup ( . J < oo elde edilir.

(s,t)>(1,1) l//s,t

Tersine K= sup b <oo olsun. Buradan her (s,t)>(1) icin
(s,t)>(1,1) lr//s,t

¢, < Ky, yazilir. Herhangi bir X = {Xk’,} em?(M, A ¢, p) verilsin. Bu takdirde
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Pi.j
1 AN
il M|
(s,?)ggl) b .Zc:; ,Ezgz { [ P =

O1%X02€Ps ¢

olacak sekilde p >0 reel sayilar1 vardir. Boylece

A0 A, o)™
(s, t)>(11) K(//St é]ezaz{ [ < (s, t)>(ll) ¢st ;Jezo'z P

O01%02€Ps ¢ O1X02€P5 ¢

<o
bulunur. Bu ise x={x,,} € m?(M, Ay, p) oldugunu gsterir.

Sonug 4.2.14. m*(M, A ¢, p)=m*(M, Ay, p) olmas igin gerek ve yeter kosul

-1
sup [¢s't ]< o Ve sup (¢S’t J < oo olmasidir.

02\ W, 02| Wi,

Teorem 4.2.15. M,M, ve M, fonksiyonlar1 A, —kosulunu saglayan Orlicz
fonksiyonlar1 olsunlar. Bu takdirde asagidaki 6zellikler saglanir:

a) m*(M,, A ¢, p) cm*(M M, A ¢, p)

b) m*(M,, A ¢, p)nm?(M,, A ¢, p) cm’(M, +M,, A d,p).

Ispat.

a) Herhangi bir x ={x,} em*(M,, A ¢, p) verilsin. Buradan

A
(st)>(11) ¢stgrglezglz{ ( P

01X0p E(ps t
olacak sekilde p >0 reel sayis1 vardir.

M Orlicz fonksiyonu x=0 noktasinda sag {izerinde siirekli oldugundan
keyfi £>0 icin0<t<JS oldugunda M(t) <& olacak sekilde & <(0,1) sayisi

_— A ,.
secilebilir. 'y, ; =M, | ——— | seklinde tanimlansin. Boylece
P

ZZ{M(YU)}pin => {M(yiyj)}pi*j +y {M(yiyj)}pi,i

icoy jeo, yingb‘ yivj>5
yazilabilir.

M Orlicz fonksiyonu ve y; ; <6 <1 oldugunda
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Y AMy O <Y v MO <maksfLM@") S {y, (4.13)

yivjsb‘ yi‘jsb‘ yivjsb‘

bulunur. Yine y,;>J igcin %>1 ve M Orlicz fonksiyonu A, —kosulunu

sagladigindan

Yii) 1 1..(2Y;
M(yi‘j)<M[ 5j<2M(2) EM[ 5 ]
v y., Ry 2y.]
2 "2

y..
TLM(2
s M@

olacak sekilde T >0 sayisi vardir. Boylece

5 wop 3 friwe)

yi,j>a‘ yiyj>5

< maks{l, (T %)H} 3y, |

Yi,j>5

(4.14)

olur.

H
B=maks{LM(®)"} ve C:maks{l,(T %} } olmak Uzere (4.13) ve

(4.14) bagintilart kullanilirsa

sk sz

(s, t>><11> /S P s t>><1 ) ¢st icor jcon

O1%X02€Ps ¢ O1X02€Ps ¢

Pi.j
+Cosp =3 > i
(020D @, ico: jeoy
O1X02€Ps ¢
< 00

elde edilir. Buise xem?(M oM, A ¢, p) olduunu gosterir.

b) Herhangi bir x ={x,, } em*(M,, A4, p)nm?*(M,, A, 4, p) verilsin. Bu takdirde

Pij
1 ‘A i(x)‘ |
el M *
(sfgg,l) b, .Za; ,ezglz { 1[ P =

O1%X02€Ps ¢

ve
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Pij
1 ‘A,J(X)‘ |
S M

O01X09 €EPq it

olacak sekilde p, ve p, pozitif reel sayilari vardir. p, =maks{p,, p,} secersek

A0
(st)>(11> b Zﬁlé{(M MZ)[

O1%X02€Ps ¢

+M,

(50200 @, ico: jcoy
01X02€0s ¢t

= sup iz Z{Ml

(50200 @, icor jcoy
O01X02 €5 ¢

<maks (1.2} sup iZZ{M{‘A,J(X)\]}p”

< sup iz Z{Ml

(502D @, | icor jeon
O01X02 €05 ¢

+maks{1,2”‘1} sup LZZ{MZE‘AJ(X)‘]}P.J

(020D @ icor feon
O1X02€QP; ¢

<00

bulunur. Boylece xem?(M,+M,, A, ¢, p) oldugu elde edilir.
Teorem 4.2.16. Her ¢ € @ i¢in asagidaki 6zellikler saglanir;
a) 1(M, A p)cm*(M, A ¢, p) 1 (M, A,e0),

b) I®(M, A p)=m*(M, A ¢, p) < sup

(s,t)>(11)

c) m*(M, A ¢, p)=1?(M,Ax)< sup ¢—>0
(s> S.t

Ispat.
a) Herhangi bir x={x,} €1”(M, A, p) verilsin. O zaman

- [ (|,
I;{MiTJ} <0

olacak sekilde p >0 vardir. B kiimeside asagidaki gibi tanimlansin;
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ZZ{ (‘A‘ ()‘J} H(s,1) 2 (L), 0, x0, €,

st

{¢S’t} cift dizisi azalmayan oldugundan {i} cift dizisi artmayandir. Boylece her

beB icin

1| (AN
b<—SIM
= 11i;{ [ P J}

yazilir. Buradan da

i SupB<lzl{ [\Ap( )\J}

bulunur. Béylece x e m*(M, A, ¢, p) elde edilir.

Yine xem?(M, A, ¢, p) verilsin. Bu takdirde

Pij
1 AN
- M|
(s,?)lig,l) b .Z;; ,EZ;‘Z { [ P =

01X0p Ews‘l

olacak sekilde p >0 reel sayist vardir. Boylece her (i, j) e NxN igin

A, 0[] 1 A, 0[]
{ML P “h g 22N,

O1%X02€Ps ¢

<o
olur. Buradan da x (M, A, ) elde edilir.

b) 1P(M, A p)=m*(M,A ¢, p) olsun. Eger her (s,t) eNxN i¢in y,, =1 almrsa
1D(M, A p)=m*(M, Ay, p) olur. Bu takdirde m*(M, A, ¢, p)=m*(M, Ay, p)

olacagindan Teorem 4.2.13” den

¢s,t
sup ¢, = sup
(s,t)=(1,1) (s,t)>(1,2) l//s,t

<0

elde edilir.

Tersine,  sup ¢, <oo olsun. Eger her (s,t) e NxN i¢in y, =1 alnirsa
(s,t)>(11)

(M, A p)=m*(M, Ay, p) olacagindan Teorem 4.2.13 geregince
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m*(M,A¢,p) <1 (M, A p)
bulunur. a) sikkindan dolay1 1®(M, A, p) c m*(M, A, ¢, p) oldugundan istenen elde
edilir.
c) Her (s,t)eNxN i¢in w,, =st alinirsa 1D(M, A,0) =m*(M, Ay, p) olur.

Gergekten x el® (M, A ) ise her (s,t)> (1) ve o, xo, €@, i¢in

A0 A, 00|
;},g‘z{ [ S.tSt(uS)lilng M P =7

olacak sekilde p >0 reel sayis1 vardir. Buradan x e m?(M, Ay, p) oldugu yani

1D(M, A,0) cm*(M, Ay, p) kapsamast bulunur. a) sikkindan dolayr da ters
kapsama vardir.

Simdi m?(M, A ¢, p) =19 (M, A ) olsun. Bu takdirde

m*(M, A, p)=m*(M, Ay, p)

st 3
olur. Teorem 4.2.13> den  sup — <o bulunur. Bdylece  sup ¢—>0 elde
(s0)2(10) By ¢ (st)2(11) St
edilir.
. st
Tersine, Por sup — <o olur ve Teorem
()21 S.t (s1)2(L1) ¢S’t
4.2.13’ den

mZ(M ’ A!V/’ p) = I(Z)(M ) A,oo)g mz(M ’ A1¢’ p)
bulunur. Ayrica a) sikkindan dolayi m*(M, A ¢, p) <1?(M, A,©0) kapsamasi
vardir. Boylece m?(M, A ¢, p) =1?(M, A ) elde edilir.
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4.3. Cesaro-Orlicz Cift Dizi Uzay1 ve Baz1 Topolojik Ozellikleri

Bu bolimde dizilerin  {x,,} gosterimi yerine {x(k,1)} gosterimi kullanilacaktr.

Ayrica 1 ile tiim reel ¢ift dizilerin uzay1 gosterilecektir.

Teorem 4.3.1.  Bir M Orlicz fonksiyonu verilsin. Bu takdirde 1 uzay iizerinde

taniml

PP (x)= ( Z‘xu‘)
nml Ijl

fonksiyonu bir konveks modulerdir.
Ispat.
i) Eger x=0 ise M(0)=0 oldugundan p (x)=0 olur.
Tersine pi (x)=0 olsun. M Orlicz fonksiyonu negatif olmayan bir

fonksiyon oldugundan her n,m e N igin

e

yazilir. Yine M(y)=0 oldugunda y=0 oldugundan —Z‘X I, J ‘ 0 olur ve

|11

buradan her i, j e N i¢in x(i, j) =0 elde edilir. Dolayisiyla x =0 bulunur.

ii) || =1 olacak sekilde o R verilsin. Bu takdirde

4 a0)= 32 [ £ St )

n,m=1
& j
M x
- S S
= (%)

olur.

iii) «, >0 olmak tizere + B =1 olsun. Bu takdirde herhangi x,y 1{? icin

p@ (ax+By)= 3 M[ Z\ax i, j)+ By, J)\j

n,m=1 |11
<SS 2 S|

o1



SOUIE IS 8]

n,m=1 | j=1 n,m=1 j=1
=apy’ (X)+ 6o (V)

elde edilir. Boylece p fonksiyonu bir konveks modiilerdir.

Tamm 4.3.2. Bir M Orlicz fonksiyonu verilsin. Bu takdirde Ces'? kiimesi

Cesﬁ,f):{xdéz’:ﬂﬂ»o,iM( Z‘x ‘j }

n,m=1 nm; i,j=1

={xel?:31>0,p{ (Ax) < o
seklinde tanimlanir.
Teorem 4.3.3. Ces? kumesi R Uzerinde gift dizilerin bilinen toplama ve skalerle
carpma islemlerine gore vektor uzayidir.

Ispat. Herhangi x,y e Ces{? ve a, e R—{0} verilsin. Bu takdirde

Z M(ﬂl Z\x i, j \J (4.15)

n,m=1 i,j=1

> M (i_nf\y(i,i)\]w (@.16)

olacak sekilde 4,4, pozitif reel sayilan vardir. A, = mln{z/rl| 2?%} olsun. M
a

Orlicz fonksiyonunun azalmayan, konveks bir fonksiyon olmasi kullanilirsa

ZM(&Z\WH/}VO Jﬂ "Z\X'JMMZ\V'J\]

n,m=1 i,j=1 i,j=1 i,j=1

elde edilir. Bu son esitsizlik ve (4.15), (4.16) ifadeleri kullanilirsa ax+ By e Ces{?

bulunur. Boylece Ces?, 11 uzayinm bir alt vektdr uzayi olur.
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Teorem 4.3.4.  Ces{? uzayi

IX| = inf {/1 2 0: p Gj 31}

fonksiyonu ile bir normlu uzaydir.

ispat.

i) Her x eCes{? icin |x||>0olur.

ii) Eger x=0 ise M(0)=0 oldugundan |x|=0 olur. Tersine ||x|=0 olsun. Bu

takdirde M Orlicz fonksiyonu azalmayan oldugundan

Sl

esitsizligi biitin A >0 sayilan igin saglanir. En az bir (iy, j,) e NxN igin
io . Jo
X(iy, jo) # 0 olsun. Bu takdirde A:ii_2|x(i,j)|¢0 olur. M Orlicz fonksiyonu

0lJo i j=1

azalmayan bir fonksiyon ve limM (u) = oldugundan her u e[a,oo) icin M(u)>1

olacak sekilde a >0 sayis1 vardir. Eger 4 = A ise A € [a,oo) olur. Boylece
a

NIRRT
M[Z}_M[iojoé P }1

bulunur. Bu ise her A > 0 sayisi igin

Sl

olmasi ile celisir. Dolayisiyla her (i, j) e NxN icin x(i, j)=0 olur. Buradan x=0
oldugu elde edilir.

iii) Herhangi bir xeCes{ ve acR verilsin. Eger t=0 ise |ax|=|al|x| olur.
a = 0 olsun. Bu takdirde

x| = mf{bo Z M( L iszl}

n,m=1
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—infdi>0: S M| =3
n%‘a nm&4% 4

1 om X(l,])
f A'>0;: M| — <1
=in {|a| > Z (nmij 7 < }

n,m=1

1 om X(I,J)
f<A1'>0: M| — <1
=|alin { > :E: (,1n1iJ=1 7 }

n, m=1
=|e|x]
olur.

iv) Herhangi x, y e Ces(? verilsin. Bu takdirde

PP (AX)<K' ve pi(1"y)<K"

’

olacak sekilde A',A",K’>1 ve K">1 pozitif reel sayilar1 vardir. 4 :% olarak

secilsin. M Orlicz fonksiyonu konveks bir fonksiyon ve 0 < % <1 oldugundan

© 1 om 11 ‘ © A/ hm ‘X(i, J)‘
M| — M
n;l [ nm JZ ] n;l nm53 K’

elde edilir. Benzer sekilde A, =

K -
secilirse
A"

A

ZM( L 8 (i 'J\JSEM[LT \X(i,i)uy(i,J)\]

n,m=1 nm;=




< A + % =1
A+l Atk

bulunur. Boylece 4,4, ve A, sayilar1 pozitif oldugundan

v ig\x(tj)w(i.nqﬂ}

s
5[]

1 nm; = A

% + y||=inf{ﬂ3 >0:

<inf{ﬂl>0: i M i%-x(i’j)‘}l}

n,m=1 nm i,j=1 21

. & 1 am|y(i
+|nf{az>o.n;l|v| %i; P Jsl}

=[xI+1yl

elde edilir.

Teorem 4.3.5. Asagida verilen ozellikler birbirine denktir.
i) Cesl ={0},

o0

i) Z Z M (%j <o olacak sekilde n,m €N sayilar1 vardir,

n=n M=

iif) Her k >0 reel sayist1 igin Z Z M (%j <o olacak sekilde n,, m, e N sayilari

vardir.
Ispat.
(i=ii) Cesy {0} olsun. Bu takdirde z=0 olacak sekilde zeCes? eleman ve
dolayisiyla z(l,1,)#0 olacak sekilde I,l, eN sayilari vardir. Yine zeCes?

oldugundan p{?’ (1z)<oo olacak sekilde A >0 reel sayisi vardir. Eger

(i .)_ z(i,J) ,i=lvej=lI,
Y= 0 , diger

olarak tanimlanan y ={y(i, j)} dizisi igin
PP (Ay) < pl (A7) <o

olur. Boylece y e Ces? bulunur. O zaman

(i, i) = 1 ,i=lvej=l,
)= 0 ,diger

olmak lzere x:{x(i, j)} e Ces? olur. Gergekten k =ﬂ.|z(|1,lz)| secilirse
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P& (K
X n,m 1 [nm |Z:1‘X ‘]
9 A
=Y M
n;l (nm |le‘y I J ‘]
=P (Ay) <o

olur. Bu takdirde k >0 sayisi igin

yazilir.

k>1 olsun. Bu durumda her nmeN igin isi olur. M Orlicz
nm nm

fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon oldugundan

C DRI

n=l, m=l, n=l m=l,

elde edilir.

0<k <1 olsun. Bu takdirde 1<k olacak sekilde seN vardir. O zaman
S

k ;
-— < — yazilir. Boylece
sThm  nm

1 1 1
nzshmzs:‘z M (nm} nzs.l{M (n(slz)}r M {n(sl2 +1)j+"'Jr M [n(sl2 +(s—1))j
(it s
n(s(l, +1)) n(s(l, +1) +1) n(s(l, +1) +2)

M( ! J+M(—1 j+}
n(s(l, +1)+s-1) n(s(l, +2))

1 1
_nzs,ll{ [n(sl )] M(n(slz)}r M[n(slz)J
M(—l j+M(—1 j+...+M[—l j
n(s(l, +1)) n(s(l, +1)) n(s(l, +1))

iz<k ve her n,meN igin
S
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n(s(l, +2)) n(s(l, +2)) n(s(l, +2))
AT J s ) e )
b n(sl,) n(s(l, +1)) n(s(l, +2)

(it=1ii) z Z M( j<oo olacak sekilde n,m €N sayilar1 var olsun. Eger

O<k<1 ise L<i olur. Bu takdirde M Orlicz fonksiyonu azalmayan
nm nm

oldugundan
IIEE 3 EE
n=n, m= n=n, m=m;
bulunur. n, =n, ve m, =m, seklinde tanimlanirsa istenen elde edilir.

k>1 olsun ve k<s olacak sekilde seN sayist verilsin.

n,=nsvem, =ms seklinde tanimlansin. Boylece

5 Z Z )

n=n, m=my n=n, m=my
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2 S S
ZS{ [n(sml)jJrM {n(sm +1)]+ -+ M (n(sm1+(s—1))]
S M S
n(s(m +1)) n(s(m +1)+1) n(s(m, +1)+2)
(o) (o))
+..+M + M| — [+...
n(s(m +1)+s-1) n(s(m, +2))
2 S S
= z{ [n(sml)}rM[n(sml)j+"'+M(n(sml)J
i)™ (oo ) e
n(s(m, +1)) n(s(m, +1)) n(s(m, +1))

S
+..+ M
(n(s(m +1))] (n(s(m +2)) }

Z{ [n(m)} [n(mﬁ]" +M[n(ml>j
(n((m +1))j [n((m +1)))+ (n((m +1))j
) )
n((m, +1)) n((m, +2))
= i{sM (LJJFSM [;} M[ 1 j+}
ary? n(m,) n(m, +1) n(m, +2)

+

elde edilir.

(ili=1) Her k>0 reel sayis1 i¢in Z Z M (%j<oo olacak sekilde n,,m eN

n=n, m=m

sayilar1 var olsun. O zaman k =1 i¢in
3 3 M
n=n, m=m

olacak sekilde n,m €N sayilar1 vardir.
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1 ,i=nvej=m o
x(i, )= o J=m olmak Uzere x={x(i, )} seklinde tamimlansin. Bu
0 ,diger

takdirde

nm:l [nm ;l\x (i ‘jzn%M(ni_niml‘x(iij)‘]

bulunur. Boylece x e Ces” olur. Bu ise Ces!? {0} oldugunu gosterir.
Teorem 4.3.6. Her u e[0,u,] icin

M (u) < Au™
olacak sekilde £ >0, A>0 ve u, >0 sayilar1 var olsun. Bu takdirde

iiM(%j<oo

n=n; m=m

olacak sekilde n,m €N sayilar1 vardir.

Ispat. {i} cift dizisi sifira yakinsadigindan her n,m>L oldugunda iSuo
nm nm

olacak sekilde L € N vardir. Bu takdirde her n,m> L icin 1 € [O, uo] oldugundan
nm

S iR
S5l

bulunur. Eger n, =m, = L alinirsa istenen elde edilir.

Teorem 4.3.7. Ces? uzay: iizerindeki

||x||_|nf{i>0 p<2>@gl}

normu ile bir Banach uzayidir.

59



Ispat. Bu teoremin ispatinda Teorem 2.1.27 kullamlacaktir. xel{?, {x} < Ces?,
sup||x,|| < ve her bir i, jeN igin 0<x(, )./ x(i, j) olsun. Yine A=sup|[x,|

denirse her se N igin

0<=<

> |

S
x|
olur. O zaman p® modiler fonksiyonu artan bir fonksiyon ve p(z)(” ”]Sl

XS

oldugundan

@[ % @) X
a3l
AT

bulunur. Her bir i, j e N igin 0<x_(i, j) /" x(i, j) oldugundan
1 . 1 ..
- 1 /_ 1
2 X% 0) 72X )

yazilir. Boylece monoton yakinsaklik teoremi kullanilirsa

A (3)- 2 m P
=lim Z M [nm il LA‘)U

S—0
n,m=1

=lim (2)
S—)oop A

=sup p (X—;\J <1

bulunur. Bu takdirde x e Ces{?’ ve ||x|< A=sup|x,| olur. Yine her bir i, jeN igin
0<x,(i, j) /" (i, j) oldugundan sup||x|| <] esitsizligi vardir. Buradan

[l = sup{lx,]| = lim|[x. |

§—0

elde edilir. Teorem 2.1.28 geregince Ces!? uzayi bir Banach uzayidir.
Teorem 4.3.8. M, veM, iki Orlicz fonksiyonu olsun. Eger her te[0,t,] icin
M,(t,) >0 ve M, (t) <M, (bt) olacak sekilde b ve t; pozitif sayilar1 varsa

Ces{; < Ces{y

kapsamasi saglanir.
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Ispat. M, Orlicz fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon oldugundan b>1 olarak

secilebilir. u=bt seklinde tanimlansin. Bu takdirde her u €[0,bt,] icin

M, (EJ <M,(u) (4.17)

esitsizligi saglanir.

x € Cesyy) verilsin. Bu takdirde pf’ (Ax)<o olacak sekilde 1>0 sayisi

vardir. Bir A_kiumesi
A = {(n m)eN?: Z|x(| J)|>bt}
| j=1
seklinde tanimlansm. A, kiimesi sonlu elemanlidir. Aksi halde M, Orlicz

fonksiyonu azalmayan bir fonksiyon oldugundan

0230 3 [ 2 St )|
>y M[ Z‘X'J‘j

(n,m)eA, | j=1

> > My(bty)

(n,m)eA,

2 2, My(t)

(n,m)eA,
=00

celigkisi olusur.

0<c<A olmak Uzere i:% seklinde tanimlansin. Boylece (4.17) ifadesi

kullanilirsa
~ * j: n,m
SRR ]

C .. c nm .

_(”m)EAxMz(mu1‘X(I’J)U+(nm)eAxM2 m.,jl‘x(”)‘}
C ) c nm .

< M. | — ' M| S |

<(”m)€Ax 2( nmil-l‘X(l J)U-i_(nmz“)w\X 1[nmij—1‘X(l J)‘J

bulunur. Buradan x € Ces;}’ oldugu elde edilir.
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Teorem 4.3.9. M bir Orlicz fonksiyonu olmak Uzere

AD :{XGCesﬁj) 1 vk >0,3n,,m, EN’i i M [n Z|X(l J)|j<oo}

n=n, m=m, i,j=1
kimesi Ces{? uzaymin kapali bir alt uzayidir,
Ispat.
i) Herhangi x,y € A? ve a, B R verilsin. Bu takdirde her k >0 sayisi igin

)DL (ZMK ZIX(I J)|]<OO (4.18)

n=n, m=m,’ ij=1
ve
> 2
Z 2 'V'{ Ak 3 Iy J)|j<°0 (4.19)
n=n" m=m,” ij=1

olacak sekilde n,/',m/,n",m~ dogal sayilar1 vardir. n, :maks{nk',nk”} ve
m, =maks{m,’,m} olsun. Boylece (4.18) ve (4.19) ifadeleri ve M Orlicz

fonksiyonunun konveks oldugu kullanilirsa

33 M( § laxti )+ By J>|] S S m

n=n, m=m, mii n=n, m=my

0 3%+ X Sy mj

i,j=1

= —

M
M

MS
MS
<
E
E
M
E

+

1 : .
< En:nk m=m, nm i;l|X(l’ J)|
1& & (2|pk
233 w2y
1& & (2alksm,
SEZ z M |n [k .Z|x(|, i)
n=n; m=mj i,j=1
1
2 =

>
I
=]
=
3
Il
3
)
—
I
-

< oo

bulunur. Buna gore A kiimesi Ces? uzayinin bir alt uzayidir.

{x,} = A? dizisi x eCes{? elemanina yakimsayan keyfi bir dizi olsun. Keyfi
bir k >0 sayis1 verilsin. {Xs} dizisi x e Ces? elemanma yakinsadigindan Toerem
2.1.25 geregince her k>0 igin s —>oo iken p (k(x—x,)) — 0 yazilir. Bu takdirde

P& (2k(x—x,)) <1 (4.20)

olacak sekilde r € N sayisi vardir. Yine her s e N igin x, € A? oldugundan
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>y M[Zk > [, J)Ij<oo (4.21)

n=n, m=m, i,j=1
olacak sekilde n,,m, €N sayilar1 vardir. n, =n, ve m, =m, olsun. Boylece (4.20) ve

(4.21) ifadeleri kullanilirsa

iiM[ ZMnﬂ=iiM—%_

2(x(i, ) =%, (i. ) | 2x,(i,j)|)

n=n, m=m, m; j=1 n=n, m=m, nm; j=1 2 2
o& 12k 4
Sn;m;jl\/l %”J(X(I D=x(@ J))\j
o &1, 2k 4
EE (R Eren)
LI | n,m
P(2k(x=x))+ > > EM (—Z|xr(|, j)|]
n=n, m=m, i,j=1
<

bulunur. k>0 sayis1 keyfi oldugundan x e A? olur. Buradan A? uzayr Ces?

uzayinin kapali bir alt uzayidir.

Teorem 4.3.10. M Orlicz fonksiyonu A,-kosulunu saglasmn. Bu takdirde
A? =Ces? esitligi saglanir.
Ispat. xeCes{? verilsin. Bu takdirde p{? (ax)<oo olacak sekilde >0 sayisi

vardir. Keyfi A>0 sayis1 verilsin. Eger A<« ise M Orlicz fonksiyonunun

azalmayan bir fonksiyon olmasindan dolay1

iiM( ZMuﬂ iim( zmuﬂ<w

n=1l m=1 | j=1 n=1l m=1 | j=1

bulunur. Buradan x e A? olur. Boylece A? =Ces{? saglanir.

] A ]
A>a olsun. Yine |== tanimlansin. Buradan |1>1 olur. M Orlicz
a

fonksiyonu A, -kosulunu sagladigindan her u €[0,u,] igin
M (lu) <kIM (u)
olacak sekilde k ve u, pozitif sayilar1 vardir. Ayrica p{? (ax) <o oldugundan her

n,mzxn, icin

—Z|x(| D <u,

Ijl
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olacak sekilde n, e N sayis1 vardir. Boylece

PR ITECS ST e

nm; i,j=1

olur. Buradan x € A olur. Dolayisiyla A =Ces!? elde edilir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde M Orlicz fonksiyonu kullanilip bazi ¢ift dizi uzaylar1 tanimlandi. Ayrica
bu uzaylarin temel 6zellikleri incelendi.

Fark dizileri yardimiyla bu uzaylar tekrar tanimlanabilir. Ayrica bu ¢ift dizi
uzaylarinin tanimlanmasinda kullanilan Orlicz  fonksiyonu yerine modiiliis
fonksiyonu alinarak yeni ¢ift dizi uzaylar1 elde edilebilir. Yine bu uzaylarin sira

stireklilik, kesin konvekslik gibi baz1 geometrik 6zellikleri incelenebilir.

65



66



6. KAYNAKLAR

Altun Y., Bilgin T., 2009. On new class of sequences related to the ¢, space

defined by orlicz function, Taiwanese J. Math., 13 (4) , 1189-1196.

Apostol T., 1978. Mathematical analysis, Addison-Wesley Publishing Company Inc.
London.

Burkill J. C. ve Burkill H., 1980. A second course in mathematical analysis,

Cambridge University Press, London.

Braha N. L., 2011. A new class of sequences related to the ¢ = spaces defined by a

sequences of Orlicz functions, J. Inequal. Appl., Article 1D 539745.

Cui Y., Hudzik H., Petrot N., Suantai S., Szymaskiewicz A., 2005. Basic topological
and geometric properties of Cesaro-Orlicz spaces, Proc. Indian Acad. Sci. Math.
Sci., 115 (4), 461-476.

Esi A., Agikgdz M., Esi A., 2013. On a class generalized sequences related to the (|
space defined by Orlicz functions, Bol. Soc. Paran. Mat., 31 (1), 113-123.

Gupta M., Kamthan P. K., 1980. Infinite matrices and tensorial transformations, Acta
Math Vietnam, 5 (1), 33-42.

Jagers A. A., 1974. A note on Cesaro sequence spaces, Nieuw Arch. Wiskd, 22 (3),
113-124.

Khan V. A., Tabassum S., 2011. On some new double sequence spaces of invariant
means defined by Orlicz functions, Common Fac. Sci. Univ. Ank. Series, 60 (2), 11-
21.

Kizmaz H., 1981. On certain sequence space, Canad. Math. Bull., 24 (2), 169-176.

Krasnosel’skii M. A., Rutickii Y. B., 1961. Convex functions and Orlicz spaces, P.
Noordhoff LTD.-Groningen-The NETHERLANDS.

Kubiak D., 2009. A note on Cesaro-Orlicz sequence spaces, J. Math. Anal. Appl.,
349, 291-296.

67



Leibowitz G. M., 1971. A note on the Cesaro sequence spaces, Tamkang J. Math., 2,
151-157.

Lindenstrauss J., Tzafriri L., 1971. On Orlicz sequence spaces, Israel J. Math., 10,
379-390.

Lim S. K., Lee P.Y. 1988. An Orlicz extension of Cesaro sequence spaces,
Comment. Math. Prace Mat., 28, 117-128.

Luxemburg W. A., 1955. Banach function spaces, Thesis (Delft).

Maddox 1. J., 1970. Elements of functional analysis, Cambridge at the University

Press.

Moricz F., Rhoades B. E., 1988. Almost convergence of double sequences and strong
regularity of summability, 104 (2), 283-294.

Musielak J., 1983. Orlicz spaces and modular Spaces, Lecture Notes in Math. 1034.
Nakano H., 1953. Concave modulares, J. Math. Soc. Japan, 5, 29-49.

Parashar S. D., Choudhary B., 1994. Sequence spaces defined by Orlicz functions,
Indian J. Pure Appl. Math., 25 (4), 419-428.

Patterson R. F., 2007. A—Rearrangements characterization of Pringsheim limit
points, Int. J. Math. Math. Sci., Volume 2007, Article ID 28205.

Petersen G. M., 1966. Regular matrix transformations, McGraw-Hill Publishing

Company Limited, London.

Prinsheim A., 1898. Elementare theorie der unendliche doppelreihen, Sitsungs
berichte der Math. Akad. Der Wissenschafftenzu Munch. Ber., 7, 101-153.

Programma van jaarlijkse prijsvragen (Annual problem section), 1968. Nieuw Arch
Wiskd., 16, 47-51.

Raj K., Jamwal S., Sharma K., 2013. New classes of generalized sequence spaces
defined by an Orlicz function, J. Comput. Anal. Appl., 15 (4), 730-737.

Raj K., Sharma S.K., Gupta A., Kumar A., 2011. A sequence space defined by a
sequence of modulus functions, Int. Journal Math. Analysis, 5 (32), 1569-1574.

68



Rudin W., 1970. Real and complex analysis, McGraw-Hill International Editions,

Mathematic Series.

Rynne B. P., Youngson M. A., 2008. Linear functional analysis (second edition),

Springer-Verlag, London.

Sargent W. L. C., 1960. Some sequence spaces related to ¢, spaces, J. Lond. Math.
Soc. 35, 161-171.

Savas E., Patterson F., 2007. Double sequence spaces defined by Orlicz functions,
Iran J. Sci. Technol., Transaction A., 31 (A2).

Shiue J. S., 1970. On the Cesaro sequence spaces, Tamkang J. Math., 1 (1), 19-25.

Tripathy B. C., Borgohain S., 2013. On a class of n—normed sequences related to

the ly space, Bol. Soc. Paran. Mat., 31 (1), 167-174.

Tripathy B. C., Mahanta S., 2003. On a class of sequences related to the ¢ space
defined by Orlicz functions, Soochow J. Math., 29, 379-391.

Tripathy B. C., Mahanta S., 2007. On a class of difference sequences related to the
¢, space defined by Orlicz functions, Math. Slovaca, 57 (2), 171-178.

Tripathy B. C., Sen M., 2002. On a new class of sequences related to the ¢ space,
Tamkang J. Math., 32 (2), 167-171.

69



70



OZGECMIS

Ad Soyad: Oguz OGUR

Dogum Yeri ve Tarihi: Hatay-11.06.1985

Adres: Basbakanhk Konutlar1 Ulubat Sokak C4-A
CEYHAN Apart. No: 10 Atakum-Samsun

E-Posta: oguz.ogur@omu.edu.tr

Lisans: Ondokuz Mayis  Universitesi, Fen-Edebiyat

Fakdltesi, Matematik BolUmu (2007)

Yiksek Lisans: Ondokuz Mayis Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitiisii, Matematik Anabilim Dal (2011)

Mesleki Deneyim ve Oduiller:

Arastirma Gorevlisi (2009---)

TEZDEN TURETILEN YAYINLAR

Duyar C., Ogur O., 2013. On a new space m*(M, A, ¢, p) of double sequences, J.
Funct. Spaces Appl., Vol. 2013, Article ID 509613.

71



